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Capitolo 1

Richiami di meccanica del punto
materiale.

1.1 Caratteri fondamentali del moto di un elemento

La rappresentazione del moto di un corpo, ossia la definizione delle leggi che governano
il cambiamento nel tempo della sua posizione rispetto ad un sistema di riferimento, &
quella parte della meccanica che viene chiamata cinematica. Essa si avvale di alcuni
concetti e strumenti fondamentali che presentiamo in questa sezione introduttiva nel
caso che il corpo in questione sia un elemento materiale puntiforme. Definito un sistema
di riferimento R(O,z,y,z), il vettore posizione OP individua il punto P occupato
dall’elemento istante per istante (nel seguito indicheremo indifferentemente la posizione
con OP o Z). La variazione di OP rispetto al tempo & una delle possibili rappresentazioni
del moto di F nel sistema di riferimento scelto. Si definisce traiettoria di F il luogo dei
punti occupati da E durante il moto. La posizione dell’elemento lungo la traiettoria puo
essere individuata mediante un’ascissa curvilinea s. La s = s(t) viene detta equazione
oraria. E in generale possibile fornire una rappresentazione parametrica del moto di £
in funzione di s, ossia

T=12(s)=>q y=y(s) (1.1)

da dove si evince che il moto di £ pud essere descritto completamente dalla conoscenza
di s(t). Definiamo vettore spostamento il vettore differenza PP’ = OP' — OP' tra
le posizioni occupate da E in due istanti successivi t e t. La velocita globale di E
nell’intervallo di tempo (¢,¢) ¢ data da PP'/(# —t). La velocita di E all'istante ¢ &
definita come

. PP AOP dOP
0= A A =i A T -2
Analogamente, ’accelerazione istantanea di E viene definita come
L g o) dv
at)= fim ==X =& (13)

1.1.1 Versore tangente

Partiamo dalla rappresentazione parametrica in funzione della lunghezza d’arco s, ¥ =
#(s). Definiamo il versore tangente # come il limite del vettore secante alla traiettoria



per As che tende a 0
s .. T(s+As)—F(s) dI
e 1 = —
t As0 As ds

(1.4)
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Figura 1.1:

Essendo s la lunghezza d’arco lungo la curva che descrive la traiettoria, per definizione
si ha ds = ||dZ]|| e quindi il modulo di # & dato da

I = Jim —1 (L.5)

0 |As|

che dimostra che ¢ & un versore.

1.1.2 Versore normale

Consideriamo la derivata di # rispetto ad s

d_f B @' _ t(s+ As) —1i(s) " T(s + 2As) — 2Z(s + As) + Z(s)
ds  ds?  Asso As = A0 As?

(1.6)

I tre punti della traiettoria Z(s+2As), Z(s+As), Z(s) indivuduano nello spazio un piano
ed un cerchio. Questi ultimi, al limite per As — 0, individuano il piano osculatore ed
il cerchio osculatore. Il cerchio osculatore € il cerchio tangente alla curva, avente come
centro il centro di curvatura C della traiettoria.

(s)
N

t(s+As)

X

Figura 1.2:

Dalla figura si nota che, al limite, At & parallelo alla normale alla curva giacente nel
piano osculatore, diretto verso C. Inoltre, sempre al limite, ||df|| = df = ds/R, essendo
R il raggio di curvatura alla traiettoria. Si ottiene quindi



di 1
=5
ds R
che definisce il versore normale.
1.1.3 Versore binormale

Definiamo il versore binormale b alla traiettoria il versore ortogonale al piano formato
da t ed 7, orientato in modo che ¢, 7, b sia una terna destra.

b=1%xn (1.8)
L, 'FL,I; ¢ definita terna intrinseca della traiettoria.
1.1.4 Velocita
Utilizzando le regole di derivazione di funzioni composte otteniamo

L di d_, . dids

da cui si evince che ¥ ¢ sempre tangente alla traiettoria e che v = §. § viene chiamata
velocita scalare del punto.

1.1.5 Accelerazione

Dall’equazione 1.9 otteniamo facilmente

dv . .dids
g= O _ gy OGS 1.1
T R PP (1.10)
Quindi, per la 1.7,
N-E
Q=i+ n (1.11)

Se ne deduce che ’accelerazione & composta da due componenti: § & la componente
22

. . EN . .
tangenziale dell’accelerazione, mentre la 7 ¢ la componente normale alla traiettoria

(centripeta).
1.1.6 Moti particolari
e Moto rettilineo. Il moto di un elemento E si definisce rettilineo se
Axv=0 (1.12)
in ogni istante;
e Moto piano. definiamo moto piano quello per il quale il vettore
ax v (1.13)

ha direzione costante;



e Moto centrale. un moto viene definito centrale con centro nel punto C se, in
ogni istante,

axCP=0 (1.14)
ossia se l'accelerazione risulta sempre parallela a C_P;

e Moto circolare. il moto lungo una traiettoria circolare di centro O (vedi figura)
puo essere in generale descritto in funzione del parametro 6 come

z(t) = Rcos[f(t)] (1.15)

Rsin[6(t)] (1.16)

<
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Figura 1.3:

che nel caso di moto uniforme si riduce a

z(t) = Rcos[fyt + ) (1.17)
y(t) = Rsin[fyt + 6] (1.18)

In tal caso il moto ha carattere periodico con periodo T' = 27R/$g = 2m/6y. Si
noti che un moto circolare uniforme € un moto centrale con centro O, mentre un
moto circolare non uniforme in generale non lo ¢ .

e Moto armonico. La posizione delle proiezioni del punto P del caso precedente
lungo gli assi x ed y varia con legge, rispettivamente, cosinusoidale e sinusoidale.
Tale tipo di moto si definisce armonico. La forma generale di tali moti & del tipo

z(t) = Acos(wt) o z(t) = Asin(wt) (1.19)
Tali leggi del moto soddisfano ’equazione differenziale
&= —w’z (1.20)

I moti armonici sono periodici di periodo T' = 27 /w. Definiamo w pulsazione del
moto (si misura in rad/sec) e f = w/27 = 1/T la frequenza (si misura in sec™!). Si
noti che, invertendo il ragionamento fatto all’inizio di questo caso, il moto circolare
uniforme a velocitd § = R0 si puo considerare come la composizione di due moti
armonici di ampiezza R e pulsazione 6.



1.2 Dinamica del punto materiale

Lo studio della dinamica di un punto materiale, qualunque sia il sistema di riferimento
adottato, prende le mosse dalla seconda equazione di Newton, la quale afferma che il
prodotto della massa m dell’elemento per la sua accelerazione @ uguaglia la forza totale
agente sull’elemento stesso f_'

mi=f (1.21)
Si tratta di un’equazione vettoriale che, nel caso sia nota la f_', assume la forma di equa-
zione differenziale del secondo ordine per la funzione Z(t). Quest’ultima, detta legge del
moto, rappresenta la posizione del punto nel sistema di riferimento adottato in funzione
del tempo. Nel caso che sia nota la legge del moto del punto Z(t), e sia richiesta la
determinazione di f si parla di problema dinamico inverso. Viceversa, la determina-
zione di Z(t) dalla 1.21 a partire dalla conoscenza di f si definisce problema dinamico
diretto. Tale classe di problemi richiede quindi la soluzione di un’equazione differenziale
del secondo ordine. In generale, la dipendenza da Z delle forze agenti sul punto puo
avere una forma tale (presenza di termini non lineari, coefficienti non costanti, ecc...)
da rendere impossibile la soluzione analitica della 1.21. Tuttavia, per una larga classe
di problemi della meccanica (che sono proprio quelli dei quali ci occuperemo in questo
corso) le equazioni differenziali con le quali si ha a che fare sono lineari (ossia, Z(t) e le
sue derivate compaiono solamente con esponente unitario) ed a coefficienti costanti. Per
tali problemi differenziali & possibile trovare una soluzione in forma analitica. Vediamo
alcuni semplici esempi.

1. Sistema massa—molla

Figura 1.4:

Si consideri il sistema in figura 1.4costituito da un elemento di massa m vincolato
a muoversi lungo una traiettoria rettilinea e collegato ad una molla di costante
elastica k. L’asse delle z sia scelto in modo che l'origine coincida con la posizione
corrispondente alla lunghezza a riposo della molla. La forza di richiamo esercitata
dalla molla ¢ pari a f = —kZ. In tal caso il vincolo imposto alla massa rende il
problema unidimensionale e quindi descrivibile con una sola equazione scalare

m& +kzr =0 (1.22)

L’equazione precedente & un’equazione differenziale lineare, omogenea, a
coeflicienti costanti.

2. Pendolo

Si consideri un elemento di massa m vincolato ad un estremo di un’asta rigida di
massa nulla. L’asta sia vincolata all’altro estremo ad una cerniera priva di attriti



che le consenta di oscillare in un piano verticale. La massa & soggetta all’azione
della forza peso ed alla reazione dell’asta, ed & costretta a muoversi lungo una
circonferenza di centro O e raggio .

O

—
P

Figura 1.5:

La componente P, della forza peso nella direzione dell’asta & bilanciata dalla rea-
zione vincolare e non influenza il moto di m. L’equazione che governa la dinamica
di m lungo l’arco di circonferenza s =16 &

mlf = —mgsin(6) (1.23)

La 1.23 & un’equazione differenziale non lineare a coefficienti costanti. Se pero ipo-
tiziamo che ’angolo # rimanga piccolo (ipotesi di piccole oscillazioni) possiamo
porre sin(f) ~ 6 ed ottenere

0+ %0 =0 (1.24)
che ¢ di nuovo un’equazione lineare a coeflicienti costanti, omogenea.

Nota 1: in generale, la dinamica di un sistema meccanico dotato di N gradi di
liberta (tale cioé da richiedere N variabili per descrivere la sua configurazione) &
governata da N equazioni differenziali. In presenza di M vincoli il numero delle
equazioni si riduce ad N — M. Un punto materiale libero di muoversi nel piano
ha 2 gradi di libertd (due traslazioni). In entrambi i casi esaminati & presente
un vincolo: nel primo esempio viene impedita la traslazione verticale, mentre nel
secondo si vincola il punto su di un arco di cerchio. Ne segue che una sola equazione
differenziale ¢ sufficiente a descrivere la dinamica del problema.

Nota 2: le equazioni 1.22 e 1.24 sono formalmente identiche. Ne segue che la
dinamica dei due sistemi sara simile. Si tratta infatti di due sistemi oscillanti non
smorzati che, come vedremo in appendice 1.6, a partire da condizioni iniziali non
nulle oscilleranno indefinitamente alla loro frequenza propria. La similitudine for-
male di 1.22 con 1.24 ¢ conseguenza del fatto che la molla fornisce una risposta
elastica lineare. Tutte le molle che considereremo in questo corso godranno di
tale caratteristica. Si noti, tuttavia, che le molle reali utilizzate in molti sistemi



meccanici hanno spesso una risposta non lineare (ad es., le molle montate nelle
sospensioni automobilistiche o motociclistiche). In quei casi I’equazione differen-
ziale conseguente ¢ di tipo non lineare e risulta necessario introdurre un’ipotesi di
piccoli spostamenti per poter studiare il sistema con equazione simile alla 1.22.

In generale, definito un sistema di riferimento cartesiano R[0, z,y, z] & possibile proiettare
I’equazione vettoriale 1.21 nelle tre direzioni degli assi, identificate dai versori 7, lAc, per
ottenere un sistema di 3 equazioni differenziali scalari nella funzioni z(t), y(t), z(¢), che
rappresentano le componenti del vettore posizione nel sistema di riferimento scelto:

mi = fi(z,y,2,2,9,2,1) (1.25)
my = fy(.’L',’y,Z,jI,:l),Z',t) (126)
mz = fz(xayazaiayaéat) (127)

Le 1.27 costituiscono un sistema di equazioni differenziali. Il sistema si dice disaccoppiato
se in ognuna delle equazioni compare solo una delle funzioni incognite. In tal caso le
equazioni possono essere risolte indipendentemente le une dalle altre.

Ogni problema diretto puod essere ricondotto ai seguenti casi particolari:

—

1. le forze agenti sull’elemento dipendono solo dal tempo f = f(¢);
2. le forze agenti sull’elemento dipendono solo dalla posizione f_': f (Z);
3. le forze agenti sull’elemento dipendono linearmente da 7 e Z, f_'z AZ + Bi + C;

4. caso generale f = f(a‘c’, z, t);

5. l'esistenza di vincoli impone all’elemento di appartenere ad una traiettoria
assegnata od ad una superficie assegnata (moto parzialmente noto).

I problemi differenziali che si ottengono possono essere risolti con le metodologie esposte
in appendice 1.6 ove appplicabili, ossia sse & possibile ridurli ad equazioni differenziali
ordinarie lineari a coeffcienti costanti. Tuttavia, & possibile individuare per tali classi di
problemi alcune metodologie alternative di soluzione.

CASO 1 In questo caso le equazioni sono disaccoppiate e possono essere risolte in-
dipendentemente le une dalle altre. In generale possiamo integrare rispetto al

tempo
t.. t
m [ F(t)dt' = [ fi(t")dt (1.28)
to to
che, una volta scelto un sistema di riferimento, si traduce in tre equazioni scalari
t t
m | Z(t)dt = fo(t)dt'
to to
t t
m [ §(t)dt = fy(@)dt
to to
¢ t
m [ Z{t)dt' = f.(t)dt
to to

da cui otteniamo (limitandoci, per brevita di scrittura, alla prima equazione)
t
mli(t) — o) = | fo(t)dt (1.29)
to

7



dove %y € noto dalle condizioni iniziali del problema per la velocita.

Il primo

termine della 1.29 rappresenta il salto di quantita di moto che I’elemento subisce
tra gli istanti ¢p e t. Possiamo ottenere direttamente 1’evoluzione temporale della

velocita Lot
vz(t) = vep(te) + — [ fo(t))dt (1.30)
m Ji
Integrando ancora otteniamo la legge del moto
]‘ ¢ ! !
z(t) = z(to) + — | we(t)dt (1.31)
m Ji,
Consideriamo, per esempio, il problema della caduta libera di un grave.
L’equazione della dinamica ¢
mZ=mg, Z(0)=0, Z(0)=7, (1.32)
Scegliendo gli assi in modo opportuno otteniamo
m& = 0, x(0)=0, £(0)= up; (1.33)
mz = mg, z(0)=0, 2(0)= wp; (1.35)
la cui soluzione &
z(t) = wuot; 1.36)
y(t) = wot; 1.37)
t2
z2(t) = wot — 95 (1.38)

CASO 2 In questo caso possiamo moltiplicare scalarmente 1’equazione per ¥ = dZ/dt,
per ottenere

dv d¥ d (v? » dZ
. o= =F- = 1.39
e dr mdt(Q) 7 (1.39)
1
ossia, definendo ’energia cinetica T = Emqu,
ar - dr
i 2 1.40
dt ! dt (1.40)
da cui, integrando, otteniamo
ta d"
Ty —Th = / F Lt =Ly, (1.41)
t dt
essendo
Lip = / f-di (1.42)
C(&1,&2)

il lavoro compiuto dalla forza f quando il punto si muove lungo il percorso C(Z1, Z2).
Quando L1 non dipende da C ma solo dai punti iniziale e finale Z1, Zo, si dice che
la f e una forza conservativa, ed ¢ possibile introdurre ’energia potenziale,
definita come

U(7) = —/;f- di (1.43)

8



per la quale vale quindi la relazione
Ly = U(Z1) — U(Z,) (1.44)
Dalle eqq. 1.41 e 1.44 segue che
To+U; =T, +U; = T + U = costante (1.45)

ossia che per un punto materiale soggetto all’azione di sole forze conservative la
somma, dell’energia cinetica e dell’energia potenziale rimane costante.

CASO 3 In questo caso abbiamo, in generale,

mfé+gzwi+gwyy+ngz.+kxw$+kwyy‘l‘kzzz:fw(t)
MY+ Gye &+ Gyy U+ Gyz 2+ kyo © + kyy y + kyz 2 = fy(2) (1.46)
mé+gzac5'5+gzy'y+gzzfé+kzw$+kzyy+kzzz:fz(t)

che rappresenta un sistema di equazioni differenziali lineari del secondo ordine
accoppiate, della cui soluzione non ci occuperemo nell’ambito di questo corso.

CASO 4 Nel caso piu generale di dipendenza di f da # e dalle sue derivate, non &
possibile ottenere una soluzione analitica del problema differenziale. E possibile,
tuttavia, risolvere numericamente il sistema di equazioni utilizzando schemi di
integrazione al passo, sfruttando il fatto che una qualsiasi equazione differenziale
di ordine n puo essere riscritta in forma di sistema di n equazioni differenziali del
primo ordine.

CASO 5 La presenza di vincoli puo imporre all’elemento materiale di appartenere ad
una particolare traiettoria o superficie delle quali si conoscono le caratteristiche
geometriche. In questo caso, risulta vantaggioso riformulare il problema in modo
da ottenere come incognite i gradi di liberta dell’elemento (ridotti dalla presenza del
vincolo) e le reazioni vincolari. Dedicheremo a tale classe di problemi il paragrafo
1.3.

1.3 Dinamica dell’elemento vincolato

E possibile che la presenza di vincoli costringa il punto materiale a muoversi lungo
traiettorie definite, o gli impedisca di occupare un certo insieme di posizioni dello spazio.
Ammettiamo, per esempio, che il punto sia obbligato a muoversi lungo una linea curva
L dello spazio; se ’equazione della curva € nota, la posizione del punto nello spazio puo
essere determinata mediante la sola conoscenza del valore di un’ascissa curvilinea scelta
lungo L. La presenza del vincolo ha quindi ridotto i gradi di liberta del punto da tre (
= gradi di liberta dell’elemento libero) ad uno solo. La presenza del vincolo ci permette
di scrivere la 1.21 nella forma

ma = f, + 7 (1.47)

dove la f(; ¢ la forza attiva agenti sull’elemento e la 7 ¢ la reazione vincolare esercitata
dal vincolo che & , in generale, incognita. L’introduzione del vincolo elimina quindi delle
incognite di tipo cinematico (i gradi di liberta che inibisce), ma introduce delle nuove
incognite, dette ausiliarie, rappresentate dalle reazioni vincolari.



1.3.1 Vincoli lisci

Un vincolo liscio, ossia privo di attrito, esercita reazioni che sono punto per punto
ortogonali alla geometria del vincolo stesso.

Appartenenza ad una curva Come abbiamo anticipato, il punto ha un solo grado di
liberta, la reazione giace nel piano individuato da 7 e b, e quindi le due incognite
ausiliarie sono 7, ed 7p;

Appartenenza ad una superficie Il vincolo elimina un solo grado di liberta e la po-
sizione del punto puo quindi essere determinata mediante una coppia di parametri
che fissi univocamente un punto della superficie (ad esempio, un sistema di ascisse
curvilinee legate a due famiglie di curve definite sulla superficie). L’unica inco-
gnita ausiliaria & la reazione normale alla superficie r, che, essendo il vincolo di
appartenenza (vincolo bilaterale), pud assumere un verso qualsiasi.

Appoggio su di una superficie In questo caso la superficie impedisce che ’elemento
occupi una particolare zona delle spazio (semispazio di moto non ammissibile) e si
tratta quindi di un vincolo unilaterale. Tale vincolo non diminuisce il numero dei
gradi di liberta del sistema. Tuttavia, negli intervalli di tempo durante i quali il
punto resta in contatto con la superficie del vincolo sono sufficienti due variabili
per individuare la sua posizione, e I'unica incognita ausiliaria & data dalla reazione
normale 7, con la differenza (rispetto al vincolo di appartenenza) che il verso sia
quello che dalla superficie va verso ’elemento.

1.3.2 Moto su traiettoria assegnata

Consideriamo un elemento materiale £ in moto lungo una curva L. La geometria della
traiettoria sia descritta dalla funzione Z(s), dove il parametro s rappresenta 1’ascissa
curvilinea definita su L. Ipotiziamo che il vincolo che lega F ad L sia privo di attrito
e scegliamo di proiettare la 1.47 sulla terna intrinseca %, 7, b della traiettoria. Tenendo
conto del fatto che 7 & ortogonale ad £ e quindi ¥ = r,7 + ryb, ed utilizzando la 1.11,
otteniamo

mi = fu-i (1.48)
§2 -

U fo-+mp (1.49)
0 = fa-b+m (1.50)

Le incognite del sistema precedente sono la s(t) e le due componenti della reazione
vincolare 7, ed 1. L’equazione 1.48 & un’equazione differenziale in s che puo essere
risolta a partire dalla conoscenza della f,; la conoscenza di s(t) ci permette di ricavare
il valore delle reazioni vincolari dalle 1.49 ed 1.50.

1.3.3 Vincoli scabri

Se il vincolo che agisce sull’elemento & scabro, la reazione vincolare non & piu diretta
solo in direzione normale alla geometria del vincolo stesso, ma ha anche una componente
tangenziale. L’intensitad di tale componente tangenziale ¢ comunque legata a quella
delle componenti 7, ed r, attraverso un coefliciente di attrito, per il quale & necessario
distinguere i casi in cui il punto materiale sia in moto o fermo.
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e Attrito statico. Nel caso in cui il punto sia fermo rispetto al vincolo, la compo-
nente tangenziale della reazione vincolare 7,5 = 744t ha un’intensitd proporzionale
al modulo della reazione ortogonale al vincolo attraverso il coefficiente di atttrito

statico Py
Tas = ®s\/1T2 + 12 (1.51)

La 7,5 puo essere concorde o discorde con t, e agisce sul punto sino a che f,-t < 74,
condizione nella quale il punto comincia a muoversi lungo la traiettoria imposta
dal vincolo.

e Attrito dinamico. Nel caso in cui il punto sia in moto rispetto al vincolo, la
componente tangenziale della reazione vincolare ha un’intensitd proporzionale al
modulo della reazione ortogonale al vincolo attraverso il coefficiente di atttrito
dinamico ®4, ed & diretta come la velocita del punto, con verso contrario

'Fad = _q)d \/’f‘% —{-7‘2

Si noti che la reazione esercitata dal vincolo scabro dipende in entrambi i casi da 7, e 7,
e quindi la presenza di una reazione tangenziale diversa da zero non introduce in realta
incognite ausiliarie aggiuntive.

(1.52)

SRS

1.4 Lavoro ed energia

1.4.1 Campi vettoriali conservativi, potenziali, irrotazionali
Si consideri una funzione vettoriale, #(Z), di dominio D C IR® e codominio lo spazio
vettoriale V, ovvero tale che w = #(Z) € V, per Vi € DL

— =

La funzione vettoriale ¥(Z) appena descritta ¢ un campo vettoriale definito in D.

A Campo vettoriale conservativo. Il campo vettoriale (%) & conservativo in D se
fﬁ-dﬂ:o, Ve(@) €D, (1.53)
c

con C circuito arbitrario chiuso (la 1.53 equivale chiaramente all’indipendenza dal
percorso seguito dell’integrale esteso ad un cammino aperto);

B Campo vettoriale potenziale. Il campo vettoriale ¥(%) & potenziale in D, se ivi
esiste una funzione scalare ¢(Z) tale che

#(Z) = Vg, VieD; (1.54)

!Definiamo spazio vettoriale V l'insieme di vettori che soddisfa la condizione & = ad + ,3(_; €V,
per ogni coppia @,b € V e a, 8 € IR. Gli elementi di V devono soddisfare le seguenti proprieta:

G+b=b+ad (@+b)+c=a+(b+0
i+0=a, a+(-a)=0

c(@ + )=cd’+cg, (c+k)d=cda+ka
c(k@) = (ck)a, la=a

Il numero massimo di elementi di V linearmente indipendenti rappresenta la dimensione dello spazio.
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C Campo vettoriale irrotazionale. Il campo vettoriale ¥(Z) & irrotazionale in D se
Vx#=0, V&eD. (1.55)

E possibile dimostrare che:

Teorema 1: Dato un campo vettoriale #(Z) definito in D C IR3, la condizione B implica

la C, la condizione C implica la A (se D & semplicemente connesso) e la condizione A

implica la B.

e, in definitiva,

Teorema 2: Se D ¢ semplicemente connesso, A, B e C sono equivalenti.

1.4.2 Lavoro, potenza ed energia

Si consideri la legge fondamentale della dinamica, scritta in termini di variazione della
quantita di moto del punto

v >
habd 1.56
m =7 (1.56)
Moltiplicando scalarmente per ¥ ’equazione precedente otteniamo
dv dv?>
2 F=m=—=—=f.7 1.57
g UMy =0 (1.57)
Introducendo ’energia cinetica T
1
T = quﬂ (1.58)
da 1.39 e 1.40 si ottiene
T _Fo=r@ (1.59
— - = .
dt

Teorema 3: — La derivata temporale dell’energia cinetica 7 del punto materiale eguaglia
la potenza P sviluppata istante per istante dalla sollecitazione totale agente su di esso.

Dalla 1.41 risulta immediatamente che

dT = f-vdt = f - dz (1.60)

dove dZ rappresenta lo spostamento infinitesimo del punto materiale (deve essere, ovvia-
mente, compatibile con i vincoli). Il termine f - d¥ rappresenta il lavoro elementare d_
compiuto dalla sollecitazione agente su P durante lo spostamento dz. Il lavoro compiuto
dalla sollecitazione quando il punto materiale si sposta lungo la curva C &

Le :/Cf“- i (1.61)

Quindi, se il punto materiale si sposta dal punto #; al punto 75 seguendo la curva C; »,
integrando la tra i due stati assunti dal punto materiale nelle due posizioni successive,
otteniamo

7-2 -
/ dT= | [f-dZ = To-Ti=CLey, (1.62)
Ti Ci,2
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Teorema 4 - La variazione di energia cinetica che il punto materiale P subisce durante il
moto da & ad T3, lungo la curva C1 2, eguaglia il lavoro compiuto dalla forza agente su di
esso lungo Cq 2. Tale lavoro &, in generale, dipendente dal percorso C 2.

Consideriamo ora il caso in cui tra le forze agenti sul punto materiale siano presenti forze
conservative (ossia forze descritte da un campo vettoriale conservativo, vedi 1.4.1). In
tal caso si ha

F(Z,2,1) = fu(@) + fucl@ T, 1) = VG(@) + fre(@, 7, 1) (1.63)

essendo ¢(Z) la funzione scalare potenziale di fc Sotto tali ipotesi, il lavoro compiuto
dalla forza agente su P pud essere decomposto nella somma dei contributi conservativo
e non conservativo

- P} .
Lon=[ Vo@-di+ [ Fuar=["dp+ [ fiar @60
Ci,2 C1,2 T C1,2

Il primo integrale al secondo membro, che rappresenta il lavoro delle forze conservative
agenti sul punto materiale, non dipende dal percorso C; 2 (sotto I'ipotesi che il dominio
D sia semplicemente connesso), e quindi si ottiene

Ley, = ¢(T2) — o(81) + L&, = £¢,, + L) (1.65)

1,2

con Lg7  =lavoro delle forze non conservative. Definiamo ora la funzione energia
potenziale U(Z) come
UE) = —¢(2) (1.66)

Per definizione del lavoro delle forze conservative otteniamo
Ea,z =U(T1) — U(Z2) (1.67)
Combinando le 1.62, 1.65 e 1.67 otteniamo

(T2 +Us) — (T1 +Uh) = LG} (1.68)

1,2
Definendo I’energia meccanica del sistema come
E=T+U (1.69)
possiamo riscrivere la 1.68 nella forma
& — & = Lg], (1.70)

Teorema 5 — La variazione di energia meccanica subita da un punto materiale durante
il moto tra i punti &1 e T, eguaglia il lavoro compiuto dalle forze non conservative lungo
il cammino Cy2 seguito durante il moto. Nel caso che siano presenti solo forze di tipo
conservativo I'energia meccanica si conserva, & — &1 = 0.

Condidizione necessaria (ma non sufficiente) affinché una forza sia conservativa € che sia

posizionale, ossia dipendente solo da Z (vedi paragrafo 1.4.1). Vediamo qualche esempio
di forza di tipo conservativo ricorrente in problemi di meccanica.
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1. Forza peso

Se scegliamo un sistema di riferimento con asse z verticale positivo verso il basso,
Ienergia potenziale legata alla forza peso mg ha la forma

Up(z) = —mgz +c

Ponendo U, (0) = O si ottiene ¢ = 0. U, rimane costante sui piani orizzontali
(z =constante) che rappresentano quindi le superficie equipontenziali per la forza
peso. Sinoti che dalla definizione di energia potenziale, eq.1.66, segue I'ortogonalita
della forza alle superficie equipotenziali (questo vale per ogni forza conservativa).

2. Campo di forza uniforme

Quanto detto per la forza peso vale per ogni campo di forza uniforme. Infatti, il
campo di forza

—

F=aw

diretto come il versore w e di intensitd o in ogni punto dello spazio, puo essere
descritto in termini di energia potenziale r. Associando un’ascissa ¢ alla direzione
individuata dal versore 1w, possiamo dare per I’energia potenziale U I’espressione

UF(O =—-al+c

Ponendo Up(0) = 0 si ottiene ¢ = 0. Le superficie equipotenziali sono i piani
ortogonali alla direzione .

3. Forze centrali

Di questa importante classe di forze ci occuperemo nel prossimo paragrafo.

1.4.3 Campi di forza centrali

Un paragrafo a parte merita 1’analisi del moto di elementi materiali soggetti ad un campo
di forza centrale. Definiamo campo di forza centrale di centro C, il campo vettoriale in
R3

= . d
F=(r)f=9¢(r) = (1.71)
7]
essendo 7 = —PC il vettore che individua la posizione del punto P, occupato istante per

istante dal punto materiale, rispetto al centro della sollecitazione C (vedi figura). La

- \\ Ié

->

=

1
—

\
‘
‘
‘
‘
ﬁ 0 |
,
\
‘
\

C X

dipendenza da r della funzione 1 caratterizza il tipo di forza centrale. In particolare,
campi di forza centrali di particolare interesse in meccanica sono:
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e Attrazione gravitazionale. Se nel punto C & presente una massa M, la massa
m subisce in P una forza che la attrae verso C. Per tale campo di forza centrale

si ha M
m
P(r) = -G 2 (1.72)
dove G ¢ la costante di gravitazione universale, ed il segno dipende dal verso scelto
per 7.

e Formalmente analoga alla precedente ¢ la forza di attrazione coulombiana
esistente tra due cariche g e @), per la quale si ha

9(r) = K22 (1.73)

K., ¢ la costante di attrazione coulombiana ed il segno positivo deriva dalla natura
repulsiva della forza per cariche dello stesso segno.

e Un’altra forza di tipo centrale & la forza elastica, per la quale si ha
P(r) = —K(r — r0) (1.74)

Questa ¢ la forza che viene esercitata da una molla con estremi vincolati nei punti
P e C caratterizzata da una lunghezza a riposo r0 e da una costante elastica K.

L’espressione dell’energia potenziale legata a tali campi di forza &

Mﬂ:—/¢&Mr (1.75)

La costante di integrazione puo essere determinata imponendo il valore della U in corri-
spondenza, a particolari valori di . Ad esempio, I'energia potenziale legata al campo di
forza gravitazionale & data da

M M
Wﬂz/G%TWZ—G%f+c (1.76)

dove la costante ¢ puo essere determinata imponendo che U(r) — 0 per r — oc.
Un elemento materiale soggetto ad una forza centrale assume un moto dotato delle
seguenti caratteristiche:

1. la traiettoria, chiamata orbita, &€ una curva piana nello spazio;

2. il raggio vettore 7 spazza, durante il moto del punto materiale, aree uguali in tempi
uguali

E possibile introdurre un sistema di riferimento vantaggioso per lo studio di tali moti
introducendo le coordinate polari (r, §) che individuano, nel piano dell’orbita, la posizione
del punto. A tali coordinate possiamo associare i versori f',é diretti, rispettivamente,
come il vettore 7 ed ortoganalmente ad esso nel verso crescente di #. Con riferimento
alle scelte rappresentate in figura, otteniamo

cos 01+ sinf j (1.77)
= —sinfi+cosh] (1.78)

3

>
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1.5 Stabilita dell’equilibrio

1.5.1 Definizioni fondamentali

Consideriamo un elemento materiale E' soggetto all’azione di una serie di forze esterne
di risultante pari a f(Z, #,t). Definiamo posizione di equilibrio statico Z, ogni posizione
per la quale

—

f(@.,0,t) =0, Wt (1.79)

L’equazione che governa la dinamica di E

—

mZ = f(Z,7,t) (1.80)

ci permette di concludere che, qualora il punto materiale occupi la posizione Z, con
velocita nulla, vi rimane indefinitamente, essendo ivi nulla la risultante delle forze agenti
su di esso.

La posizione di equilibrio Z, ¢ definita stabile se, in seguito ad una perturbazione in
posizione o velocita, il punto materiale si muove rimanendo in un intorno di Z.. Al
contrario, &, viene definita posizione di equilibrio instabile se, una volta perturbato, il
punto materiale si allontana indefinitamente da essa. Tra le posizioni di equilibrio stabili
€ necessario distinguere due tipologie principali:

e sono posizioni di equilibrio asintoticamente stabile quelle posizioni per le quali,
in seguito ad una perturbazione, il punto materiale tende, per ¢ — oo, a tornare
in Z, con velocita nulla;

e sono posizioni di equilibrio stabile quelle posizioni in cui I’elemento perturbato
non torna in Z, con velocitd nulla, ma rimane comunque confinato, per t — oo, in
un suo intorno limitato.

Dalle affermazioni precedenti si pu0 intuire come la determinazione delle caratteristi-
che di stabilitd di una posizione di equilibrio sia legata all’analisi del comportamento
dinamico del punto materiale nell’intorno di Z.. In particolare, &€ necessario studiare la
stabilita delle soluzioni dell’equazione differenziale che governa la dinamica delle piccole
perturbazioni rispetto alla posizione Z,.

Limitiamo la nostra attenzione, per semplicita, ad un problema ad un grado di liberta
ed indichiamo con s la variabile scalare che individua univocamente la posizione del
punto materiale nello spazio (se, ad esempio, ’elemento ¢ vincolato a scorrere lungo una
guida liscia, s pud rappresentare I’ascissa curvilinea definita lungo di essa, sufficiente
a determinare univocamente la posizione del punto nello spazio attraverso le equazioni
che descrivono la forma del vincolo). In tal caso, la dinamica del punto & governata
dall’equazione

ms = f(s,$,t) (1.81)

dove f rappresenta la risultante delle forze agenti in direzione tangente al vincolo. In
corrispondenza alla posizione di equilibrio s, si ha f(se,0,¢t) = 0. Imponendo s(t) =
se + §'(t) ed espandendo in serie di Taylor la f attorno alla posizione s, otteniamo

f(saéat):f(se,o,t)-l-g sl_l_g

-/ ”2 '[2 1 2
63 EQ aé S+O(S 78 ) ('8)

EQ
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Trascurando termini superiori al primo, ricordando che f(se,0,t) = 0,5 = &', § = ¢, e so-
stituendo nell’equazione differenziale della dinamica dell’elemento, otteniamo 1’eqazione
che governa la dinamica delle piccole perturbazioni attorno a s,

G OF a9 u_, (1.83)

L’andamento temporale della soluzione della 1.83 ci permette di determinare se la
posizione di equilibrio s, & stabile oppure no.
Per semplificare la notazione, poniamo

_ 9 G (1.84)
88 EQ
0
_9f K (1.85)
0s EQ
ed eliminiamo l'apice da s’. La 1.83 diventa
mé+Gé+ Ks =0 (1.86)

Le soluzioni dell’equazione precedente hanno la forma
s(t) = Cre™! + Coe™?’, (1.87)

e quindi la loro stabilitd puo essere studiata esaminando le radici dell’equazione
caratteristica associata

G
2+ —a+—=0 (1.88)

che sono

oy = —= m” (1.89)

Tali soluzioni ci permettono di affermare che possono sussistere i seguenti casi:

G=0

K > 0 = le radici sono immaginarie coniugate, quindi s(¢) ha ampiezza
limitata e la posizione di equilibrio & stabile;

e K < 0 = le radici sono entrambe reali ed una delle due & positiva, quindi
s(t) ha ampiezza esponenzialmente crescente e la posizione di equilibrio &
instabile;

G>0

e K > 0 = le radici sono immaginarie coniugate o reali e distinte, ma, in ogni
caso hanno parte reale negativa e, quindi, la posizione di equilibrio ¢ stabile;

e K < 0 = le radici sono entrambe reali ed una delle due & positiva, quindi
s(t) ha ampiezza esponenzialmente crescente e la posizione di equilibrio &
instabile;

G<0

17



e la posizione di equilibrio & instabile per ogni valore di K.

Un discorso a parte meritano i casi corrispondenti a K = (0. Assumendo che le pertur-
bazioni dello stato di equilibrio siano s(0) = sg, $(0) = $g, si possono distinguere due
tipi di dinamica conseguente ad una perturbazione della configurazione di equilibrio.

e K=0, G=0

In tal caso I'’equazione differenziale linearizzata assume la forma
ms =0
che ammette soluzioni del tipo
s(t)y=c1 +cat=39 +$ot

E interessante notare che, a seguito di una perturbazione in posizione, 1’elemen-
to materiale rimane in quiete e, di conseguenza, rimane in un intorno limitato
di se, Vi. Tuttavia, a seguito di una perturbazione in velocita assume uno sta-
to di moto rettilineo uniforme, allontanandosi indefinitamente dalla posizione di
equilibrio.

e K=0,G >0

L’equazione differenziale &

ms+Gs =0
con soluzione . .

s(t) = Soo + So _ 3_Oe—at
«a «

essendo @ = G/m > 0. In questo caso la massa rimane in quiete se perturbata in
posizione, mentre assume un moto esponenzialmente decelerato se perturbato in
velocita, tendendo, per ¢ — oo, al valor limite

S + é()
p .

Soc —

Tale particolare comportamento corrisponde alla situazione spesso definita di equilibrio
indifferente. La condizione K = 0 significa

of _

=0
Osl,

ossia variazione nulla della risultante delle forze in seguito a variazioni di posizione del
punto. E possibile percid affermare che esiste un intorno Z della posizione s, tale da
soddisfare la condizione

f(3,0,t) =0, V3ieZ.

1.5.2 Elemento materiale con piu gradi di liberta

Senza voler entrare in dettagli applicativi, si vuole ora brevemente affrontare il problema
generico a 3 gradi di liberta, con l'unico scopo di evidenziare il collegamento tra il
problema della determinazione della stabilita di un sistema dinamico con un problema,
di autovalori.
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Introducendo il vettore colonna
T

X =14 I (1.90)
T3
L’equazione vettoriale 1.80 puo essere linearizzata con un procedimento analogo a quello
visto nel paragrafo precedente per essere riscritta nella forma

Mx+Gx+Kx=0 (1.91)
dove le matrici 3 x 3 M, G, K hanno componenti definite come
ofi ofi ‘
mi; = m, ki =— s Gii=— —1| . (1.92)
" " " oz, . " ot .

dove d;; rappresenta la funzione di Kronecker. Le matrici G e K sono, in generale,
piene. Di conseguenza le equazioni differenziali che descrivono la dinamica del punto in
seguito alla perturbazione sono accoppiate. La soluzione di un sistema di tale tipo viene
affrontata nel capitolo dedicato alla soluzione di sistemi di equazioni differenziali. In
questa sede si vogliono introdurre sommariamente alcuni concetti di base per mostrare
come sia possibile conoscere, anche in questi casi, le caratteristiche di stabilitad della
configurazione di equilibrio mediante ’esame del segno della parte reale delle radici di
una equazione caratteristica.

Introducendo il vettore colonna y = x, ponendo

( 3

Z1
)
w=<”.”3>:{x} (1.93)
Z1

T

\ Z3 )

riscriviamo il sistema di equazioni nella forma
Aw =Cw (1.94)

dove le matrici A e C sono ottenute assemblando le matrici del sistema nel modo seguente

L8} {2l i

Sotto l'ipotesi che A sia invertibile, introduciamo la matrice S = A~!C, e cerchiamo
soluzioni del tipo w = ze*'. 1l sistema assume la forma

M-8)zeM=0 (1.96)

Sotto opportune ipotesi per la matrice S & possibile determinare tutti gli autovettori
zF) ed i corrispondenti autovalori ); che soddisfano tale equazione (vedi richiami di
algebra lineare per dettagli). Gli autovalori sono le radici dell’equazione caratteristica
del sistema

det(A\I-S) =0 (1.97)

La soluzione puo essere scritta nella forma,
w(t) = Z z(F) et (1.98)

k

Appare evidente come la dinamica del punto, rappresentata dalle prime tre componenti
del vettore colonna w, sara di tipo instabile se almeno uno degli autovalori di S avra
parte reale positiva.
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1.5.3 Esempio applicativo

E utile a questo punto fare due considerazioni sul procedimento descritto:

e ’equazione 1.86 rappresenta 1’equazione della dinamica linearizzata attorno alla
posizione di equilibrio, che fornisce tutte le informazioni necessarie allo studio della
stabilita del sistema in esame, quale che sia la dipendenza dalle variabili spaziali
della risultante delle forze agenti sul sistema;

e ilsegno delle grandezze G e K che, come abbiamo visto, determina le caratteristiche
di stabilita del sistema, ha un significato meccanico ben preciso: il segno positivo
per le G e K corrisponde all’insorgere, in corrispondenza ad una perturbazione dello
stato di equilibrio, di forze di reazione di segno contrario alla perturbazione stessa,
che tendono a riportare la massa verso la posizione di equilibrio perturbata, o, in
caso di segno negativo, ad allontanarla ulteriormente, con un effetto stabilizzante
nel primo caso e destabilizzante nel secondo.

Applichiamo i concetti appena introdotti al semplice caso del pendolo ideale. La di-
namica della massa m puo essere descritta dall’unico grado di liberta 6, che individua
univocamente la configurazione del pendolo ad ogni istante. L’equazione differenziale
che governa il moto &

0+ %sin&z() (1.99)
Qualora 'unica forza agente sia la forza peso, possiamo individuare due posizioni di
equilibrio, corrispondenti a # = 0 e § = 7 (posizioni A e B in figura). Procediamo,
quindi, alla valutazione delle caratteristiche di stabilita delle due posizioni.

Figura 1.6:

Posizione A

Esprimiamo il moto della massa m intorno alla posizione A come la sovrapposizione
della perturbazione 6’ a 64 = 0

O(t) =04 +0'(t) (1.100)
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L’espansione in serie di Taylor attorno a 64 della risultante delle forze &

j(aéJ)::%gnezz%[$n9A4-ameA9'+cx9ﬂﬂ (1.101)
Ma cosf4 =1 e sinf4 = 0, quindi
%sine = %9' +O0%) ~ %9’ (1.102)

e l'equazione che governa la dinamica delle piccole perturbazioni del pendolo
attorno alla posizione A &

0+ %0’ =0 (1.103)

Confrontando I'ultima relazione con la 1.86 notiamo che, in questo caso, G = 0 e
K > 0, che significa che la posizione A & di equilibrio stabile.

Posizione B

In questo caso

6(t) =0 +6'(t) =+ 6'(¢) (1.104)
L’espansione in serie di Taylor attorno a 6p della risultante delle forze &
%sinH = % [sinHB + cosfp ' + 0(9'2)] (1.105)
Ma cosfp = —1 e sinfp = 0, quindi
%sin@ - —%9' + 00 ~ —%0' (1.106)

e l'equazione che governa la dinamica delle piccole perturbazioni del pendolo
attorno alla posizione B &

6 — %0’ =0 (1.107)
da cui concludiamo che G = 0 e K < 0, che significa che la posizione B & di
equilibrio instabile.

1.5.4 Metodi energetici per lo studio della stabilita dell’equilibrio

Sempre con riferimento al problema ad un grado di libertd descritto nel precedente
paragrafo, ipotizziamo che i vincoli presenti siano privi di attrito e che le forze agenti
sul punto materiale siano di tipo conservativo (o, per lo meno, siano tali le forze che
compiono lavoro durante uno spostamento compatibile con i vincoli) ed indipendenti dal
tempo. Sotto quest’ipotesi, possiamo definire la funzione scalare energia potenziale, tale
che la componente della forza in direzione tangente al vincolo (I'unica direzione lungo la
quale pud muoversi I’elemento materiale) possa scriversi come

f=f)=f-t=-VU@) -t= —‘Z—Z (1.108)
La condizione che la posizione individuata da s, sia di equilibrio, ossia che f(s¢) = 0, si
traduce nella

9,
5o UlE(se)] =0 (1.109)
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Tale condizione corrisponde a dire che la posizione dello spazio corrispondente a s, €
posizione di equilibrio statico se rappresenta un massimo o un minimo relativo per la
funzione energia potenziale. Procediamo adesso nello studio della stabilita, sviluppando
in serie di Taylor attorno alla posizione s, ’espressione delle forze agenti scritta in termini
di energia potenziale

$6) = Fo0) + G| o 406 =

o

| ou
0s

s+ O(s"? 1.110
o 57 () (L110)

EQ

Trascurando i termini quadratici, ricordando la 1.109 e sostituendo nell’equazione
differenziale del problema ottengo

mé"+W s'=0 (1.111)
S 5O

Confrontando questa equazione con i risultati del paragrafo precedente, possiamo
concludere:

e la posizione dello spazio individuata da s € di equilibrio stabile se

o?
@U[z‘(se)] >0 (1.112)

e la posizione dello spazio individuata da s, € di equilibrio instabile se

0
@L{[x(se)] <0 (1.113)

e la posizione dello spazio individuata da s, € di equilibrio indifferente se

2

%U[zﬁ'(se)] =0 (1.114)

In definitiva, se il punto materiale P & soggetto a sole forze conservative, le

sue posizioni di equilibrio stabile corrispondono a punti di minimo relativo

per la funzione energia potenziale I/, mentre quelle di equilibrio instabile

corrispondono a punti di massimo; si hanno posizioni di equilibrio indifferente
in corrispondenza a zone dello spazio nelle quali la I/ & costante.

1.6 Soluzione di equazioni differenziali lineari a coefficienti
costanti

Si definisce equazione differenziale ordinaria di ordine 2 a coeff. costanti nell’incognita

z(t), una forma del tipo
o % 0 (1.115)
a— +a1— + oz = .
aez a0
dove le a, a1 e g sono costanti. Cerchiamo soluzioni del tipo
z(t) = et (1.116)
Sostituendo nella 1.115, notiamo che la 1.116 & soluzione dell’equazione differenziale sse

oy +oay+ag=0 (1.117)
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per c arbitrario. La 1.117 & I’equazione caratteristica associata alla 1.115. Si tratta di
un’equazione algebrica di grado 2 che ammette 2 radici. Ad ognuna di queste radici &
associata una soluzione di tipo 1.116 e quindi, per la linearita la soluzione generale ha
I'espressione

z(t) = cre™! 4 cpe™! (1.118)

Delle co? funzioni 1.118 possiamo ottenere una soluzione unica per il nostro problema
associando alla 1.115 condizioni iniziali su z(t) e #(¢) in modo da poter individuare il
valore delle costanti ¢; e cs.

Se esiste una sola radice 4 di molteplicita 2, la soluzione assume la forma

z(t) = c1€ + cytel (1.119)

Se esistono 2 radici complesse coniugate ¥ = 8 % jd la soluzione puo essere scritta nella
forma:
z(t) = P! [a cos(t) + bsin(dt)] (1.120)

1.6.1 Esempio: sistema massa-molla
Troviamo ora la soluzione del problema 1.22
mZ +kx =0 (1.121)
completato dalle condizioni iniziali
z(0) = zo, z(0) = vy (1.122)

) . . . N 2 2 _ _ « . _ .
L’equazione caratteristica & y* + w” = 0, con w = \/k/m. Le sue radici sono 7, o = +jw
e la soluzione &

z(t) = a cos(wt) + bsin(wt) (1.123)
che in virtu della condizioni iniziali diventa
z(t) = zg cos(wt) + kel sin(wt) (1.124)
w

Il sistema in questione, se lasciato libero di muoversi a partire da certe condizioni iniziali,
oscilla indefinitamente alla frequenza w che viene chiamata frequenza propria del sistema.
Notare che il pendolo governato dalla 1.23 avra una soluzione formalmente identica alla
1.124, ma con frequenza propria w = +/g/I.

1.6.2 Equazioni differenziali ordinarie a coefficienti costanti non
omogenee

Un’equazione diff. ordinaria a coefficienti costanti non omogenea di ordine 2 ha la forma

d%z dzx
— — = 1.12
Q9 72 + oy 7 + apz = f(t) ( 5)

dove f(t) & il termine forzante che dipende solo dalla variabile ¢. La soluzione generale
rzan della 1.125 si pud ottenere come sovrapposizione della soluzione dell’equazione
omogenea associata ed un integrale particolare della non omogenea

zan(t) = z6o(t) + zpN(t) oz = f(2) (1.126)
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Nella sezione precedente abbiamo visto come determinare la soluzione generale della
omogenea associata alla 1.125. Cerchiamo ora un criterio per definire la forma della
zpn. Se la forzante & del tipo

f(t) = F cos(dt) + F; sin(dt) (1.127)
dove F} e F, sono costanti. In tal caso & possibile scrivere la soluzione nella forma,
zpn(t) =t [Acos(dt) + B sin(dt)] (1.128)

essendo v la molteplicita della radice £56 per ’equazione caratteristica dell’lomogenea
associata e A, B due costanti da determinare imponendo che la 1.128 soddisfi ’equazione
differenziale. Le costanti della zgg si determinano imponendo che zgny = zgo + ZpN
soddisfi le condizioni iniziali del problema. NB: le condizioni iniziali devono essere
soddisfatte dalla soluzione globale zgy.

1.6.3 Esempio: sistema massa-molla forzato

Ipotizziamo che alla massa m sia ora applicata una forza di intensita periodica con
frequenza €2
mi + kz = F cos(Qt) (1.129)

In tal caso, 8 =0,n =0,y =Q e v =0. Ne segue che la soluzione particolare avra la
forma
zpn(t) = Acos(Qt) + Bsin(Qt) (1.130)

Imponendo che 1.130 sia soluzione della 1.129 otteniamo il valore delle costanti A e B,

F/m
La soluzione generale dell’equazione forzata sara quindi ottenuta combinando la 1.131
con Is 1.123

F
zan(t) = acos(wt) + bsin(wt) + % cos(£2t) (1.132)
w2 —

Applicando le condizioni iniziali alla zgn (t) otteniamo il valore delle costanti a e b

son(t) = % [cos(Qt) — cos(wt)] (1.133)

+ =zgcos(wt) + kLl sin(wt)
w

1.7 Oscillatore smorzato

Analizziamo ora un semplice sistema meccanico governato da un’equazione differenzia-
le che rappresenta il caso piu generale di equazione differenziale ordinaria del secondo
ordine a coeflicienti costanti. Al sistema massa—molla di fig. 1.4 si aggiunga uno smorza-
mento di tipo viscoso, ossia proporzionale alla velocita della massa m. Si noti che nelle
applicazioni pratiche della meccanica tutti sistemi di ammortizzazione sono costituiti
dall’accoppiamento di un elemento elastico (necessario ad assorbire, deformandosi, le
sollecitazione esterne) e da uno smorzatore (necessario a limitare od eliminare del tutto
le oscillazioni del sistema prima del ritorno alla configurazione di equilibrio).
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Figura 1.7:

1.7.1 Dinamica libera, stabilita

L’equazione che governa la dinamica del sistema non forzato €

mE + gt +kzr =0 (1.134)

L’equazione caratteristica &

my’ +gy+k=0 (1.135)
le cui radici sono

—g + /g% — 4mk

2m

M2 = (1.136)

Dall’esame delle radici dell’equazione caratteristica possiamo studiare la stabilitd del
sistema. Possiamo, cioé , sapere se il sistema, lasciato libero di evolversi dopo un pertur-
bazione comunque piccola, torni al suo stato di equilibrio (sistema stabile) o abbia una
risposta di ampiezza indefinitamente crescente (sistema instabile). Possono verificarsi i
tre casi seguenti

1. |g| > V4mk = due radici reali distinte

2. |g| = VAmk = due radici reali coincidenti

3. |g| < VAmk = due radici complesse coniugate
Nei primi due casi otteniamo soluzioni del tipo

1. z(t) = Ke™! 4+ He?!

2. z(t) = (J+Yt)e"

dove K, H, J, Y sono costanti che si ottengono dalle condizioni iniziali. Ne segue che
la massa m, soggetta a condizioni iniziali non nulle si muovera di moto aperiodico con
ampiezza, crescente o decrescente, in dipendenza del segno di g. Se g > 0 abbiamo due
radici negative e 'andamento & quello mostrato in figura (sistema stabile).

Nel caso 3 avremo, in generale,

2
. g 2 k g
=B+ =7 L
M2 =B+ jw, con f om’ Y T m < 4km)

e quindi la soluzione dell’omogenea avra la forma
zco(t) = ae®® cos(wt) + bePt sin(wt) (1.137)

25



x(t)

15

0.5

La stabilita del sistema dipende dal segno della parte reale 8. In particolare avremo i
seguenti casi:

A) B > 0 'ampiezza della soluzione cresce esponenzialmente ed il sistema & instabile;

B) 5 =0 il sistema & al limite di stabilita ;

10

X(t)

-10
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C) B < 0 l'ampiezza della soluzione decresce esponenzialmente ed il sistema & stabile;

1 ~

X(t)

0.5

-0.5 |

1.7.2 Risposta in frequenza del sistema forzato
Consideriamo ora il comporatamento del sistema smorzato sottoposto ad una forzante
di ampiezza oscillante a frequenza €2

mZ + gt + kx = F cos(Q) (1.138)

Riscriviamo 1’equazione nella forma

F
&+ 2w + w?z = — cos(Nt) (1.139)
m

dove abbiamo posto 2w = g/m e w = \/k/m. La soluzione generale della 1.138 ¢ data
dalla somma, della z¢g, vista nel paragrafo precedente, e della soluzione particolare della
1.138, che ha la forma zpy(t) = C cos(2t) + D sin(Q2t). Sostituendo otteniamo
F (w?-Q? 2F(wQ
C= (w . ) D= CZ“’ (1.140)
m [ (w? = 02)° + 4020202 m [(w? - 02)° + 4¢2w20?]

E quindi possibile scrivere la soluzione generale della 1.138 nella forma (verificare per
esercizio)

F/k

Y-y v

Come abbiamo notato nel precedente paragrafo, se g > 0 allora

cos(Qt + @) (1.141)

.’L‘GN(t) = QIG()(t) +

Jim zgo(t) =0

La soluzione asintotica (a regime) dell’equazione ¢ quindi costituita dalla sola soluzione
particolare della non omegenea,

Flk

2 2 2
\/ (1-%) +40%
Quindi, il regime di oscillazione della massa, dopo un transitorio dipendente anche dalle
condizioni (tramite la zgo), ha frequenza pari a quella della forzante, ed ampiezza e fase

che dipendono dal valore di 0 = Q/w e da g attraverso (. In figura 8 & riportato, in
funzione di ¢ 'andamento di

z(t) = cos(Qt + ¢) (1.142)

ampiezza 1

A(o,¢) = Pk \/(1 — 02)’ + 4202

(1.143)
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con ¢ a parametro. Si noti che A(0,() = 1, ossia che a frequenza nulla (soluzione
statica) 'ampiezza & pari a F/k per qualsiasi valore dello smorzamento g, e che per
o — 00 = A — 0. Inoltre, A ha un massimo la cui posizione dipende da (. La curva dei
massimi puo essere ottenuta annullando la derivata di A

% -0 = % [(1—0—2)2+44202] =0 (1.144)
ossia
20 [—2 (1 - 02) + 4§2] =0 (1.145)

le cui soluzioni sono:
o =0, o=+v1-2( (1.146)

Notare che:

1 . - .
e per ( = —= la curva dei massimi sparisce (o0pmqez = 0);
V2
e riscrivendo l'omogenea associata nella forma 1.139 si osserva che le radici del-
I’equazione caratteristica diventano immaginarie se ( < 1. Ne segue che per
¢ > Ceritico = 1, la soluzione dell’omogenea non oscilla.

— — - luogo dei massimi

Figura 1.8: Diagramma di risposta in frequenza. Ampiezza.

Per quanto riguarda la fase (figura 1.9), notiamo che per ¢ = 0 la risposta del sistema & in
fase con la forzante per o < 1, ed in opposizione di fase per o > 1. Se 0 = 1 (condizioni
di risonanza) la z(t) & in quadratura in ritardo rispetto f(¢) (ossia, phi = —m/2). Per
valori di ¢ crescenti, notiamo che per o = 1 si ha sempre phi = —x /2. Inoltre, per ogni
altro valore di o, si ha sempre phi < 0, ossia, la z(t) & sempre in ritardo rispetto alla
forzante f(t).

28



{ crescente

-

Figura 1.9: Diagramma di risposta in frequenza. Fase.

1.7.3 Risonanza

Nel caso in cui g = 0, la soluzione del sistema si riduce alla 1.133

F
z(t) = zg cos(wt) + 1;—0 sin(wt) + R [cos(Qt) — cos(wt)] (1.147)
Per o = 1 (ossia, se la frequenza di eccitazione ) eguaglia la frequenza propria del
sistema w) avviene il fenomeno della risonanza. Il terzo termine della 1.147 per o =1 &
una forma indeterminata. L’applicazione della regola di de I’Hospital fornisce

cos(§2t) — cos(wt) _ % sin(wt) (1.148)

1m
Q—-w w2 — QZ

Quindi, se g = 0 e Q = w, la massa m oscilla con un’ampiezza crescente linearmente con
t.

-10
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Capitolo 2

Sistemi particellari

Si consideri un insieme S di N particelle materiali nello spazio R3. In questa sezione
si vogliono determinare le equazioni del moto di un tale sistema paricellare ed i relativi
teoremi energetici.

2.1 Forze interne e terza legge di Newton

Per ogni singolo elemento k del sistema particellare S vale la seguente legge che ne
governa il moto (seconda legge di Newton)

kodt

dove m, ¢ la massa di tale elemento (assunta costante, per il momento), ¥, ¢ la sua

= fr + f1, (2.1)

m

velocita, fF & la risultante delle forze esterne (attive e, eventualmente, vincolari) agenti
su esso, mentre fI ¢ la risultante delle forze interne agenti su esso, cioe di quelle dovute

alla presenza delle altre particelle appartenenti al sistema in esame. Quindi per la f;f si
puo scrivere

— N —
I= > I (2.2)

=1

dove f; ; rappresenta la forza interna agente sull’elemento k-esimo del sistema dovuta alla
presenza del j-esimo elemento, e si assume f;f .= 0 (in realta f;g . © privo di significato).
Per caratterizzare le mutue forze interne tra le particelle, si ricorre alla terza legge di
Newton per la quale le forze di azione e reazione tra corpi (particelle) in contatto hanno
la stessa intensita, la stessa linea di azione e verso opposto, e alla sua estensione a corpi
(particelle) agenti a distanza (legge di gravitazione universale di Newton) che, tra le altre
cose, stabilisce che la linea di azione delle forze coincide con la linea congiungente i punti.
Pertanto, considerando le forze interne scambiate tra il k-esimo e il j-esimo elemento di
S, f;fj e f;fk, queste sono

(1) uguali ed opposte, ovvero

Lo+ f1 =0, YV k,j (2.3)

ed inoltre
(74) hanno la stessa linea di azione, ovvero

(&, — &) x f1.+ (& —&,) x f1, =0, Y k,j (24)

Jk
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dove T, e T, sono i vettori posizione che individuano i due elementi in esame, mentre 7|,
& un arbitrario polo nello spazio R? rispetto a cui valutare i momenti delle forze interne
relative (si osservi che la (2.4) si ricava riscrivendo il membro a sinistra nel seguente
modo

(T, = To) ¥ [l + (&, —Z) x f], = (@, &) x(fi, + ] )+ (& —2,) x f],, (2.5)
applicando la (2.3), ed osservando che I'ultimo termine & nullo essendo f_;f . barallelo al
vettore (&, — &)

Infine, per la risultante, f 7, delle forze interne e per il momento, 7, delle stesse rispetto
ad un arbitrario polo Z, applicando le equazioni (2.3) e (2.4), si ottiene:

fro=Yfr=y37f =0 (26)
k=1 k=1j=1
N . N N .

mio= (&, —I,) x ézzz(fk_fo)xﬁj =0, (27)
k=1 k=1j—1

da cui si evince che l'insieme delle forze interne agenti in un sistema particellare
costituisce una sollecitazione a risultante e momento totale nulli.

2.2 Equazione di conservazione della quantita di moto

Sommando le equazioni della dinamica (2.1) di ogni elemento di S, ricordando che si &
assunto m, costante, e in base alla (2.6) si ottiene

LA, d & N s P
kad—;zazmk'ﬁk:Z( ,f+ ;f):fE (2-8)
k=1 k=1 k=1

dove f & la risultante della sollecitazione esterna (attiva e vincolare).
Quindi, definendo con

N N
=3y q,= m, (2.9)
k=1 k=1

la quantita di moto totale di S, si ottiene la seguente equazione di conservazione della
quantita di moto per sistemi particellari

dg =

— =fF 2.10

g (210)
secondo cui la derivata temporale della quantita di moto di S & pari alla risultante delle
forze esterne agenti su S stesso. Se la risultante delle forze esterne & nulla, la quantita
di moto di S si mantiene costante nel tempo.

2.3 Moto del centro di massa di un sistema particellare

Definendo centro di massa di S quel punto dello spazio &, € R3 tale che

> m,E,, (2.11)



con
N
m=> m, (2.12)
k=1

massa totale del sistema, ed osservando che (per m, costante)

d N
7=+ m,ZE, (2.13)
dt =~

combinando la (2.13) con la (2.11) si ricava che la quantitd di moto di S & anche data
da

g=md,. (2.14)

Inoltre, combinando la (2.14) con la (2.10) si ottiene la seguente ulteriore espressione
per la conservazione della quantita di moto di un sistema particellare:
dé, =
m—= = fF, 2.15
T - f (215)
Quindi:
() la quantita di moto di un sistema particellare & la stessa che si avrebbe concentrando
tutta la sua massa nel suo centro di massa;
(74) il centro di massa di un sistema particellare si muove come se l'intera massa del
sistema e tutte le forze esterne fossero concentrate in quel punto.
Osservazioni. Si noti che dalla definizione di centro di massa si ha che

> m, (%, — ;) =0. (2.16)

Inoltre, se su S agisce un sistema di forze esterne di massa, ovvero tali che la forza
agente sul k-esimo elemento ¢ pari a f# = m, @, con @ costante, allora, per la (2.16), il
momento totale rispetto al centro di massa di un tale sistema di forze ¢ nullo; infatti:

N N
ME =3 (F, —Fy) xm, d= lzmk(:zk —5:'6,)] x @ = 0. (2.17)
k=1 k=1
Quindi il centro di massa puo essere considerato come il punto di applicazione delle forze
di massa. Pertanto, se il sistema particellare ha estensione tale che si possa assumere
costante I'accelerazione di gravita, g, agente sui suoi elementi, il momento delle singole
forze peso, m, g, rispetto a Zg € nullo, e quindi il centro di massa di S coincide con il
suo baricentro (punto di applicazione della risultante delle forze peso).

2.4 Equazione di conservazione del momento della quan-
tita di moto
Assegnato un polo arbitrario, Z, si premoltiplichi vettorialmente la (2.1) per (Z, — Z,)

e si sommi il contributo di tutti gli elementi che costituiscono §; tenendo conto della
equazione (2.7) si ottiene

D(F, = Fo) xmyoE =) (& —T) x f7 =, (2.18)



dove m?Z & il momento totale delle forze esterne rispetto al polo 7.
Per il termine a primo membro della (2.18) si osservi che

qn N N A7
at (fk_fo) Xm, v, = Z(’Uk_"_;o) Xm, v, + (fk_fo) kad—tk
k=1 k=1 k=1
L N dv,
= —mU, X U, + ];I(wk —Z,) x Mg (2.19)
quindi, definendo con
. N
ho=> (&, —&,) x m,7, (2.20)
k=1

il momento della quantita di moto del sistema particellare rispetto al polo Z, dalla (2.19)
si ha

N o —
dv dh
SN &, —Ty) x m—L = ==+ mi, x ¥, (2.21)
] dt dt
che combinata con I’equazione (2.18) fornisce la seguente equazione di conservazione del
momento della quantita di moto per sistemi particellari
dh,
dt

= TE = miy X T, (2.22)

Si osservi che:

-

— se Z, e fisso [0, = 0], oppure
—se @, = &, [#, X T, = 0], oppure
—se I, e tale che ¥, € parallelo a ¥, [, x ¥, = 0],
allora l’equazione (2.22) si riduce alla pit semplice
dh,
dt

= ME. (2.23)

2.5 Momento della quantita di moto: moto di S attorno al
suo centro di massa

Dall’esame della equazione della conservazione della quantita di moto, si nota che questa
descrive essenzialmente il moto del centro di massa del sistema, particellare in esame, ma
non tiene conto del moto che le particelle del sistema hanno attorno al centro di massa
stesso. Il moto delle particelle attorno al centro di massa appare come elemento essenziale
nella equazione della conservazione del momento della quantita di moto.

Si consideri il seguente sviluppo per il momento della quantita di moto rispetto al
generico polo mobile &,:

N N
ho = Z(fk _fo) X mkﬁk = Z(‘fk _fG +‘fc _560) X mk(ﬁk _60 +1_)'G)
k=1 k=1
N
= ka (T, —Tg) x (¥, —Ug) + ka (T, —Z4) X Ug
k=1 k=1
N
+ ('fG _560) X ka (77k _"70) + (‘,EG _fo) X mﬁc (2-24)



dove, per I’equazione (2.16) e la sua derivata rispetto al tempo, il secondo e terzo termine
dell’espressione finale sono identicamente nulli. Quindi, osservando che §= m ¥, e che,
sempre per la (2.16),

N N
o= m (@, —T) X T, = S m, (&, — ) X (@, — g), (2.25)
k=1 k=1

dalla (2.24) si ricava che, per il momento della quantitd di moto rispetto ad un polo
generico, &, vale la relazione

Eo :ﬁe‘l_(fa_fo) X q. (2:26)

Pertanto, il momento della quantita di moto di S rispetto ad un generico polo, Z,, &
dovuto alla somma di due contributi: (7) il momento della quantita di moto che avrebbe
il centro di massa se 'intera massa del sistema fosse concentrata in quel punto e (4) il
momento della quantitd di moto rispetto al centro di massa che dipende (vedi seconda
espressione in equazione (2.25)) dal moto delle singole particelle relativo (attorno) al
centro di massa di S.

Da questo esame della equazione (2.26), ed osservando 'espressione della (2.22), si evince
quindi che il moto delle particelle attorno al centro di massa appare come elemento
caratterizzante ’equazione (2.22) di conservazione del momento della quantita di moto
di S.

2.6 Teoremi energetici per sistemi particellari

Moltiplicando scalarmente I'equazione (2.1) che governa il moto del k-esimo elemento di
S per la sua velocitd, ¥, , e sommando si ottiene

dv, . P
> mkd—t’“-vk: > fP-v,+ > -, (2.27)
k=1 k=1 k=1
dove, se I'energia cinetica € definita da
1N
_ 2
T = El;:lmk v, (2.28)

si ha
m,—- U, = —— (2.29)
k=1

mentre, se con PZ e P! si indicano rispettivamente la potenza sviluppata dalle forze
esterne e quella sviluppata dalle forze interne, risulta

N N
S fE.v, =P", > fr-v, =P (2.30)
k=1 k=1

Combinando la (2.27) con la (2.29) e la (2.30) si ottiene, analogamente a quanto visto
per il punto materiale, la seguente relazione

% = PP + P, (2.31)
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che puo essere enunciata nel seguente

Teorema # 1: la derivata temporale dell’energia cinetica di un sistema particellare S &
pari, istante per istante, alla potenza sviluppata da tutte le forze (esterne ed interne)
agenti sugli elementi di S.

Sempre in analogia con quanto fatto per i teoremi energetici relativi al punto materiale,
consideriamo gli spostamenti infinitesimi degli elementi del sistema particellare, dZ, =
¥, dt, compatibili con i vincoli eventualmente presenti. Combinando la (2.31) con le
espressioni riportate nelle (2.30) si ottiene

dT = dCe +dLr, (2.32)

dove
N N
dce =" fF.dz, e AL =) fl-dZ, (2.33)
k=1 k=1

sono il lavoro compiuto, rispettivamente dalle forze esterne e da quelle interne, associato
all'insieme (dZ,, k = 1,.., N) degli spostamenti infinitesimali ammissibili per gli elementi
di §. Considerando, quindi, un intervallo di tempo finito (to — ¢1) durante il quale il
k-esimo elemento di S segue un percorso C, tra la posizione Z1, = Z, (¢1) e la posizione
To, = T, (t2), integrando la (2.32) si ottiene

/rEdT:iv:/ ka-deriv:/ fi-dz (2.34)
1 )

k=1"Cp (81, —T2;) k=1"Cp (@1, —=T2y
cioé la seguente relazione di bilancio tra variazione di energia cinetica e lavoro:

To—Ti=LE _ + LI (2.35)

C(1—-2) c(1—-2)’

dove C(1 — 2) rappresenta 'insieme dei percorsi C, seguiti dalle particelle durante
I’evoluzione di § dalla configurazione all’istante £ a quella all’istante to. La relazione
(2.35) puo essere enunciata nel seguente

Teorema # 2: la variazione dell’energia cinetica di un sistema particellare in un intervallo
di tempo finito, & pari al lavoro compiuto, in quell’intervallo di tempo, da tutte le forze
agenti (esterne ed interne) sugli elementi del sistema particellare, durante il moto dalle
posizioni iniziali Z1, alle finali 75, .

2.6.1 Forze conservative ed energia meccanica

Tra le forze agenti sulle particelle di S, distinguiamo ora quelle conservative
eventualmente presenti, da quelle non conservative; poniamo, cioe

f_';cE — f;cE,C_Ff;E,nC (2.36)
N

fro= Y (Fre+ 7). (2.37)
i=1

ed includiamo nella nostra analisi le funzioni di energia potenziale associate alle forze
conservative.
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In tal caso

—

FEC(t) = —VUP (Z) fre@t) = -V () (2.38)

b
F=7 (1) F=F (1)

dove U[F(Z) e U!(Z) & la funzione energia potenziale associata alle forze esterne conser-

vative che agiscono sul k-esimo elemento di S (si osservi che le I F(Z) possono essere
le stesse per diversi k: ad esempio, se I'unica forza esterna cui S ¢ soggetto ¢ il campo
gravitazionale terrestre, allora le Z;{]f (Z) sono tutte uguali tra loro e pari al campo di
energia potenziale gravitazionale terrestre).

1

A questo punto, determiniamo 1’espressione del lavoro eseguito dalle forze esterne ed
interne sul sistema particellare in termini delle energie potenziali introdotte. Per il
lavoro delle forze esterne, combinando la prima delle (2.33), la (2.36) e la (2.38), si
ottiene

LP = LS, + LI, =Uf —UF + LI (2.39)
Lt = Lé(’fﬁz) + Eég?im =U] —U; + ﬁé(’fi2) (2.40)

dove, avendo definito con

N

ue = Y UE(ZE, (1) (2.41)
kj;lA

U = > UN(E, (1) (2.42)
k=1

Ienergia potenziale dell’intero sistema particellare relativa alle forze esterne ed interne
conservative, ed i pedici 1,2 indicano i valori assunti agli istanti iniziale e finale.
Definendo ’energia meccanica del sistema come

E=T+UF +U! (2.43)
si ottiene la relazione
E—& = Ef(’ln_fz) + Lé(’?_cm), (2.44)

che puo essere enunciata nel seguente

Teorema # 3: la variazione in un intervallo di tempo dell’energia meccanica associata
ad un sistema particellare (somma di quella cinetica, potenziale esterna e potenziale
interna), & pari al lavoro compiuto dalle forze non conservative (esterne ed interne)
agenti sugli elementi del sistema particellare stesso, seguendo le loro traiettorie durante
la evoluzione di S dalla configurazione iniziale a quella finale.

!Si noti che l'energia potenziale associata alle forze conservative interne, & necessariamente funzione
di due variabili spaziali. Infatti, data una f;’ ;,c, questa dipende, istante per istante, sia dalla posizione,
#,, occupata dal k-esimo elemento su cui essa agisce, che dalla posizione, Z,, occupata dal j-esimo
elemento. E possibile tener conto di cid considerando il k-esimo elemento soggetto ad un campo di
energia potenziale I;{i (Z,,t) variabile nel tempo a causa del moto del j-esimo elemento, generatore di
tale campo.

36



In conclusione, ricordando che anche per I’energia potenziale delle forze esterne associata
al k-esimo elemento vale la relazione

dUrE N dz > i
dtk - Vu,f =z ‘ d—tk - _fzf’c "V (2.45)

k

combinando la (2.31) con le (2.30),(2.36),(2.37), (2.45) e (2.41), si ottiene

e
= = PEe 4P (2.46)

ovvero il

Teorema # 4: la derivata temporale in un certo istante, dell’energia meccanica di un
sistema particellare S, & pari alla potenza sviluppata in quell’istante da tutte le forze
non conservative (esterne ed interne) agenti sugli elementi di S.

2.7 Energia cinetica di sistemi particellari: teorema di
Koenig

Si vuole derivare una espressione significativa per 1’energia cinetica dell’intero sistema
particellare S. Ponendo #" = ¥ — 7, si ha

N o1 N1
2 N
T = ngk”k:z:ﬁmk%'”k

k=1 k=1
N 4 1, N N
—f — —f — — !
= Zimk(vk%— ¢) (T, +7g)=smu +kavk vG+Z§mkvk(2 47)
ma essendo
N
> mi(7, — ) =0, (2.48)

che si ottiene derivando la (2.16), si ricava che

1, X1 p
T:§va+ ) MY (2.49)
k=1

ovvero il seguente

Teorema di Koenig: I'energia cinetica di un sistema particellare in corrispondenza ad un
qualsiasi atto di moto, si ottiene sommando l’energia cinetica del centro di massa (as-
sumendo ivi concentrata la massa dell’intero sistema) e ’energia cinetica delle particelle
relativa al moto attorno al centro di massa.

2.7.1 Teoremi energetici relativi al moto attorno al centro di massa

Dal teorema di Koenig deriva 'ultima osservazione relativa alla, dinamica dei sistemi
particellari, che riguarda la derivata temporale dell’energia cinetica del moto attorno al
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centro di massa. Ricordando I’equazione che esprime la conservazione della quantita di
moto di S, si ottiene che

d ]. 2 o d'l_jG - _’E -
7 (2m'uc) =m-g" Vg =f7-v,. (2.50)

La combinazione della (2.31) con la (2.49) e la (2.50), fornisce allora
d 1 al 12 E I Fe 2
T §kavk =PE4+PI— P07, (2.51)
k=1
che ricordando le (2.30) e la (2.3), ed ossevando che ¥, — ¥, =¥ — ¥, diventa

N N .
T4y Y fL@ 7)) (2.52)

NE
aml

d (1Y >
T (5 DMy ”2) = v
k=1 k=1 k=1j=k+1
N N N _
- Z szINLZ flgj'rl_)’lk’ (2.53)
k=1 k=1j=1

che definendo 7" I’energia cinetica del moto attorno al centro di massa pud essere riscritta
come
a7’
AT _pe' pr (2.54)
dt
dove PF’ e P1' rappresentano, rispettivamente, la potenza relativa (al moto attorno al
centro di massa) sviluppata dalle forze esterne e la potenza relativa (al moto attorno al
centro di massa) sviluppata dalle forze interne. Tale risultato & enunciato nel seguente

Teorema # lbis: la derivata temporale in un certo istante, dell’energia cinetica del moto
attorno al centro di massa di un sistema particellare S, & pari alla potenza relativa (al
moto attorno al centro di massa) sviluppata in quell’istante da tutte le forze (esterne ed
interne) agenti sugli elementi di S.

Infine, consideriamo gli spostamenti infinitesimi degli elementi del sistema particellare,
di’ = ¥ dt, relativi al moto attorno al centro di massa e compatibili con i vincoli
eventualmente presenti. Combinando la (2.54) con le espressioni delle potenze relative
che appaiono nella (2.52), si ottiene

d7" =dL? +dcL’, (2.55)

dove
! N - ! N -
dce =Y " fr.d&, e ALY =) fl-d¥ (2.56)
k=1 k=1

sono il lavoro compiuto, rispettivamente dalle forze esterne e da quelle interne, associato
all'insieme (dZ’ , k = 1,.., N) degli spostamenti infinitesimali relativi (al moto attorno al
centro di massa) ammissibili per gli elementi di S. Di nuovo, considerando un intervallo
di tempo finito (¢2 — ¢;) durante il quale ogni k-esimo elemento di S segue un percorso
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C! tra la posizione 7|, = ' (11) e la posizione 7 = &', (f2) nel moto attorno al centro
di massa (¥’ = &, — ), integrando la (2.55) si ottiene

7 N
ar =% [ freazr+ Z/ i a (2.57)
Ty k=17el @ —e, ) k=17Cl @ -7 )

cioe la seguente relazione di bilancio tra variazione di energia cinetica del moto attorno
al centro di massa e il lavoro compiuto durante gli spostamenti nel moto attorno allo
stesso:

!

I

T Tl c'(HZ) + EC’(laZ)’ (2'58)
dove C'(1 — 2) rappresenta I'insieme dei percorsi C’ seguiti dalle particelle durante il
loro moto attorno al centro di massa tra 'istante ¢; e l'istante t2. La relazione (2.58)
puo essere enunciata nel seguente

Teorema # 2bis: per un sistema particellare, la variazione in un intervallo di tempo finito,
dell’energia cinetica del moto attorno al centro di massa, & pari al lavoro compiuto, in
quell’intervallo di tempo, da tutte le forze agenti (esterne ed interne) sugli elementi
del sistema particellare stesso, nel loro moto attorno al centro di massa, dalle posizioni
iniziali 7}, alle finali 77, .
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Capitolo 3

Cinematica del corpo rigido

In questo capitolo esamineremo il problema della rappresentazione del generico atto di
moto cui pud essere soggetto un corpo rigido, libero di muoversi nello spazio. Definia-
mo corpo rigido una distribuzione continua di massa costituita da co® punti materiali
le cui distanze relative sono immutabili nel tempo. Cio significa che tale corpo & ca-
pace di modificare la sua posizione ed il suo orientamento rispetto ad un sistema di
riferimento fisso nello spazio, ma non puo modificare la sua forma. Se, oltre al generico
sistema di riferimento fisso R(O, 1, %2,13), introduciamo un sistema di riferimento mo-
bile, R, (€, é1,és, é3), solidale con il corpo rigido (tale, quindi, da essere soggetto allo
stesso tipo di moto che anima il corpo), possiamo affermare che la posizione rispetto a
Ry dei punti materiali che costituiscono il corpo, & immutabile nel tempo.

3.1 Cinematica 2D: moti piani di un corpo rigido

Definiamo moto piano di un corpo rigido C, un atto di moto per il quale il vettore velocita
di uno qualsiasi dei suoi punti & sempre parallelo ad uno stesso piano.

3.1.1 Moto traslatorio

Definiamo moto traslatorio del corpo rigido un atto di moto per il quale risulta in-
dipendente dal tempo 'orientamento di un arbitrario segmento materiale definito sul
corpo rigido stesso.

Posizione dl’istante t+T

Figura 3.1: Traslazione di un corpo rigido.
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Se chiamiamo A e B i punti estremi di tale segmento, ed indichiamo con AB il vettore
che porta dal primo al secondo punto, per definizione di moto traslatorio, esso sara
invariante nel tempo. Ne segue che, posto

7p =34+ AB (3.1)
per la velocita di B risulta, necessariamente,

—

dZp d
B =

—2 = _ (Z,+AB) =7 3.2
dt dt( at ) A (32)
relazione valida per un’arbitraria scelta dei punti A e B. Analogamente, per
I'accelerazione di B otteniamo

adp =4, (3.3)
in definitiva, ’atto di moto traslatorio piano & descritto dalle relazioni
17B=’I7A, ap =ada VA,B eC (3.4)

Ossia, un atto di moto rigido di traslazione corrisponde ad una distribuzione spaziale
uniforme di velocita ed accelerazione.

3.1.2 Moto rotatorio

I moto rotatorio piano di un corpo rigido C corrisponde ad una rotazione attorno ad un
asse perpendicolare al piano del moto (ossia, al piano II parallelo al vettore velocita di
ogni punto di C). Per descrivere tale atto di moto, consideriamo (vedi figura 3.2) il piano
IT coincidente con il piano del foglio e scegliamo l'intersezione dell’asse di rotazione con
tale piano come origine O del sistema di riferimento fisso R(O,11,1%9,13).

D>

Figura 3.2: Rotazione di un corpo rigido.

Inoltre, il sistema di riferimento mobile R, (€2, é1, é2, é3) solidale con C venga scelto in
maniera che {2 = 0. Sotto queste ipotesi, la posizione del sistema mobile R, rispetto
a quello fisso & determinata univocamente dall’angolo @, funzione del tempo attraverso
il moto di C. Indichiamo con Zp il vettore posizione del generico punto P appartenente
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al corpo rispetto al sistema di riferimento fisso. Tale vettore puo essere rappresentato,
indifferentemente, mediante le sue componenti in R o in R,

—

Zp(t) = z1(t)iy + z2(t)iz = y1é1(t) + y2éa(t) (3-5)
dove

Il = Tp "il, o =ZIp "iz (36)
Y1 =ZTp-€1, Y2 =Tp-E.

L’equazione precedente implica che la velocita del punto P si possa rappresentare, nei
due sistemi di riferimento scelti, come
d.’fp d.’L'1 A dSEQ A dél déz

vp(t) =—=——W1+—12=y1 — — 3.7

vp(t) di QG BT g kT g T2y (3.7)
Nel seguito, I’espressione della velocita per un atto di moto piano rotatorio viene derivata
sia a partire dalle derivate delle componenti di Zp nel sistema di riferimento fisso R, che
in termini di derivate dei versori é; di R,,, viste nel riferimento fisso R. Come vedremo,
tali rappresentazioni portano a risultati del tutto equivalenti.
Cominciamo col moltiplicare scalarmente la 3.5 per i versori di R, i1 ed 9, ricordando
che

él . 21 = ég . ;2 = cosf (38)
é2 "21 = —él ";2 = —siné.
Otteniamo
1 = yi1co86 — yysinf (3.9
o = yisinf+ yscosh

Derivando le relazioni precedenti rispetto al tempo, si ottiene

dxl

5 - —0y; sin @ — Oy, cos = —0z, (3.10)
% = 9@/1 cosf — 9y2 sinf = 6z,

Possiamo ora introdurre il vettore velocita angolare &
& =013 =0és (3.11)

ed ottenere dalla 3.7, tenendo conto delle 3.9 e 3.10,

Up =W X Tp (3.12)
e € l'espressione della velocita per un atto di moto rigido piano rotatorio. Tale espressione
vale solo se ’origine del sistema, fisso R coincide con il punto attorno al quale ruota C.

La relazione 3.12 & stata ottenuta dalle derivate delle componenti di Zp rispetto al
riferimento fisso R. Possiamo pero ottenere la stessa relazione a partire dall’espressione
della velocita in termini di derivate dei versori di base (vedi eq. 3.7). La rappresentazione
dei versori di base attraverso le loro componenti nella base fissa R &

e = (él - ’21) gl + (él . ’22) 19 = COS 9’21 + Sin9’22 (3.13)
-1

éa = (é2-11)11 + (&

~

19) 19 = — sin 011 + cos O19
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che derivata fornisce

de ; Y o VA

d—tl = 0 (— sin i1 + cos 022) = feqy (3.14)
dé H 2 . ol PN

d—t2 = 0 (— cos fi; — sin 022) = —0¢;

Ricordando la definizione 3.11, e le relazioni che intercorrono tra i versori della base
mobile, ed il fatto che il terzo vettore della base mobile & invariante rispetto al tempo,
possiamo riscrivere le 3.15 nella forma,

dé, = WXEé

dt !

a6

% = Fxé (3.15)
dés

== — 9

dt

Le equazioni precedenti sono le formule di Poisson per il moto rigido bidimensionale.
Esse legano la variazione temporale dei versori di base mobile alla velocita angolare &,
definita dalla 3.11. Sostituendo le 3.15 nella 3.7, e tenendo conto della 3.6, otteniamo
nuovamente

Up =& X Tp (3.16)
Si noti che I’espressione precedente & stata ottenuta per un punto del corpo rigido ap-
partenente al piano X7 Xy del sistema, di riferimento fisso, scelto, quest’ultimo, parallelo
al piano del moto. In generale & possibile derivare la 3.16 anche per i punti del corpo
rigido che non appartengono al piano X; X5. Si lascia al lettore la dimostrazione di tale
relazione, suggerendo per la scelta dell’origine del riferimento fisso R un punto appar-
tenente all’asse di rotazione (retta alla quale appartiene il vettore &), e ricordando che
un qualsiasi punto del corpo rigido si muovera lungo una traiettoria circolare con una
velocita op = &t.
La determinazione dell’accelerazione del punto P del corpo rigido animato da moto
rotatorio, si ottiene derivando I’espressione ottenuta per la velocita
dip dd dZp d&

dp=——=—XZp+WdX—=— XZTp+d X Tp. 3.17
P @ <t a —a -~ F F (3.17)
Ricordando I’espressione ottenuta in precedenza per la velocita del punto P, e sostituendo
nell’equazione precedente, otteniamo

d@

"pzax:ﬁ'p+u'5x(u'5x§:'p) (3.18)
Tale relazione puod essere ulteriormente modificata tenendo conto della regola di calcolo
vettoriale

ix(bx&=0b(@-¢) —c@-b) (3.19)
che applicata alla 3.18 fornisce
A3
a:P:d_(: ><.Ci)‘p—u)2 .fp (3.20)

43



dove Zp & la componente del vettore Zp parallela al vettore &. E facilmente dimostrabile
come, in questo caso, le due componenti dell’accelerazione date dalla 3.18 rappresentino,
rispettivamente, le componenti di accelerazione tangenziale e normale (centripeta) dei
punti materiali di C che si muovono tutti di lungo traiettorie circolari.

In definitiva, I'atto di moto di un corpo rigido che ruoti attorno ad un asse fisso, &
rappresentato, rispetto ad un sistema di riferimento fisso R(O, 21, 12,13) (con O € all’asse
di rotazione), dai seguenti campi di velocita ed accelerazione

'l7p = WX fp
VZeC, Vit (3.21)
- do 2 -
ip = — XIp—w'Ek
P e P P
con velocita angolare definita dalla
& = 0 1. (3.22)

3.1.3 Moto generico di roto-traslazione

Un generico moto piano di un corpo rigido puo essere sempre decomposto nella sovrap-
posizione di un moto di traslazione pitt un moto di rotazione. Con riferimento alla figura
3.3, & possibile osservare come, scelto arbitrariamente un punto Q € C, & possibile espri-
mere lo spostamento del corpo come la sovrapposizione di un moto di traslazione, nel
quale tutti i punti si muovono come (2, e di una rotazione attorno a €2 stesso. Si noti che,
in realta, la condizione 2 € C & eccessivamente restrittiva, &€ puo essere sostituita con la
condizione che il punto €2 sia un punto dello spazio rigidamente connesso al corpo rigido
(ossia, 2 pud non essere un punto materiale del corpo, basta che sia legato rigidamente
ad esso).

Posizione all’istante t+T

2 B Posizione all’istante t

Figura 3.3: Roto-traslazione di un corpo rigido.

Da queste premesse, possiamo dedurre che i risultati ottenuti nei precedenti paragrafi
ci permettono di esprimere la velocitd di un generico punto P del corpo, a partire dalla
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conoscenza, della velocitd di un punto arbitrario appartenente allo spazio connesso a C,
e della velocita angolare di C attorno ad esso

’l7p = 'JQ + @ X (fp — CEQ) (323)

Per derivare analiticamente tale risultato possiamo esprimere il vettore posizione del
punto P nel sistema fisso, £p, in funzione del vettore posizione dell’origine del sistema,
mobile, Zq e del vettore posizione del punto P rispetto al sistema mobile, ip, ossia

Zp(t) = Za(t) + yp(t) (3.24)
dove il vettore 4/p puo essere espresso in termini delle sue componenti nel sistema mobile

¥p(t) = y1é1(t) + y2éa(t) (3.25)

Si noti che le componenti di ¢p rispetto alla terna mobile sono indipendenti dal tempo,
mentre i versori €, variano a cause del moto del corpo a cui sono legati. Derivando la
3.24 ottengo

, d@p(1)

Fo dyp(t)
P dt

déq(t deés(t
dt = Ta(t) +y1 &) &s(?)

a P

= Tqo(t) + (3.26)

Ricordando le formule di Poisson per i problemi bidimensionali (eq. 3.15), otteniamo

3
Up = a(t) + > ye(@ x &) = Ta(t) + & x Jp (3.27)
k=1
che, in virtu della 3.24, & equivalente alla 3.23. L’accelerazione si ottiene, naturalmente,
derivando '’equazione precedente
dip d | - dyp

Utilizzando le eqq. 3.24 e 3.27, ottengo

-

ap

—

dp = do+& X% (Tp—Ta)+& x (Fp —Ta)
= do+dx (Tp—Za)+dX[&x (Zp — Za)] (3.29)

Notando che, necessariamente, & X p =0 e & - yp = 0, otteniamo
(_I,'p = EQ + 0._5 X (.’f}'p — :i"Q) — w2gp (330)

In questo caso, essendo presente il termine di traslazione, la componente di accelera-
zione @ X ¢p non rappresenta la componente tangenziale e —w?{p non rappresenta la
componente normale alla traiettoria del punto.

3.1.4 Centro istantaneo di rotazione

Si consideri lo spazio connesso ad un corpo rigido animato da un moto di roto-traslazione.
Esiste sempre un punto di tale spazio caratterizzato dall’avere velocita nulla ad un dato
istante. Tale punto, che puo essere a distanza finita o infinita dal corpo e, in generale,
varia istante per istante, viene chiamato centro istantaneo di rotazione del corpo
rigido C. La sua posizione puo essere determinata risolvendo ’equazione

—

c=Ua+d X (Zc—Ta)=0 (3.31)
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nell’incognita Z¢. Trattandosi di moto piano, 1’equazione precedente equivale alla
condizione

GXUg=0XUqg+dX[&X(Zc—2Zq)=0 (3.32)
Operando sul triplo prodotto come nel paragrafo precedente, otteniamo
@ X Tq — wi(Tc —Tq) =0 (3.33)
che ci permette di trovare la soluzione

W X U
Fc = w2"4-fg (3.34)

Se ora scegliamo il punto C' come polo rispetto al quale esprimere ’atto di moto del
corpo rigido C, essendo, per definizione, ¢ = 0, otteniamo

ip =@ x CP (3.35)

dove CP ¢& il vettore che porta dal centro istantaneo di rotazione al punto in esame.
Da tale relazione si evince che la velocitd di un qualsiasi punto del corpo e, istante
per istante, ortogonale alla retta che unisce il punto stesso al c.i.r. Da tale proprieta
possiamo derivare un metodo per la determinazione della posizione del c.i.r. a partire
dalla conoscenza della velocitd di almeno due punti del corpo. Infatti, dalla 3.35 segue
che il c.i.r. deve necessariamente corrispondere all’intersezione delle rette ortogonali al

vettore velocita in due (o piu ) punti di C (& il caso dei punti F' e G in figura 3.4).

Figura 3.4: Determinazione per via grafica del centro istantaneo di rotazione.

Inoltre, se due punti hanno vettori velocita paralleli e sono situati lungo la retta ortogo-
nale a tali vettori (vedi punti F' e E in figura 3.4) & possibile dimostrare, partendo dalla
3.35, che il c.i.r. si trova nell’intersezione tra la retta pasante per gli estremi liberi dei
vettori velocitd e la retta passante per i due punti. !

! dimostrare per esercizio, con riferimento a quanto detto a lezione, partendo dalle relazioni

g = &xCE=uvgi (3.36)
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Abbiamo visto che il centro istantaneo di rotazione varia durante il moto del corpo. E
possibile individuare due curve dello spazio definite come il luogo dei punti occupati dal
c.i.r. durante il moto, nel riferimento fisso R ed in quello mobile R,,. Tali curve vengono
chiamate base e rulletta. E possibile dimostrare che qualsiasi atto di moto rigido puo
essere ottenuto attraverso il puro rotolamento della rulletta sulla base.

3.2 Moti tridimensionali di un corpo rigido

Nel caso piu generale di moto tridimensionale di un corpo rigido, possiamo, in analogia
con quanto fatto per i moti piani, decomporre ’atto di moto in una traslazione di un
punto arbitrario delle spazio connesso con il corpo, piu un moto sferico attorno a tale
punto. Definiamo moto sferico un moto rigido attorno ad un punto fisso. Il teorema di
Eulero ci assicura che un generico atto di moto attorno ad un punto fisso equivale ad una
rotazione attorno ad un asse passante per quel punto. Cio significa che qualsiasi moto
sferico puo essere considerato una sequenza di rotazioni attorno ad un asse passante
per il centro del moto, con direzione variabile nel tempo. Da queste considerazioni
possiamo evincere che la velocitd di un punto P, in un generico atto di moto rigido
tridimensionale, puo essere considerato come la sovrapposizione di una traslazione con
velocita pari a quella di un secondo punto (), piu una rotazione attorno ad un asse
passante per () con velocita angolare & diretta lungo tale asse.

E possibile dimostrare che, anche in 3D valgono le formule di Poisson

de
Sy N perk =1,2,3 (3.37)
dt
dove @ & definita come
o déy . dés
W, = di €3 — di €9 (338)
_des . déy
wo = i -6 = i é3 (3.39)
dé; . dés .
— P SO A 4
w3 di €92 di €1 (3 0)

ed ha, in generale, direzione variabile nel tempo, a differenza di quanto avviene nel caso
bidimensionale.

Partendo dall’espressione della posizione del generico punto P dello spazio connesso a C
rispetto ad un riferimento fisso R, in funzione del vettore posizione §p dello stesso punto
rispetto ad un terna mobile R, (€, é1, é2, é3) solidale con il corpo rigido,

3
Ip = Zq+ Z Y €k (341)
k=1
derivando rispetto al tempo, e tenendo conto dei risultati ottenuti nei paragrafi prec-
denti, otteniamo, per la velocitd e 'accelerazione di un generico atto di moto rigido
tridimensionale,

Uvp = ’17Q(t) + @ X (.’f,"p — .’EQ) (342)

17F = JXCFZUFi
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ap = &'Q—I-(;_)'X(fp—.’fg)—l-a)'x[u—jx(fp—fg)]

= do+ (I)' X (.i"p — .i"Q) — w21j'(PN) (343)
dove gj'(PN) rappresenta il vettore componente di ip in direzione normale ad &@.

Possiamo definire:

¢ moto traslatorio - atto di moto rigido nel quale una generica terna solidale al
corpo in moto mantiene orientamento invariante nel tempo;

e moto rototraslatorio - atto di moto rigido nel quale la direzione del vettore &
ha direzione invariante nel tempo;

e moto elicoidale - atto di moto rigido nel quale tutti i punti di una retta solidale
al corpo hanno velocita parallela alla retta stessa;

e moto di precessione - se in un atto di moto rigido tridimensionale, con un punto
fisso P, esiste una retta 7, solidale al corpo in moto che forma un angolo costante
nel tempo con una retta r; solidale con un sistema di riferimento fisso, allora il
moto ¢ detto di precessione.

Il teorema di Mozzi afferma che un atto di moto rigido tridimensionale generico pos-
siede istante per istante carattere elicoidale. Cio significa che esiste un atto di moto
elicoidale (chiamato moto elicoidale tangente), variabile istante per istante, corrispon-
dente ad una distribuzione di velocita coincidente con quella propria dell’atto di moto
dato, all’istante considerato.
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Capitolo 4

Moti relativi

In generale, un osservatore solidale con un sistema di riferimento R; wvede un corpo
muoversi in maniera, differente rispetto ad un osservatore che sia solidale con un secon-
do sistema di riferimento R9, in moto rispetto al primo. Pensate, ad esempio, ad un
automobilista che osservi un oggetto poggiato sul cruscotto della propria auto. Egli
¢ istintivamente portato a valutare la posizione (e I'eventuale variazione temporale di
questa) rispetto allo spazio connesso con ’abitacolo. Se la posizione dell’oggetto sul
cruscotto non varia nel tempo, questo osservatore particolare potrebbe concludere che
Poggetto € fermo. Cio € vero solo rispetto al sistema di riferimento solidale con 1’abitacolo
di quella autovettura. Infatti, un secondo osservatore fermo sul ciglio della strada vede
I'oggetto muoversi con la velocita e ’accelerazione possedute dalla macchina, rispetto
al sistema al quale & solidale (in tal caso, il sistema solidale con la superficie terrestre).
Lo scopo della teoria dei moti relativi € determinare la relazione che intercorre tra i due
diversi punti di vista.

Figura 4.1: Sistemi di riferimento assoluto e relativo.

Nel seguito, identificheremo uno dei due sistemi di riferimento come sistema assoluto,
Ra(O,11,12,13), e velocita ed accelerazioni rispetto ad esso verranno chiamate assolute;
il secondo sistema di riferimento verra chiamato riferimento relativo, R,(, é1, é2, é3),
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e velocita ed accelerazioni rispetto ad esso verranno chiamate relative. Le velocita e le
accelerazioni dei punti dello spazio connesso con il riferimento R, rispetto al riferimento
assoluto R, verranno chiamate di trascinamento.

Consideriamo, quindi, un punto materiale P in moto nello spazio tridimensionale. La
sua posizione rispetto al sistema di riferimento R, sia individuata dal vettore Zp, mentre
quella rispetto al sistema R, sia individuata dal vettore p. In generale, durante il moto
di P, avremo

Zp(t) = Za(t) + yp(t) (4.1)

dove Zq rappresenta la posizione, rispetto ad R, dell’origine 2 del riferimento relativo.
La rappresentazione di ip rispetto a R, &

7p(t) = yi(t) é1(t) + ya(t) é2(t) + y3(t) és(t) (4.2)

nella quale viene evidenziata la dipendenza dal tempo anche dei versori é;. Tale carat-
teristica deve essere tenuta in conto nel momento in cui si voglia derivare la relazione tra
le velocita assolute e relative del punto P. Derivando rispetto al tempo la 4.1, otteniamo

. dz de
Tp, = (I; —UQ+Zyk ek+zyk k (4.3)

Ricordando le formule di Poisson, essendo & = @y, la velocitd angolare di R, rispetto a
R, otteniamo immediatamente
3
’l_)‘Pa:’l_)’Q-I-GJ’XgP-l-ZQk éx (4.4)
k=1

L’equazione precedente rappresenta il legame che intercorre tra velocita assoluta e rela-
tiva di P. I primi due termini della 4.4 sono le velocitd del punto dello spazio connesso
a R, occupato da P, dovute, rispettivamente alla traslazione ed alla rotazione di R,
rispetto a R,. La loro somma rappresenta la velocita di trascinamento di P. L’ultimo
termine & proprio la velocita di P osservata da un osservatore solidale con il riferimento
relativo e rappresenta quindi la velocita relativa del punto. Definiamo quindi

Tp, = Y Uk €, Tp,, = Ua + & X Jp. (4.5)

In definitiva, la velocita di un punto materiale P rispetto al sistema R, & sempre uguale
alla somma della velocita del punto stesso rispetto al riferimento relativo R, e la velocita
del punto dello spazio connesso con R, per il quale transita P, ossia

ﬁpa = Q_J'pr + 17]3”. (46)

L’accelerazione assoluta di P, dp, puo essere ottenuta derivando ’espressione della
velocita , per ottenere

. dvp, . - L
ap, = i :a,Q—Fwterp—i-thX +Z Ye — +Zykek (47)

dove (i)'t,« rappresenta ’accelerazione angolare di R, rispetto a R,. D’altro canto,

~

@_i( e + de’“) (4.8)
dr _k:1 Yk €k T Yk dt .
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e quindi, utilizzando le formule di Poisson, possiamo scrivere I’accelerazione assoluta del
punto P nella forma

3
[ipa =dq + Ge X Yp + Tpp X ((D'tr X :ljp) + 2 @y X ’l_)'pT + Zyk ek (49)
k=1

11 significato dei termini contenuti nell’equazione precedente é:

Rappresenta  I'accelerazione  del
. punto dello spazio connesso con il
do + @ X §p + B X (G X Fp) riferimento relativo R, che transita
per il punto P. E Taccelerazione di
trascinamento, dp,,.

Rappresenta 1’accelerazione  del
3 e
ng e puntf) P osservata dal rlferlmc.ento
= relativo R,. E Taccelerazione
relativa di P, ap,.

E una componente di accelerazione
2 Wy X Up, che esiste solo il punto P ha velocita
relativa ¥p, non nulla e non parallela
ad &@;-. Viene chiamata accelerazio-
ne complementare o di Coriolis,

ap,.

Quindi, in definitiva, ’accelerazione assoluta di P puo essere espressa come la sovrap-
posizione di accelerazione di trascinamento, accelerazione relativa ed accelerazione di
Coriolis

ap, = dp, +dp, + dp,. (4.10)

Le relazioni precedenti valgono, ovviamente, anche per i punti di un corpo rigido C in
moto, quando osservato dai riferimenti R, € R,. In particolare, scelti due generici punti
P e @ appartenenti a C, possiamo scrivere (ricordando la relazione che descrive 1'atto di
moto rigido):

Tp, = T, + @ X QP atto di moto rigido di C in R,
Up, = Vg, + &y X Q_P atto di moto rigido di C in R,
Up,, = U@y, + @i X QP atto di moto rigido di R, in R,

Si noti che le ¥p,, e ¥g,, rappresentano le velocitd rispetto a R, dei punti dello spazio
connesso con R, nei quali transitano P e (). Applicando la 4.6 ad entrambi i punti,
otteniamo

Go X QP = &, X QP + &y x QP (4.11)
Data I'arbitrarieta della scelta di P e (), segue necessariamente che
We = Wr + Gy (4.12)

che stabilisce la relazione (formalmente identica alla 4.6) che lega le velocita angolari
osservate nei due sistemi di riferimento.
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4.1 Equazione della dinamica in sistemi non inerziali

Lo studio della dinamica di un punto materiale P in un sistema inerziale R; prende
le mosse dalla seconda legge di Newton, secondo la quale il prodotto di massa per
accelerazione eguaglia la risultante di forze attive e vincolari

map=f+7 (4.13)

Se tuttavia, vogliamo osservare il moto del punto P da un sistema R, in moto arbitrario
rispetto ad R;, dobbiamo tener conto della relazione che intercorre tra ’accelerazione
assoluta osservata in R; (che & quella che deve essere utilizzata nella 4.13) e quella
relativa, osservata in R,. Utilizzando la 4.10, la 4.13 diventa

m (@p, +dp, +dp,) = f+7 (4.14)
che puo essere riscritta nella forma
mdp, = f+F—mip, —map, = f+7+ fapp (4.15)

dove sono state introdotte le forze apparenti, f,,,, costituite da forze apparenti di
trascinamento —m ap,,, e forza di Coriolis —m dp,

fzpp = —m 5Ptr —m C_ipc. (4.16)

Tali forze vengono chiamate apparenti perche rappresentano le sollecitazioni alle quali
sembra essere sottoposto il corpo quando osservato dal sistema di riferimento relativo.
Supponiamo, ad esempio, di trovarci all’interno di un automobile in accelerazioni lungo
un rettilineo. Tutti sappiamo bene che , in tali condizioni, avvertiamo una forza che ci
schiaccia contro il sedile, tanto piu forte quanto piu & elevata ’accelerazione. In realta
non esiste alcun corpo che esercita su di noi questa forza, ma é semplicemente il risultato
della nostra inerzia a subire una modifica del nostro stato di quiete o moto rettilineo
uniforme.

Si noti che tra le forze apparenti di trascinamento compare un termine pari a m w
essendo y_'ggN) la componente del vettore posizione nel sistema di riferimento relativo
ortogonale alla direzione di &. Tale forza e del tipo

2@7§DN),

ﬁent = ¢(7") 7 con 7= g(PN)’

dipende solo dalla posizione del punto P ed &, quindi, conservativa. Essa ¢ diretta
ortogonalmente all’asse di rotazione lungo la congiungente tale asse con P, nel verso
che si allontana dall’asse stesso e per questo viene chiamata centrifuga. Definendo come
verso positivo in direzione radiale quello concorde con la forza, ’energia potenziale ad
essa associata & Ueent = —1/2m w? r?, essendo r la distanza di P dall’asse.

La forza apparente di Coriolis & per definizione ortogonale alla velocita relativa del punto
P. Di conseguenza, nel moto rispetto al sistema di riferimento relativo essa non compie
lavoro (¢ sempre ortogonale allo spostamento di P), e I’energia meccanica si conserva
anche se la forza non ¢ conservativa.

4.2 Esempio applicativo

Cerchiamo ora di capire come la scelta del riferimento nel quale studiamo un fenomeno
meccanico modifichi la rappresentazione del fenomeno stesso ma non la sua essenza.
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Figura 4.2:

Consideriamo un’automobile che si muova lungo una traiettoria circolare di raggio R,
con accelerazione diversa da zero. Supponiamo di voler esaminare 'accelerazione di
un punto P appartenente all’auto situato in corrispondenza della posizione del centro
geometrico G della sua pianta, sul lato esterno alla curva (vedi fig. 4.2).

Scelto un sistema di riferimento inerziale R(O,g,j,iﬂ), abbiamo diverse possibilita di
scelta per il sistema relativo. Esaminiamo le seguenti tre possibilita :

1. Porigine €2 del del sistema di riferimento mobile coincide con l'origine O di quello
fisso, e ’asse é; passa per G = Zq =0, ¥p = (R + a)éy;

A

J GP’él

Figura 4.3:

2. Yorigine Q2 del del sistema di riferimento mobile coincide con G e gli assi del sistema
mobile sono solidali con il corpo (ruotano e traslano con esso) = Zq = Rcos6: +
Rsinfj e ijp = aéq;

3. Torigine Q2 del del sistema di riferimento mobile coincide con G e gli assi del sistema
mobile sono sempre paralleli a quelli del sistema fisso (il sistema mobile non &
solidale con il corpo, ma trasla con il suo centro geometrico) = §p = acosfé; +
asin@éy, Zq = Rcosbi + Rsinbj, @y =0

Osservando il fenomeno in ognuno dei tre riferimenti relativi descritti, otterremo differen-
ti rappresentazioni per 'accelarazione assoluta del punto P. Tuttavia, ognuna di queste
rappresentazioni (nonche tutte quelle ottenute utilizzando altri possibili riferimenti rela-
tivi) deve fornire lo stesso risultato finale, in quanto la scelta del riferimento relativo non
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influenza il valore dell’accelerazione assoluta di P. Per le componenti dell’accelerazione
nei vari casi si ha:

| | do | & x gp | ax @xgp) [20x7 |a
casol | 0 w(R+ a)é2 —w?(R+a)é; |0 0
caso 2 | wRéy—w?Reé; | waés —w?aé; 0 0
caso 3 | WRt —w?Rn | 0 0 0 wat + w?an

dove con t e 7 indichiamo i versori tangente e normale alla traiettoria del centro geome-
trico G. Considerando che, per le scelte fatte, il versore ¢ corrisponde al versore é dei
primi due sistemi di riferimento, e che 7 corrisponde a —é;, € immediato verificare che
le tre diverse rappresentazioni sono del tutto equivalenti.
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Capitolo 5

Dinamica del corpo rigido

5.1 Equazioni cardinali della dinamica.

In questo capitolo affrontiamo lo studio della dinamica di un corpo rigido, definito come
una, distribuzione spaziale di massa i cui punti materiali devono mantenere invariate le
loro distanze relative durante il moto. Ci occuperemo, in particolare, di corpi bidimen-
sionali piani (o lamine) animati da moti 2D. Sotto queste ipotesi, la configurazione
spaziale di un tale corpo puo essere individuata conoscendo la posizione di un qualsiasi
suo punto e I'orientamento di una generica retta passante per esso. Cio significa che un
corpo rigido nel piano possiede 3 gradi di liberta. E quindi necessario, per conoscere
il moto del corpo, conoscere I’andamento temporale di tre parametri indipendenti. Le
equazioni che governano la dinamica del corpo sono le equazioni di conservazione della
quantita di moto ¢ e del momento della quantita di moto i_io, rispetto ad un generico polo

0

dq =
— 1
dh ; L
dto = mf —m, X Ug. (5.2)

essendo Ug e U, le velocita, rispettivamente, di centro di massa e polo dei momenti.
Le precedenti equazioni rappresentano le equazioni cardinali della dinamica. Nella
forma 5.1 e 5.2 sono valide per un generico moto tridimensionale di un corpo ed hanno
un significato analogo a quello descritto nel capitolo 2.

Figura 5.1:

Tuttavia, nel caso di moto bidimensionale di una lamina, le 5.1 e 5.2 corrispondono a
tre equazioni scalari in quanto, definita una terna R(O,1,]j, %) con versori i e j nel piano
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della lamina, si ha, necessariamente,
q=4qz1 + qyJ, ho =ho (5.3)

Per poter utilizzare le equazioni 5.1 e 5.2 nell’analisi dinamica di corpi rigidi € necessario
estendere le definizioni viste nel Cap. 2 a distribuzioni continue di massa ed imporre che
il moto dei punti materiali sia compatibile con 1’atto di moto descritto nel Cap. 3. Per
quanto riguarda il primo punto possiamo considerare un solido continuo come un sistema,
particellare costituito dall’unione di N volumi elementari AV, di massa Amy = pAVy,
essendo p l'intensita volumetrica. Le definizioni introdotte nel capitolo 2 possono estese
mediante 'operazione di limite per N — oc.

Figura 5.2:

La tabella 5.1 riassume le definizioni delle principali grandezze introdotte nel Cap. 2 per
il caso di distribuzioni continue di massa.

massa

centro di massa

quantitad di moto

momento della quan-
tita di moto

N—oxo 1

f_io = lim lZ( T — Tp) X 'ukpAVk] // p( )X T dV

energia cinetica

Al |
25 Uy, - Uk, pAVk] // 2,011 dy

= lim l
N—)oo =1
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Valgono, inoltre, le relazioni

///v (@ — Zc)dV = 0, 7 = mic (5.4)

Le relazioni in tabella 5.1 sono valide per ogni corpo continuo (solido, fluido, gas). L’ul-
teriore vincolo di corpo rigido impone che i punti del corpo si muovano compatibilmente
con l'atto di moto descritto nel Cap. 3. Quindi, per il generico punto materiale P
appartenente al corpo si ha

—

p=Tyt+ @ X T (5.5)

con 7 = T—Z,. Sostituendo nell’espressione del momento della quantita di moto rispetto

al polo O, ottengo
/// prﬁdV:// p X (T +@ X 7) dV
V %

— ///fo'xﬁodl}—lr//vpf'x(d}xf')dv (5.6)

Tenendo conto dell’indipendenza di ¥, dalla variabile di integrazione, applicando la de-
composizione 7 = Fog + Tg, con Fog = &, — LG, e ricordando la 5.4, il primo integrale
dell’equazione 5.6 porta alla definizione della

>
S
Il

go =m FOG X ’(70 (5.7)

che rappresenta il momento della quantitd di moto rispetto a G di un ipotetico punto
materiale di massa coincidente con la massa del corpo coincidente con il polo O. 11
secondo integrale della 5.6, ricordando che 7 x (& x 7) = &(7- ) — 7(7 - &) e che in moti
bidimensionali di lamine 7- & = 0, otteniamo

ﬁ;:M)p&r2dV:M)pT2WQ:jo& (5.8)

ove ¢ stata definito il momento di inerzia J, del corpo attorno ad un asse ortogonale
al piano della lamina passante per O. Tale grandezza dipende esclusivamente dalle
caratteristiche geometriche del corpo e dalla sua distribuzione di massa. Nel caso di
corpi omogenei (p costante in V) posso scrivere

To=p || 72 av =01, (5.9)

in cui viene introdotto il momento di figura 7,, dipendente solo dalla geometria del
corpo. Definiamo, inoltre, il raggio giratore R? = J,/m.
In definitiva, la 5.6 diventa

ho =Rl + §o = Jo @ +m Fog X T (5.10)

Si noti che 'ultimo termine dell’equazione precedente ¢ nullo se il polo O ha velocita
nulla o se il polo scelto coincide con il baricentro. In quest’ultimo caso si ottiene

he = Ja @ (5.11)
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ed il momento d’inerzia rispetto al baricentro Jg viene chiamato momento d’inerzia
centrale del corpo.

Teorema di Huyghens:! il momento di inerzia di una lamina rispetto al polo O & uguale
al momento di inerzia rispetto al centro di massa G, piu il prodotto della massa della lamina
per il quadrato della distanza tra il polo O e G

Jo=Ja+mrdg (5.12)

Dim: ricordando che ¥ = fog + Tq € la definizione di centro di massa, dalla definizione
di momento d’inerzia J, otteniamo

\Z,:///}}pTZdV:///VpTQOGdV—I—//VpT%;dV. (5.13)

Tenendo conto dell’indipendenza di rog dalla variabile di integrazione e dalla definizione
di J, seque immediatamente la 5.12.

Conseguenza del teorema di Huyghens & che il momento di inerzia di una corpo
bidimensionale rispetto al baricentro rappresenta il minimo momento di inerzia.

Nel seguito sono elencati i momenti centrali di figura di corpi bidimensionali omogenei
di geometria semplice, frequentementi utilizzati nelle applicazioni.

e segmento di lunghezza 1

G
s
2 2
/2 3
2
= d = —
¢ /_W ST

e arco di circonferenza di apertura 6

T = 260R [RQ -R

!L’enunciato riportato e la relativa dimostrazione rappresentano la forma semplificata che il teorema
di Huyghens assume nel caso particolare di momenti di inerzia di corpi bidimensionali rispetto ad assi
ortogonali al loro piano. La forma generale, valida per distribuizioni tridimensionali di massa rispetto
ad assi comunque orientati, verrd affrontata nella seconda parte del corso. Si noti che, sotto l'ipotesi
corrente, con la denominazione momento d’inerzia rispetto al polo O siintende momento d’inerzia rispetto
ad un asse ortogonale al piano della lamina, passante per O.
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e rettangolo di lati a,b

a/2  rb/2 2 4 .2
IG_/ / (z*4+1?) dyda::aba+y
a/2 J—b/2 12
—b/2

e cerchio di raggio R

R R2
Igz27r/ g3dg:7rR27
0

e triangolo rettangolo isoscele

Posto OB = a, il momento rispetto
1 polo O ¢
c al polo O ¢
o
Io—// :v—i—y dydwzF
o B Il teorema di Huyghens, essendo
zq = yg = a/3, fornisce Zg.

Si noti che nel caso in cui il corpo presenti delle lacune & possibile calcolare il momento
rispetto ad un qualsiasi polo O come la differenza tra il momento di inerzia del corpo
privo di lacune ed il momento di inerzia di ogni lacuna calcolato come se ivi fosse presente
una distribuzione di massa di densita pari a quella del corpo, ossia

jo:/ pd’ dS—/ pd2dS  (5.14)
Sus’ S’
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5.2 Statica del corpo rigido.

Consideriamo un corpo rigido che occupi una posizione nello spazio che indicheremo
sinteticamente con .. Se, all’istante tg, I’atto di moto ¥, del corpo € nullo, definiamo
la posizione Z, di equilibrio statico per il corpo se il corpo rimane in quiete per ogni
t > to. Condizione necessaria e sufficiente affinche cido avvenga & che forza e momento
risultante della sollecitazione siano identicamente nulli in corrispondenza alla configura-
zione considerata per il corpo (posizione Z, ed atto di moto nullo), per ogni scelta del
polo 0 dei momenti, ossia

F (&%

t)

[

(5.15)

Mo(.f,]%',t) = MO(feaaat) :6

e

Le equazioni precedenti rappresentano le equazioni cardinali della statica del corpo ri-
gido. Lo stato di sollecitazione agente sul corpo comprende l'insieme di tutte le forze
attive e vincolari. Le forze attive a loro volta comprendono forze effettive ed apparenti.
Le risultanti F e My nelle 5.16 possono essere sostituite con una qualsiasi sollecitazione
equivalente a quella effettivamente agente sul corpo.

5.2.1 Sollecitazioni equivalenti

Definiame due sollecitazioni equivalenti se

F (z,#t) = F (%11
(5.16)
Mo(z,2,t) = M(&,%,1t) Vi,

\

ossia se possiedono le stesse risultanti per ogni possibile scelta del polo dei momenti. E
possibile trasformare uno stato di sollecitazione in uno equivalente a se stesso mediante
le operazioni

e aggiunta di una coppia di braccio nullo,

e sostituzione di piu forze applicate in un medesimo punto con la loro somma
applicata nello stesso punto,

e spostamento del punto di applicazione di una o piu forze lungo la loro retta
d’azione.

Definiamo trinomio invariante della sollecitazione la quantitd scalare F. Mo, che non
dipende dalla scelta del polo. Tale grandezza risulta nulla per

e sollecitazioni costituite da 1 sola forza poiché per tutti i poli scelti lungo la retta
d’azione il momento risultante ¢ nullo;

e per un’unica coppia, poiche & nulla la forza risultante;

e per stati di sollecitazione piana, poiché Fe J\Zo sono ortogonali.
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Se F # 0 allora esiste una retta, detta asse centrale della sollecitazione, parallela
ad F tale che, scegliendo un suo punto qualsiasi come polo dei momenti, il momento
risultante & parallelo a F ed ha intensitd minima. Se il trinomio invariante & diverso
da zero, esiste sempre una sollecitazione equivalente costituita da una forza applicata
all’asse centrale piu una coppia di momento pari a quello rispetto ad un qualsiasi polo
scelto lungo 1’asse centrale.

5.2.2 Stati di sollecitazione piana

In questa parte del corso ci occuperemo esclusivamente di problemi bidimensionali, nei
quali la sollecitazione applicata € costituita da forze appartenenti ad uno stesso piano e,
quindi, caratterizzata dall’avere sempre trinomio invariante nullo. Una tale sollecitazione
& sempre riducibile ad un’unica forza, se F # 0, o ad un’unica coppia, se F=0.

Figura 5.3:

Si consideri, a titolo esemplificativo, una sollecitazione piana costituita da un’unica forza
f ed una coppia di momento M. Possiamo determinare I'asse centrale, anch’esso appar-
tenente al piano della sollecitazione, imponendo la condizione che il momento rispetto
ad un punto P appartenente ad esso sia nullo, in quanto si ha F # 0. Indichiamo con
r1 la retta d’azione di f e con 7 l'asse centrale. Se B ¢& il punto di applicazione di f_'
otteniamo

Mp = (& — Zc) x [+ M (5.17)

dalla quale risulta che I’asse centrale ¢ a distanza M/f da 7.

5.2.3 Reazioni vincolari

In presenza di vincoli che inibiscano m gradi di liberta del corpo € necessario inserire
nelle 5.16 le m reazioni vincolari, o una sollecitazione ad esse equivalente. Nei problemi
di statica 2D che affronteremo in questo corso, possiamo identificare alcune tipologie di
vincolo:

e cerniera - sottrae 2 g.d.l. al corpo che rimane libero di ruotare attorno al punto
geometrico sede della cerniera. Tale vincolo & capace di esercitare una forza di
reazione comunque diretta nel piano (2 componenti = 2 inc. ausiliarie) ma non
puo esercitare momenti di reazione.

e collare - un segmento materiale appartenente al corpo ¢ vincolato ad una retta
dello spazio. Sottrae una traslazione ed una rotazione. E capace di esercitare
una forza diretta ortogonalmente al suo asse ed un momento di reazione (2 inc.
ausiliarie).
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e collare sottile - Rispetto al collare non & capace di esercitare un momento di
reazione ma solo una forza ortogonale al suo asse (1 inc. ausiliaria). Sottrae,
quindi, il solo grado di liberta di traslazione.

e appoggio - esiste una retta nel piano che impedisce ai punti del corpo di occupare
uno dei due semipiani nei quali divide lo spazio 2D. Si tratta di un vincolo unila-
terale capace di esercitare, nei punti di contatto, una forza diretta ortogonalmente
ad esso esclusivamente nel verso che va dal vincolo verso il corpo.

Nel caso in cui il vincolo sia scabro esistono componenti della reazione vincolare tangenti
alla geometria del vincolo. Tuttavia, tali componenti non implicano un aumento del nu-
mero delle incognite ausiliarie del problema, in quanto componenti normale e tangenziale
delle forze di reazione sono legate dai coefficienti di attrito statico e dinamico

7t = Psry i Kk = generico versore tang. al vincolo (5.18)
7 = —®pry? 0 = versore della vel. del punto (5.19)
(5.20)

Le relazioni precedenti permettono quindi di esprimere la 7} in funzione del modulo
della reazione normale ry e, quindi, di mantenere inalterato il numero delle incognite
ausiliarie rispetto al caso di vincoli lisci.

5.2.4 Metodi grafici di analisi statica

In generale, le Eqq. 5.16 costituiscono un sistema di equazioni nelle incognite ausiliarie e
permettono di ricavare queste ultime a partire dalla conoscenza delle forze attive agenti
sul sistema. Tuttavia, per certe applicazioni puo risultare preferibile adottare dei metodi
grafici di risoluzione dei problemi di statica. Tale approccio si basa essenzialmente sulle
seguenti proprieta di equivalenza:

1. affinche una sollecitazione costituita da due forze sia equivalente a zero & necessario
e sufficiente che essa costituisca una coppia di braccio nullo;

2. affinché una sollecitazione costituita da tre forze non parallele sia equivalente a
zero € necessario e sufficiente che le forze siano parallele ad un medesimo piano, le
loro rette d’azione abbiano un punto in comune e che sia possibile formare, con i
vettori rappresentanti delle forze un triangolo chiuso.

Esempi applicativi
1. Vincoli senza attrito

Si consideri il sistema, vincolato in figura ?77?, costituito da una lamina rettangolare
vincolata per mezzo di un’asta ideale priva di massa ad una cerniera nel punto O ed
un collare sottile nel punto K. L’asta sia allineata lungo la verticale. La cerniera
inibisce ogni traslazione del corpo. Il grado di liberta residuo, corrispondente alla
rotazione attorno a O, viene impedito dalla presenza del collare sottile in K. Di
conseguenza, il corpo non ha gradi di liberta residui. Ne segue che che le reazioni
vincolari 7o e ¥k dovranno essere tali da bilanciare la sollecitazione complessiva,
(costituita solo dalla forza peso). Si noti che la sollecitazione dovuta al peso pud
essere considerata equivalente ad una forza pari a M g, applicata nel centro di
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Figura 5.4:

massa.? Sotto queste ipotesi, ci si chiede quali siano le reazioni vincolari esercitate
da cerniera in O e dal collare in K. Essendo la forza peso diretta verticalmente e i
diretta orizzontalmente (vincolo privo di attrito), 7o dovra necessariamente essere
diretta come il segmento OJ, per la seconda delle condizioni viste. Conoscendo le
direzioni di ogni forza & possibile tracciare il diagramma vettoriale che, stabilita
una, scala di rappresentazione delle forze, ci fornisce il verso e le intensita delle
reazioni vincolari.

2. Vincoli scabri

atan (@) :

Figura 5.5:

Consideriamo una sbarra omogenea pesante appoggiata in A e B rispettivamente
ad una parete verticale ed ad un piano orizzontale. Come al solito la forza peso si
considera applicata in G, situato sulla mezzeria del segmento pesante. In assenza

%In generale, ogni forza di massa del tipo f = M ¢, con § uniforme nel dominio occupato dal corpo,
si pud considerare applicata nel centro di massa. Cid avviene, per esempio, alla forza apparente di
trascinamento nel caso in cui si studi il fenomeno in un sistema di riferimento non inerziale animato da
moto traslatorio.
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di attrito le reazioni vincolari saranno dirette orizzontalmente in A e verticalmente
in B. Appare chiaro che la condizione di esistenza di un punto di intersezione per
le tre rette d’azione delle forze & verificata solo nel caso in cui il baricentro giaccia
sulla verticale passante per B (verificare tale condizione a partire dalle equazioni
della statica, usando B come polo dei momenti).

Nel caso in cui solo la parete verticale sia liscia, nasce una componente orizzontale
della reazione 7g. In condizioni statiche vale la 5.18 e quindi la reazione vincolare in
B sara inclinata rispetto alla verticale di un angolo o < tan~!(®g). Ne segue che il
vincolo di appoggio in B sara capace di impedire il moto, bilanciando il resto della
sollecitazione, esclusivamente nel caso in cui il punto di intersezione J tra le rette
d’azione di M § e 74 cada all’interno dell’angolo acuto di ampiezza 2 tan=!(®g) con
vertice in B. Ne segue che esisteranno, oltre alla configurazione a sbarra verticale,
infinite posizioni di equilibrio corrispondenti alle infinite inclinazioni della sbarra
che verificano la condizione suddetta.

E facile verificare, con ragionamento analogo, che ’esistenza di attrito solo nel
punto A & incompatibile con posizioni di equilibrio diverse dalla verticale in quanto
peso e g rimangono parallele indipendentemente dalla posizione della sbarra.

Figura 5.6:

Diverso ¢ il caso in cui esista attrito in entrambi i punti di appoggio. In tal caso,
esiste un quadrilatero costituito dall’intersezione dei due coni di attrito che rappre-
senta la zona dello spazio nella quale deve cadere I’intersezione delle rette d’azione
per avere equilibrio. Se la verticale per G passa per uno dei vertici K, H,J W
& possibile tracciare il triangolo delle forze a partire dalle direzioni trovate per le
reazioni vincolari (corrispondenti in tal caso alle rette limite dei coni di attrito)
e individuare cosi le reazioni vincolari. Tuttavia, se la retta d’azione del peso
passa all’interno del poligono K HJW | allora € possibile tracciare un triangolo del-
le forze compatibile con 1’equilibrio per ogni punto P appartenente al segmento
MN. L’arbitrarieta della scelta di P implica che in tal caso le reazioni risultano
indeterminate.
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5.3 Teoremi energetici per il corpo rigido.

Partendo dai principi esposti nel capitolo dedicato all’analisi di sistemi di n particelle
& possibile estendere all’analisi di corpi rigidi i teoremi di conservazione dell’energia.
Tuttavia, & necessario fare alcune osservazioni sul significato che assumono le grandezze
in gioco sotto I'ipotesi di rigidita del corpo. Nell’equazione 2.31 compare la potenza P!
sviluppata dalle forze interne durante il moto del corpo. La sua espressione &

N N N N N
Pr=3 flev=2 2 fl 0= > fi, @ -7) (5.:21)
k=1

k=1j=1 k=1j=k+1

Nel caso in cui venga introdotto il vincolo di rigidita del corpo, la distribuzione di velocita
dei punti del sistema deve soddisfare le relazioni viste nel capitolo 3, che implica

—

U, —U; = @ X Tk (5.22)
Ma, essendo fl;j parallela a 7%;, la 5.22 afferma che la differenza di velocita tra due
punti del sistema con vincolo di rigitd & sempre ortogonale alle forze interne scambiate
dai punti stessi. Portando al limite per N — oo la 5.21 concludiamo che la potenza
sviluppata dalle forze interne in un corpo rigido & sempre nulla.

Per il contributo alla potenza sviluppato dalle forze esterne otteniamo, scegliendo il
centro di massa come polo dell’atto di moto,

N N
Pr = lim [Zﬁf-ﬁk] = lim lz FE (T + @ X7, )

— freg /V F(@) - @ x 7, (2)] dV (5.23)

ove & stata usata la relazione @- (bx &) = b- (¢x @) = &- (@ x b). Di conseguenza, il lavoro
elementare compiuto dalle forze esterne in un intervallo dt &

dL? = f7-§, dt +mE - & dt (5.24)

nel quale compaiono ora esplicitamente i contributi dovuti al moto del baricentro e
del moto attorno ad esso. Sotto queste ipotesi, e possibile estendere tutte le relazioni
energetiche viste nel capitolo 2. In particolare

T2-Th = L7, (5.25)
dé
- — E,nc .2
7 P (5.26)
52 - 51 = ﬁf(’ln_;) (5.27)

ove ¢ stata definita l’energia meccanica & = T + U, essendo U D’energia potenziale
associata ad eventuali forze conservative agenti sul corpo ed I’apice nc indica il contributo
della, componente non conservativa delle forze.
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5.3.1 Teorema di Koenig

Nelle equazioni precedenti & necessario specificare la forma assunta dall’energia cinetica
associata al corpo in moto nel caso di atto di moto rigido. Partendo dalla definizione di
T, sotto ipotesi di densita uniforme, otteniamo

1 1
T = —p/vde:—p/|ﬁG+d)'xFG|2dV (5.28)
2 Y 2 Y
1 1 o 1 - o o
= 5p/va;dl/ikip/V|w><rG|2dV+§p/vvc-(v—'uc)dv

L’ultimo integrale dell‘equazione precedente € nullo per definizione di centro di massa.
tenendo conto dell’indipendenza di ¥, e & dalla variabile di integrazione e limitandoci
al caso di problemi di dinamica bidimensionale, per i quali & L 7, otteniamo

1 1
7= Mo 41,0 (5.29)

L’espressione precedente rappresenta la forma, che il teorema di Koenig assume nel caso di
corpi rigidi bidimensionali. Il contributo al contenuto di energia cinetica dovuto al moto
del corpo attorno al baricentro appare proporzionale al quadrato della velocita angolare
in quanto, il vincolo di rigidita dell’atto di moto esclude dalla classe dei possibili moti
attorno al centro di massa tutti i moti che non rappresentino una rotazione pura (ossia
espansioni e/o contrazioni).
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