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Capitolo 1

Operatori di campo

In natura si osserva che i costituenti elementari della materia si comportano come particelle. In base
ai dati sperimentali attualmente disponibili, la dinamica di queste particelle risulta essere in accordo
coi principi della meccanica quantistica e le leggi che governano tale dinamica sono relativisticamente
covarianti. Per descrivere la dinamica delle particelle elementari &€ conveniente usare il formalismo della
teoria quantistica dei campi[1,2,3,4]. In questo capitolo verranno definiti gli operatori di campo e saranno
discussi alcuni aspetti introduttivi delle teorie di campo.

1A. Fisica delle particelle. | fenomeni che la teoria di campo si propone di descrivere sono i processi
di diffusione e di decadimento delle particelle. Lesistenza di particelle identiche e la localita delle
interazioni rappresentano due aspetti fondamentali della fisica delle particelle.

¢ Particelle identiche. Due particelle sono identiche se non esiste alcun esperimento capace di distingue-

re una particella dall’altra. Per ogni assegnato tipo di particella, caratterizzato da un opportuno insieme
di numeri quantici (come il valore della massa, dello spin e della carica elettrica), risulta sempre possibile
produrre sperimentalmente un numero arbitrario di tali particelle; inoltre, tutte queste particelle sono

identiche ovvero sono tra loro indistinguibili.

Il concetto di particelle identiche & del tutto indipendente dalla struttura della dinamica e non &
connesso col principio di indeterminazione o con la meccanica quantistica. L'assenza di entropia di
mescolamento per due gas costituiti dallo stesso tipo decabt, per esempio, € una delle numerose
conseguenze dell’'esistenza di particelle identiche.

e Localita. La localita delle interazioni tra particelle & facilmente riscontrabile in natura. Quando si
studiano i processi di collisione tra particelle, si osserva che i centri di diffusione coincidono coi punti
di intersezione dei fasci di particelle. Similmente, analizzando la cinematica delle particelle prodotte
in un decadimento, si puo verificare la localitd del’evento di decadimento. | limiti sperimentali sulla
localita delle interazioni sono determinati essenzialmente dalla struttura dei rivelatori. La conseguenza
pit importante di questa localizzazione, anche soltanto “macroscopica”, delle interazionihele
sufficientemente distanti tra loro si comportano come particelle libere.

e Costituenti elementari. In relazione alle diverse condizioni fisiche in cui avvengono i vari processi,
certe particelle possono essere considerate “elementari” oppure “composte”. Ad energie sufficientemente
basse, I'eventuale struttura interna di una particella si pud generalmente trascurare; in questo caso,
la particella si comporta approssimativamente come una particella elementare. Rispetto alle energie
attualmente raggiunte negli esperimenti, i leptoni non mostrano una struttura interna e si comportano come
particelle elementari mentre gli adroni risultano essere particelle composte ed i loro componenti elementari
sono stati chiamati quark. | vari tipi di particelle elementari, che sono stati osservati direttamente od
indirettamente in natura, ammontano a poche deaageptoni sei quark (ciascuno dei quali possiede
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tre possibili stati di colore), ifotone e tre bosoni vettoriali massivi. A queste particelle occorre
aggiungere una eventuale particella scalétiggs) e otto bosoni vettorialigluoni). L'esistenza della
particella di Higgs e la possibilita di una sua diretta osservazione sperimentale sono previste su basi
teoriche; ci si aspetta che la conferma sperimentale dell’'esistenza della particella di Higgs rappresenti uno
dei probabili risultati dei prossimi esperimenti. L'esistenza dei gluoni come responsabili delle interazioni
forti & basata principalmente su argomenti teorici. Inoltre, la corrispondente teoria delle interazioni forti
esclude la possibilita di una diretta osservazione sperimentale dei gluoni e propone verifiche indirette
della loro esistenza,; gli attuali dati sperimentali al riguardo sono in accordo con le previsioni teoriche.

¢ Cinematica e dinamica.Nella descrizione di ogni processo di decadimento o di diffusione tra particelle,

e utile distinguere due aspetti: il primo aspetto riguarda la cinematica dell’evento mentre il secondo &
propriamente connesso con la dinamica e la struttura dell'interazione.

Le varie relazioni cinematiche che risultano essere verificate nei diversi processi, come la conser-
vazione del quadrimpulso e del momento angolare totale, sono conseguenze della covarianza relativistica.
La cinematica relativistica determina anche la regione dello spazio delle fasi accessibile per un dato
processo e permette di calcolare, per esempio, la distribuzione angolare delle probabilita di transizione e
la loro dipendenza dagli impulsi e dallo spin delle particelle.direamica dei processi tra le particelle
riguarda invece la struttura generale delle interazioni, la loro universalita e la loro interpretazione per
mezzo di principi di simmetria relativi a numeri quantici interni. | problemi che si studiano in questo con-
testo sono, per esempio, le leggi di conservazione della carica elettrica e del numero leptonico e barionico,
linvarianza di gauge, la simmetria di spin isotopico, le giibni alla conservazione dell’'ipercarica, ecc.

Siccome la covarianza relativistica é assunta essere comunque valida, il problema principale
della fisica delle particelle elementari consiste nello studiare la dinamica ovvero la forma delle
interazioni osservate in natura.

1B. Spazio degli stati. Nei processi di interazione tra le particelle, il numero totale di particelle od il
numero di particelle di un certo tipo possono cambiare. Conseguentemente, € necessario introdurre come
spazio degli stati uno spazio che contenga tutti i possshalii relativi a tutte le possibili combinazioni

dei vari numeri di particelle. Per illustrare la costruzione di questo spazio degli stati, cominciamo col
considerare un solo tipo di particelle; successivamente introdurremo tutti gli altri tipi.

o Stati di singola particella. Avendo fissato il tipo di particelle che vogliamo analizzare, consideriamo

lo spazio H®) degli stati di una singola particella di questo tipo. Nello spazio lingdf® che ha
generalmente dimensione infinita, &€ sempre possibile introdurre una base ortonormale d{ Vetioi

in cui l'indice o assume valori interi a partire dall'unit@=1,2,3,- - -.

« Stati di molte particelle. Lo spazio degli stati a due particel&(?) & contenuto nel prodotto tensoriale

HD @ HD . Siccome le particelle sono identiche, dobbiamo tener conto della statistica. Nel caso della
statistica di Bose-Einsteirt{(? contiene i vettori di#{1)  H(1) che sono simmetrici per scambio delle
variabili relative alle due particelle. Mentre nel caso della statistica di Fermi-Ditd®), contiene i

vettori di HM) @ H® che sono antisimmetrici per scambio delle due particelenniera analoga, si

pud procedere a costruire lo spazitf™) relativo agli stati din particelle identiche. Le particelle che
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hanno spin nullo o spin intero seguono la statistica di Bose-Einstein; conseguentemente, i corrispondenti
vettori di stato devono essere completamente simmetrici per scambio di due particelle qualunque. Le
particelle che hanno spin semintero seguono invece la statistica di Fermi-Dirac ed i corrispondenti vettori

di stato devono essere completamente antisimmetrici. Infine, la somma diretta degl§paal variare

di n rappresenta lo spazio degli stati in cui il numetadi particelle puo variare come = 1,2,3,- - -.

L'uso diretto di questa presentazione dello spazio degli stati risulta essere poco conveniente per
discutere i processi di interazione tra le particelle. Per mettere in evidenza gli aspetti fondamentali
connessi con l'esistenza di particelle identiche, € utile introdurre opportuni operatori di creazione e di
annichilazione per le particelle.

e Osservazione. Per un sistema di particelle identiche, ciascun vettore di una base completa

nello spazio degli stati risulta essere univocamente caratterizzato specificando, per ogni valore
dell’indice o, il numero nq di particelle si trovano nello stato |«) .

Questa osservazione ¢ alla base della costruzione dello spazio di Fock che ora descriveremo nei due casi
in cui si abbia statistica di Bose-Einstein o statistica di Fermi-Dirac.

e Statistica di Bose-Einstein. Quando le particelle identiche obbediscono alla statistica di Bose-
Einstein, il numeron,, di particelle che si trovano nello statex) pud assumere valori interi arbitrari
od il valore nullo,n, = 0,1,2,3,---. Questi possibili valori din, Si possono interpretare come gli
autovalori di un operatoréV,, che agisce in un opportuno spazio vettori®#fg. Il modo piu semplice

di rappresentareV,, consiste nell'utilizzare I'analogia esistente tra gli autovaloriNgi ed i livelli in
energia di un oscillatore armonico unidimensionale. Si introducono quindi due opedatced a,
definiti in V,, che soddisfano le seguenti regole di commutazione

aa,a+ = aqal —ata, = 1 . 11
(67 (6% (6%

Si assume inoltre che esista uno stat), € V,, che sara chiamato Istato fondamentale con la
seguente proprieta

aq |0)o = 0O . 1.2)
Allora, posto
[N )a = (a;)na 10)a ) (1.3)
e
N, = az; oy , 1.4
siha
No |na)a = na|na)a . (1.5)

Lo stato | nq )o PUO essere interpretato come lo stato in ayi particelle si trovano nello statpa ) .
Gli operatoria,, ed a, rappresentano rispettivamente I'operatoramiichilazione e di creazionedi
una particella nello statoa ).

Chiaramente, lo stesso procedimento pud essere ripetuto per ogni possibile valore deltiratiee
labella gli stati ad una particella. Conseguentemente, per ogni statodi una singola particella, si



4 Fisica Teorica

introduce un opportuno “oscillatore armonico”; pit precisamente, si introduce uno spazio vettgriale
in cui sono definiti gli operatori di annichilazione e di creaziang ed «, che soddisfano le regole di
commutazione (1.1). Consideriamo ora lo spakicache si ottiene prendendo il prodotto tensoriale degli
spaziV,, per tutti i possibili valori dia

H = Vo1 @ Vo2 @ V3 @ -+ . (1.6)
Gli operatori{ a, } ed { a}, }, che sono definiti irH , verificano le relazioni
[aa,ag] = dap , [aa,ag] = 0 = [a;,alg] . 7
Il vettore | 0) corrispondente allo stato fondamentaletin,
[0) = 10)a=1 ® [0)a=2 @ [0)a=3 ® --- (18)

e anche chiamato Vlettore di vuoto perché descrive lo stato in cui non ci sono particelle. Uno stato che
contiene, per esempioy, particelle nello statd o), ng particelle nello statd 3) ed n., particelle
nello stato| v ) & rappresentato da

[0, ng,ny) = (ag)"™™ (ag)nﬂ (a;)m |0) . (1.9)

Il vettore (1.9) € completamente simmetrico per scambio di due qualunque operatori di creazione poiché
gli operatori di creazione commutano tra lora, [, a[;] = 0. Questa proprieta si traduce nella proprieta
di simmetria dei vettori di stato per scambio delle variabili di due particelle qualunque.

Infine, 'operatoreN corrispondente al numero totale di particelle &€ dato da
N =Y No=)> aoa . (1.10)
(0% 0%

o Statistica di Fermi-Dirac. Quando le particelle identiche obbediscono alla statistica di Fermi-Dirac,
il numeron,, diparticelle che sitrovano nello stater) pud assumere solamente i valag, = 0 oppure

ne = 1. In questo caso, per ogni valore di si introducono uno spazio vettoriale bidimension&jg

ed una base ortonormalg|0),, | 1), } dove |0), corrisponde allo stato in cui nessuna particella si
trova nello statol o) , mentre| 1), corrisponde allo stato in cui una particella si trova nello stato .
Questi vettori si possono rappresentare nel modo seguente

[0)a = (2)@ R (é)a . (1.11)

Gli operatoria,, € a, corrispondenti alle seguenti matrici

0 0 . 0 1
= = 1.12
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verificano le relazioni

{aa,a;} = aaa; +a;aa =1 , (1.13)

{aa,a0} =0 ={a},, a’} . (1.14)

L'operatore numero di particelle nello state ) vale

10
N, = (0 0)@ = asaq . (1.15)
Si consideri ora lo spazi@{ che si ottiene prendendo il prodotto tensoriale degli spaziper tutti i
possibili valori di «

H = a=1 ® Va:Z ® Va:3 & .- ) (116)

il vettore di vuoto |0) € H & dato da
[0) = [0)a=1 ©® [0)a=2 @ [0)a=3 @ --- . (1.17)

Differentemente dal caso della statistica di Bose-Einstein, gli stati che si ottengono applicando i vari
prodotti degli operator{ o/, } al vettore di vuoto non possiedono le giuste proprieta di simmetria. Infatti,
nel caso della statistica di Fermi-Dirac, i vettori di stato devono essere completamente antisimmetrici per
scambio di variabili relative a due particelle qualunque. D’altra parte, il vettgreg |0) cona # 3,

per esempio, & simmetrico per lo scambio— 3 perché gli operatori}, e az, commutano tra loro,

[al, ag] = 0. Per ovviare a questo inconveniente & sufficiente modificare gli opefadar} e { o}, }

in modo opportuno [4]. Gli operatori di annichilazione e di creazione per le particelle che obbediscono
alla statistica di Fermi-Dirac saranno indicati cfh,, } e {5’ } e sono definiti da

ba = NaGa = aaNa ) b; = Na a; = a; Na ; (1.18)
dove
a—1
-1 0
e =[] ( ) . (1.19)
a0 1/,

E facile verificare [4] che gli operatofib, } e { b} soddisfano le seguenti relazioni

{ba, b5} = bap {ba,bg} =0 ={b5, b5} . (1.20)

Gli stati a molte particelle si ottengono applicando prodotti degli operatori di creaZibhé allo stato
di vuoto. Per esempio, lo stato che contiene una particella nello stagtpuna particella nello statpg )
ed una particella nello statoy ) & rappresentato da

la, B,7) = bhESOS10) (1.21)
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Il vettore (1.21) e antisimmetrico per lo scamhio«— 3, come pure per lo scambia < ~ oppure
B « ~, perché gli operatori di creazione anticommutano tra Idré;, , bg} = 0. Loperatore N
corrispondente al numero totale di particelle e

N =Y No=)> ahaa =Y byba . (1.22)
(0% (0% -

Riassumendo, per ogni fissato tipo di particella, gli stati con un numero non nullo di particelle si
ottengono applicando gli operatori di creazione ad uno stato fondamentale, lo stato di vuoto, che descrive
la situazione fisica in cui non vi sono particelle. |l tipo di statistica associato alle particelle & univoca-
mente determinato dalle relazioni di commutazione o di anticommutazione dei corrispondenti operatori
di annichilazione e di creazione. La statistica di Bose-Einstein richiede le regole di commutazione (1.7),
mentre la statistica di Fermi-Dirac richiede le regole di anticommutazione (1.20).

Chiaramente, la particolare scelta della bgdex) } per gli stati ad una particella & totalmente
arbitraria. Se si effettua un cambiamento di base mediante una matrice ubitaria

12) =Y Usala) (1.23)

gli operatori di creazione e di annichilazione nella nuova bgse) } sono dati dalle seguenti combi-
nazioni lineari

af =Y U.aay, , az =Y Ul,aa , (Bose—Einstein) (124)
07 03

by =Y U.aby . b:=)> Uiyba .  (Fermi-Dirac) (125)
(0% (0%

E facile verificare che le regole di commutazione (1.7) oppure le regole di anticommutazione (1.20)
restano immutate. Lo stato di vuoto resta invariato mentre gli stati a molte particelle vengono trasformati
in accordo con le leggi di trasformazione (1.24) oppure (1.25).

Consideriamo orail caso realistico in cui vari tipi di particelle devono essere descritti simultaneamente.

e Osservazione.Tutti i diversi tipi di particelle che sequono la stessa statistica si possono sempre
interpretare, mediante l’introduzione di opportuni numeri quantici, come stati distinti di un solo
tipo di particelle.

Conseguentemente, la struttura delle regole di commutazione e di anticommutazione risulta valida anche
per gli operatori di annichilazione e di creazione relativi a diversi tipi di particelle. Piu precisamente,
consideriamo tutti gli stati di singola particella per i due tipi di statistica; sia

e {|a)} unabase ortonormale per tutti gli stati con statistica di Bose-Einstein;
e {|i)} unabase ortonormale per tutti gli stati con statistica di Fermi-Dirac.
| corrispondenti operatori di annichilazione e di creazione soddisfano le seguenti relazioni

[aauag] = 5aﬁ ’ [aauaﬂ] =0= [agaag] s
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{bi, 0]} =05 {bi,bj} =0={b,07} (1.26)
[aavbi]zoz[aavb;] ) [agvbi]zoz[azub;]

Lo spazio degli stati contiene uno stato di vud®) che verificaa, |0) =0 = b; |0). Tutti gli stati
con particelle si ottengono applicando ripetutamente gli operatori di creazﬁ)mabj al vettore|0).

1C. Rappresentazione di interazione. Utilizzando gli operatori di annichilazione e di creazione, si
possono definire gli operatori di campo associati ai vari tipi di particelle. Prima di presentare i dettagli
della costruzione di tali operatori, € utile discutere alcuni aspetti qualitativi della fisica delle particelle che
giustificano l'introduzione degli operatori di campo.

e Notazioni relativistiche. Il primo aspetto riguarda la localita dei processi tra particelle. Per tener conto
dellalocalita delle interazioni, & utile definire deggtieratori locali ovvero degli operatori che descrivono
I'annichilazione o la creazione di particelle in un determinato punto dello spazio-tempo. Indicheremo con
x l'insieme delle coordinate:* dei vari punti dello spazio-tempo; useremo le notazioni relativistiche

- 0 0
o = (t, T) , Ty = guv ) O = Ot ’ oH = e ,  (L.27)
7
dove la metrica di Lorentg,,,, € data da
1 0 0 0
0 -1 O 0
= = gtV ) 1.28
Juv 0 0 -1 0 g ( )

0O 0 0 -1

Supponiamo di dover considerare vari tipi di particelle che denotiamo per mezzo di un inioam
1=12,...). Perognitipo di particella vorremmao definire un operatore locale, od operatore di campo, che
indichiamo genericamente cafy(z) . Se I'operatorep;(x) annichila o crea una particella di tiponel

punto z , i processi locali tra le particelle potrebbero venir descritti per mezzo di prodotti degli operatori

{ ¢i(x)} . Per esempio, il decadimento nel puntodi una particella di tipo 1 in una particella di tipo

2 ed unaditipo 3 sipotrebbe descrivere per mezzo dell'operatore compgatiy,(z)p3(x) . Questo
esempio verra discusso in dettaglio nella Sezione 1.E. Concentriamoci quindi sulla possibile definizione
degli operatori di campo.

e Dipendenza dal tempo. Siccome una delle componenti adi* rappresenta la coordinata temporale,

29 = ¢, gli operatori locali{ ¢;(z) } devono essere operatori che dipendono esplicitamente dal tempo.
Come & noto, in meccanica quantistica si pud usaseplaresentazione di Heisenbergn cui l'evoluzione
temporale riguarda esclusivamente gli operatori mentre gli stati del sistema non hanno evoluzione tem-
porale. Se si utilizza la rappresentazione di Heisenberg per gli operatori di campo, si ottiene

di(z) = ¢i(t, T) = " ¢;(0, Z)e | (rappresdi Heisenberg) (29)

dove H rappresenta I'operatore Hamiltoniano del sistema. Per determinare la forma esplicita degli
operatori di campo in rappresentazione di Heisenberg, occorrerebbe quindi risolvere le equazione del
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moto per i vari operatori di annichilazione e creazione di particelle. Sfortunatamente, in presenza di
interazioni tra le particelle, costruire la soluzione esplicita delle equazioni del moto per questi operatori
rappresenta un problema estremamente complicato di cui, in generale, non si conosce soluzione. In effetti,
trovare la soluzione esplicita delle equazioni del moto significa risolvere esattamente il modello. Anche
in meccanica quantistica ordinaria, in cui il numero dei gradi di liberta ¢ finito, i modelli esattamente
risolvibili sono molto rari e, per studiare la fisica di un dato sistema, generalmente si utilizza la teoria
delle perturbazioni. In teoria dei campi, il problema di risolvere esattamente le equazioni del moto risulta
ancor piu complicato a causa del fatto che il sistema contiene un numero infinito di gradi di liberta.

Per superare le difficoltd connesse con I'equazione (1.29), & necessario abbandonare la rappresen-
tazione di Heisenberg e utilizzare la cosidde#ppresentazione di interazione L'Hamiltoniana totale
del sistema & generalmente la somma di due termini,

H=Hy+V (1.30)

in cui Hy rappresenta I’'Hamiltoniana per particelle libere, cioé I'Hamiltoniana in assenza di interazioni,
e V descrive le interazionitra le particelle. Nellarappresentazione diinterazione, I'evoluzione temporale
e distribuita in maniera opportuna tra operatori e vettori di stato e riguarda sia gli operatori che gli stati
del sistema.

e Rappresentazione d’interazione.La connessione tra la rappresentazione di Heisenberg e la rappre-
sentazione di interazione si puo illustrare considerando I'elemento di matrice di un generico operatore
O altempot tra gli stati| A) e | B). Se denotiamo cor®,, (t) I'operatore in rappresentazione di
Heisenberg e coi, (t) I'operatore in rappresentazione di interazione, si ha

(BlO,0)]A)

<B | eitHoe—itH ‘ A> — <B | eitH e—itHO <eitHO Oe—itH()) eitHO e—itH | A>

(BO[O0,®)[A®))

(1.31)

dove si e posto
0,@t) = etHopeitHo (1.32)
|A@)) = etoe=® | 4) = U@, 0)|A) . (1.33)

Come mostrato nelle equazioni (1.32) e (1.33), nella rappresentazione di interazione sia gli operatori che
i vettori di stato dipendono dal tempo. Per quanto riguarda gli operatori, la loro dipendenza dal tempo
coincide con la dipendenza dal tempo nella rappresentazione di Heisenberg nel caso in cui I'Hamiltoniana
e quella libera. Consideriamo ora I'operatdrgt, 0) che appare in equazione (1.33) e che determina
I'evoluzione temporale dei vettori di stato.

e Ordinamento cronologico. Derivando U (¢, 0) rispetto al parametro, si ottiene

daU(t,0 i i . —i Ny —i ; —i
d(t ) — ZethO(HO —H)e (275 - _Zethove itH —Z<6ZtHOV€ tho)ethoe itH

—iV,(t) U(t,0) (1.34)
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Si ha inoltre
U,0 =1 ) (1.35)

Le equazioni(1.34) e (1.35) determinano univocamén(e 0) ; infatti, U (¢, 0) si pud ottenere integrando
direttamente la (1.34) tenendo conto della condizione iniziale (1.35). Il risultato &

U(t,0) = Texp(—z’ /t drv,(r)) , (1.36)
0

dove il simbolo T denota I'ordinamento cronologico, ovvero I'ordinamento nel parametro temporale,
degli operatori che compaiono nell’espressione (1.36). Nell'ordinamento cronologico, allaumentare del
parametro temporale gli operatori vanno posti a sinistra, in accordo con la (1.34). Per esempio, nel caso
di due operatori si ha

T (Vi) Vi) = 0y — ) Vi(r) V(7)) + 0(r, — 1) V(1) Vi) (1.37)

L'ordinamento cronologico & assunto agire in maniera banale sugli operatori definiti a tempi uguali.
Riassumendo, utilizzando la rappresentazione di interazione, la dipendenza dal tempo degli operatori di
campo ¢ data da

bi(z) = ¢i(t, T) = o, (0, #)e ®Ho  (rappresdi interazione) (138)

dove Hy rappresenta I'Hamiltoniana per particelle libere. In questo caso, le equazioni del moto per gli
operatori di annichilazione e di creazione si sanno risolvere ed & quindi possibile determinare I'espressione
esatta degli operatori di campo. La loro costruzione esplicita verra presentata nella prossima sezione.
Consideriamo ora il problema di descrivere la dinamica dei processi tra le particelle utilizzando il forma-
lismo della teoria dei campi in rappresentazione di interazione.

e Matrice-S. Come mostrato in equazione (1.33), I'evoluzione temporale degli stati del sistema e
implementata dall’operatore (1.36). Le quantita che vengono effettivamente misurate negli esperimenti
sono le probabilita di transizione tra gli stati iniziali e quelli finali. Siccome i processi di misura degli
apparati sperimentali coinvolgono intervalli temporali molto maggiori dei tempi di interazione tra le
particelle (localita delle interazioni), le ampiezze di transizione che occorre calcolare, per poter effettuare
un confronto significativo coi dati sperimentali, sono date dalle seguenti quantita

Spa = (B(t=+0)[A(t = —00)) = (B|U(+c0, —0)[A4) . (1.39)

Le ampiezze (1.39) rappresentano gli elementi di matrice di un operatore, chiamato ifiatniaegli
stati iniziale e finale. Percio, la matriceisulta essere

+0o

S = U(+oo, —0o0) = Texp(—i/

—0oQ

dtV,(t) ) . (1.40)

Il problema di descrivere la dinamica delle particelle elementari consiste quindi nel determinare I'Hamil-
toniana d'interazioné’, (t) che descrive le varie interazioni tra le particelle. L'operatby€), che deve
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essere espresso in rappresentazione di interazione, @ una funzione o, piu propriamente, un funzionale
degli operatori di campo (in rappresentazione di interazione) associati ai vari tipi di particelle

Vi) = VI[{ei}]l . (141)

1D. Operatoridi campo. Glioperatori di campo che verranno considerati saranno generalmente definiti

in rappresentazione di interazione. L'operatore di campo associato ad un determinato tipo di particella e
un operatore locale che descrive I'annichilazione o la creazione di una particella (del tipo considerato) in
un punto dello spazio-tempo. In accordo con I'equazione (1.38), I'evoluzione temporale di un operatore
di campo & specificata dall’Hamiltoniana libeFg, . Dobbiamo quindi considerare la struttura dei livelli
energetici nel caso di particelle libere.

o Particelle libere. Per una singola particella di massa, I'energia & funzione dell'impulso spaziaje
della particella ed assume la forma

E = B(p) = \m? + (p)* . (1.42)

Se si usano notazioni relativisticamente covarianti, le componenti del quadrimpulso sono date da
= (E,p) . (1.43)

Gli stati di una singola particella di massa e spin definito si possono classificare specificando i valori
dellimpulso p' della particella ed il suo stato di polarizzazione; i possibili stati di polarizzazione saranno
denotati mediante un indice discreto Le corrispondenti funzioni d’onda sono

15, 7) — fr5(8) = e(F,r)e"P | (1.44)

dove ¢ (p, r) rappresenta lo stato di polarizzazione della particella.

¢ Regole di commutazione fondamentaliConsideriamo gli operatori di annichilazione e di creazione
per una particella nello staty’, r ) . Nel caso di statistica di Bose-Einstein, si ha

[a(P, 1), a*(q, s)] = 83D — @) ors

B . . . (1.45)
[a(P, ), a(q,s)] = 0 = [a"(P,7),a (T, s)]
Mentre nel caso di statistica di Fermi-Dirac, le regole di anticommutazione sono
W7, r), b (g, s)} = 837 — q)o ,
{o(p, ), b°(q, s)} (7 — @) ors (1.46)

{07, ), (7, s)} = 0= {b°(5,r),b"(q,5)}

Per particelle libere I'energia & semplicemente la somma delle energie delle singole particelle e non
dipende dagli stati di polarizzazione; quindi, I'Hamiltoniahg che definisce I'energia degli stati con
molte particelle risulta essere

Ho =) /d3p E(p)ad*(p,r)a(p,r) ,  (Bose— Einstein) (147)
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oppure
Ho =) /d?’p E(p) b (F, r)b(#,7) .  (Fermi— Dirac) (148)
T

Utilizzando le relazioni (1.45) e (1.46), la dipendenza esplicita dal tempo degli operatori di annichilazione
e di creazione (in rappresentazione di interazione) risulta essere

a(t; i, r) = eMoa(p, r)e ™o = e Fla(p, r) | (1.49)
a’(t: 7, r) = eMoa™(F r) e o = e Pra (5 r) (1.50)
b(t; g, r) = Hop(g, rye o = =By 1) (1.51)
(t;p,1) P, P, ;
b (t:p,r) = eitHo b (7, T)e_itHO = ¢ibt b (p, T) ) (1.52)
Si ottiene percio
frp(Z) a(t; pyr) = e(@,r)e P a(p,r) (1.53)
* (Z) at(t;p,r) = (P, r)ePr at (P, r , 1.54
TP
Fr () 0(t; 7, r) = e(F,r) e PT0(F, 1), (1.55)
() V(g r) = (P, ) P u(p, , 1.56
T’p
dove si e posto
pr = plx, = E(p)t —p- & ) (1.57)

e Operatori di campo. Gli operatori di campo si ottengono prendendo combinazioni lineari degli
operatori (1.53) e (1.54) oppure (1.55) e (1.56). La struttura generale di un operatore di campo ¢ la
seguente: nel caso della statistica di Bose-Einstein

o@) ~ 3 [ @K@ a5 @ e s a S e L @se)
T
mentre per la statistica di Fermi-Dirac
O S K N O R A PR A A RO T D
T

dove K(7) e K'() sono opportuni fattori di normalizzazione delle funzioni d’'onda che determinano
anche le dimensioni degli operatori di campo. Elenchiamo ora gli operatori che risulteranno utili nel
seguito.

e Campo scalare reale. Il campo ¢(x) associato ad una particella senza spin & dato dalla seguente
espressione

d®p 1
(27)3/2 \/2E(p)

o(r) = {a(ﬁ)e—m + a*(7) eim} . (1.60)
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e Campo scalare complesso.Per particelle senza spin con carica (elettrica) non banale, & conveniente
introdurre un campo scalare compless@) che e dato dalla combinazione lineare di due campi scalari
reali

o(x) = \/ié (o) + iga(a)) . (1.61)

Gli operatori
a1(p) + ia(p) a1 (7)) — ia3(p)

V2 ’ V2 ’
corrispondono agli operatori diannichilazione e di creazione di una particella con carica (elettrica) positiva,
mentre i corrispondenti operatori per la “stessa particella” con carica negativa (antiparticella) sono

@) + ia35(7)

aw)(P) = (1.62)

aa)(ﬁ) =

ay(p) — iaz(p)

() = . ap\(p) = 1.63
a(—)(P) 7 a(—y(P) 7 (1.63)
La forma operatoriale di un campo scalare comples&® risulta pertanto
— d3p 1 -\ —ipT + (= ipx
o) = | G vam L@ @) (1.64)
* _ d3p l + — ipa: — *’L'pﬂf
" (x) = (2m)32 V2E(D) { am (@) e + ay(P)e } : (1.65)

e Campo spinoriale. Per una particella di massa e spin 12, 'operatore di campa)(z) €

’(/JCX(:I") = Z/ (2 )3/2 \/ E(p) {b(p,r)ua(p,r)e P + d (p, T),U(X(pvlr) Gpr} ’ (166)

vl = Z / o )w/ s (PN @ - A ey (we)

dove {b, b*} sono gli operatori di annichilazione e di creazione per le particgli¢, d*} sono i
corrispondenti operatori per le antiparticelle, mentrg5, r) e v (7, ) (in cuil'indice o assume valori

interi da 1 a 4) sono le componenti degli spinori che descrivono gli stati di polarizzazione per le particelle
e le antiparticelle.

e Campo vettoriale reale. Il campo associato ad una particella con massa non nulla e spin unitario &

Byu(x) = 2/ (27)3/2 \/T() {a(p_', r)eu(®;r) e+ ot (p, r) e, ®;r) eipa?} . (168)

in cui e,(p,r) descrive gli stati di polarizzazione. Il caso di particelle con massa nulla e spin unitario
verra trattato nei prossimi capitoli.
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e Campo vettoriale complesso. Similmente al caso di particelle cariche di spin nullo, anche per
particelle con spin unitario e carica (elettrica) non banale € utile introdurre un campo vettoriale complesso

Uy (z)

Unle) = Z/ (2m)3/2 2E( %) {a(+)(ﬁ, r)en(@,r) e T+ @zr_)(ﬁ, ) EZ(ﬁ, T) eipz} ,
- (1.69)

aa)(ﬁ, r) e, [®,r) P+ a—y (@, ) e (D7) efipx} , (1.70)

Uute) = Z/ (27r)3/2W {

incui aiy(p,r) e a(+)(]3', r) sono gli operatori di annichilazione e di creazione per una particella con carica
(elettrica) positiva, mentre i corrispondenti operatori per I'antiparticella sqng(p, r) e azri)(pﬂ, r).

1E. Decadimento particella scalare. Per illustrare I'uso degli operatori di campo nella descrizione
delle interazioni tra le particelle, consideriamo il decadimento a due corpi di una particella. Supponiamo
di avere tre particelle scalari (senza spin) diverse tra loro e di magsam, ed mg; il processo che
vogliamo studiare ¢ il decadimento descritto schematicamente da

mi1 — Mmp + m3

Denotiamo cony;(z), dove i = 1,2, 3, gli operatori di campo scalari associati alle tre particelle e
supponiamo che I'Hamiltoniana di interazio®(t) sia data dalla seguente espressione

V() = g / B o1(@) po(d) p3(a) . (1.71)

Il parametrog che appare nella (1.71) édastante di accoppiamentehe determina, nel caso particolare
che stiamo considerando, l'intensita della interazione tra le particelle. Utilizzando le unita di misura
naturalih = c= 1, g deve avere le dimensioni di una massa. Facendo uno sviluppo di Taylor in potenze
di g della matrice$ e limitandoci al primo ordine nella costante di accoppiamento si ottiene

S =Texp(—z’ /_ o dtVI(t)> =1—ig / d*z o1(z) pa(z) p3(z) + OGP .  (L72)

Prima di procedere al calcolo della probabilita di decadimento, & utile discutere la normalizzazione dei
vettori di stato. Il vettorel 5) = a*(5) | 0) , che descrive uno stato di singola particella, ha norma
d3z

(7|7) = We—”ﬁ 5T = 530) =

14
@mn3

(2.73)
dove V' rappresenta il volume spaziale. Quindi il vettdrg) ,, , che & normalizzato in modo tale da

descrivere una particella per volunme, & dato da

) = (27.‘.)3/2 L (27r)3/2
Pin = 7 P77 Tap

(o) . (1.74)
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Ricordiamo inoltre che la densita di stati per singola particella vale

V. 3
o (1.75)

Denotiamo conk; il quadrimpulso della particella che decade e dgne k3 i quadrimpulsi delle
particelle prodotte. In accordo con la normalizzazione (1.74), i vettori normalizzati corrispondenti agli
stati iniziale e finale sono

i} 2,
)y = B0 ailo) (1.76)

— — 3 - —
~(k2, k3| = (23) (0] ax(k2)az(k3) . (1.77)

Pertanto 'ampiezza di decadiment&(k, k3; k1), al primo ordine nella costante di accoppiamento,
risulta essere

(2 71.)9/2
V3/2

9/2 - - -
g B [ (0laai ast ) e1(0) e2(e) pofe) () 0)

Ak, k3; k1) N<EZaE3|S‘E1>N = —1ig

/ e (Fa, R3] o1(n) o) oa(a) | F1)

(1.78)
Utilizzando la forma esplicita (1.60) dell'operatore di campo scalare e le regole di commutazione degli
operatori di annichilazione e di creazione, si ottiene
) 1
¥ V2E1/2E; 23
La probabilita di transizione e data dal modulo quadro dell'ampiezza. Ricordiamo che vale la seguente
relazione

A(ko, k3; k1) = 54k — kp — k (1.79)

3/2

@) 6%y — ka — ka) | = (@) ks — kz — k) (20)*5%0) = (20)*6%(0s — ko — k) VT .
(1.80)
dove V' T denota il quadrivolume (volume spaziale per intervallo temporale). La somma sugli stati finali
del modulo quadro dell’ampiezza va effettuata rispetto alla misura (1.75); quindi
¢ la probabilitd di decadimento dI" per unita di tempo, nel sistema di riposo della particella che
decade, assume la forma

2
\ A(ko, k3; k1) 2 W a3k d3k3

(2n)* 8(my — Ep — E3) 6%(k2 + k3) 5

ar

1.81
@ Bk d3ks (1.81)

m1 (2r)32Ey (2r)32E3

Integrando la (1.81) nello spazio delle fasi delle due particelle prodotte nel decadimento si ricava

2 3
g d°ky
= dl’ = ) FEy — E . 1.82
/ 3272, /E2E3 (m1 — E2 — Ej) (1.82)
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Sia k il valore dellimpulso della particella di massa, prodotta nel decadimento. Naturalmente, la
conservazione dell'impulso implica chek e il valore dell'impulso della particella di massag prodotta
nel decadimento. La funzione delta di conservazione dell’energia si pud esprimere come

E>E

2 5(ka| — 1K), (1.83)

d(my — Ep — E3) =
my | k|

per cui I'espressione (1.82) conduce al risultato finale [2]

07
r= 9O (1.84)
8 2
7rm1
dove | k| & il modulo dellimpulso di uno dei prodotti di decadimento
o 1 4, 4. 4 2 2 2. 2 2 2)\12
|]f| - 2_7’)’L1 (m1+m2+m3—2m1m2—2m1m3—2m2m3) . (185)
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Capitolo 2

Principio d’azione

Il formalismo Lagrangiano basato sul principio di minima azione & particolarmente utile per descrivere
la corrispondenza tra le leggi di conservazione e le proprieta di simmetria di un sistema dinamico. |l
funzionale d’azione ha un ruolo fondamentale in meccanica quantistica; esso permette di interpretare [5]
il comportamento quantistico della materia in termini del principio di sovrapposizione. In guesto capitolo
verra introdotto il formalismo Lagrangiano per le teorie di campo. Le proprieta cinematiche dei campi
saranno messe in corrispondenza con le proprieta delle Lagrangiane libere e si illustrera il metodo della
guantizzazione canonica. Infine, si presentera una dimostrazione del teorema di Noether.

e Campi. Un campo®(x) & caratterizzato dalla legge di trasformazione che specifica come esso viene
modificato per effetto di un cambiamento del sistema di coordinate. Per trasformazioni del gruppo di
Poincaré, le coordinate trasformano come

ot — 2t = AP Y+ aM , (2.1)

dove { a* } sono i parametri di traslazione &£+, & la matrice che rappresenta una trasformazione di
Lorentz. Un campacP(x) hain genere varie componenti che saranno denotaté doy(z) }. Per effetto
della trasformazione (2.1), il campo viene modificato nel modo seguente

d(z) — d'(2') (2.2)

dove
o, (2') = RN @p(z(a’)) ,  ak@) = [ATA, (@ —a) . (23)

e le matrici { R(A).” } corrispondono ad una rappresentazione lineare (generalmente di dimensione
finita) del gruppo di Lorentz. Le componenti irriducibili di questa rappresentazione descrivono le com-
ponenti irriducibili dei campi. Per esempio, un campo scalafe ) trasforma come

p(z) — (') = p(z(@")) | (2.4)
mentre per un campo vettorialg,(x ) siha
Bu(z) — BL(x’) = A, Bu(z(2')) . (2.5)

e Quantizzazione. Nel processo di quantizzazione in meccanica quantistica, alla coordinata classica
x corrisponde I'operatore posiziong. Similmente in teoria quantistica dei campi, ai campi classici
corrispondono gli operatori di campo e le coordinate spazio-tempefatappresentano semplicemente
degli indici da cui gli operatori di campo dipendono. Il passaggio da campi classici ad operatori di campo



2. Principio d'azione 17

puod essere interpretato come effetto di una procedura di quantizzazione. Se questa procedura € basata
sul formalismo Lagrangiano essa € detta canonica. Le derivate della Lagrangiana rispetto alle derivate
temporali delle variabili definiscono i corrispondenti momenti coniugati; la gha@edi quantizzazione

consiste semplicemente nell'imporre le usuali regole di commutazione canoniche trale variabili dinamiche
ed i loro momenti coniugati. Un esempio di quantizzaziongooica verra discusso in Sezione 2A. La
cosiddetta “quantizzazione canonica” rappresenta solamente un metodo per introdurre e definire la teoria
guantistica e non ha un significato intrinseco assoluto.

Gli operatori di campo che sono stati introdotti nel Capitolo 1 sono definiti in rappresentazione di
interazione e si riferiscono a particelle libere. Questi operatori di campo si possono ottenere mediante
guantizzazione canonica da campi classici le cui Lagrangiane sond.degtte.giane libere. Le proprieta
delle componenti irriducibili dei campi sono determinate dalla struttura delle corrispondenti Lagrangiane
libere, che verranno descritte nelle sezioni seguenti.

2A. Campo scalare reale. L'azione libera per un campo scalare reale di massa data dalla seguente
espressione

So= [de] (Bup) o) - m? W) (26)
e le corrispondenti equazioni del moto sono
(aﬂau + m2> o) =0 . 2.7)

e Quantizzazione canonicala quantizzazione canonica del sistema classico definito dall'azione (2.6)
permette di determinare la forma esplicita (1.60) dell'operatore di campo. Infatti, il campo reale classico
o(z) sipuo scrivere come

3 L
ow = | (zi)g/ze‘p'”s’é(t: 5. con  F(=At-F . @8

Ponendo
o(t;p) = w(t; p) —iv(t; p) (2.9)
in cui le funzioni realiu e v soddisfano
w(t; p) = u(t; —p) ,  o(t;p) = —o(t; —-p) (2.10)
'azione (2.6) assume la forma
So = / atd®p 3 (i2(t; 5) — (72 +m?)u?; ) + i 7) — (PP +md) o’ 7)) . (211)

Utilizzando le componenti, e v che verificano le condizioni (2.10), & possibile definire una funzione
reale X che non & soggetta a nessun vincolo

X(t;p) = u(t; p) +u(t; D) , (2.12)
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e la (2.11) si puo riscrivere come
so= [t [} (30 - (FE+nd X)) (2.13)
Ricordiamo che per un oscillatore armonico di frequenzd'azione &

Sosc = /dt% (502(15) . wzxz(t)) . (2.14)

Confrontando le espressioni (2.13) e (2.14) risulta evidente che, a ciascun modo del campo con impulso
7, & associato un oscillatore armonico di frequengg) = /|7'|2 +m?; questa frequenza coincide

con I'energia E(p) di una particella di massan ed impulsop’. La quantizzazione canonica di questi
oscillatori armonici riproduce quindi la struttura dello spazio di Fock introdotto nel Capitolo 1. Siano
a(p) e a*(p) gli operatori di annichilazione e di creazione per 'oscillatore armonico associato al valore

P dellimpulso, si ha

at;p) = e Elo(p) , at(tp) = eFtat(p) . (2.15)

Le ampiezzeu e v degli oscillatori, interpretate come operatori Hermitiani, si possono esprimere in
funzione degli operatori, ed a* . Sinoti che la dipendenzadi e v daa ed a®™ non & univoca. Questo

e in accordo col fatto che, per un oscillatore armonico unidimensionale, la dipendenza dell'operatore
posizione¢ da a ed a* non & univoca. Infatti, indicando cop e ¢ le variabili canonicamente
coniugate di un oscillatore, si puo porre

1 w " —1 w
a = +4/= , a = —p+t,/= ; 2.16
N 5 N \/ 3¢ (2.16)
in questo caso si ha
1 +
= — (a+ta . 217
4= —= ) (2.17)
Oppure, si puo definire
1 Cjw + 1 . jw
a = —p — 14/ = , a4 = ——ptiq—= ; 2.18
Now 54 N 5 4 (2.18)
da cui risulta che 1
: +
=1 a—a . 2.19
! V2w ( ) (219)

La condizione di realta pep(x) € espressa dalle relazioni (2.10) per le componend v. Siccome

le ampiezzeu e v sono indipendenti, possiamo usare pela relazione (2.17) mentre per possiamo
utilizzare la relazione (2.19). Questa scelta permette di rappresentare in maniera semplice la condizione
di hermiticita dell’operatore di campe(x) . Poniamo quindi

u(t; §) = —== 3 (a(t;7) + alt; —p) + a*(t5) + a6 -F)) (2.20)

1
V2E
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o(t; p) = a(t;p) — alt;—p) — a*(t;p) + a*(t;—p)) . (2.21)

L1y
V2E 2
Sostituendo gli operatori (2.20) e (2.21) nella (2.8), si ottiene la forma (1.60) dell’operatore di campo
d3p 1
p(x) = 33 =
(2m)3/2 \/2E(p)

La costruzione che & stata illustrata nel caso di un campo scalare reale si puo0 ripetere per tutti i vari
tipi di campo. In generale, le Lagrangiane libere s@nadratiche nei campi; lesoluzioni classiche
delle corrispondenti equazioni del moto rappresentarfarigion: d’onda che moltiplicano gli operatori
di annichilazione e di creazione che appaiono nell'espressione degli operatori di campo.

{a(ﬁ) e + ot (p) P } i (2.22)

¢ Leggi di conservazionell formalismo Lagrangiano e utile perché rende manifesto il legame tra le leggi

di conservazione e le proprieta di invarianza del funzionale d’azione. Infatti, utilizzando il teorema di
Noether, per ogni trasformazione che lascia invariante I'azione si puo determinare [1] una corrispondente
carica conservata. La validita del teorema di Noether non & limitata al caso di Lagrangiane libere ma
si estende anche al caso generale di Lagrangiane che descrivono interazioni tra i campi. Una semplice
dimostrazione del teorema di Noether verra presentata in Sezione 2F.

Nel caso di un campo scalare reale, il funzionale (2.6) € invariante per una traslazione infinitesima
nello spazio-tempog# — a# + dxt = z# + e#, che corrisponde alle seguente variazione del campo

dp(x) = — e Oup(x) . (2.23)
L'invarianza dell’azione implica che il tensore energia momefit ha divergenza nulla
0" =0 , (2.24)

0" (@) = o) () — 39" (0@ O7p(@) — mPP@)) . (2.25)

Le corrispondenti cariche conservate si ottengono integrando su una ipersuperficie di tipo spaziale le
componenti temporalp% ()

PP = / Br %) . (2.26)

Gli operatori P* sono i generatori delle traslazioni spazio-temporali nello spazio degli stati ed i loro
autovalori corrispondono ai valori del quadrimpulso totale. In effetti, sostituendo nella (2.26) la forma
esplicita (2.22) dell'operatore di campo, si ottiene

Pt = %/dSPP“ {a@)a* @) + " (@) a) } . (2.27)
Utilizzando le regole di commutazione, la (2.27) si puo scrivere

Pt = /d3pp“ {a*(F)a(@)} + costante . (2.28)
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Nel caso dell'operatoreP?, il valore della costante additiva che appare nella (2.28) & divergente e
corrisponde all’energia dello stato di vuoto. Questa energia risulta infinita perché corrisponde alla somma
di tutte le energie degli stati fondamentali degli oscillatori armonici associati ai vari modi del campo.
Fortunatamente, la presenza di questa divergenza nell'espressione (2.28) non ha conseguenze fisiche
osservabili; infatti, le quantita che si misurano sono solamente le differenze di energie tra i vari stati e
gueste differenze sono finite. Siccome il valore dell’energia € sempre definito a meno di una costante
additiva, si puo convenire di porre uguale a zero I'energia del vuoto; questo equivale ad eliminare la
costante che appare nella (2.28).

La presenza di costanti additive divergenti nelle espressioni delle varie cariche conservate & un
fenomeno frequente in teorie di campo; queste divergenze non corrispondono a quantita osservabili e
non hanno pertanto alcun significato fisico. In genere, si conviene di normalizzare le varie quantita in
modo tale da rendere nulli i loro valori medi sul vuoto. Questa convenzione equivale ad introdurre, nelle
varie espressioni degli operatorptdinamento normalesecondo il quale gli operatori di creazione delle
particelle devono apparire a sinistra degli operatori di annichilazione.

L'invarianza dell'azione (2.6) per trasformazioni di Lorentz infinitesime implica
O My =0, (2.29)

dove il tensore del momento angolare orbitak’ ,,, € dato da
M = 0% (acl, Oup — xy &,np) + % ((55 Ty — 52 LUZ,) ((97@87@ — mznpz) . (2.30)

Conseguentemente, gli operatavi,,,, che rappresentano i generatori delle trasformazioni di Lorentz
nello spazio degli stati sono

M, = / a3z M, . (2.31)

¢ Dimensione canonica del campo scalareJtilizzando le notazioni naturali in céi = 1, I'azione deve

essere adimensionale. Per compensare il volume di integrazione, la densita Lagrangiana deve avere le
dimensioni di una massa alla quarta potenza. La densita Lagrangiana (2.6) & quadratica nei campi ed
ogni termine Lagrangiano contiene esplicitamente un fattore con le dimensioni di una massa al quadrato:
il termine m?2 oppure le due derivate che agiscono sui campi. Quindi, il campo sca{ajedeve avere
dimensione di una massa. L'espressione (2.22) & in accordo con questa conclusione. Infatti, gli operatori
di annichilazione e di creazione, che verificano le regole di commutaziet®)[ «*(7)] = 3(5—7q),

hanno dimensione di una massa elevata alla poterg7&. Quindila dimensione dp(z), che si ottiene

dalla formula (2.22), in unita di massa vale-3L/2 — 3/2 = 1.

2B. Campo scalare complesso. L'azione libera per un campo scalare complesso di massa data
dalla seguente espressione

So= [ d (8,6 @3 60) - @ o)) (232)
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e le corrispondenti equazioni del moto sono
(aﬂau + mz) o) = 0 = (aﬂau + m2) o () . (2.33)

Mediante quantizzazione canonica si determina la forma operatoriale del campo scalare complesso

o) = [ {a@) e + ol @) e } (2.34)
Xr) — (27[_)3/2 2E(ﬁ) a(+) e (1(_) (& s .

* — d3p 1 + =\ _ipx =\ —ipT

¢*(z) = PR ZE(ﬁ){a(+)(p)ep + ay(@)e P } . (2.35)

e Simmetria interna. Oltre alle usuali proprieta di invarianza per trasformazioni del gruppo di Poincaré,
I'azione (2.32) € invariante per le seguenti trasformazioni dei campi

o) — @) = o) . @) — ¢"%@) = e @) . (2.36)

Nelle equazioni (2.36)f & un parametro reale che assume i valork® < 27 . Le trasformazioni
(2.36) formano un gruppo Abeliano che & isomorfo@¢l) ~ SO(2); poiché queste trasformazioni
commutano con le trasformazioni del gruppo di Poincaré, il corrispondente giliifjorappresenta un
gruppo interno di trasformazioni di simmetria. In accordo col teorema di Noether, I'invarianza dell’azione
per trasformazioni (2.36) implica

OuJH(x) = 0 , (2.37)

dove

JH(z) = i(¢"(2) Ho(x) — Ho" () p(z)) . (2.38)

Integrando la componente temporale della corrente conseatai ottiene la carica
Q= [0 =i [ (6@Pote) - P (@) ola) )

(2.39)

= [ @ {atyDa) - eoBat )}

L'operatore di carica@) € il generatore delle trasformazioi(1) nello spazio degli stati. Infatti,
utilizzando le regole di commutazione degli operatori di annichilazione e di creazione, & facile verificare
che

S¢a) = i0¢(x) = —i0[Q, d(x)] . §¢™(@2) = —i0¢"(2) = —i0 [Q, ¢"(x)] . (240)

2C. Campo vettoriale massivo. L'azione libera per un campo vettoriale real®, (r) di massam e
data dalla seguente espressione

2
So = /d4x (—%FWF“” + %BMB“> : (2.41)
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dove
Fu(x) = 0y By(x) — 0y Bu(x) ) (2.42)

Il campo realeB,, , che e soggetto al vincolo* B,, = 0, soddisfa le equazioni del moto
(a”ay + m2> Buz) =0 . (2.43)

Il vincolo 0#B,, = 0 assicura che le componenti 8, sono irriducibili e implica che gli stati di pola-
rizzazione per una singola particella sono trasveftsi, (r; ) = 0. Se questo vincolo non & soddisfatto,
allora B,, si puo sempre decomporre coni®, = C), + ¢, dove ¢ & un campo scalare@,, soddisfa

il vincolo 0#C), = 0. L'operatore di campd3,(r) assume la forma

Bute) = Z/ (27T)3/2\/T() {a@ 2@ e + a*@r)ep@re™ ) . (244)

e Stati di polarizzazione. Siano 7 = (pt, p2, p°) le componenti dell'impulso spaziale, allora gli stati di
polarizzazione rettilinea, (r ; p) (conr =1,2,3) sono dati da

‘s

D D pip”
80(7'1p) - _E 9 51‘(7",]?) - 6ir +

oy ) (2.45)

Per qualunque scelta della base nello spazio delle polarizzazioni, le funzioni di polarizzazione soddisfano
le relazioni

3
. Ky o Do PuP
Plenrip) =0 . Y i peal;p) = - (gw - ;;) : (2.46)

r=1

Le componentiU,,(x) e Uj;(x) diun campo vettoriale complesso massivo si possono sempre interpretare
come combinazioni lineari di due campi vettoriali reali massivi

Unla) = — (B{P(m) + zBLZ)(x)) . Ul = = (Bf})(x) - iBfP(z)) . (2.47)

V2 V2

In questo caso gli operatori di campo sono

Uule) = Z/ (27T)3/NT() {a@ ) eu@r) e + al @) @™ } . (248)

Uule) = Z/ (2w)3/zx/T() {al@ @) e + o eu@ e ™ | (249)

Le proprieta cinematiche di un campo vettoriale per trasformazioni del gruppo di Poincaré si possono
ricavare facilmente dalla forma della Lagrangiana.
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2D. Campo vettoriale reale di massa nulla. L'azione libera per un campo vettoriale realg, () di
massa nulla € data dalla seguente espressione

So = /d“x (-3 FwF™) = 3 /d4x (0uA, — O,A,) (D"A” — QAM) | (250)
e le corrispondenti equazioni del moto sono
0y0" Ap(x) — 0,0"Ay(x) = 0 . (2.51)

In natura si osserva che un campo vettoriale reale di massa nulla descrive le proprieta dei campi elettrici e
magnetici; per questo motivo, il campé,,(x) puo essere identificato con il potenziale vettore dell’elet-
tromagnetismo. L'azione (2.50) & invariante pasformazioni di gauge

Ay(x) — A/u(m) = Ay(x) — OuA(x) , (2.52)

dove A(x) € un campo scalare arbitrario. L'invarianza per trasformazioni di gauge (2.E2pfe gene-
ralizzazioni non-Abeliane) ha un ruolo fondamentale in natura. La prima conseguenza dell’invarianza di
gauge e che il campd,,(x) non rappresenta una variabile direttamente osservabile. Infatti, in elettroma-
gnetismo si possono misurare i campi elettrici e magnetici ma non si puo determinare sperimentalmente il
valore del potenziale vettore in maniera univoca. | campi elettrici e magnetici rappresentano le componenti
dellacurvatura Fj,, ,

Fuy(x) = 0,Au(x) — 0y Ap(x) . (2.53)

La curvaturaF,,, € una quantita gauge-invariante mentre il campyp non & gauge-invariante; in
generale, le osservabili delle teorie di gauge devono esge&mntita gauge-invarianti.

¢ Nota. Invece di utilizzare il campo vettorel,, per descrivere le leggi dell’elettromagnetismo, sem-
brerebbe piu opportuno usare esclusivamente variabili gauggantia Sfortunatamente, risulta im-
possibile dare una formulazione locale e relativisticamente covariante dell’elettromagnetismo usando
solamente variabili gauge-invarianti. Per questo moté/gpnveniente utilizzare campi che non sono
gauge-invarianti. Questo ¢ il tipico esempio di un fenomeno che si osserva frequentemente in natura.
Molto spesso i processi elementari tra le particelle ammettono una descrizione semplice in termini di certi
campi fondamentali; questi campi non necessariamente rappresentano quantita direttamente osservabili.
Le osservabili risultano essere opportune funzioni dei campi fondamentali.

Siccome le trasformazioni di gauge (2.52) coinvolgono reelate le componenti longitudinali del
campo A, , si potrebbe pensare di eliminare i gradi di liberta non fisiciAdi imponendo il vincolo
di Lorentz 0 A, = 0. A differenza del caso massivo, la condizione di Lorefitz4,, = 0 non puo
[1] essere utilizzata per eliminare tutte le polarizzazioni non fisiche perché il quadrimptilsoddisfa
pHp, = 0. In altri termini, la rappresentazione del gruppo di Poincaré, che e definita sugli stati ad una
particella vettoriale di massa nulla, risulta riducibile ma non decomponibile. La condizione di Lorentz
0" A, = 0 sipuo imporre solamente in forma debole sugli stati del sistema. In questo senso, sugli stati
del sistema le equazioni del moto diventano

0,0"Ay(z) =0 . (2.54)



24 Fisica Teorica

e Polarizzazioni rettilinee. Siano gli stati di polarizzazione descritti déﬁ’)(ﬁ) al variare div =
0,1,2,3. Diquesti stati, soI@(l)(p) e eg)(ﬁ) corrispondono alle due polarizzazioni fisiche del fotone.

Le rimanenti componenti non fisiche vanno tenute per mantenere la covarianza manifesta e la localita
ma non hanno nessuna influenza sulla dinamica dei fotoni. Nella base delle polarizzazioni rettilinee, le
funzioni di polarizzazione si possono prendere reali e le loro componenti sono

(Yperv=0
@) = (1,0,0,0) (255)
(i) mentrepery = 5 = 1,2,3 siha
fey =0 . Por=n (2.56)
Y0P =6 X O = ) @8)
i=1 ij

L'operatore di campo assume la forma

— =\ (V) (7)o~ T 4 F W) x>\ ipx 258
Au) = Z/(Zﬁ)g/z S (@O de O} e
dove gli operatori di annichilazione e di creazione soddisfano le regole di commutazione

[au@), a3 @)] = =g 3(F—7) , [au@), a(@)] = 0 = [a@), ap(@] . (259)

2E. Campo spinoriale massivo. L'azione libera per un campo spinoriale massivg(z) &

Sg = /d4x P (T) (i’ygﬂ ou —méaﬁ) Yg(r) = /d4a: (@) (iv* 0y —m) P(x) , (2.60)

in cui
Ualz) = ¢h@)5 (2.61)
e le matrici di Dirac{ v* } soddisfano{~+*,+"} = 2¢" . Le equazioni del moto che seguono dalla
(2.60) sono
(iv" 0y —m)Y(x) =0 . (2.62)

Lindice spinorialea assume i valoric = 1,2, 3,4 e le matrici{ v* } sono quindi matrici 4x 4. Una
rappresentazione esplicita delle matrici di Dirac & quella utilizzata da Bjorken e Drell [3,4]

1 0 .
0 _ -
S | I

0 ot
. 2.
M Z 0] , (263)

dove le matrici di Pauli{ o* } sono

_ (0 1 > _ (0 —i 3 _ (1 O
ol = (1 O) , o = (z 0) , o° = (0 _1) . (2.64)



2. Principio d'azione 25

e Covarianza relativistica. Consideriamo una trasformazione di Loreniz— 2’ = Az in cuila
matrice A e datadaA(w) = exp(% wyupJH) . Il campo spinoriale trasforma come

P(z) — (/) = R(w)y(A™ta") | (2.65)

dove 4
R(w) = exp( Wuu2”> S (ST (2.66)

La covarianza relativistica dell’equazione di Dirac (2.62) & garantita dalla relazione
R Y(w)y" R(w) = AM, 4" . (2.67)

Le matrici { R(w)} forniscono una rappresentazione di dimensione quattro del gruppo di Lorentz e
verificano
R Y(w) = YYRY(w)® . (2.68)

e Polarizzazioni. Una particella di spin A2 possiede due stati di polarizzazione; questi stati sono
descritti da due spinori, (p, r), in cui » = 1,2, che soddisfano

(p —m)u@r)y=0 , w@r)(p-m)=0 (2.69)

dove p =~y p,, . Gli stati di polarizzazione per I'antiparticella sono denotati ¢ifp, ) e si ha

(p+m)v@r)y=0 , w@Er)(p+tm)=0 (2.70)

Le relazioni di ortogonalita assumono la forma

up,r)u(p, s) = ors = —0@,7)v({@,s) (271)
) = T 6 = o G (2.72)
o, ) u(@, s) = u@,r)v@,s) = 0 = v ([@r)u(-p,s) = u'(@s) v(-pr) (2.73)
e lerelazioni di completezzasono
2
Z (ua@ 1)@, 7) — valB, ) V3B, T)) = bap (2.74)
r=1
: i) asr) = (2 : 5 5sF) = (P 2.75
> (na @) sn) = (55")., > (1795071 - ("), ™

Gli operatori di annichilazione e di creazione per una particella sgpor) e b*(p,r), mentre i cor-
rispondenti operatori per una antiparticella sat{g, ) e d*(p,r). L'operatore di campo vale

P(r) = Z/ o )3/2\/7){1)(]5', M u@,r) e P* + d*(p,r)v(@, 1) eim} : (2.76)
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B(z) = Z/(z )3/2,/E(p) (0@ D@ ™ + A @ e} @77

Il tensore energia moment®f*” risulta essere
01 (z) = i@ 0" Y(z) . (2.78)
Conseguentemente, le componenti dell’operatore impiécsono date da
PH = / 3z 0%(z) = / Brt(@) (i0") ) . (2.79)

Utilizzando la forma esplicita dell'operatore di campo e le relazioni di ortogonalita per gli spinori, si
ottiene

2
o=y / Bppt (V5@ ) b@,r) — d@,r)dT @) . (2.80)
r=1
Il tensore del momento angolare totale
M) = i) (270t = 22 + 5197, 20T ) i) (2.81)

e la somma di due contributi; la parte orbitale e la parte dovuta allo spin intrinseco del campo. | generatori
delle rotazioni spaziali nello spazio degli stati, per esempio, assumono la forma

M; = %Gijk; / 3z Mojk(:r) = /d?’:l: () (ieijk:rj ok + %0i> Y(x) = Ly +5; . (2.82)
e Simmetria interna. L'azione (2.60) € invariante per trasformazioni del grudp(l) definite da

@) — @) = @), P@) - @) = e PP (2.83)

dove 6 e un parametro reale. La corrispondente corrente conservata

JH(z) = Y)Y o) (2.84)

e I'operatore di carica risulta essere
2
Q = / Pz J%) = > / d3p (b* (@, r) b, r) + dF,r)d @) . (2.85)
r=1

e Algebra delle matrici di Dirac. Consideriamo ora alcune proprieta [3] delle matfiei* } . Definendo
7 =5 =092 (2.86)
si ottiene

(B, 4"y =0 [75,2@:0 , Tr('yS):O . (2.87)
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Utilizzando le notazionip = v#p,, , p-q = ptq, , valgono le seguenti relazioni

Pg=p-q—iXuwptqd YY" = =-2p (2.88)
YuPqkY = =2kqp YuPqY" = 4p-q
La traccia di un numero dispari di matrigi-si annulla; inoltre
T°pg=0 , Trpg=4p-q
T pahl = 4icppo " g kP L7, (2.89)

Trpgkl = 4(p-qk-£ —p-kq-0+p-£q-k)

Ogni base nello spazio lineare delle matrick 4 deve contenere 16 elementi; una base particolare e la
seguente

{19, % s, Sw . (2.90)

e Bilineari covarianti. | bilineari