Meccanica Razionale per Fisica

Lezioni di1 Meccanica Statistica

Errico Presutti

Giugno 2000



Indice

INTRODUZIONE . . . . . e e 1
Eventi significativi nella storia della Meccanica Statistica . ... .......... ... 3
Parte 1. Meccanica Statistica ............. ... . ... 9
Capitolo 1.  GAS DI LORENTZ . ... ... . . . 11
1.1. Il gas di Lorentz sul reticolo . . ... ...... ... ... ... ... ... ....... 12
1.2.  Distribuzione degli ostacoli . ... ..... .. .. .. ... .. 13
1.3. Il moto in presenza di ostacoli. ............ ... ... ... ... ... .... 15
Capitolo 2. PROBABILITA IN SPAZI FINITI. . . .. oo 21
2.1.  Misure e Probabilita . ... ... ... ... . ... . . .. 21
2.2, Spazi prodotto. ... ... .. ... 22
Capitolo 3.  EQUAZIONE LINEARE DI BOLTZMANN . ................. 27
3.1.  Dati iniziali aleatori ... ... ... ... . . . . . ... 27
3.2.  Identificazione del limite . .. ... .. ... ... .. ... ... ... ... . ... ... 32
Capitolo 4. REVERSIBILITA-IRREVERSIBILITA’, ENTROPIA . . . ... ... .. 35
4.1.  Sistemi di particelle e gas di Lorentz . ... ... ... ... ... ... ... ... 35
4.2 Llentropia . . . ... 36
4.3. Reversibilita ed irreversibilita . . ... ...... ... ... . . . . . . . L 38
Capitolo 5.  EQUAZIONE DI BOLTZMANN ... ... . ... ... .. ... .. .... 41
5.1. Derivazione euristica . . ... ... ... . ... 41
5.2. Limite di Boltzmann-Grad . . ... ..... ... ... ... ... . .. .. . ... .. ... 45
Capitolo 6. EQUILIBRIO E DISTRIBUZIONE DI MAXWELL . ........... 51
6.1.  Entropia nell’equazione di Boltzmann . ......................... o1
6.2.  Stati di equilibrio, distribuzione di Maxwell . ... ... ... ... ... .. .... o4
Capitolo 7.  TERMODINAMICA DEL GAS DI BOLTZMANN . ............. 57
7.1.  L’equazione di stato per il gas di Boltzmann . .................... 57
7.2.  Pressione cinetica e pressione termodinamica . . ... ................ 59
7.3.  Principi variazionali . . . ... ... .. .. 61
7.4, Complementi. ... ... ... ... 65
Capitolo 8.  MISURE DI GIBBS NEL MODELLO DIISING . .............. 69

1



2 INDICE

8.1. Ilmodellodilsing .. ... ... ... . . 69
8.2. Spazio delle fasi ed energia nel modello di Ising . . .................. 71
8.3. Limite termodinamico per una successione di cubi ... ........... ... .. 74
8.4. Limite termodinamico per una successione di van Hove .. ... .. ... .. .. 76
8.5. La termodinamica del modello di Ising . ........... ... ... ... ...... 78
Capitolo 9. MISURE DI GIBBS PER SISTEMI DI PARTICELLE ........... 81
9.1.  Stabilita della materia . .. ......... .. .. .. ... 81
9.2.  Gli ensemble statistici ... ..... ... ... .. 85
Capitolo 10. L’IPOTESI ERGODICA . . ... .. . . . . 89
10.1.  Sistemi ergodici, frequenze di visite, decomposizione ergodica . . . ... ... 89
10.2. I biliardi di Sinai e il Teorema KAM . ... ... .. ... ... ... ... ..... 95
10.3. La questione ergodica e le osservabili macroscopiche . ... ............ 97
Parte 2. Complementi. ... .. .. ... ... ..ttt inenneeenenn 99
Appendice A.  Teoria dello Scattering . . .. ........ ... ... ... .. ... ..... 101
A.1. Il problema dei due corpi . ........ ... . .. . ... .. 101
A2, Forzecentrali ... ... .. ... 102
A.3.  Scattering da potenziale . ....... ... ... ... 104
A.4. Trasformazioni di misure tra spazi Euclidei . ... .. ... ... ... ... ... 108
A5, Lasezione d'urto .. ... ... ... 115
A.6. Applicazioni alla Teoria Cinetica . ... ............. . ............ 118
Appendice B.  Appendice B. Complementi sul gas di Lorentz . .............. 125
B.1.  Limite macroscopico con ostacoli di due tipi . .................... 125
B.2.  Limite macroscopico per la densita di particelle . . . ........ ... ..... 128
B.3.  Paradossi ... ... ... 132
B.4. Equilibrio, equilibrio locale e limiti idrodinamici . .................. 135
Appendice C.  L’equazione di Broadwell . . ... ..... ... ... . ... ... ..... 141
Appendice D.  Complementi sul modello di Ising . .................... ... 145
D.1. Gassulreticolo. ... ... . . 145
D.2. Convessita della pressione .. ... ........ .. ... ... ... . ... ... ... 147
D.3. La disuguaglianza di Holder . . ... ... ... . ... ... . ... ... ... .... 149
Appendice E.  Proprieta delle misure microcanoniche . . .. ............ ... .. 151
E.1.  Dimostrazione della (9.28) . ... ... ... ... . ... 151
E.2.  Invarianza temporale delle misure micro-canoniche . . ... ... ... ... ... 152
Appendice F. 1l Teorema di Ricorrenza di Poincaré . . ... ................. 155
Appendice G. 1l teorema di Perron-Frobenius . . .. .......... ... ... ..... 159

Appendice. Bibliografia . . .. .. ... 163



Appendice.

Bibliografia

INDICE






INTRODUZIONE

La goccia d’acqua che osserviamo ad occhio nudo, ci appare come un qualcosa di contin-
uo e regolare, ma ad un’osservazione accurata con sistemi di misura sofisticati, scopriamo
una struttura fine molecolare, atomica, subatomica.... Se invece ci allontaniamo vediamo
la nostra goccia d’acqua come parte minuscola di un mare, che, allontanandoci ancora, ci
appare ora come parte minuscola di un oceano, e, proseguendo, della terra, del sistema
solare...

La natura ha dunque una struttura gerarchica fatta a livelli, ogni livello ha le sue carat-
teristiche e una teoria fisica che le spiega o cerca di spiegarle. Le teorie sono spesso molto
diverse tra loro, cosi andando dalle grandi alle piccole scale, passiamo successivamente
dalla teoria della relativita generale alla meccanica dei fluidi, alla meccanica hamiltoniana,
alla meccanica quantistica, alla teoria dei campi... In prima approssimazione, ogni livello e
indipendente dagli altri, ma, a volte, alcuni fenomeni non possono essere spiegati senza stu-
diare quelli sottostanti. La Meccanica Statistica e la disciplina che studia questo problema
relativamente alla connessione tra le grandezze macroscopiche, termodinamiche e idrodi-
namiche che caratterizzano un fluido sulla scala dei centimetri o dei chilometri in termini
delle interazioni microscopiche intermolecolari delle sue componenti che in generale avven-
gono sulla scala dell’angstrom. Il passaggio tra questi due livelli (che chiameremo sem-
plicemente macroscopico e microscopico) coinvolge una drastica riduzione di informazione
se pensiamo che un elemento di fluido (per esempio un centimetro cubo d’acqua) puo con-
tenere 10%® molecole e, macroscopicamente, il suo stato ¢ descritto da pochi parametri,
densita, temperatura,...

Intervengono percio nel passaggio dal microscopico al macroscopico, complessi fenomeni
di natura statistica per cui le singole componenti contribuiscono a comportamenti collettivi
in cui perdono la propria individualita. Per citare un ben noto e sorprendente fenomeno
in un campo totalmente diverso, si sa che “con grande accuratezza” ¢ possibile predire
il comportamento elettorale di una nazione di 50 milioni di persone dalla conoscenza del
voto di qualche migliaio di elettori, pur essendo i singoli cittadini liberi di esprimere il
voto a loro completo gradimento. L’insorgere di un concetto statistico nello studio della
meccanica (legato appunto al cambio di scala dal microscopico al macroscopico) e tra i piu
affascinanti e dibattuti sia da un punto di vista strettamente scientifico, che concettuale e
filosofico.

Assumero un atteggiamento molto pragmatico sulla questione, osservando che, almeno
per quanto riguarda ’equilibrio, il problema e risolto dalla famosa formula di Gibbs, che af-
ferma che la probabilita di osservare all’equilibrio una data configurazione & proporzionale
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a exp{—FE/kT}, dove E & I'energia della configurazione, k la costante di Boltzmann e T
la temperatura assoluta. Sebbene “teoricamente risolto” il problema rimane totalmente
aperto da un punto di vista pratico, poiché il calcolo di grandezze di interesse termodinam-
ico e di estrema complessita: queste infatti, per loro stessa natura, coinvolgono un gran
numero di variabili, troppe persino per le capacita di un moderno computer. In un modello
semplice come quello di Ising, che studieremo nel Capitolo 8, il numero di configurazioni
cresce come 2V, N il numero di variabili elementari, spin, che in un modello realistico
dovrebbe essere dell’ordine di 10%.

Anche se comunemente accettata come valida, la formula di Gibbs non e dimostrata
rigorosamente. Per farlo occorrerebbero considerazioni di tipo dinamico che, per esempio,
permettano di dimostrare che nell’evoluzione temporale gli stati convergono asintotica-
mente a quelli di Gibbs. Ma questo problema in particolare e, piu in generale tutta la
Meccanica Statistica del non equilibrio, sono in uno stato se non precario certamente
molto meno sviluppato che in equilibrio. L’analisi delle equazioni del moto con moltissime
incognite, come nei sistemi macroscopici, solleva problemi formidabili la cui soluzione e
probabilmente ancora molto lontana.

In casi particolari si sono fatti pero notevoli progressi, I'intero programma della Mec-
canica Statistica e per esempio realizzato con successo nel caso dei gas rarefatti, che hanno
anche notevole interesse pratico come nelle applicazioni a problemi di aerodinamica e nel
rientro a terra dei satelliti. Questa e ’area di ricerca della Teoria Cinetica dei Gas, nata
con i lavori di Boltzmann che hanno aperto la strada allo sviluppo moderno della Mec-
canica Statistica. Percorreremo in questo volume la stessa strada, iniziando dal caso piu
semplice del gas di Lorentz, un modello introdotto per studiare gli elettroni di conduzione
in un metallo e quindi 1'origine microscopica della resistenza elettrica. Vedremo che nel
limite macroscopico il gas e descritto da un’equazione lineare di Boltzmann che risulta
irreversibile, nonostante il sistema da cui ¢ derivata segua le leggi reversibili della meccani-
ca. La soluzione di questo paradosso ci aiutera a comprenderne la natura in situazioni piu
complesse come nella derivazione dell’equazione di Boltzmann. Otterremo cosi una formula
(di validita generale) per 'entropia e mediante essa ricostruiremo la legge di stato del gas
di Boltzmann, che e quella dei gas perfetti. Proveremo inoltre la validita, in quest’ambito,
dei principi variazionali della termodinamica. Faremo successivamente l'ipotesi che la loro
validita si estenda a sistemi piu generali, ed usando ’espressione ricavata precedentemente
per l'entropia, sara infine possibile dedurre la formula di Gibbs. A questo punto avremo
tutte le nozioni necessarie per affrontare alcune delle questioni principali in Meccanica Sta-
tistica, quali la stabilita della materia, I’equivalenza degli ensemble, I'ipotesi ergodica e il
limite termodinamico.

Ho dato sin qui per acquisita l'esistenza di una struttura microscopica sottostante i
fenomeni macroscopici. Sebbene tale nozione appaia oggi familiare, essa e tutt’altro che
evidente. L’averne intuito e poi dimostrato l’esistenza ¢ tra le piu significative ed affasci-
nanti testimonianze del potere dell’ingegno umano e della sua capacita di comprendere e
controllare la natura. Come si sia arrivati a questo, attraverso quali tentativi e teorie si sia
poi determinata 'attuale forma della Meccanica Statistica, ¢ argomento imprescindibile
per chi cerchi una reale e profonda comprensione della teoria. Non ho le capacita per
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aiutare il lettore in questa direzione né credo questo sia il contesto adatto per tale tenta-
tivo. Per ovviare, almeno parzialmente, riportero qui appresso una cronologia degli eventi
piu significativi nella storia della Meccanica Statistica, che ho tradotto dall’Appendice A
del libro di Grandy, [23], sulla Meccanica Statistica.

Eventi significativi nella storia della Meccanica Statistica

e 400 a.C. Leucippo di Mileto e Democrito di Abdera ipotizzano che la materia sia
composta da piccole parti indivisibili. Nasce ’atomismo (Roller, 1981).

e 1716. Hermann (1716) osserva che il calore ha origine dal moto delle molecole e afferma
che nei gas la pressione & proporzionale a nv, (affermazione non correttal).

e 1727. Inizia la teoria cinetica con i lavori di Eulero (1727). Si afferma che I’aria consiste
di molecole, si formula una teoria dell’'umidita, si osserva che la pressione e la temper-
atura sono manifestazioni macroscopiche di azioni molecolari. Si deriva ’equazione di
stato per i gas: P = nv?/3, (anch’essa non corretta).

e 1738. Nella sua opera, Hydrodynamics, Daniel Bernoulli, (1738), riproduce con maggiori
dettagli i risultati di Eulero e propone v? per definire una scala di temperature. Presenta
argomenti in favore della conservazione dell’energia e afferma che il calore non e altro
che moto di atomi.

e 1782. Eulero (1782) propone ora v?/2, per definire il calore. E il primo serio tentativo
per sostituire la temperatura fenomenologica con una definizione puramente meccanica,
in termini di moti molecolari.

e 1798. Il Conte Rumford (Thompson, 1798) propone l’equivalenza tra lavoro e calore e
che il calore € una manifestazione del moto delle particelle. In retrospettiva, cio segna
I'inizio della fine della “teoria del calore”.

e 1814. Laplace (1825) illustra i vantaggi che posono derivare dall’'uso della teoria della
probabilita in fisica.

e 1816. Laplace (1816) spiega la velocita del suono con un corretto trattamento adiabatico.

e 1821. Herapath (1821) pubblica una teoria cinetica approssimata, e con essa spiega i
cambiamenti di stato, la diffusione e la propagazione del suono.

e 1824. Sadi Carnot (1824) intuisce la seconda legge della termodinamica: una macchina
a calore non puo essere piu efficiente di una reversibile.

e 1825. La relazione tra calore e moti di particelle ¢ discussa in gran dettaglio da Seguin,
(1825).

e 1842. Robert Mayer (1842) chiarisce su basi teoriche (filosofiche) I'importanza dell’en-
ergia e delle leggi di conservazione in tutte le loro forme.

e 1843. Waterstone (1893) fonda una teoria cinetica matematicamente completa: P =
nv? /3, osservando la proporzionalita tra temperatura e velocita quadratica media. Svilup—l
pa quindi una semplice legge di equipartizione ed osserva che il cammino libero medio,
L, si comporta come n~3. La prima teoria cinetica realmente percorribile.

e 1845. Nel periodo 1840-49 Joule (1845) dimostra sperimentalmente 1’equivalente mec-
canico del calore.
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1847. Helmbholtz (1847) collega conservazione dell’energia e teoria cinetica nella prima
legge della termodinamica.

1851. Joule (1851) riproduce i lavori di Waterstone senza menzionare “medie” e riottiene
I’espressione della pressione.

1853. Thomson (1853) migliora i risultati di Joule e, con quelli di Waterstone, mette un
punto fermo sulla relazione P = nv?/3.

1856. Kronig fa una rassegna dello stato dell’arte in teoria cinetica. Sebbene non
aggiunga nulla ed anzi introduca qualche errore, il suo prestigio da grande supporto alla
teoria.

1857. Clausius (1857), forse gia nel 1850, rende le nuove idee piu specifiche e distingue
i tre stati della materia in termini di proprieta molecolari.

A questo punto la “teoria del calore” sta morendo rapidamente e la teoria cinetica e piu
o meno ben formalizzata, anche se non universalmente accettata. Si parla di “medie”
ma non si dice in modo chiaro cosa cio significhi. La Meccanica Statistica inizia col
lavoro:

1858. Clausius (1858) introduce esplicitamente la prima nozione di probabilita in teoria
cinetica e dice cosa debba intendersi per “media”. Definisce formalmente il cammino
libero medio, L, e lo distingue dalla distanza media tra particelle (¢ ~ n~3). Intuisce la
necessita di una condizione di propagazione del caos, Stoflzahlansatz, ma non riesce a
formularla esplicitamente.

1860. Maxwell (1859,1860) propone una versione della teoria cinetica molto vicina a
quella attuale. Deriva la distribuzione statistica di sistemi di particelle puntiformi, trova
che L = 2(mkT)Y/?/37%/2d?, con d il raggio della “sfera d’influenza” di una particella e
predice che la viscosita di un gas e indipendente dalla velocita. E la prima previsione
basata sulla teoria cinetica di una proprieta non nota precedentemente.

1865. Clausius (1865) introduce il concetto di entropia e le da un nome. Loschmidt
(1865) usa la teoria cinetica per ottenere una stima di d, d ~ 1078 cm.

1866. Boltzmann (1866) pubblica il suo primo articolo di meccanica statistica e afferma
che il suo fine e di ottenere la prima e la seconda legge della termodinamica come teoremi
puramente meccanici.

1867. Appare la seconda teoria di Maxwell (Maxwell 1867) in cui si risolvono alcune
delle difficolta presenti nella prima e si formalizza la teoria cinetica. Nello stesso anno
Maxwell inventa “il diavoletto di Maxwell” e sottolinea la natura probabilistica della
seconda legge (Maxwell, 1867,1870).

1870. Kelvin discute sulle dimensioni degli atomi e Clausius enuncia il teorema del
viriale.

1872. Nascono 'equazione di Boltzmann, la “Stofizahlansatz” e il teorema H (Boltz-
mann, 1872).

1877. Boltzmann (1877a,b) sottolinea la natura probabilistica della seconda legge in
accordo con Maxwell e introduce il metodo dei valori pitt probabili. Dice che S =1In W
ma non lo scrive esplicitamente.
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e 1878. Appare il lavoro fondamentale di Gibbs, “On the equilibrium of heterogeneous
systems” (Gibbs, 1878).

e 1896. Appare il libro di Boltzmann “Vorlesungen iiber Gastheorie”, (Boltzmann, 1896).

e 1902. Appare il libro di Gibbs “Elementary Principles in Statistical Mechanics, (Gibbs,
1902).

e 1906. Planck (1906) quantifica le idee di Boltzmann e scrive S = InW.

e 1908. Perrin (1916) conferma il punto di vista atomista con i suoi esperimenti sul moto
Browniano.

e 1911. Gli Ehrenfest pubblicano le loro famose e influenti critiche alla meccanica statistica
(Ehrenfest ed Ehrenfest, 1911)

e 1948. Shannon (1948) generalizza la nozione di entropia.

Interrompo a questo punto concludendo la sezione con una bibliografia delle opere
citate:
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Parte 1

Meccanica Statistica






CAPITOLO 1

GAS DI LORENTZ

Per gas di Lorentz si intende un sistema di particelle che si muovono in una regione
in cui sono presenti ostacoli disposti in modo aleatorio e con bassa densita. Si suppon-
gono inoltre trascurabili sia la mutua interazione tra le particelle che la correlazione tra le
posizioni degli ostacoli. Il modello & stato originariamente introdotto per studiare un gas
di elettroni di conduzione in un metallo. Gli ostacoli sono allora le impurita presenti nel
cristallo, che, deflettendo gli elettroni, contribuiscono, almeno in parte, alla resistenza elet-
trica del materiale. Anche un fluido ideale che attraversa un mezzo poroso puo ricordare la
situazione precedente: in questo caso il fluido si muove nella direzione in cui e spinto, ma,
a causa delle fluttuazioni della permeabilita del mezzo, viene deviato e diffonde. Immag-
inificamente il gas di Lorentz ¢ anche chiamato il “vento di Lorentz”, pensandolo come un
vento in una foresta i cui alberi ne ostacolano il cammino.

In tutti questi esempi la posizione degli ostacoli ha natura chiaramente aleatoria, dipen-
dendo da un gran numero di cause su cui l'osservatore ha generalmente scarso controllo e
che producono risultati diversi da un esperimento all’altro. Le questioni di maggior inter-
esse fisico, come risulta chiaramente da questi esempi, riguardano I'entita e la natura delle
deviazioni che un fascio di particelle subisce quando penetra nella regione in cui si trovano
gli ostacoli. Si cercano delle risposte “globali”, che prescindano, per quanto possibile, dalla
particolarita del singolo esperimento. Si tratta quindi di un problema di scattering, che
non appare pero nella formulazione abituale, non vi e infatti un solo scatteratore, ovvero
il campo di forze non e localizzato, ma e presente in regioni nettamente distinte I'una
dall’altra e distribuite in modo aleatorio.

Il prototipo di gas di Lorentz e un sistema di particelle puntiformi che collidono elas-
ticamente su delle sfere fisse nello spazio, tutte di stesso raggio, e con centri distribuiti
aleatoriamente. Si suppone inoltre, e questa e l'ipotesi fondamentale che caratterizza un
gas di Lorentz, che la distanza tra i centri delle sfere sia in media molto maggiore del
raggio delle stesse. Al fine di semplificare la trattazione considerero una versione discreta
e bidimensionale del sistema.

11
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1.1. Il gas di Lorentz sul reticolo

Supporro le particelle puntiformi, identiche, di massa m e che si muovono nel piano.
Con V indichero I'insieme delle quattro velocita:

€1 = (1,0), €9 = (0, 1), €3 = (—1,0); €4 = (0, —1) (11)

In assenza di interazione una particella si muove di moto rettilineo uniforme

(gt ve) = (g0 + vot, vo) (1.2)

quindi l'insieme V' ¢ banalmente conservato dal moto libero. L’introduzione di ostacoli
causa variazioni della velocita delle particelle agli istanti di collisione. In generale dopo
un urto la velocita non sara piu in V. Cio non accade pero nel caso speciale in cui gli
ostacoli sono segmentini fissi inclinati di 7/4 rispetto all’orizzontale e gli urti elastici.
Avremo in questo caso due tipi di ostacoli corrispondenti alle due diverse rotazioni di /4,
oraria e antioraria, a partire dalla direzione orizzontale, come in Fig. 1.1 Un urto ¢ una
trasformazione di V in sé che esprime la velocita uscente in termini di quella entrante.
Ricordando 'ipotesi che gli urti siano elastici, avremo: ostacolo 1 (rotazione antioraria)

€2 — €1; €1 — €y €3 €4 €4 — €3 (1.3)
ostacolo 2 (rotazione oraria)
€1 — €4, €4 —€1;, €3 €25 €27 C3; (1.4)

L’insieme di queste regole ¢ indicato simbolicamente dall’espressione T'(b,v): b = 1,2
specifica la natura dell’ostacolo, v € V la velocita entrante e T'(b,v) quella uscente, come
determinata dalle (1.3)-(1.4).

Per semplificare ulteriormente la trattazione supporro che anche le posizioni delle par-
ticelle siano discretizzate. A tal scopo basta supporre che i centri degli ostacoli siano in
punti del reticolo Z?, che la lunghezza degli ostacoli sia per esempio v/2, (in questo modo
solo il centro dell’ostacolo ha intersezione con Z?), e che la posizione iniziale di ogni par-
ticella sia in un qualche sito del reticolo, gy € Z2. Se si osserva il moto agli istanti interi,
t € Z, si avra q, € Z*. Le velocita cambiano solo ai momenti di urto, cio¢ quando una
particella raggiunge un sito su cui si trova [il centro di] un ostacolo. Allora la sua velocita
v cambia secondo la regola T'(b, v) di sopra. Si puo dunque pensare ad un ostacolo come ad
una deformazione del reticolo che impedisce 'attraversamento rettilineo di un sito, come
in Fig. 1.2.

Il modello & un esempio, tra i piu semplici, di automi cellulari, cioe di sistemi di par-
ticelle sul discreto la cui evoluzione avviene a tempi interi. Le regole di evoluzione cosi
discretizzate hanno il vantaggio di poter essere facilmente implementate sul computer.
Con il progredire della tecnologia informatica i cellular automata hanno avuto un sviluppo
vertiginoso. Sono oramai largamente utilizzati per simulare, non solo qualitativamente,
I’evoluzione dei fluidi reali e, in generale, dei sistemi complessi, in alternativa, almeno in
una prima fase dello studio, alla vera osservazione sperimentale, che spesso presenta costi
e difficolta notevoli.
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1.2. Distribuzione degli ostacoli

La condizione che la distanza tipica tra gli ostacoli sia molto maggiore delle dimensioni
di ciascuno di essi, che e caratteristica del gas di Lorentz, puo essere realizzata introducendo
un parametro ¢ > 0, che si fara tendere a 0, e imponendo che il cammino libero medio,
cioe la distanza media percorsa tra un urto e ’altro, sia dell’ordine di e*.

Abbiamo cosi due “scale spaziali”, quella reticolare in cui la lunghezza unitaria ¢ la
distanza tra due siti contigui, e quella determinata dagli ostacoli, in cui la lunghezza
unitaria (scelta in funzione del cammino libero medio) ¢ uguale a ¢!, se misurata in
unita reticolari. Chiameremo microscopica la prima unita di lunghezza e macroscopica
la seconda. Da un confronto con la fisica, dove i fenomeni atomici avvengono sulla scala
dell’angstrom e i fenomeni macroscopici sulla scala per esempio del centimetro, e~ ! &, in
questo caso, un centimetro misurato in angstrom, il suo valore ¢ quindi 10%. Tornerd pitt
avanti su questo punto quando parlero del gas di Boltzmann.

In conclusione, la stessa posizione ha due coordinate, ¢ e r, la prima microscopica e la
seconda macroscopica e, per quando detto,

r=€q (1.5)

Da un lato e naturale osservare il moto della particella in coordinate microscopiche, poiché
essa si muove sul reticolo Z2. In queste unita pero gli urti sono “lontanissimi” 1'uno dall’al-
tro, per evidenziarli conviene dunque passare a coordinate macroscopiche. Come vedremo
questo cambiamento di scale e una procedura di limite, ¢ — 0, sono la chiave per derivare le
leggi macroscopiche dell’evoluzione. La netta separazione tra la scala microscopica e quella
macroscopica dovrebbe nei sistemi fisici reali essere responsabile per la simultanea presenza
delle due descrizioni, quella microscopica reversibile e quella macroscopica irreversibile. Ci
proponiamo di riconoscere questo meccanismo nel caso piu semplice del gas di Lorentz.

Per avere un cammino libero medio dell’ordine di €' (sul reticolo, in unitd micro-
scopiche quindi) bastera imporre, come vedremo, che la densita degli ostacoli sia in media
e. Conviene, per comodita tecnica, considerare solo regioni limitate di Z?, supporremo
quindi che non vi siano ostacoli al di fuori del quadrato A, di centro 'origine e di lato
proporzionale ae~2. Si noti che il lato di A, diverge, quando € — 0, non solo in unitd mi-
croscopiche, ma anche in quelle macroscopiche e in modo tale che le particelle inizialmente
a distanza < ce~! dall’orogine (cio¢ a distanza macroscopica finita) non raggiungeranno
mai il bordo di A, nel tempo in cui le osserveremo, (infatti il tempo crescera solo pro-
porzionalmente a e~!). Percio, a tutti gli effetti, lo spazio in cui sono distribuiti gli ostacoli
puo considerarsi infinito.

Il prossimo argomento riguarda la scelta della probabilita delle varie configurazioni di
ostacoli. Considerero nel seguito € e p positivi, e, dato p, valori di € tali che ep < 1. La
probabilita che vi sia un ostacolo in ¢ € A, ¢ allora posta uguale a €p, quindi 1 — ep sara
la probabilita di non avere ostacoli in ¢. Richiedo inoltre che le probabilita in siti diversi
siano indipendenti. Specificherd dopo le probabilita che I'ostacolo sia di tipo 1 o 2, prima
vorrei discutere ad un livello euristico il significato della precedente definizione, nel capitolo
successivo formalizzero queste definizioni.
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Per fissare le idee, consideriamo il caso particolarissimo in cui p = 1 e e = 2/36 e
prendiamo A, uguale al quadrato in Z? di lato 401 e centro 0. Si puo allora realizzare una
configurazione di ostacoli (senza specificarne il tipo) con le seguenti operazioni. Dopo aver
ordinato in modo arbitrario i punti di A, (per esempio in senso lessicografico, partendo dal
sito piu in alto a sinistra e procedendo verso destra; esaurita la prima riga si ricomincia
dal sito piu a sinistra della seconda e cosi via) lanciamo successivamente, per ogni g € A,
due dadi (non truccati!). Se la somma ¢ 2 o 12 si mette un ostacolo in ¢, che altrimenti
viene lasciato vuoto. L’ipotesi che gli ostacoli siano indipendenti corrisponde al fatto che
la regola di assegnazione di un ostacolo ad un sito non viene alterata nel corso dell’op-
erazione dall’esito delle precedenti. Al termine si avra una configurazione di ostacoli la
cui probabilita e per definizione la probabilita che 1’esito del lancio dei dadi la produca
esattamente.

Finita la digressione euristica, daremo ora definizioni precise. Una configurazione di
ostacoli ¢ una funzione b su A, a valori 0,1,2, cio¢ una successione b = {b(¢)} a valori in
{0, 1,2}, indicizzata da ¢ € A.. Il valore 0 corrisponde ovviamente all’assenza di ostacoli,
1 alla presenza di un ostacolo di tipo 1 e 2 a uno di tipo 2.

Dato p € [0, 1] definiamo la probabilita P¢(b) della configurazione di ostacoli b come

P(b) = [1 — pe|™® [pep] @ [pe(1 — p)]" (1.6)
dove, per i = 0,1,2, n;(b) ¢ il numero di siti ¢ in A, in cui b(q) =
n;(b) = cardinalita di {q € A¢ : b(q) =i} (1.7)

La (1.6) puo essere riscritta come

P = [ = (b(a) (1.8)

qEA.

avendo posto
m(0) =1 —pe; 7(1) = pep;  7(2) = pe(1 — p) (1.9)

da cui risulta evidente che la somma di tutte le probabilita e correttamente normalizzata,
essendo uguale a 1. Cio si deduce sommando prima sui valori di b(q; ), ¢; il primo elemento
di A osservando che l'unica dipendenza da b(q;) ¢ in We(b(ql)), la somma di questi
termini e 1 e ci si riduce all’espressione precedente in A, \ {¢; }; procedendo iterativamente
si dimostra che la somma delle probabilita ¢ effettivamente uguale a 1.

La (1.8) si interpreta dicendo che P¢(b) ¢ il prodotto delle probabilita che i singoli siti
¢ siano occupati come specificato da b(q), evidenzia quindi la struttura di prodotto di una
probabilita di eventi indipendenti.

Nel seguito di questo capitolo ci limiteremo al caso piu semplice in cui p = 1, nel seguito
accennero al caso fisicamente piu interessante in cui p = 1/2, che & pero matematicamente
molto piu delicato da studiare. Nel precedente esempio del lancio dei dadi, possiamo usare
nel caso p = 1/2 la regola per cui se la somma ¢ 2 si assegna 'ostacolo di tipo 2, se 12 di
tipo 1. Se nessuno di questi eventi si verifica allora il sito ¢ lasciato vuoto.
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1.3. Il moto in presenza di ostacoli

Considereremo per ora una singola particella inizialmente nell’origine e con velocita e;.
L’estensione a casi piu generali sara discussa nei capitoli successivi.

Si ricordi che ai tempi interi la particella & in Z? e che la velocita ha una discontinuita
quando € in un sito in cui si trova un ostacolo. Definiremo v; ad un istante d’urto come
uguale alla velocita entrante, quella cioe subito prima dell’urto.

Assegnata una configurazione b di ostacoli e una condizione iniziale (g, vo), definiamo
ricorsivamente l'orbita (g, v¢), t > 1, come

Vt41 = T<b(Qt), vt), Gt+1 = Gt + Veq1 (1.10)

Volendo sottolineare la dipendenza dalle condizioni iniziali e dalla configurazione di ostacoli,
scriveremo anche

(g1, v0) = Ti (b go, vo) (1.11)

Invertendo le velocita, 1’orbita viene ripercorsa all’indietro, quindi il moto e reversibile e
il flusso T} puo essere definito anche per ¢ < 0, ponendo T_, = Ty *, ¢t > 0. Torneremo su
questo argomento nei Capitoli 3 e 4.

Reversibilita del moto. Il moto cosi definito (e avendo assegnato la configurazione di
ostacoli) e reversibile nell’accezione classica del termine, cioe se ad un dato istante si inverte
la velocita il punto percorre all’indietro la traiettoria. Le velocita nel moto all’indietro
sono opposte alle velocita del moto in avanti, pur di confrontare ai tempi d’urto le velocita
uscenti del moto all’indietro con quelle entranti del moto in avanti, e viceversa.

Si noti che per ogni ¢ il valore (g, v;) & completamente determinato da b, a condizione
iniziale fissata. Poiché questo ¢ proprio il caso che consideriamo, (g;, v;) & una funzione di b,
in linguaggio probabilistico (¢, v;) € una variabile aleatoria, nello spazio delle configurazioni
di ostacoli b, su cui e definita la probabilita P¢. L’orbita (gq;,v;), t € Z, & “un processo
stocastico”.

Come gia detto vogliamo studiare 1’orbita macroscopica della particella e non i suoi
dettagli microscopici. Le osservabili rilevanti sono percio le “osservabili macroscopiche”,
queste sono funzioni ¢(r,v), v € V, che dipendono solo dai valori dello stato macroscopico,
posizione e velocita, della particella. In particolare percio, le osservabili macroscopiche non
dipendono dal rapporto tra scala macroscopica e microscopica, rapporto determinato da e.
Fissato cioe lo stato macroscopico (r,v), al variare di e variera la posizione microscopica
q della particella, r = eg, ma non il valore dell’osservabile ¢(r,v). Supporremo che ¢(r,v)
sia una funzione limitata, e, per ogni v, infinite volte differenziabile rispetto a r.

La posizione macroscopica r; varia lentamente nel tempo e solo dopo tempi dell’ordine
di et il suo valore potra mutare significativamente. Si introduce percido una coordinata
macroscopica anche per il tempo: indicando con t il tempo in unita microscopiche e con 7
in coordinate macroscopiche, poniamo

T =€t (1.12)
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L’osservazione della variabile macroscopica ¢ fatta al tempo macroscopico 7 fornisce dunque
il valore

(re, v) = d(eqr, vy), t=[e 7] (1.13)
che dipende, tramite ¢, e v;, dalla realizzazione della configurazione di ostacoli b. Poiché
vogliamo una risposta che prescinda dai particolari valori di b, considereremo “il valore
medio di ¢(r,v4)”: la media, o aspettazione o integrale, di una funzione f(b) rispetto alla
misura P¢, che indicheremo con E¢(f), & definita come

E(f) =) PO (1.14)

Come osservato precedentemente, ¢; e v; sono per ogni ¢ funzioni di b, a condizioni iniziali
fissate, dunque ¢(r,v;) & una funzione f(b) a cui si puo applicare la (1.14).

Il teorema che segue costituisce il risultato principale di questo capitolo. Vi si enuncia
una proprieta di invarianza di scala per il sistema che abbiamo introdotto che prelude alla
determinazione di equazioni macroscopiche per il gas di Lorentz, come si vedra nei capitoli
successivi. Dimostreremo qui una proprieta apparentemente sorprendente e di importanza
fondamentale per il seguito, cioe che il valore medio di ¢, a tempo macroscopico 7 fissato,
risulta sostanzialmente indipendente da e per piccoli valori di €, ovvero che ha limite ben
definito quando ¢ — 0. Cio significa che 'osservazione macroscopica del sistema non
dipende piu dal valore del rapporto tra scala macroscopica e microscopica (rappresentato
appunto da €). Questo fenomeno di invarianza di scala caratterizza la transizione dal
microscopico al macroscopico e viene considerato come la condizione da verificare per
affermare che un sistema “abbia comportamenti macroscopici”.

Teorema 1.3.1. Sia p = 1 nella (1.6), go = 0 e vg = e1. Allora per ogni “funzione
test” ¢(r,v) e per ogni T > 0 esiste il limite

lii% E° <¢(eq€717,v5717)> =:T'(¢,7) (1.15)

e (¢, 7) € la somma della serie convergente

I'(o,7) = e”Zp"/ dm---/ d71¢<vo7'1 (T — Tn),vn) (1.16)
n=0 0 0

dove vy = €1, V1 = €3, Uy = €q,....

Dimostrazione.

La (1.16) ha un significato molto trasparente. 7y,...,7, sono i tempi macroscopici
prima di 7 in cui la particella urta. La velocita ¢ percio vg fino a 7, v; da 71 a 75 e cosi via,
con le v; come nell’enunciato del teorema. Si ricordi infatti che stiamo considerando il caso
con ostacoli solo di tipo 1. La posizione macroscopica della particella e allora data dalla
espressione che appare nel primo argomento di ¢ nella (1.16). Rimane da calcolare il limite
della probabilita di avere urti ai tempi 74..7,. Per 'omogeneita della distribuzione degli
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ostacoli & ragionevole che i tempi d’urto siano uniformemente distribuiti, di qui l'integrale
indr ...dr,. Poiché la probabilita di trovare un ostacolo e¢ proporzionale a p si spiega anche
il fattore p™ nella (1.16). Infine il primo termine e *7 si interpreta come il coefficiente di
normalizzazione: ponendo infatti ¢ = 1 nella (1.16) si verifica che I'(¢, 7) = 1, come deve
essere poiché I'aspettazione sulla sinistra della (1.15) vale 1 per ogni valore di €, se ¢ = 1.

La dimostrazione del teorema segue questa impostazione e si basa nel riconoscere nel
membro di sinistra della (1.15), per ogni valore di €, i termini analoghi a quelli descritti
sopra e nel verificarne la convergenza nel limite ¢ — 0.

L’intera dimostrazione e resa semplice dall’ipotesi chiave che vi sia un solo tipo di
ostacoli, nel caso in esame di tipo 1. A causa di questa assunzione, infatti, 'orbita (g, v;)
non ripassa mai per uno stesso sito, cioe ¢; # ¢s se s # t. Infatti le velocita sono ad ogni
istante e; o eg, inizialmente ey, e5 dopo il primo urto, poi ancora e; e cosi via. La non
auto-intersezione della traiettoria rende facile, come vedremo, il calcolo della probabilita
di una traiettoria e quindi la verifica della (1.15).

Fissato t = [¢~!7], indicherd con 7 una qualunque delle possibili traiettorie (gs,vs),
0 < s < t, ricordando che (qo, vo) = (0, €1). Le possibili traiettorie 7 sono in corrispondenza
biunivoca con I'insieme {n;t1, .., t,}, dove n & un numero intero non negativo (minore di t)
e t; sono interi tali che 0 < t; < --- <t, <t— 1. La corrispondenza tra 7 e {n;ty,..,t,}
e stabilita interpretando n come numero di urti e ¢; come l'istante in cui avviene l'iesimo
urto. Infatti, se vs11 — v, € diverso da 0, allora e solo allora s e un istante d’urto, quindi la
conoscenza di 7 specifica gli istanti d’urto nell’intervallo [0, — 1]; viceversa la conoscenza
degli istanti d'urto nell'intervallo [0, ¢ — 1] specifica ovviamente la traiettoria fino all’istante
t — 1 e, specificando la velocita di uscita in ¢ (in quanto fornisce 'informazione se
all’istante ¢ — 1 vi sia un urto) determina anche ¢; e v;. In particolare, percio, ¢; e v; sono
funzioni di {n;t,..,t,}, esplicitamente

Q¢ :v0t1+v1(t2—t1)—i—---—l—’un(t—tn), Vo, = €1, U241 = €2 (117)

Il primo passo nella dimostrazione del Teorema 1.3.1 e la seguente uguaglianza:

E (¢(€q““t)) => D (1=pg" ()" Bleas, ve) (1.18)

n<t 0<t1<..<tp <t

con ¢ e vy come nella (1.17).
La (1.18) ricorda chiaramente la (1.16) che sara infatti ottenuta nel limite ¢ — 0. Si
veda anche la spiegazione euristica della (1.16) all’inizio di questa dimostrazione.

Dimostrazione della (1.18)

La dimostrazione della (1.18) e quasi evidente per chi abbia familiarita con il calcolo
delle probabilita, infatti (pe)™ & la probabilita di avere ostacoli in n siti fissati. (1—pe)t=" ¢ la
probabilita che non vi siano ostacoli in (t —n) siti fissati. La somma su t; ...t, corrisponde
a sommare le probabilita di tutte le traiettorie che incontrano n ostacoli (entro ¢). Quello
che segue ¢ questo argomento con maggiori dettagli.
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Se una configurazione di ostacoli b produce una traiettoria 7, scriveremo b = 7. Se
T #£ T, allora

{o=Tin{bt=T1}=10

quindi possiamo organizzare la somma sulle configurazioni di ostacoli, sommando prima
sulle traiettorie e poi su tutte le configurazioni che le producono:

2722,

T b=>T

Useremo questa formula per calcolare 1'aspettazione (1.15), (si veda la (1.14)). ¢(eqy, vy)
¢ determinato univocamente da 7 e non dalla particolare configurazione di ostacoli che
produce 7. Si ha allora

Ee( o (eqr, vy) ) Zgb (eq, vy ZPe (1.19)

b=T

L’ultima somma e per definizione la probabilita della traiettoria 7.

Per calcolare la probabilita di 7 & conveniente introdurre nuove rappresentazioni per
7. Iniziamo osservando che 7 e in corrispondenza biunivoca con la sua parte spaziale
{¢s;,0 < s < t}, in quanto le variazioni di direzione nella traiettoria determinano gli is-
tanti d’urto (osservando che il primo urto avviene quando la traiettoria assume direzione
verticale, in quanto vy = ey & la velocita subito prima dell’istante 0). Equivalentemente,
7 ¢ caratterizzata da @ = {qs, 0 < s < t — 1} con in piu il valore di b(¢g;_1), cioe se
all’istante t — 1 avvenga o meno un urto. Alternativamente, e questa sara la rappresen-
tazione che useremo nel seguito, le traiettorie 7, ovvero gli insiemi {n, ¢i,..,t,}, sono in
corrispondenza biunivoca con gli insiemi {Q, (b*(¢))qeq}, dove @ € come sopra e (b*(q))qeq
e la specificazione del valore degli ostacoli in (), che, per quanto discusso precedentemente,
e completamente determinata da (), eccetto per I'ultimo sito.

Da quest’ultima caratterizzazione di 7 se ne deduce che 7 determina b completamente
in @) e solo in @, la configurazione di ostacoli al di fuori di ) non influenza 7. In formule
e indicando 7" mediante {Q, (b*(q))q4eq}

{b:béT} = {b:b(Q) =b"(q), per ogni q € Q}

cioe I'insieme delle configurazioni di ostacoli che producono 7 sono tutte e sole quelle che
hanno i valori b*(¢) in Q). Nel prossimo capitolo vedremo che questo & un esempio di insieme
cilindrico: ) e la “base del cilindro, b* la sua “specificazione”.

Si ha quindi:
Yo = > AT @)= (@)}

b=T =T qeQ q¢Q

= {I[=@@)H > [[=0@)} (1.20)

qeQ b(¢),9¢Q a¢Q
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Invertendo la somma con il prodotto nell’ultimo termine si ha

> I 0@) = T = (@)} =1
b(a),qQ e¢Q a¢Q b(q)
poiché la parentesi graffa e, per ogni ¢, uguale a 1. Quindi la probabilita di un cilindro,
quando la misura e prodotto, e il prodotto delle probabilita relative alla specificazione
b*(q), q € Q, si veda il Teorema 2.2.3.
Si ha percio

> P) =[] ((0) = (1= pe) " (pe)" (1.21)

=T qeqQ
Ricordando che le traiettorie 7 sono in corrispondenza biunivoca con le specificazioni n,
ty,...,t, del numero di collisioni e degli istanti in cui avvengono, possiamo scrivere

ZZZ

n=0 0<t; <..<t,<t—1

Abbiamo quindi completato la dimostrazione della (1.18) e della (1.17).

Proseguendo nella dimostrazione del teorema, indichiamo con ||¢||« il sup di ¢ che ¢
per ipotesi finito. Allora la somma nella (1.18) ¢ maggiorata dalla serie:

ol > (o)

n=0 0<t1 <..<tnp <t

<||¢||OOZ S <||¢HOOZM

tl 0 tn=0

Per calcolare il numero di ennuple t1,..,t, che appaiono nella somma si osserva che tale
numero ¢ uguale a n! per il numero di ennuple non ordinate in [0, ¢t — 1] composte da numeri
distinti. Quest’ultimo e uguale a ¢(t — 1)--- (¢t — n + 1) [infatti possiamo scegliere ¢; in ¢
modi, poi ¢y in t — 1 modi e cosl via] ed ¢ quindi maggiorato da t™, che coincide con il
numero di ennuple in [0,¢ — 1] composte da numeri non necessariamente distinti.

La serie ¢ (in €) uniformemente convergente, si ricordi che ¢ = [e"'7]. D’altra parte
ogni termine della serie converge, infatti, fissato n,

hr% 677/ Z ¢(€qt7 Ut) = / d']—l e / dTn¢(U07_1 —+ ..
e— 0 e

0<t1<..<tp<t
(T = Ta), V)

L’espressione sulla sinistra ¢ infatti, ricordando la (1.17), la somma di Riemann dell’inte-
grale sulla destra. Inoltre, nella (1.18), per n fissato,

—1

lir%(l —pe)i " = lir%(l —pe)t = lir% <1 — pcs)E —
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Con una diversa rappresentazione del dominio d’integrazione, in cui si integra per primo
Tn, POL T,_1 € cosi via, si ottiene Iespressione (1.16). Il Teorema & quindi dimostrato,
poiché il limite della serie e uguale alla serie dei limiti, per I'uniforme convergenza provata
precedentemente. []



CAPITOLO 2

PROBABILITA IN SPAZI FINITI

Nel capitolo precedente ho usato nozioni di Calcolo delle Probabilita che ora formal-
izzero nel contesto di spazi con un numero finito di elementi. Dopo aver ricordato alcune
delle pit importanti nozioni mi focalizzero sul caso di maggior interesse in Meccanica Sta-
tistica, quello cioe degli spazi prodotto i cui elementi sono successioni con un numero finito
di valori. Il modello di Ising, che studieremo nel Capitolo 8, ne & un classico esempio. Ma,
mentre in Meccanica Statistica le misure significative sono quelle di Gibbs, qui consider-
eremo il caso piu semplice, ma comunque importante, di variabili indipendenti e misure
prodotto. Dopo aver dimostrato la disuguaglianza di Chebishev, la useremo per provare la
Legge dei Grandi Numeri.

2.1. Misure e Probabilita

Indichero con €2 uno spazio con un numero finito di elementi, con w il generico elemento
di Q e con B(Q2) la famiglia di tutti i sottoinsiemi di 2. (Nell’estensione a spazi con un
numero infinito di elementi, B(2) potrebbe non essere la collezione di tutti gli insiemi, nel
caso di spazi Euclidei e misure di Lebesgue, B ¢ costituito dagli insiemi Boreliani).

Definizione 2.1.1. Una misura i su §2 € una funzione a valori reali su B(S2), tale che
1) =0e
pu(A) = Z,u(w), per ogni A € B(2) (2.1)

weA
(dove w in p(w) deve intendersi come elemento di B(S2)).
Una misura p a valori non negativi e una probabilita se

n(2) =1 (2.2)

In tal caso gli elementi w sono “gli eventi elementari”, gli insiemi A sono eventi, p(A)
¢ la probabilita che si verifichi I'evento A.

Dalla (2.1) discende la proprieta di additivita delle misure, cioe
u(Al U--- UAn) = Zu(Ai), se A;NA; =0 per ogni i # j (2.3)
i=1

21
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e la disuguaglianza
w(A) > pu(B), se BCA (2.4)

Esempi

e () ¢ un insieme di punti materiali w di massa p(w), talvolta pensati come una
versione discretizzata di un fluido. u(A) € allora la massa della parte A del fluido
e le (2.3)-(2.4) sono evidenti conseguenze della positivita della massa.

e () & uno spazio di eventi aleatori, per esempio 2 = {1,...,90} & I'insieme delle
possibili prime estrazioni in un dato giorno su una data ruota del lotto. Gli
elementi di B(£2) sono “gli eventi e [se il gioco ¢ onesto] u(w) = 1/90 (per ogni w).

Si puo scommettere sull’uscita di un numero (evento elementare) ma anche su
un evento composto, per esempio sull’uscita di un numero pari, A = {2,4, .., 88,90} ]
la cui probabilita ¢ la somma delle probabilita degli eventi elementari che lo
compongono, quindi x({ esce un numero pari }) = 1/2.

Teorema 2.1.2 ( La disuguaglianza di Chebishev). Siano a e k numeri positivi, allora

p({f = a}) <a™™E,(f1") (2.5)

Dimostrazione.

n({f > a}) = W) < 3 I <3y F@r
da cui la (2.5). O

Usando la disuguaglianza di Chebishev per |f| invece che per f otteniamo un miglio-
ramento della (2.5):

p({lfl = a}) < aEL(If]") (2.6)

2.2. Spazi prodotto

In questa sezione studieremo il caso in cui Q = S?, con S e [ insiemi di cardinalita
finita. €2 & dunque il prodotto di I copie dello spazio S; i suoi elementi s; sono successioni
indicizzate dall’indice ¢ € I con valori in S

Sy = {Sj(i),i S I}, S[(i) €S (27)
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Esempi

e O ={b(q),q € A}, lo spazio delle configurazioni di ostacoli nel quadrato A, di Z?;
S ={0,1,2} e I = A..

e Il modello di Ising, S = {—1,1} e I = A, A un insieme finito in Z¢. Quindi
Q = {oa(z),z € A}, op(z) ¢ lo spin in = (momento magnetico, orientato verso
I’alto se lo spin vale +1 e verso il basso se vale —1). o, ¢ la configurazione di spin
in A.

e Gioco del lotto e lancio di una moneta: S = {1, ..,90} nel primo caso e S = {T,C'}
(testa e croce) nel secondo; in entrambi I e I'insieme delle estrazioni o dei lanci
che si vogliono considerare.

Definizione 2.2.1 (Insiemi cilindrici). Sia A C I e s = {s*(i), i € [}, s*(i) € S. L’
msieme

C’E{j‘i} = {51 :s7(i) = s*(i) per ognii € A } (2.8)

e un cilindro elementare, A la sua “base”, s% la corrispondente “specificazione”. Un
cilindro di base A & unione di cilindri elementari tutti di base A. X

Una funzione f(sr) é cilindrica con base A se f é costante su ogni cilindro C’{{:“]{}, ovvero
se l'immagine inversa dei punti del suo codominio sono cilindri di base A.

Esempi
e La terminologia viene dal casoin cui S = R, I = {1,2,3}. Q ¢ allora I'usuale spazio
Euclideo R?, interpretando 1,2,3 come z,v, 2. L’insieme C’%{f}{} e il piano yz che
osisst

passa per il punto dell’asse x di ascissa s7. (19} e la retta verticale che interseca
il piano zy nel punto di coordinate (s7, s3). Un esempio di cilindro non elementare
¢ I'usuale cilndro di R? di raggio 1 e di asse 'asse 2: C' = {s7: s7(1)2+s7(2)* = 1}.
C' ¢ 'unione di tutti i cilindri elementari fatti dalle rette verticali che intersecano
il piano xy nei punti della circonferenza di raggio 1 e centro 0.

e Con riferimento al gas di Lorentz, I'insieme delle configurazioni di ostacoli in cui
in 0 vi e un ostacolo di tipo 1 € un esempio di insieme cilindrico. Pit in generale,
la base del cilindro e l'insieme dei siti dove si specifica il valore degli ostacoli.
Abbiamo dimostrato nel capitolo precedente che una traiettoria 7 ¢ in realta un
insieme cilindrico la cui base e specificazione sono determinate da 7.

e Un esempio di funzione cilindrica di interesse fisico e, nel contesto del modello di
Ising, la densita di magnetizzazione in un sottoinsieme A della regione A in cui il
modello e definito:

1
ma(oa) = A > oa()

TEA
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Un ruolo significativo nello studio della probabilita in spazi prodotto e giocato dalle
misure prodotto:

114

Definizione 2.2.2 (Misure prodotto). Una probabilita ju su ST ¢ una “misura prodotto
con marginale w, se w ¢ una misura di probabilita su S e se per ogni configurazione sy =

{s1(i),1 € I},
M(SI) = Hw(sl(i)) (2.9)

el

Teorema 2.2.3. Se p ¢ una misura prodotto con marginale ™ per ogni A e per ogni s
n(C3t) = [I7(sa(®) (2.10)
i€A
e per ogni funzione cilindrica f con base A, identificando f(s;) = f(sa),

E, () =Y flsa) [ [ m(sa(i)) (2.11)

€A

Dimostrazione.
Si ha
M(CZA) = Z 1s (i)=sa(i)ica H 7(s7(5))
sh J

Sommando successivamente su tutti gli s5(j) con j ¢ A si ottiene la (2.10), la (2.11) ¢
dimostrata analogamente. O

Si osservi che, come conseguenza delle (2.10) e (2.11), se A e B sono insiemi disgiunti
in I e syespsono elementi in S4 e S5,

p(CP N C) = p(C) n(Cy) (2.12)
e se [ e g sono funzione cilindriche con basi A e B disgiunte
E,(f9)=E.(f) E.(9) (2.13)

In una misura prodotto, percio, gli eventi cilindrici con basi disgiunte sono indipendenti,
in generale due eventi A e B sono indipendenti rispetto alla misura di probabilita u se

(AN B) = p(A) u(B) (2.14)

ovvero se la probabilita di A condizionata a B, u(A|B) ¢ uguale a alla probbailita di A,
w(A|B) = u(A) avendo posto:

Definizione 2.2.4 (Probabilita condizionata). Se u(B) > 0, la probabilita di A con-
dizionata a B é
u(AN B)

B (2.15)

1(A|B) =
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A e B sono indipendenti se p(A|B) = pu(A).

Si noti che la nozione di indipendenza & simmetrica in A e B: infatti se pu(A|B) = pu(A)
si ha anche p(BJA) = p(B). Inoltre se {By,...,B,} & una partizione di  in insiemi
disgiunti, “atomi”, allora, per ogni insieme A

Zﬁ‘ (Al B;) (2.16)

con la convenzione che

1(Bi)pu(A|B;) = 0se pu(B;) =0

Frequenze e legge dei grandi numers
Ad ogni elemento s; di ST possiamo associare la frequenza con cui appare un dato

valore s € I e quindi una probabilita v = 1/8 , su S mediante la formula

Vs, (5) =10 le, (2.17)

iel
dove |I] ¢ la cardinalita di I e 1;,;—s ¢ la funzione che vale 1 se s7(i) = s e 0 altrimenti.
La misura v, (s) ¢ quindi la media empirica o frequenza di s nella “realizzazione s;. Sia

ora f una misura prodotto con marginale 7. E “ben noto” che se I ha “molti” elementi
allora le misure v5, e m sono “essenzialmente” uguali. L’enunciato preciso ¢ la legge dei
grandi numeri:

Teorema 2.2.5 (Legge dei grandi numeri). Sia m una misura su S. Esiste allora una
costante ¢ > 0 tale che per ogni I, 6 > 0 e s € S, indicando con u la misura prodotto su
ST con marginale T,

M({S[ s, (s) = w(s)| > 5}) <cd It (2.18)

Dimostrazione.
Chiamiamo [ = {1,.., N}, osservando che

I/s](S - 7T N Z ]-s(z =s ) = % Z{ls(i):s — W(S)}

i€l i€l

Usando la disuguaglianza di Chebishev con xk = 2, ci si riduce allora al calcolo dell’aspet-
tazione di

N2 Z [ls(i)zs - 7-‘-(“5)”15(]'):5 - F(S)] + % ;[15(1'):3 — 71'(3)]2 (2.19)
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Quando i # j usiamo la (2.11) per concludere

Byt = 7(8)][Lugy=s = 7(s)]) = 0
mentre
By ([Lsty=s — 7)) = m(5)[1 = w2 + [1 = 7(s)]m(s)°
Abbiamo percid ottenuto la (2.18) con ¢ = w(s)[1 — 7(s)].



CAPITOLO 3

EQUAZIONE LINEARE DI BOLTZMANN

In questo capitolo completeremo 1’analisi del limite macroscopico del gas di Lorentz,
iniziata col Teorema 1.3.1, calcolando, il limite della densita di probabilita di un generico
stato (r,v) al tempo 7. Si vedra che tale densita limite, F;(r, v), & soluzione di una versione
lineare della equazione di Boltzmann, che si identifica quindi come 1’equazione che regola
I’evoluzione macroscopica del gas di Lorentz.

3.1. Dati iniziali aleatori

Nel contesto del Teorema 1.3.1, la probabilita di trovare la particella al tempo ¢ in (g, v)

Plgp=qu=vh)= >  Pb (3.1)

b:T(b,0,e1)=(q,v)

avendo indicato con T;(b, ¢, v) lo stato al tempo ¢ quando la particella ¢ al tempo 0 in (g, v)
e la configurazione di ostacoli ¢ b. La corrispondente densita di probabilita ¢

e 2P ({qn = q,ve = v})

in quanto €2 ¢ il volume, in unitd macroscopiche, della cella unitaria del reticolo Z?2.

Come detto nell’introduzione a questo capitolo, siamo interessati al limite di questa
densita di probabilita per € — 0, tenendo fisso lo stato macroscopico (r,v) della particella
e il tempo macroscopico 7, vogliamo percio studiare il limite di

pi(r,0) = € 2P ({qe-1r) = [ 1], V17 = v}) (3.2)
dove [e~

r] ¢ il vettore in Z? le cui componenti sono le parti intere delle componenti di
¢ 1r; analogamente [e~'7] ¢ la parte intera di e '7.
Purtroppo il limite di pS(r, v) non esiste; 'affermazione ¢ evidente per 7 = 0 dove

1 se (qﬂ]) = (0761)
0 altrimenti

1

P({q = q,v0 =v}) = {

Quindi p(r, v) — oo se (r,v) = (0,e1) e a 0 altrimenti. E vero che il risultato si potrebbe
leggere dicendo che p¢(r,v) converge ad una delta di Dirac, ma volendo rimanere nell’am-
bito delle funzioni regolari, non possiamo che concludere che p¢(r,v) non converge. Le cose

27



28 3. EQUAZIONE LINEARE DI BOLTZMANN

non si aggiustano escludendo 7 = 0, infatti la patologia persiste anche per 7 > 0, come si
potrebbe vedere usando I’argomento presentato piu avanti, dopo la (3.5).

I limite di pS(r,v) considerato sinora “¢ un limite forte”. Si puo sperare in meglio
considerando limiti deboli, quindi non richiedendo piti una convergenza puntuale, ma solo
convergenza di integrali di p<(r,v) con funzioni test:

> [t (3.3)

Trascurando le variazioni di ¢(r,v) in una celletta del reticolo (si puo dimostrare che cio e
lecito nel limite € — 0) dovremo quindi studiare il limite di

> Epi(eqv)dleq,v) =Y dleq,v)P({g = g, vr = v}) (3.4)

q,’U q7v

Infatti il fattore divergente ¢ 2 nella (3.2) si compensa con il fattore di volume €*, dando
luogo all’ultima espressione nella (3.4). II limite della (3.4) ¢ proprio quello considerato nel
Teorema 1.3.1, dove si dimostra che ¢ uguale I'(¢p, 7). Se I'(¢, 7) avesse la forma

L(o,7) = Z/dTFT(T,U)¢(T, v) (3.5)

allora, per confronto con la (3.3), sarebbe naturale interpretare F.(r,v) come la densita di
probabilita dello stato (r,v) al tempo 7, a limite macroscopico effettuato. Diremmo allora
che p¢ “converge in senso debole” alla densita F.(r,v).

Sfortunatamente neanche questo tentativo ha successo: la rappresentazione (3.5) infatti
non ¢ valida nella situazione in esame. Basta infatti considerare il primo termine, n =
0, della somma (1.16), che & uguale a e *"¢(e17,e1). Se volessimo rappresentarlo come
nell’espressione a destra della (3.5), avremmo una misura concentrata sullo stato (e;7,e;),
quindi con “densita infinita” in (e;7, e1). Gli altri termini della somma sono un po’ “meno”,
ma comunque, singolari, come si vedra nella sezione di esercizi. Come nel caso della
convergenza forte I'origine delle difficolta e tutta nel dato iniziale che e fortemente singolare.
Benché la distribuzione degli ostacoli sia aleatoria, la dinamica non ¢ sufficientemente
stocastica per regolarizzare la singolarita iniziale. Lo stato nel limite € — 0 rimane infatti
singolare e non descrivibile in termini di una densita F(r,v), anche se non & piu concentrato
su un singolo stato microscopico.

Le patologie scompaiono se consideriamo stati iniziali aleatori. Richiediamo dunque
che a 7 = 0 lo stato macroscopico sia descritto da una densita di probabilita Fy(r, v), che si
suppone appunto non negativa, regolare, per ogni v € V, e a supporto compatto. Dovendo
essere una densita di probabilita si deve avere

Z/dTFO(r, v) =1 (3.6)

veY

(in quanto la probabilita totale & 1).
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Volendo ottenere Fy nel limite ¢ — 0, si puo scegliere come probabilita dello stato
iniziale (¢, v) quando € > 0,

Q(q,v) = cc€*Fy(eq,v) (3.7)
con ¢, la costante di normalizzazione:

ey EFy(eqv) =1 (3.8)

q7U

Poiché la somma nella (3.8) ¢ una somma di Riemann relativa all’integrale nella (3.6), se
ne deduce che ¢, — 1 per € — 0.
La densita di probabilita p§(r,v) & uguale a e Q°([e"'r],v) e poiché c. — 1,

11_1% e ?Q ([e7'r],v) = Fo(r,v) (3.9)

La densita di probabilita al tempo 0 converge quindi in senso forte alla densita Fy(r,v).
La convergenza ¢ anche debole: infatti se ¢(r,v) € una funzione test,

E'QE ( €q,v ) Z Q q,v €q7 U) = Z CE€2F0(€Q7 ’U)(b(Eq, U)

q7v

L’ultimo termine, a meno del fattore moltiplicativo ¢, (che tende a 1) & una somma di
Riemann. Si ha quindi

lg%EQe( €q,v Z/dng r,v)p(r,v) (3.10)

Abbiamo dunque scelto la probabilita Q¢(q, v) dello stato iniziale, la distribuzione degli
ostacoli P¢(b) ¢ la stessa che nel Capitolo 1, rimane dunque da definire la probabilita
congiunta degli ostacoli e dello stato iniziale. Noi faremo l'ipotesi di “caos iniziale”, ipotesi
che ha un ruolo essenziale in questa trattazione e nell’analisi di limiti cinetici in generale.
L’ipotesi consiste nel supporre che le configurazioni di ostacoli e gli stati iniziali della
particella, siano tra loro indipendenti. Lo spazio ¢ adesso 'insieme degli elementi {b, ¢, v},
cioe una configurazione di ostacoli e uno stato iniziale, e la probabilita P¢ in questo spazio
e, per l'ipotesi di indipendenza,

P ((g.v)) = PR .0) (3.11)

L’aspettazione relativa a P¢ sara indicata con £¢, il valore medio dell’osservabile macro-
scopica ¢ ¢ quindi

5€< eqt,vt) ZZQ (q,v)P(b)p(eqs, vy) (3.12)
(qv) b

dove (g, v;) = Ti(b,q,v,), t > 0, & una variabile aleatoria nello spazio {b, ¢, v}, facciamo
riferimento alle notazioni introdotte in (1.11).
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Teorema 3.1.1. Per ogni funzione test ¢ e per ogni T > 0, ponendo t = [~ 7] (la
parte intera di e 1) si ha:

121356( eqt,vt Z/drForvoe pTZp / dry, - -

voEY

T2
. / dTlgb(T +voT1 + - F (T — ), Un> 1y ot on=vt_, (3.13)
0

Il limite nella (3.13) puo essere riscritto come

111%56< EQt,Ut Z/drF T, v)p(r, v) (3.14)
- veY
con

0 T T2
F.,-(T, U) = e_pTan/ dTn/ dT1F0<7" — VoT1 —
n=0 0 0

T UH(T - Tn)? UO) 1vn:v,vn,1:v#,..,vgzvf (315)

Infine, indicando con [e~r], r € R?, il vettore in Z? le cui componenti sono le parti intere
delle componenti di e'r, si ha, per ogni (r,v) e T >0,

lii% e 2P ({qt = [e'r], v, = v}) = F.(r,v) (3.16)

1

Dimostrazione.
La dimostrazione delle (3.13) ¢ simile a quella delle (1.15)-(1.16). Si parte dall’identita

56< €qQt, Uy ) ZQ qo, Vo ZP6 eq b C]o,vo) Ut(l_?, QO7U0))

q0,v0

avendo posto (g:(b, go, vo), v(b, g0, vo)) = T3(b, qo, o)-

Procedendo come nella dimostrazione del Teorema 1.3.1, introduciamo le traiettorie 7,
che, noti gy e vy, sono ancora caratterizzate dal numero di urti n e dai tempi d'urto ¢4, .., t,.
Dati questi parametri si definisce infatti

@ = q:(qo, Vo, t1, - tn) = qo + vot1 +vi(ts —to) + - v (t — 1)

con le v; come nell’enunciato del presente teorema; indicheremo anche vi(n,vg) = v,. Si
ha allora, usando queste notazioni,

& (dleq.v)) =
Z(l — pe) " (pe)™ Z Z Q" (qo, U0)¢<GQt(QO7 Vo, L1, .y tn), U (Vo, n))

n<t 0<t1 <..<tn<t qo,v0

La serie in n ¢ maggiorata esattamente come nel Teorema 1.3.1 e possiamo quindi fare il
limite termine a termine, ottenendo cosi la (3.13).
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Per dimostrare le (3.14)-(3.15) basta fare un cambio di variabili nella (3.13). Per il
limite di £¢ (qb(eqt, vt)), si ottiene allora l’espressione

e rr Zp”Z/dr¢(r, vn)/ dr,, - - / dn Fy <r — VT —
n=0 Vo 0 0

(T —T), v0> Lyt (3.17)

Per ogni n la corrispondenza tra vy e v, ¢ biunivoca, possiamo quindi sommare su v,, invece
che su vy, ottenendo cosi la (3.14) con F;(r,v) dato dalla (3.15).

Dimostriamo infine la (3.16). Indico con T;(b, ¢,v) la terna (b, ¢, v¢) con (g, v¢) lo stato
evoluto per un tempo ¢ > 0 a partire dallo stato (¢, v) al tempo 0, quando la configurazione
degli ostacoli & b. T_,(b,q,v), t > 0, indica l'inversa della T;(b, ¢, v), e, per la reversibilita
del moto,

T_y(b, q,v) = RT,R(b, q,v) (3.18)

dove R(b,q,v) = (b, q,—v) & l'operazione di inversione della velocita,; Tt(b, q,v) ¢ il moto
in avanti nel tempo, in cui pero la convenzione sulle velocita agli istanti d’urto ¢ opposta
a quella usata sinora: v, e la velocita uscente invece di quella entrante, agli istanti ¢ di
collisione, per questo ho introdotto il nuovo simbolo T,.

Cio posto, abbiamo

PE({Qt = ¢ = v*}) Zcee Fo(eq,v) > PO L1y g)=(a* %)

b

- 0662 Z Pe(b) Z 1T4(QQ*,U*):(117U)F0(€Q7 U)
b

q?v

= 6662 Z Pe(b) Z ]'Tt(Q,q*,—'U*):(q,—U)FO(Eq’ U) (319)
b

q?v

A parte il prefattore c.€? I'ultimo termine & I'aspettazione della osservabile macroscopica
Fy(r,v) al tempo ¢, ma con 'evoluzione T;. Per questa vale I’analogo del Teorema 1.3.1 e,
ricordando che ¢, — 1, otteniamo

lir% 6727)6({(]15 =[e7'r], 0 = U}) = e/ Zp" Z/ dr, - - / dn Fy (7’ i
- n=0 V0 0 0

1
'—Un(T—Tn),Un), Vg=v, V1 =V, ...

Quest’ultima espressione si trasforma nella (3.15) con il cambio di variabili

/ / / . I r /
TN =T Tpy Tg =T —Tp-1y.--,T, =T — T1; UO—’Un, Uy = Up—-1,...,0

n — V0

Il Teorema 3.1.1 ¢ dimostrato. O
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3.2. Identificazione del limite

Vedremo ora che la F;(r,v) & soluzione di una equazione alle derivate parziali, che quindi
si interpreta come ’equazione di evoluzione [macroscopica| del gas di Lorentz. L’equazione
si ottiene semplicemente calcolando la derivata rispetto al tempo della (3.15):

OF(r,v) = —pF.(r,v) = vV, F.(r,v)

or
OO T T2
+e T Z p”/ dTp_1.. / dr Iy (r — VT — - -
n=1 0 0

Tt T Un—l(T - Tn—l)a 2]0> 1vn:v,vn_1:v#,..,vo:v1l (320)
Poiché v,, appare solo nella funzione caratteristica, possiamo riscrive quest’ultima come

1

vn—1=v1,. vo=v{"

e quindi I'ultimo termine nella (3.20) ¢ uguale a pF,(r,v%). Abbiamo percido dimostrato
che
OF(r,
% + oV, L (r,v) = pFL(r,v) — pFy(r,v) (3.21)
-

In Meccanica dei Continui I'espressione sulla sinistra nella (3.21) e chiamata “la derivata
sostanziale” di F, quella sulla destra ¢ “il termine di collisione”.

Presentero adesso una derivazione assiomatica della (3.21), come in Meccanica dei Con-
tinui. Poiché abbiamo una deduzione rigorosa, il procedimento ¢ solo inteso a chiarire il tipo
di ragionamenti che si utilizzano e che usero anche io nel seguito, in casi in cui manchera
il supporto di vere dimostrazioni, o perché troppo complesse o perché non esistenti.

Sia dunque A una regione regolare e limitata di R%. Per ogni v € V e 7 > 0 la derivata
della probabilita che la particella sia nella regione A al tempo 7 con velocita v e

% AdrFT(r, v) (3.22)
Un contributo alla (3.22) viene dal termine di trasporto nella (3.21), che ¢ il secondo nel
membro di sinistra. Questo contributo alla (3.22) tiene conto di eventi in cui la particella e
in A al tempo 7 con velocita v ma ne esce, senza urtare, nell'intervallo |7, 7+ d7], si veda la
Fig.3.1. Vi e anche un analogo termine che corrisponde a situazioni in cui la particella ha
velocita v al tempo 7 ed e fuori di A, ma vi entra, senza urtare, tra 7 e 7+dr. Per calcolare
questi termini, chiamiamo n(r) il versore normale alla “superficie” JA in r orientato verso
I'esterno di A. Sia r tale che v - n(r) > 0 e d¢ I'elemento di lunghezza su JA, allora la
probabilita di uscire attraverso df da A nel tempo d7 e

F.(r,v)[v - n(r)drdl]

La parentesi quadra e infatti il volumetto nello spazio delle fasi che esce da A attraverso d/
nel tempo dr e F} la densita di probabilita. Analogo argomento puo essere ripetuto per il
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flusso entrante, cioé quando v - n(r) < 0 ottenendosi, complessivamente, che il contributo
alla (3.22) dovuto al flusso attraverso OA ¢

— /01\ dCFE,(r,v)v - n(r) (3.23)

Nel “derivare” la (3.23) ho trascurato le collisioni, il motivo ¢ che nell’argomento risulta
coinvolta una regione superficiale in cui quindi la quantita di ostacoli e trascurabile. Cio
non e piu vero quando se ne considera l'effetto in tutta la regione A. La probabilita che la
particella venga deflessa da un ostacolo che si trova in  nell’intervallo di tempo [, 7+ d7]
¢ allora dell’ordine di €2F, (ex,v)|v|e*dr. Infatti per urtare in = entro 7 + d7, la particella
al tempo 7 dovra trovarsi in uno dei siti dell’intervallo tra = e z — ve 'dr, lungo 'asse
coordinato parallelo a v, (supponendo che non vi siano altri ostacoli in questi siti, la cui
probabilita & di ordine superiore). Trascurando, per lo stesso motivo, anche le variazioni
di F, si ottiene infine il termine voluto, €*F, (ex, v)|v|e~tdr.

La probabilita che I'ostacolo sia in z € pe, percio la probabilita complessiva dell’evento,
assumendo che particella ed ostacoli siano non correlati, ¢ il prodotto delle probabilita,
quindi pe?F,(ex,v)|v|dr. Sommando sugli = tali che ex € A, ricordando che |[v| = 1,
identificando la somma su x, moltiplicata per €2, con 'integrale in dr, otteniamo allora il
termine

— / drpF.(r,v)
A

Il segno meno deriva dal fatto che questi urti causano una diminuzione della probabilita di
trovare la particella in A.

Vi & un termine analogo di guadagno, pe?F, (ex, v1t)|vt|dr che corrisponde agli urti in
A in cui la velocita entrante & v e quindi quella uscente ¢ v. In totale percio

d

@ | drF,(r,v) = — /8A dlF-(r,v)v - n(r) + /Adrp[FT(r, vh) — Fo(r,v)] (3.24)

*)

Per il teorema della divergenza (la formula (3.15) assicura la necessaria regolarita) possiamo
ridurre I'integrale superficiale ad un integrale di volume, ottenendo

/ dr{% + V- vF,(r,v) — p[Fr(r,v) — Fy(r, v)]} =0 (3.25)
A
Per I'arbitrarieta di A e poiché I'integrando ¢ continuo, se ne deduce che esso deve essere
identicamente nullo, si ¢ percio “ricavata” la (3.21). Si noti infatti che la divergenza di
vFy, cioe il termine V - vF, (r,v), & uguale al prodotto scalare di v con il gradiente di F;,
cioe v - VF,(r,v).

Il termine “derivata sostanziale” fa riferimento ad una “derivata totale rispetto al tem-
po” della F,(r,v), in cui si calcola la variazione della probabilita in un punto seguendolo
nel suo moto libero. Un “osservatore lagrangiano” ' &, in generale, un osservatore che si
muove con la velocita del “fluido” (in questo caso il fluido e rappresentato dalla densita di

probabilita F.(r,v)). La coordinata lagrangiana r corrisponde al tempo 7 alla coordinata

11 0sservatore fisso & detto “euleriano” e le corrispondenti coordinate, euleriane.
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Euleriana r+wv7, (se il fluido ha velocita v e si trascurano gli urti). La densita in coordinate
lagrangiane ¢ quindi, per definizione,
G, (r,v) == Fy(r +vr,0v) (3.26)
La derivata sostanziale dF, /dr di F, ¢ definita come la derivata parziale di G, rispetto al
tempo: per ogni r € R?,
dF.(r,v)  OF.(r,v)

+v-V, F(r,v) (3.27)
dr dr
L’equazione senza collisioni (p = 0) usando queste notazioni diventa
dF,(r, 0G . (r,
df5(r,v) =0, ovvero 9G,(r,v) =0 (3.28)
dr or

Quindi il termine di collisione ¢ I'unico che fa cambiare “in modo sostanziale” la densita,
da cui il nome di derivata sostanziale.
Dalla (3.28), G,(r,v) = Go(r,v). Quindi per la (3.26), F,(r 4+ vr,v) = Fy(r,v), per cui,
ponendo ' = r + vT,
F.(r',v) = Fy(r' —vt,v) (3.29)
La validita della (3.29) puo essere facilmente verificata controllando che ¢ soluzione della
(3.21) con p = 0.



CAPITOLO 4

REVERSIBILITA-IRREVERSIBILITA’, ENTROPIA

In questo capitolo vedremo che ’equazione (3.21) che descrive 1’evoluzione macroscopi-
ca del gas di Lorentz ¢ dissipativa. Introdurremo a tal scopo un funzionale che nel seguito
identificheremo con 'entropia e che, calcolato sulle soluzioni della (3.21), risultera essere
una funzione crescente (in generale strettamente crescente) del tempo. Questo ci porta
direttamente ed inevitabilmente alla discussione del problema della irreversibilita e del
famoso paradosso per cui sarebbe contraddittorio derivare le leggi irreversibili della ter-
modinamica da modelli meccanici la cui dinamica e reversibile. Il paradosso e stato al
centro di accesi dibattiti sui fondamenti della Meccanica Statistica e riappare ogni volta
che si discute la transizione dal microscopico al macroscopico. Il caso del gas di Lorentz e
particolarmente istruttivo al riguardo in quanto la semplicita del modello permette risposte
chiare ed esaurienti.

4.1. Sistemi di particelle e gas di Lorentz

L’equazione macroscopica (3.21) risponde ad una delle richieste fatte all’inizio della
nostra trattazione sul gas di Lorentz, in cui si chiedeva che I’evoluzione (macroscopica) non
dipendesse dalle individuali configurazioni di ostacoli, ma solo da loro proprieta globali.
Nella (3.21) gli ostacoli appaiono unicamente tramite il parametro p, che ne rappresenta
la densita, e soddisfano quindi pienamente la proprieta desiderata.

A guardar bene pero, il risultato non ¢ veramente quello voluto, infatti la (3.21), o
meglio la sua soluzione, F.(r,v) descrive la densita di probabilita di una particella del gas
(nel limite macroscopico). E questa probabilita che obbedisce alla (3.21). Se guardassimo
le singole traiettorie queste potrebbero ancora (e infatti dipendono) dalla particolare realiz-
zazione della configurazione di ostacoli. La loro media converge a qualcosa che dipende dagli
ostacoli solo tramite p, ma questo ¢ in un certo senso ovvio in quanto facendo 'aspettazione
abbiamo sommato su tutte le possibili configurazioni di ostacoli. Quindi l'irreversibilita
della (3.21) (che sara dimostrata nella prossima sezione) non € necessariamente in contrasto
con la reversibilita delle traiettorie prima del limite. Nella Sezione B.3 dell’Appendice B
vedremo peré che e possibile riformulare il paradosso reversibilita-irreversibilita anche in
questo contesto.

35
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Consideriamo dunque il caso fisicamente piu rilevante di un gas di particelle di Lorentz.
Nella Appendice B faremo vedere che sotto un’ipotesi di “caos iniziale” che generalizza
quella del Capitolo 3, con probabilita che tende a 1 la densita del gas converge ad una den-
sita limite f,(r,v), la cui evoluzione temporale ¢ regolata dalla (3.21). Quindi, I’evoluzione
della densita di un gas di particelle diventa, nel limite macroscopico, deterministica ed in-
dipendente dalla particolare realizzazione della configurazione di ostacoli, obbedendo alla
legge di evoluzione (3.21). Con la sola analisi dei capitoli precedenti si arrivava a dire che
solo “in media” (rispetto alle realizzazioni delle configurazioni di ostacoli) una particella (o
anche la densita di particelle) evolve secondo la (3.21); con il nuovo risultato si puo invece
affermare che le singole traiettorie della densita (nel limite macroscopico) si comportano
secondo la (3.21). Il confondere le due affermazioni corrisponde al sostenere che ¢ lo stesso
se tutti guadagnano un milione al mese oppure se la meta delle persone non riceve niente
e l'altra meta due milioni.

4.2. L’entropia

La dissipativita dell’equazione (3.21) sara provata introducendo “il funzionale di en-
tropia S(f) e mostrando che S(f;), f; una soluzione della (3.21), ¢ una funzione crescente
del tempo.

Definizione 4.2.1 (L’entropia). L’entropia S(f) di una funzione f(r,v) > 0, C* in
r per ogni v € V e a supporto compatto (si scrivera f € C) é

S(f):—z/d’r’f(r,v)logf(r,v) (4.1)

veY

Si osservi che la funzione f(r,v)log f(r,v) si estende ad una funzione continua ponen-
dola uguale a 0 dove la f si annulla e che entropia ¢ in realta definita purché f(r,v)log f(r,v)|]
sia sommabile.

Sia f; la soluzione della (3.21) (scrivendo f; invece che F.) con dato iniziale fy € C, f;
ha dunque 'espressione (3.20). Da questa si vede che per ogni t, f; € C (il supporto di f;
e contenuto nella sfera di raggio R+ t, se la sfera di raggio R contiene il supporto di fj) e
che:

Teorema 4.2.2. S(f;) e una funzione differenziabile di t,

dS(f) _.
—g 1) 20 (4.2)
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I(f) é “la produzione di entropia” e vale

= pZ/d'r (r,v) — f(r, UJ')} logff(g:—’:j) (4.3)

(vt ¢ la velocita entrante in un urto con un ostacolo di tipo 1 che ha come velocita uscente
v). I(f), infine, verifica la sequente disuguaglianza:

Nz2Y [ar(ViweD - Vi) (4.4

Dimostrazione.
Chiamando K(f) = —flogf e K’(f) = —1 + log f la sua derivata rispetto a f, abbiamo

ds( ft Z / Z / ar K (fi(r dft<r v)

Usando la (3.21) otteniamo
det_ Z/drv VK (fi(r,v)) Z/drpftrv ft(rv)}
—Z/drlogftp ft(r,vl) _ft(rav)} (4.5)

Il primo termine si annulla per il teorema della divergenza ricordando che f; ha supporto
compatto. Il secondo termine ¢ nullo poiché

th(T7 UL) = th(T,U)

Si osservi poi che la parentesi graffa nell’ultimo integrale nella (4.5) cambia segno quando
si scambiano v e v*, quindi scrivendo nella (4.5)

log fi(r,v) = %[log fi(r,v) +log fi(r, UL)] + %[log fi(r,v) —log fi(r,v")] (4.6)

solo la parte antisimmetrica sopravvive, ottenendosi cosi la (4.3).
Per provare la (4.4) bastera dimostrare che se a > b > 0, allora

(a=b)log 7 > 4(va - V)’ (4.7)
Si ponga = = (a/b)}/?. La disuguaglianza da provare diventa allora
(x4 1) logz > 2(x — 1), r>1

che puo essere facilmente verificata. [

Il membro di destra nella (4.4) ¢ manifestamente non negativo, I'espressione (4.4) ¢
detta “la forma di Dirichlet” associata alla (3.21). Dalla (4.4) segue che ogni soluzione
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stazionaria della (3.21) verifica necessariamente, per ogni r, la condizione di equilibrio

f(?”, U) = f(?“, UL)'

4.3. Reversibilita ed irreversibilita

Inizio con una “dimostrazione” che quanto fatto sinora deve essere sbagliato! L’argo-
mento si basa sulla reversibilita della dinamica microscopica [del gas di Lorentz] per cui se
ad un dato tempo si invertono le velocita delle particelle del gas, il moto che ne consegue
descrive l'orbita precedente percorsa all’indietro con velocita invertite. Tale proprieta si
mantiene nel limite che quindi deve godere di tale proprieta di reversibilita. Vedremo
per6, usando la monotonia dell’entropia, che la (3.21) non & reversibile e quindi non puo
essere I’equazione che descrive il limite macroscopico del gas di Lorentz! Questo e il famoso
paradosso sulla reversibilita ed irreversibilita, ma prima di “difenderci” da questo attacco,
dimostriamo che effettivamente la (3.21) e un’equazione dissipativa e non reversibile.

Nel nostro contesto l'inversione di velocita ¢ un operatore Z che agisce sulle funzioni
f(r,v):

(Zf)(r,v) = f(r,—v)
Sia f;, t > 0, una soluzione della (3.21); g = Zf; e ¢ la soluzione della (3.21) con dato
iniziale g. Supponiamo che per qualche 7, f(r,v) # f(r,v!); vogliamo allora dimostrare
che

Zg: # (4.8)
Useremo una proprieta che segue direttamente dalla definizione di S(-), cioe che per ogni
f
S@f)=5(f)
Si ha allora
S(Zg:) = S(g:) = S(9) = S(fy) > S(f) (4.9)

L’ultima disuguaglianza ¢ stretta perché, per l'ipotesi fatta su f e usando la (4.4), dS(f;)/dt >|
0 at=0. Quindi Zg; ha entropia maggiore di f e non puo dunque essere uguale a f.

La conclusione Zg; # f avrebbe potuto essere raggiunta direttamente dalla (3.21), ma
ho preferito presentare questo argomento perché apparentemente di validita piu generale.
Si osservi inoltre che, per quanto detto nella Sezione 4.1, traiettoria per traiettoria la
densita converge a quella dell’equazione limite e non solo in media. Quindi gran parte
delle traiettorie, tutte nel limite, hanno un comportamento irreversibile con un’entropia
che cresce.

Siamo dunque di fronte ad una contraddizione, apparentemente nata dall’affermazione
che una dinamica reversibile converge ad una irreversibile. Nell’Appendice B esaminero
in dettaglio le singole parti dell’argomento trovandone ’errore. Dird qui brevemente che
I'origine del paradosso ¢ da cercarsi nel fatto che quando si invertono le velocita delle
particelle al tempo t, la distribuzione in quell’istante non ¢ indipendente da quella degli
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ostacoli. Non e quindi corretta ’affermazione secondo cui il moto successivo convergerebbe
alla soluzione della (3.21), che appunto si basa su un’ipotesi di indipendenza. Non vi ¢
dunque contraddizione con quanto dimostrato, né poteva esservi essendo la dimostrazione
rigorosa. Rimane comunque da spiegare l'origine di questo “non paradosso”, da dove
nasca cioe l'irreversibilita nel gas di Lorentz. L’elemento chiave di questa transizione e piu
evidente nel caso di una singola particella. Infatti il suo stato si “randomizza” durante
I’evoluzione, cioe se si ignora come sia fatta la configurazione iniziale degli ostacoli, allora,
ad ogni passo, lo stato della particella diventa sempre piu imprevedibile. Contemporanea-
mente pero la conoscenza del moto della particella specifica la configurazione di ostacoli:
I’entropia della particella sta dunque crescendo, ma quella degli ostacoli diminuisce. La
somma [si pud dimostrare che] rimane invece costante, in accordo col fatto che il sistema
complessivamente e reversibile.

Il fatto che il moto della particella specifichi almeno parzialmente la configurazione
degli ostacoli, e, potenzialmente, “molto pericoloso”. Questi infatti potrebbero influen-
zare il moto successsivo. L’ipotesi di caos iniziale, per cui ostacoli e stato iniziale della
particella sono indipendenti, non & piu verificata a tempi ¢ positivi e non si puo quindi,
a priori, applicare il risultato di convergenza per studiare ’evoluzione dopo t. Si osservi
che esattamente questo era stato I’argomento usato per dirimere il paradosso per cui se
al tempo ¢ si invertono le velocita, il sistema torna nello stato iniziale se € > 0 e non piu
dopo il limite ¢ — 0. Nel caso che consideriamo, la correlazione che si stabilisce tra moto
della particella e distribuzione degli ostacoli € ininfluente per il futuro e catastrofica per il
passato. La proprieta di non influenza nel futuro e legata a una sorta di “propagazione del
caos”. Questa afferma (nel contesto particolare che consideriamo) che se ad un qualunque
istante ridistribuiamo gli ostacoli indipendentemente da quanto successo prima, il moto
futuro non cambia (per una particella e con probabilita che tende ad uno per il sistema
di particelle; cambia invece completamente il moto all’indietro nel tempo). Nel caso di
ostacoli di tipo 1 questa proprieta e evidente, perché i siti visitati nel passato non saranno
piu incontrati nel futuro. Ma la propagazione del caos rimane vera in generale, sia quando
vi sono ostacoli di entrambi i tipi che per un gas di particelle. Nel limite I’evoluzione
della particella (o della densita di particelle) e descritta da una equazione chiusa (in cui
cioe le configurazioni di ostacoli non appaiono esplicitamente), quindi ’entropia della par-
ticella o del gas di particelle cresce e I'equazione macroscopica ha natura dissipativa. Si
chiarisce cosi in modo relativamente semplice, almeno in questo contesto, come avvenga
la transizione dal reversibile all’irreversibile, questione che ha avuto grande rilevanza nei
fondamenti della Meccanica Statistica. Il lettore potra trovare nell Appendice B ulteriori
dettagli sull’argomento.






CAPITOLO 5

EQUAZIONE DI BOLTZMANN

All’equazione di Boltzmann sono dedicati tre capitoli: il primo (questo) alla derivazione,
il secondo (Capitolo 6) allo studio delle soluzioni stazionarie, il terzo (Capitolo 7) allo studio
delle proprieta termodinamiche. Basata sulle intuizioni originarie di Boltzmann, la trat-
tazione parte da modelli puramente meccanici e arriva con deduzioni rigorose all’equazione
di Boltzmann. L’analisi delle soluzioni stazionarie (dell’equazione di Boltzmann) permette
poi di identificare gli stati di equilibrio (caratterizzati da distribuzioni Maxwelliane delle
velocita) e successivamente 1'equazione di stato e I'intera termodinamica, che, per il gas di
Boltzmann, ¢ quella dei gas perfetti

L’equazione di Boltzmann ¢ usata per descrivere gas in condizioni di estrema rarefazione
e, per questi sistemi, la teoria, nel suo insieme, realizza tutto il programma della Mecca-
nica Statistica, spiegando in modo esauriente e convincente il passaggio dal microscopico
al macroscopico. L’equazione di Boltzmann non ha solo grande importanza teorica, ma e
anche molto usata nelle applicazioni. Tutti i problemi di aereodinamica ad alta quota, per
esempio, si riferiscono a gas in condizioni di estrema rarefazione ed e in molti casi neces-
sario ricorrere all’equazione di Boltzmann per spiegare comportamenti per cui le equazioni
idrodinamiche sono inadeguate.

5.1. Derivazione euristica

L’equazione di Boltzmann descrive I’evoluzione della densita f,(r,v) di molecole in gas
in condizioni di estrema rarefazione. [f,(r,v) & il numero di molecole per unita di vol-
ume drdv dello spazio delle fasi di singola particella]. Causa l'ipotesi di rarefazione, una
singola molecola del gas di Boltzmann si muove liberamente per lunghi tratti (di dimen-
sioni macroscopiche) e solo ogni tanto subisce urti all’apparenza casuali. La situazione
ricorda dunque per questi aspetti quanto accade nel gas di Lorentz, pur di interpretare
le altre molecole nel gas come gli ostacoli del gas di Lorentz. Ovviamente si tratta solo
di un’analogia, perché gli ostacoli ora si muovono, e soprattutto il loro stato (posizione
e velocita) cambia dopo ogni urto. Si stabilisce cosi una correlazione tra molecole, che,
nell’analogia col gas di Lorentz, ¢ una correlazione tra particelle ed ostacoli: come discusso
nel Capitolo 4 cio e della “massima pericolosita, al fine della derivazione e della validita
dell’equazione macroscopica. Sebbene questo sia il punto delicato e piu significativo della
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teoria, se procediamo trascurando completamente questi problemi (ipotesi di propagazione
del caos) e applichiamo, opportunamente tradotte, le considerazioni svolte per il gas di
Lorentz, otteniamo “il risultato corretto, cioe I’equazione di Boltzmann. E piu semplice da
trattare il caso in cui le velocita sono discrete, come nel gas di Lorentz. Esiste un modello
di particelle che pur urtando tra loro hanno le stesse velocita che nel gas di Lorentz. Questo
e il gas di Broadwell che ¢ brevemente discusso nell’Appendice C, la cui lettura sarebbe
percio opportuno anteporre; noi qui proseguiamo con l’equazione di Boltzmann e poi con
una discussione di come si possa ottenerla, supponendo applicabili le formule della Teoria
dello Scattering (ipotesi di propagazione del caos).

L’equazione di Boltzmann
L’equazione di Boltzmann e

OIAT) 4 w0 r0) = QU 0) 65.1)
dove f.(r,v) & la densita di particelle, piti precisamente ¢ il numero di molecole per unita
di volume macroscopico nello spazio delle fasi (r,v), (si deve pensare r misurato in unita
macroscopiche, per esempio centimetri); V & il gradiente rispetto a r, v -V & |v| volte
la derivata direzionale nella direzione di v; Q(f;) € il termine di collisione (@ sta per
sottolineare la dipendenza quadratica in f;):

Q(f-)(r,v) /dvl/dw\v—vll ( )]
[f’r(rv vl)fT(T’U ) - fT(T’ 1)1>f7_(7”, U)] (52)

Le velocita v’ e v} sono funzioni di v, v; e w: w ¢ 'angolo solido che il vettore v — v} forma
con v — vy e v' e v] sono allora determinate dalla conservazione di quantita di moto ed
energia:

v+ ] = v+ v 0 =0 0
v e vy sono le velocita entranti, v’ e v] quelle uscenti, do(w)/dw ¢ la corrispondente sezione
d’'urto differenziale. Nella (5.2), do(w)/dw ¢ espressa in unita microscopiche (per cui la
sezione d’urto totale ¢ mR3, Ry il range del potenziale in unita microscopiche). do(w)/dw
e uguale alla sezione d’urto di una singola particella nel campo di potenziale della forza
intermolecolare quando la velocita entrante ¢ (v—v1) e quella uscente (v' —v}) . Infine 2!
e un fattore adimensionale di conversione tra unita macroscopiche e microscopiche, (per
esempio €g = 107% & il rapporto tra angstrom e centimetri) ed et 'do(w)/dw ¢ la sezione
d’urto in unita macroscopiche.
Riprendendo le considerazioni euristiche dell’inizio della sezione, considereremo le molecolel}

del gas alla stregua di ostacoli. Nel gas di Lorentz la probabilita di avere un ostacolo e
proporzionale a ¢y, avendo fissato uguale a ¢, il rapporto tra scala macroscopica e micro-
scopica. In Lorentz il numero di ostacoli in un volume macroscopico ¢ dell’ordine di eyey®
(€54 & il numero di siti presenti in un volume macroscopicamente unitario). Quindi i valori
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tipici di f;, in base all’anologia col gas di Lorentz, sono dell’ordine di €, 41 Si osservi

allora che la (5.1) “si bilancia: entrambi i lati della (5.1) sono infatti dello stesso ordine,
€1 11 fattore €l presente nella (5.2) compensa infatti la dipendenza quadratica in
fr nella (5.2). Queste considerazioni saranno riprese con maggior dettaglio nella sezione
successiva.

Interpretazione della (5.2)

I termine di trasporto, v - V f;, nella (5.1) & come nel gas di Lorentz, (3.21), e non
richiede ulteriori commenti. Il termine di collisione, Q(f;) ¢ anche esso analogo a quello
nella (3.21), ricordando che la densita di ostacoli p deve essere qui sostituita da f;, in ac-
cordo a quanto detto precedentemente. Il termine di collisione nell’equazione di Boltzmann
e percio quadratico e ’equazione non lineare: molte delle sue caratteristiche e la procedura
stessa per derivarla (come vedremo) dipendono proprio da questo fatto, che assume dunque
importanza fondamentale.

Nella (3.21) appaiono solo due termini perché si hanno solo due tipi di collisioni. Nella
(5.2) vi sono infinite possibili collisioni e quindi invece di somme abbiamo integrali. Nel gas
di Broadwell (in cui le velocita sono le stesse che nel gas di Lorentz) il termine di collisione
¢ esattamente quello che si avrebbe con la sostituzione p — f,. In sostanza il termine di
collisione € quello che si ottiene pensando alle altre molecole come ostacoli e “rimane solo
da contare correttamente gli urti”. Questo e quanto fatto dalla Teoria dello Scattering: la
(5.2) ha la stessa espressione che si ottiene usando le formule di Teoria dello Scattering.
Ricordiamo dalla Sezione A.6 della Appendice A che la Teoria dello Scattering fornisce
delle espressioni per:

e il numero di particelle prodotte per unita di tempo e di volume (dgdv) in seguito
agli urti
e quante molecole vengono deflesse, per unita di tempo e di volume

Quest’ultima ha Pespressione (A.85) che riportiamo per comodita del lettore:
% (densité di partic. con veloc. v deflesse entro t>
= —p(0) [ derploplo - wnliw Y (53)

(Ry il range dell'interazione). Ricordando che 7R3 ¢ la sezione d’urto totale:

do(w)
2 pu—
TR / dw 70

la (5.3) diventa (a meno del fattore ed ') il termine di perdita, quello col segno meno, nella
(5.2), se

pv) = fr(r,v) (5.4)
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Commenteremo dopo questa identificazione e proseguiamo coi risultati di teoria dello
Scattering, riportando la (A.83):

_t (densita di partic. prodotte con veloc. v entro ¢ )

d
/dvl/dwp p(v] ]U—v1|—z (5.5)

Nel secondo membro ¢ naturale pensare a v’ e v] come alle velocita entranti e a v e vy
come a quelle uscenti; ma le proprieta di reversibilita del moto rendono la sezione d’urto
invariante per la scambio di velocita entranti e uscenti, possiamo quindi leggere nella (5.5)
v e v; come entranti v’ e v] come uscenti e w come I’angolo solido tra v —v] e v — vy,
Con la sostituzione (5.4) allora la (5.5) ¢ (a meno del fattore €2 ') il termine di guadagno
(quello col segno pin) nella (5.2).

11 calcolo che porta alle (5.3) e (5.5) si basa sul seguente schema: si fissa una coppia di
punti nello spazio delle fasi di singola particella e si considera poi il moto di due particelle
con quelli come dati iniziali. Si calcolano le velocita uscenti dall’urto e gli altri parametri
di interesse nello scattering e si fa I'ipotesi che il contributo dovuto alla data coppia di dati
abbia un peso proporzionale al prodotto della densita calcolate per i dati valori. Integrando
poi su tutte le coppie si ottiene il contributo complessivo allo scattering.

L’ipotesi che il contributo allo scattering sia il prodotto delle densita e ovviamente
una ipotesi di indipendenza delle distribuzioni dei fasci incidenti. Come discusso nella
Appendice A, tale ipotesi non e piu verificata dalle distribuzioni uscenti in quanto gli urti
creano delle correlazioni tra le velocita. Quindi anche se ad un dato tempo lo schema
di calcolo proposto dalla Teoria dello Scattering fosse applicabile, e tutt’altro che ovvio,
anzi apparentemente contradditorio, che lo si possa ancora usare ad istanti successivi.
La validita dell’equazione di Boltzmann coinvolge percio una proprieta di propagazione del
caos, per certi aspetti analoga a quella molto piu evidente che ¢ presente nel gas di Lorentz.
A prescindere dall’ipotesi di indipendenza (che per altro e Iaspetto piu significativo del
problema) dobbiamo spiegare nella sostituzione (5.4) come sia possibile che a destra vi sia
una dipendenza da spazio e tempo mentre sulla sinistra cib non accada. Come vedremo
questo aspetto & anche legato alla presenza del fattore 2! che & assente nelle (5.3) e (5.5).
Tutto cio si spiega con un cambio di scale del tutto analogo a quello nel gas di Lorentz.
Dobbiamo dunque ricordare che la f; nell’equazione di Boltzmann ¢ la densita di particelle
in unita macroscopiche di spazio e tempo. Chiamando f(q,v) il numero di molecole per
unita di volume in cui lo spazio & misurato in unita microscopiche (r — ¢) ed usando anche
coordinate microscopiche per il tempo, si avra

filq,v) = egj}(r, v), t = 6517', q= eglr (5.6)

Si osservi che f7(q,v) soddisfa la stessa equazione di Boltzmann (5.2) con il termine di
collisione che pero non ha il fattore eg_l. In questo schema la dipendenza dal tempo t e
dallo spazio ¢ & molto lenta, si puod quindi pensare che 'approssimazione in (5.4) non sia
troppo brutale. Trascurando dunque la dipendenza spaziale (d’altra parte abbiamo gia

spiegato 'origine del termine di trasporto nella (5.1)) supponiamo dunque che f* sia solo
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funzione di ¢ e v. Si ha allora dalla (5.6)
0 _ a0l
or 0 ot
Riferendoci per semplicita solo al termine di perdita, (5.3), il rateo (Off/0t)~ con cui in
seguito agli urti si “perdono” particelle con velocita v & per la (5.3)

(22 ——gew) [ aonfitwto - wlinm 59)

dove Ry ¢ il range dell’interazione e

do(w) P2
/dw 75 = 1Rj (5.9)

¢ la sezione d’urto totale. Riesprimendo f; in termini di f; nella (5.8), usando la (5.7) e
la (5.6) otteniamo

(5.7)

of:\
edt! (E) = —e2f (v) /dvlfT(vl)\v — vy|[7 R3] (5.10)
Dividendo per 2™, il membro di destra diventa il “termine di perdita” nella (5.2). Per il
termine di guadagno 'argomento ¢ del tutto simile ed ¢ omesso.

5.2. Limite di Boltzmann-Grad

Specifichiamo innanzitutto le situazioni fisiche in cui e lecito applicare I’equazione di
Boltzmann. In un solido o in un liquido in condizioni normali vi sono circa 10** molecole
per cm?; le distanze intermolecolari sono percio dell’ordine dell’angstrom, (come anche,
grosso modo, la portata delle forze), la densita di molecole per cm? ¢ quindi dell’ordine di
€ 4 Nei gas rarefatti, per cui Pequazione di Boltzmann & una buona approssimazione, le
molecole sono molte di meno. Per un ordine di grandezza, si pensi di dividere un cubo di
1 cm di lato in tanti parallelepipedi ciascuno lungo 1 cm e di sezione 1 angstrom? (quindi
dell’ordine del range delle forze intermolecolari). La condizione di rarefazione richiede che
in media vi sia circa una particella per parallelipedo, in totale percio in un gas rarefatto
il numero di molecole per cm?® & 10'6 contro le 10** presenti normalmente in un liquido,
(ma in molte situazioni che si incontrano in pratica il numero ¢ anche di molto inferiore).
La densita vale allora circa € 41 ¢ I'equazione (5.1) fornisce una buona approssimazione
dell’evoluzione reale della densita nel gas. Come vedremo a queste densita corrispondono
cammini liberi medi macroscopici (dell’ordine del centimetro).

Ovviamente se la densita e ancora piu piccola I'approssimazione risultera corrispon-
dentemente piu accurata e infinitamente precisa nel limite ideale in cui la densita si an-
nulla. E proprio in questo limite, il limite di Boltzmann-Grad, che si deriva 1’equazione
di Boltzmann. Contrariamente a quanto potrebbe pensarsi, infatti, il limite di densita
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nulla conserva molte informazioni sulla fisica del sistema. Ovviamente occorre seguire la
corretta procedura, che ¢ appunto quella che definisce il limite di Boltzmann-Grad. Il tutto
inizia con l'osservare una proprieta di invarianza di scala soddisfatta dalla (5.1): data una
funzione non negativa, limitata e regolare F'(r,v) si consideri la famiglia

fO(r,v) = eF(er,v) (5.11)

di dati iniziali per la (5.1). Se F ha supporto spaziale nella regione A, allora f© ha
supporto in € 'A. La trasformazione (5.11) dunque corrisponde ad amplificare le regione
in cui il gas ¢ racchiuso e, contemporaneamente, a diminuirne la densita.

Sia f1(r,v) la soluzione della (5.1).! Allora

F (r,v) = e_lfg(f)lT(e_lr, v) (5.12)

non dipende da €, sic!, in quanto soddisfa la (5.1), come & facile controllare, e il suo dato
iniziale & F'(r,v), entrambi quindi indipendenti da e.

Consideriamo adesso un gas la cui densita iniziale dipende da e come nella (5.11).
La sua densita ai tempi successivi sara sempre piu vicina a fT(E) quanto piu € e piccolo,
perché la condizione di rarefazione e sempre piu accuratamente soddisfatta. Quindi se
si normalizza la densita come nella (5.12), si trovera corrispondentemente un valore che
converge a F, nel limite in cui ¢ — 0 e quindi soddisfa ’equazione di Boltzmann (5.1).
Affinché cio veramente accada occorre tuttavia che I’equazione di Boltzmann fornisca una
approssimazione molto accurata dell’evoluzione del sistema, corretta sino al primo ordine
in €, (poiché nella (5.12) si moltiplica per ¢~ !) e per tempi che crescono come €', (quali
appunto quelli che intevengono nella (5.12)). Cio e quanto si dimostra quando si deriva
I’equazione di Boltzmann da sistemi meccanici, come vedremo nel resto della sezione.

Iniziamo I’analisi a livello microscopico definendo il modello meccanico. Il pitt semplice &
quello in cui una molecola e rappresentata da una sferetta rigida di raggio R dell’ordine della
portata delle forze intermolecolari. Le interazioni tra molecole sono allora schematizzate da
urti elastici tra sferette. Sebbene I’equazione di Boltzmann sia stata derivata per sistemi pit
generali, considerero nel seguito per semplicita questo modello, che e infatti spesso usato
in Teoria Cinetica. Studieremo dunque un sistema di sfere rigide, identiche, di massa m
e di diametro 2R, che hanno urti elastici quando si incontrano e si muovono liberamente
tra un urto e il successivo. Le regole d’urto sono le seguenti: un urto avviene non appena
due particelle (cioe i loro centri) sono a distanza 2R: sia n il versore congiungente il centro
della particella 0 al centro della particella 1. Decomponiamo le velocita v e vy delle due
particelle prima dell’urto scrivendo

v = vt 4 P vy = v + o (5.13)

con vP™ il vettore componente di v; lungo n, mentre v- & la velocita nel piano perpendicolare
a n. Le velocita dopo l'urto sono v’ e v}:
/A par, /A par
V=0T 40 vy =) +U (5.14)

ISto quindi supponendo che per questi dati iniziali esista e sia unica una funzione regolare e limitata
soluzione della (5.1).
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cioe le velocita lungo n si scambiano mentre quelle perpendicolari rimangono invariate,
(questa regola si applica al caso di masse uguali). Non occorre definire la dinamica nel caso
di urti simultanei di pit particelle perché si puo dimostrare che questi avvengono in insiemi
di misura di Lebesgue nulla, saranno percio trascurati nelle considerazioni successive.

Si ricordi che w € I'angolo solido tra la velocita relativa uscente e quella entrante e che
dalla (5.14) segue

|V — v} = v — v (5.15)

quindi nella (5.2) si puo sostituire |v — vy| con [v" — v}|, si confronti con il calcolo della
sezione d’urto nella §A.5.

Ricordo infine che la sezione d’'urto differenziale per collisioni tra due sfere rigide di
diametro 2R ¢, in tre dimensioni,

o) _ (2R / 1w _ opy (5.16)

(si osservi che il range dell’interazione ¢ Ry = 2R).

La forma esplicita della sezione d'urto non interviene direttamente se non per il fatto
che ¢ la stessa per un urto (v,v;) — (v',v]) e per l'opposto, (v,v]) — (v,v1). Questa
proprieta e in realta verificata in generale da forze di tipo centrale si veda la Sezione §A.5.

L’equazione di Boltzmann e derivata nel limite di Boltzmann-Grad in cui ¢ — 0. Il
limite traduce a livello di particelle le relazioni (5.11) e (5.12). Per ogni € > 0 consideremo
un sistema con N sferette, dove

N} = parte intera di [(é)d“N], N > 0 indipendente da € (5.17)

La (5.17) si ottiene integrando la (5.11) in r e v. L’integrale di f) (uguale al numero
totale di particelle quando il fattore di scala vale ¢€), ¢ allora e~9*! volte I'integrale di F.
Quindi il numero totale di particelle deve essere scalato come nella (5.17); N ¢ il valore che
ha N* per € = ¢5. N* dunque diverge nel limite ¢ — 0, ma, si noti, pit1 lentamente di e~
D’altra parte, in accordo alla (5.11), lo spazio scalera come €', cioe se |A| & il volume in cui
sono racchiuse le particelle quando ¢ = 1, allora, nelle stesse coordinate microscopiche, il
volume in cui esse sono racchiuse quando il parametro di scala vale € sard e ¢|A]: la densita
di particelle per unita di volume microscopico e quindi proporzionale a €, in accordo con
la (5.11). Percio nel limite € — 0 il gas diventa sempre piu rarefatto.

L’extra fattore e nella (5.17), a causa del quale la densita e proporzionale a €, & lo
stesso che rende il cammino libero medio di ordine macroscopico. Per dimostrare questa
affermazione conviene, come d’altra parte ¢ d’uso in Teoria Cinetica, cambiare coordinate
e usare quelle macroscopiche. Si ricordi che la coordinata macroscopica associata alla
posizione microscopica q € 7 = €q. In queste coordinate il raggio delle sferette, R,, dipende
percio da €, R. = eR. La relazione (5.17) si puo allora riscrivere come

R, \ —d+1
N = parte intera di {( ) N} (5.18)
EoR

In coordinate macroscopiche la densita (= numero di particelle per unita macroscopica
di volume) diverge come il numero di particelle, poiché il volume macroscopico non varia
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con €. Ma in questo limite anche R, si annulla e “il volume efficace spazzato” da una
particella con velocita v in un tempo 7 (entrambi in coordinate macroscopiche) ¢ il volume
del cilindro di altezza vt e base il cerchio di diametro 4R, (in d = 3, o il segmento di
lunghezza 4R, in d = 2), si veda Fig. 5.1. Il volume & quindi

2 sed=2

Cd(QRe)dilm—’ €= {71- sed=3

Percio il numero “medio” n* di particelle in tale volume e, supponendo le particelle
distribuite uniformemente in A,

Ne _ ca
Al A

R, >—d+1 _ Nureg(eg2R)*

n* = Cd(2Re)d_1UT eo_R A

(QRE)d_1v7'< (5.19)

avendo identificato la parentesi graffa nella (5.18) con la sua parte intera. Quindi, benché
il numero di particelle N* diverga, n* risulta indipendente da e. Dopo aver sostituito v con
il suo valore medio, si definisce il tempo medio d’urto come il valore di 7 per cui n* =1
nella (5.19). Il tempo medio d’urto moltiplicato per la velocita media ¢, per definizione,
il cammino libero medio. Il limite che stiamo considerando e quindi quello in cui il raggio
delle sferette va a 0, il loro numero diverge, mentre il cammino libero medio ed il tempo
medio d’urto hanno limiti finiti.

Il vantaggio delle coordinate microscopiche e di rendere evidente che le leggi del moto
non cambiano con €. Variano il numero di particelle, i dati iniziali e le osservabili che si
studiano, ma non le forze, (nel caso specifico il raggio delle sferette). In queste coordinate
il limite di Boltzmann-Grad ¢ un limite di basse densita e ’equazione di Boltzmann percio
un’equazione per gas rarefatti. Lo svantaggio delle coordinate microscopiche e che la re-
gione in cui il gas € racchiuso e le osservabili macroscopiche in generale (come nella (5.20)
qui sotto) variano con €, inoltre occorre riscalare anche i tempi, che in unita microscopiche
divergono come e¢!. Specularmente, i vantaggi della descrizione microscopica divengono
svantaggi in quella macroscopica e viceversa.

Il moto di una configurazione di particelle in coordinate macroscopiche e {r;(7), v;(7)},
1 <i < N7, 7 e il tempo macroscopico. Indico con {r;,v;} la condizione iniziale in tale
moto. Data una funzione test ¢(r,v), si definisce allora il campo di densita di particelle

d—1 NZ

X<, ({ri,vi}) = (f) Zgb(n(r),vi(r)) (5.20)

0

Il fattore €?~! (invece che €?) & dovuto all’ipotesi di rarefazione. Si pud comunque capire
subito che €?~1 & la corretta normalizzazione, in quanto inversamente proporzionale al nu-
mero di termini presenti nella somma. Per I'interpretazione fisica della (5.20) si sostituisce
¢ nella (5.20) con 14(r), cioe la funzione caratteristica di una regione A supposta di vol-
ume unitario. Si vede allora che X¢ , diventa uguale a N}(e/€p)* ' = N, avendo trascurato
parti frazionarie. Se supponiamo che il comportamento per € — 0 sia descritto da f.(r,v)
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e sia gia ben approssimato quando € = ¢y, allora abbiamo

X60 ({ri, vi}) /dr/ dv f,(r,v) o(r,v) = 1(r)
RS

quindi f,(r,v) ha il significato di densita di molecole per unita di volume macroscopico.
Per piu generali funzioni test

X60 ({ri,vi}) /dr/ dv f-(r,v)

La densita f,(r,v) & percio identificata come il coefficiente che moltiplica la funzione test
nell’integrale in drdv. Per arrivare veramente (senza approssimazioni) ad un tale integrale
occorre pero fare il limite € — 0, argomento che discutero nel seguito.

La formulazione del risultato di convergenza all’equazione di Boltzmann che presentero
e piu debole di quanto realmente dimostrato, ma forse pit semplice da esporre. Sia dunque
assegnata una densita iniziale fo(r,v), che gioca il ruolo di F'(r,v) nella (5.11) e che rappre-
senta la densitd di molecole per cm?®. Supporrd che fo(r,v) > 0, sia una funzione regolare,
nulla se r ¢ A, con A una regione regolare e limitata. Richiedo inoltre che esistano a e b
strettamente positivi per cui

0 < folr,v) < be™®" (5.21)

/dr/dvfo(r,v) =N (5.22)
stesso N che nella (5.17).

Allora dato fy esiste 79 > 0 e, per ogni €, una configurazione di particelle, (sferette),

Supporro infine che

{rl , ZE)} ¢ =1,.., N}, in modo tale che per ogni funzione test ¢ in un qualche assegnato
insieme numerablle, e per ogni 0 < 7 < 79 si ha

11mX€¢({7’2 U, ):/dr/dva(r,v)gzﬁ(r,v) (5.23)

dove f, soddisfa I'equazione di Boltzmann (5.1) con dato iniziale f;.

Per una diretta applicabilita pratica del risultato occorrerebbe che il limite fosse gia rag-
giunto per € = €;. L’analisi che porta alla derivazione della (5.1) non consente purtroppo di
valutare la rapidita di convergenza e quindi verificare la validita di una tale affermazione.
Un altro punto debole della teoria ¢ che le configurazioni iniziali per cui vale la (5.23)
non sono note esplicitamente, se ne dimostra 1’esistenza ma non se ne sa esibire alcuna.
Anche con questi difetti, la teoria, e in particolare la dimostrazione della (5.23), costituis-
cono uno tra i piu interessanti e significativi risultati della fisica-matematica recente. La
dimostrazione e intimamente legata alla validita della “propagazione del caos” e segue,
rendendole rigorose, le intuizioni originarie di Boltzmann. Sebbene non eccessivamente
complessa da un punto di vista tecnico, la prova richiede comunque troppe considerazioni
preliminari per essere qui riportata ed ¢ quindi omessa. Ritorneremo nel prossimo capitolo
su un altro grave limite della teoria, cioe che la convergenza alla (5.1) ¢ limitata a “tempi
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piccoli”, 7 < 75. A prescindere dalla derivazione, anche l'esistenza di soluzioni della (5.1)
rimane un problema per alcuni versi aperto, e tuttora oggetto di studio.



CAPITOLO 6

EQUILIBRIO E DISTRIBUZIONE DI MAXWELL

L’equazione di Boltzmann e un’equazione dissipativa che descrive fenomeni irreversibili.
Come per l'equazione per il gas di Lorentz, cosi anche per quella di Boltzmann si puo
definire un’entropia (con espressione del tutto analoga alla (4.1)) che risulta una funzione
monotona, non decrescente del tempo. Dopo il gas di Lorentz abbiamo cosi un ulteriore
e ben piu significativo esempio di modelli puramente meccanici e reversibili che presen-
tano nel limite macroscopico comportamenti dissipativi e che, come vedremo nel capitolo
successivo, seguono le leggi della termodinamica.

Tra le soluzioni stazionarie dell’equazione di Boltzmann particolare importanza hanno
quelle che descrivono gli stati di equilibrio caratterizzati dall’avere massima entropia. Da
cio si dedurra che le velocita, all’equilibrio, hanno distribuzione Maxwelliana.

6.1. Entropia nell’equazione di Boltzmann

L’analisi dell’equazione di Boltzmann in sé, a prescindere cioe dalla sua derivazione, ¢
tutt’altro che semplice e molti suoi aspetti non sono ancora chiariti, si pensi che la medaglia
Fields nel 1994, (una sorta di premio Nobel per la matematica) ¢ stata assegnata a P.L.
Lions per alcuni suoi studi, con particolare menzione per quelli che riguardano 1’analisi
dell’equazione di Boltzmann e un teorema di esistenza globale, ottenuto in collaborazione
con R.J. Di Perna,[12], e su cui tornero, brevemente, tra poco.

Esistenza ed unicita locali son note (e facili da dimostrare) per dati iniziali fo(r,v) >0
“regolari”, limitati e che soddisfano la (5.21). In tal caso esiste un tempo ' T' > 0 (che
dipende dal dato iniziale) e una funzione regolare e limitata f;(r,v) > 0, 0 <t < T, che
soddisfa la (5.1) con dato iniziale fy. In tale classe la soluzione € unica.

In casi particolari si hanno risultati di esistenza ed unicita globali, come per dati iniziali
spazialmente omogenei, in cui cioe fy(r,v) dipende solo da v, e nel caso di propagazione
nel vuoto, quando cioe il dato iniziale & ovunque “piccolo” e si annulla al di fuori di una
regione limitata. Recentemente & apparso un risultato di esistenza globale, (menzionato
sopra) in cui pero si deve generalizzare il senso di soluzione, che risulta molto piu debole
di quella classica.

INel seguito userd t (invece di 7) per indicare le variabili temporali.
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Le considerazioni che seguono presuppongono che esista e sia unica una soluzione re-
golare dell’equazione per i dati inziali e i tempi presi in considerazione. Conviene inoltre
ridursi al caso in cui il sistema € e rimane racchiuso in una regione regolare e limitata A.
Si suppone percio che le pareti JA di A siano elastiche, per cui se una particella collide su
OA con velocita entrante v, avra dopo 'urto una velocita uscente, v':

Vhar = Upar; vt = —ot (6.1)

dove “par” si riferisce alla velocita nel piano tangente a JA (nel punto d’impatto); le altre
sono le componenti della velocita nella direzione perpendicolare, se n e il versore normale
uscente v -n > 0. (Si vedano gli Esercizi A.8 e A.9 nelle Note all’Appendice A). Al livello
dell’equazione di Boltzmann (5.1) cio si traduce nelle “condizioni al contorno”

fe(r,v") = fi(r,v), v e v’ come nella (6.1) (6.2)

che devono essere verificate ad ogni tempo ¢t > 0 e per ogni r € JA.
Supporremo che al tempo 0, fo € F(N,E) dove, per N ed E positivi, F(N, E) &
I'insieme delle funzioni non negative e regolari in A x R? e tali che

/Adr/dvf(r,v) — N; /Adr/dv%zﬂf(r, V) =E (6.3)

M = Nm ¢ la massa totale ed F I'energia totale di f € F(N, E), che & solo cinetica perché
nel limite di Boltzmann-Grad la distanza media tra particelle ¢ molto maggiore del range
delle forze che non contribuiscono quindi all’energia totale.

Analogamente alla (4.1), I'entropia ¢ definita dall’espressione

S(f) = —/Adr/dvf(r,v)logf(r,v) (6.4)

per f(r,v) > 0, regolare e tale che flog f sia sommabile in A x R3.

Teorema 6.1.1. Data fo € F(N,E), N ed E positivi, sia f; >0, t > 0 una soluzione
regolare dell’equazione di Boltzmann in A, che soddisfa la condizione (6.2). Allora f; €
F(N,E) e, se fo ha entropia finita allora anche f; ha entropia finita e

dS(f) _
—q ()20 (6.5)

1) = far [ao [ [ asto =5 {rw)rw)

~F O g { £

Nella (6.6) é sottintesa la dipendenza da t e r nella f.

dove
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Dimostrazione.

Supporremo nella dimostrazione che f;(r, v) sia limitata cosi come le sue derivate prime
(e la sezione d'urto do/dw). Integrando la (5.1) rispetto allo spazio e al tempo, otteniamo
(invertendo l'ordine di derivazione ed integrazione)

= Adr/dvft /dr/dvv YV, + /dr/dv@ 1) (6.7)

Applicando il teorema della divergenza, il primo integrale sulla destra diventa

/dv/@AdE vnlr)f, (6.8)

dove dX(r) e l'elemento d’area di A e n(r) la nornale a OA in r diretta verso l'esterno.
Poiché v-n(r) = v*, I'integrale nella (6.8) si annulla infatti, a causa della (6.2), il contributo
di v-n(r) edi —v-n(r) si compensano.

Inoltre, si veda la (A.84),

(v,v1) — (v',v]) ha la stessa sezione d’urto che (v',v]) — (v, vy) (6.9)

Si ottiene allora

/va fi) = /dv/dvl/dw|v—vl| )[ft(r,v’l)ft(r,v’)
- ft(r vy) fe(r,v)] = (6.10)

Quindi il secondo membro della (6.7) € nullo, e la prima delle (6.3) ¢ dimostrata. L’al-
tra e ottenuta con argomenti analoghi, che sono omessi. Abbiamo quindi completato la
dimostrazione che f; € F(N, E).

Per dimostrare la (6.5) si procede come nel Capitolo 4 e, analogamente alla (4.7),

dS / /dv —v-V(flogf)+ Q(f) +log f(v )Q(f)} (6.11)

Procedendo come per la (6.7), usiamo il teorema della divergenza per ridurci ad un integrale
sul bordo di A che si annulla a causa dell'ipotesi (6.2). Abbiamo gia visto che anche
I'integrale in dv di Q(f) € nullo. Nel terzo integrale il termine log f(v) puo essere sostituito

da
%[bg f(v) +log f(v1)]

perché v e v; appaiono simmetricamente in Q(f). Il terzo integrale puo quindi essere scritto

-1 — v d_O'l v Ul U/
/dr/dv/dvl/mv e AL OB OAVICAN
x log[f(v )f(vl)] (6.12)

Poiché la parantesi graffa ¢ antisimmetrica rispetto allo scambio tra velocita entranti ed
uscenti, mentre la sezione d’urto ¢ invariante, per la (6.9), ne consegue che log[f(v)f(v1)]
puo essere sostituito dalla sua parte antisimmetrica, si confronti con la (4.6). Si ottiene
quindi la (6.6). O
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Dalla monotonia dell’entropia segue la dissipativita dell’equazione di Boltzmann e quin-
di il “solito” problema di conciliarla con la reversibilita del sistema meccanico di partenza.
Il meccanismo e simile a quello presente nel gas di Lorentz, ma molto piu sottile. Nel gas di
Lorentz l'irreversibilita nasce da una descrizione incompleta del sistema in cui gli ostacoli
non appaiono esplicitamente e quindi il moto della particella diventa aleatorio. Nel caso di
Boltzmann si ha ancora una riduzione della descrizione, in quanto si osserva solo la densita
di particelle e non, per esempio, la densita di coppie di particelle o altre pit complicate
funzioni di correlazione. Il fatto, per certi versi sorprendenti, e che nel limite I’evoluzione
della densita di particelle diventa autonoma, non dipende quindi dalle correlazioni tra
particelle ed obbedisce appunto ad equazioni chiuse. L’equazione di Boltzmann & quindi
un’equazione ridotta: mentre ’equazione originaria, prima del limite macroscopico, coin-
volge tutte le funzioni di correlazioni ed e reversibile, quella limite e ridotta e dissipativa.
Il fenomeno che consente la riduzione e che e quindi all’origine della dissipativita, si basa
sul fatto che si ottiene una buona approssimazione (esatta nel limite) quando si calcola la
frequenza degli urti come indipendenti da quelli avvenuti nel passato. Si tratta appunto
di una proprieta di debole correlazione tra le particelle che porta alla nozione fondamen-
tale in teoria cinetica di propagazione del caos, introdotta originariamente da Boltzmann
e provata rigorosamente nel corso della dimostrazione della convergenza alla (5.1).

6.2. Stati di equilibrio, distribuzione di Maxwell

La Meccanica Statistica dell’equilibrio studia le proprieta di quegli stati stazionari che
siano termodinamicamente rilevanti. Per il gas di Boltzmann gli stati di equilibrio vanno
allora cercati tra le soluzioni stazionarie della (5.1), che appunto descrive ’evoluzione del
gas nel limite macroscopico. Se f & stazionaria, dovra aversi I(f) = 0 e, non esplicitando
la dipendenza da r,

f(o)f(v) = flo) (V) (6.13)

per ogni coppia (v,v1) e (v/,v]) la cui sezione d’urto ¢ positiva. Infatti, a seguito della
(4.7), I'integrando nella (6.6) & ovunque non negativo. Si osservi che la (6.13) rende nullo
anche Q(f). Scrivendo f(v) = exp{h(v)}, otteniamo

h(v1) + h(v) = h(v]) + h(v") (6.14)

che ¢ certamente soddisfatta se h(v) € un invariante collisionale. Tali sono le grandezze
conservate in un urto, tra cui percio la massa, la quantita di moto totale e I'energia. Quindi

h(v) = a+bv — cv® (6.15)
soddisfa la (6.14) per ogni valore di a, b e ¢. Percio la funzione

f(r,v) == exp{a + cw® — c(v — w)?}, 2cw =b (6.16)
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(con a, ¢ e w che non dipendono da r) ¢ soluzione stazionaria della (5.1). w ha il significato
di velocita media, ¢ infatti il valore intorno a cui la Gaussiana (6.16) ¢ centrata. Se si
restringe € A nella (6.16) e si pone w = 0 si ottiene una soluzione stazionaria della (5.1)
che soddisfa anche la condizione (6.2). Denoteremo lo stato cosi ottenuto con

PIBMY g
fo.p(r;0) = E[%} S BN (6.17)
Dati N ed E, se p e (8 verificano
M 3

allora fg,r € F(N, E).

E inoltre noto che fapa € localmente stabile, nel senso che f; — fz,a se fo € in un
intorno opportunamente piccolo di fz,. La Maxwelliana fg, € non solo un punto di
stazionarieta per S(f;), in quanto I(f) = 0, ma ¢ un massimo per S(f) in F(N, E), come
vedremo fra poco. A priori non & neanche ovvio che S(f) sia limitata, infatti non lo & nella
classe pitt amplia delle funzioni in cui N, ma non E, ¢ fissato. Sia infatti f(r,v) = C per
tutte le coppie (r,v) con 7 € A e |[v] <V, si ponga altrimenti f = 0. Se

4
C|A|§7TV3 =N
allora l'integrale di f ¢ N e
S(f)=—NlogC

Poiché C' — 0 per V' — oo se ne deduce che S(f) — oc.
La condizione che anche I'energia totale sia finita ¢ quindi necessaria e rilevante.

Teorema 6.2.1. Dati A, N e F,
sup  S() = S (fapn) (6.19)

FEF(N,E)
con B e p come nella (6.18). La disuguaglianza nella (6.19) ¢ stretta per f diversa da
fﬁ,p,A-

Dimostrazione.
Per comodita di notazione poniamo
G(r,v) = fgpa(r,v) = Ae= P21 o (6.20)
Definiamo o)
T,
k = ’ 6.21
(r0) = 50 (6.21)
quindi

S(f) = —/Adr/dvG(r, v)k(r,v)[log k(r,v) + log G(r, v)] (6.22)
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L’ultimo termine ¢ uguale a

—/Adr/dvf(r, v)[log A — fmv®/2] = —Nlog A + BE = S(Q) (6.23)

I primo termine nel membro di destra della (6.22) si chiama “I’entropia relativa di f
rispetto a G”. Si ha

S(f) = S(G)—/dfr‘/dvG(r,v)k('r’,v)logk(r,v)

= /dr/dvG r,v)[k(r,v)logk(r,v) — k(r,v) + 1] (6.24)

da cui si conclude che S(f) < S(G), poiché klogk —k +1 >0 per ogni k > 0, e klogk —
k+1 = 0 solo per k = 1. Infatti f(z) = zlogz — z 4+ 1 & una funzione convessa che ha
derivata nulla in x = 1 e f(1) = 0, dal che si deduce che f(z) > 0 per = # 1.

Il teorema ¢ dimostrato. g



CAPITOLO 7

TERMODINAMICA DEL GAS DI BOLTZMANN

Nel capitolo precedente abbiamo determinato la struttura degli stati di equilibrio del
gas di Boltzmann, (caratterizzati da distribuzioni Maxwelliane delle velocita) e possediamo
quindi gli ingredienti per uno studio delle sue proprieta termodinamiche, che svolgeremo
in questo capitolo. Dimostreremo che ’equazione di stato del gas di Boltzmann ¢ quella
dei gas perfetti e proveremo inoltre che valgono per il gas di Boltzmann alcuni principi
della termodinamica che saranno poi utilizzati nel seguito per caratterizzare gli stati di
Gibbs. Completeremo qui la parte del corso dedicata alla Teoria Cinetica, gas di Lorentz
e di Boltzmann.

7.1. L’equazione di stato per il gas di Boltzmann

Le proprieta termodinamiche di una “sostanza omogenea semplice” sono completamente
descritte dalla entropia termodinamica S, che ¢ una funzione S*Y(E,V, N), dell’energia
interna E, del volume V' della regione in cui si trova il gas e del numero totale di molecole
N, ovvero della massa M = Nm.

E noto che dalla concavita di S* discende la validita del secondo principio della termod-
inamica, mentre il primo consiste nell’identificazione della pressione e della temperatura in
termini delle derivate di S*d:

oSt 1 0S5t P
ok vy T oV en T
con P la pressione del gas e T la sua temperatura, che in queste relazioni debbono intendersi

come funzioni di E, V, N. Come relazione tra differenziali, la (7.1) assume ’aspetto
familiare

TdS' = PdV + dE, TdS" = 6Q (7.2)

La quantita di calore §@) scambiata in una trasformazione reversibile ¢ uguale a T'dS'
ed ¢ bilanciata dal lavoro fatto dalla pressione e dalla variazione dell’energia interna. La
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notazione 0() invece della piu naturale d() ¢ mutuata dai testi di Fisica, dove si vuole
sottolineare che d@) non e il differenziale di una funzione di stato, non esiste cioe @) =
Q(FE,V) il cui differenziale sia dQ) = dE + PdV. (Nei testi di analisi si usa abitualmente
I'espressione dX per una forma differenziale dX = ) X;dx; anche quando questa non ¢
un differenziale esatto e quindi non esiste alcun X di cui la forma sia il differenziale, ci
atterremo pero alle notazioni dei ﬁsici)
Il nostro scopo, in questa sezione, & di identificare la funzione S* = S*(E, V| N) nel gas
di Boltzmann. Mentre energia, volume e numero di molecole sono facilmente identificabili in
termini di f, & da considerarsi una ipotesi, peraltro naturale, che I’entropia termodinamica
sia
S'U=kS(fspn), k= una costante, la costante di Boltzmann (7.3)

Abbiamo dunque due entropie, l'entropia S(f) (definita per f “arbitrari” e percio an-
che fuori dall’equilibrio) e I'entropia termodinamica S che ¢ (a meno della costante k)
'entropia S(f) calcolata su uno stato di equilibrio. Abbreviando qui sotto f = fg A,

td:—k;/Adr/dvflogf; /dr/dvf—; N:/Adr/dvf (74)

Percio
Std = —k:N[log LA §10g{6—m}] + kBE (7.5)
m 2 21 ’
3

Dalla (7.5) e dalla (7.6) otteniamo, scrivendo V' = |A|,
S = kNlogV + ; log E] + C (7.7)
dove C non dipende da E e da V. Allora, dalla (7.1),
td 1 k td Pk
(55),, ~r-w (5),, 77" 8

e quindi, dalla (7.6),

1
=—, PV =EkNT 7.9
b= (79)
che e 'equazione di stato dei gas perfetti. Il gas di Boltzmann ¢ dunque un gas perfetto e
la cosa non deve certo sorprendere se si ricorda che il gas di Boltzmann e un gas rarefatto
e che 'equazione di Boltzmann e ottenuta nel limite di Boltzmann-Grad in cui la densita
si annulla. La scelta del fattore k nella (7.3) era ovviamente mirata ad ottenere la (7.9).
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7.2. Pressione cinetica e pressione termodinamica

La seconda delle (7.1) che esprime la pressione in termini di £, V' e N & una legge
termodinamica generale, che si specializza per il gas di Boltzmann nell’espressione (7.9).
La pressione cosl ottenuta ¢ dunque “una pressione termodinamica”, da distinguere da
“una pressione cinetica”, che, come vedremo, si puo definire in base a considerazioni pura-
mente meccaniche. Dimostreremo, in questa sezione, che le due pressioni, termodinamica e
cinetica, sono uguali, ad ulteriore conferma della validita fisica del modello di Boltzmann.

La pressione ha le dimensioni di una forza per unita di superficie. Per misurarla si
supponga mobile una parte della parete A, per esempio A un cilindro e la sua superficie
superiore libera di muoversi nella direzione dell’asse del cilindro. Se solamente soggetta
alla forza esercitata dal gas, la parete si muoverebbe e il gas si espanderebbe. Supponiamo
pero di impedirlo, agendo sulla parete con una forza esterna che la tenga ferma. La forza
per unita di superficie che si deve esercitare sara dunque uguale alla pressione del gas.
La forza esterna, cosi introdotta, altera il moto delle particelle quando e solo quando esse
collidono sulla parete. L’effetto ¢ descritto dalla (6.1): all’'urto la quantita di moto di una
particella varia di

op = —2mu - n(r) (7.10)

con v la velocita della particella prima dell’urto e n(r) la normale esterna a A nel punto
di impatto r. dp e uguale all'impulso della forza esterna sulla particella che collide sulla
parete. Il contributo all’'impulso totale nell’intervallo di tempo ¢ che le pareti forniscono
al gas che urta sull’elemento 0% della parete & ). [—2muv; - n(r)] dove la somma ¢ estesa
a tutte le particelle che nell’intervallo di tempo 0t urtano su 6¥. L’argomento che segue
¢ analogo a quello nel Capitolo 3 per giustificare la (3.23). Una particella (r,v) collidera
entro 0t su 0% se la distanza d(r,63) di r da ¥ e tale che d(r,63) < v -n(r)dt. Quindi il
numero di particelle che collidono con velocita v e

f(r,v)dvv - n(r)d3dt, f= fopn

Percio I'impulso trasferito al gas nel tempo dt e
/ dvf(r,v)v-n(r)[—2mv - n(r)|dtox
v-n(r)>0
La forza per unita di superficie ¢ allora
—/ dvf(r,v)2m[v - n(r))?
n(r)>0

Poiché la forza che il gas esercita sulle pareti ¢ opposta in segno, la pressione cinetica del
gas e

P, = /ML( - dv f(r,v)2mlv - n(r)] (7.11)

Calcolando l'integrale con f = fz, A si trova che Py, = P, con P data dalla (7.8), che era
quanto si voleva dimostrare.
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Si osservi che la (7.11) puo scriversi (ricordando che si ¢ in 3 dimensioni)

mu?

Pcin:/ dvf(r,v)—
- 3

che e proprio l'espressione proposta da Thomson, si veda la voce “1853. Thomson”
nell’elenco degli “Eventi significativi..” alla fine dell’Introduzione.

Concludero la sezione con una derivazione alternativa della (7.11). Sia fi(r,v) una
soluzione dell’equazione di Boltzmann dipendente dal tempo che soddisfi ad ogni istante
le condizioni al contorno (6.13). Sia e un versore in R%, v, = v - e,

w(fy)-e:= /Adr /Rd dv mue fy(r, v)

la quantita di moto totale del gas al tempo ¢ nella direzione e. Si ha

%[ﬂ-(ft).e] = —/Adr/Rd dvvaU-Vft(r,v)]%—/AdT/Rd dvmv.Q(fi)

Ometto la dimostrazione che I'ultimo integrale in dv ¢ nullo. La prova, che sfrutta I'e-
spressione esplicita di Q(f;), € ovvia da un punto di vista fisico in quanto il termine Q( f;)
rappresenta l'interazione tra le molecole del gas di Boltzmann e quindi, trattandosi di forze
interne, non puo contribuire alla variazione della quantita di moto totale.

Per il teorema della divergenza, si ha allora

St == [ v [ drmefoon)ito) = [ drate

dove
7(r,t) = — /Rd dvmuelv - n(r)] fi(r,v)

si interpreta come la densita superficiale di variazione di quantita di moto (nella direzione
e) per unita di tempo. La variazione della quantita di moto & dovuta all’azione di forze
esterne che ¢ naturale pensare concentrate sulle pareti di A. Indicandone con ¢(r,t) la
densita per unita d’area, avremo

d
G- = [ arioine)-o

Supponendo che valga un bilancio dettagliato (r per r) si ha

_ /Rd dvmuelv - n(r)] fi(r,v) = [p(r,t) - €]

All’equilibrio f;(r,v) & la Maxweliana f(r,v) e ¢(r,t) = ¢(r) una densita di forze indipen-
dente dal tempo. Si ottiene allora dalla (7.11)

_Pcin[n(r) ' 6] = [(b(?“, t) ’ 6], ¢(T) = _Pcinn<r)
Cioe la forza per unita d’area esercitata dalle pareti sul gas e diretta come la normale

interna (—n(r)) ed ¢ uguale in modulo alla pressione del gas (come gia visto la pressione
cinetica ¢ uguale a quella termodinamica).
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7.3. Principi variazionali

Nei capitoli successivi studieremo sistemi fisici molto pitt complessi del gas di Boltzmann
in cui non e piu possibile caratterizzarne gli stati di equilibrio mediante considerazioni
dinamiche, come nel capitolo precedente. Conviene dunque discutere, ancora nell’ambito
del gas di Boltzmann, modi alternativi per trovare gli stati di equilibrio. Vedremo che
lo stato Maxwelliano (6.17) ¢ soluzione di diversi problemi variazionali, oltre quello del
Teorema 6.2 in cui ¢ il massimizzante dell’entropia in F(N, E). Inizieremo col dimostrare
che lo stato Maxwelliano minimizza ’energia libera. Daro prima un enunciato e ne discutero
poi l'interpretazione fisica.

Energia libera
Dato T' > 0 (che avra il significato di temperatura) si definisce il funzionale di “energia
libera”

PUY = B —KTS(), 1) = [ ar [[dostrn ™ (712

Definiamo inoltre F(N) come 'unione su E degli insiemi F (N, F).

Teorema 7.3.1. Dati T e N positivi e una regione limitata A, il funzionale F(f)
(definito dalla (7.12)) ha unico minimo in F(N) e il minimizzante é fg,a, con f = 1/kT
e p come nella (6.18). Il minimo di F(f) ¢ l'energia libera termodinamica F*4(T,V,N), si
veda la (7.15) piu sotto.

Dimostrazione.
Si ha
F(f)>H(f)— sup KkTS(9)=H(f)—TS"“(H(f),V,N)
gEF(N,H(f))
Quindi
F(f) > i%f{E —TS"YE,V,N)} = E* - TS"Y(E*,V,N) (7.13)

dove E* & l'unico minimizzante di £ — T'S*Y(E,V, N), esistenza ed unicita seguono dalla
stretta concavita di S*, che per la (7.7) ¢ una funzione strettamente concava di F a V e
N fissati.

Sia f* 'unica Maxwelliana in F(N, E*), poiché H(f*) = E* e S*Y(E*,V, N) = kS(f*),
si ha per ogni f € F(N),

F(f) = F(f")

Inoltre se H(f) # E*, F(f) > F(f*) per I'unicita del minimizzante nella (7.13), mentre
se H(f) = E* e f # f*, allora F(f) > F(f*) perché S(f) < S(f*) per il Teorema 6.2.1.

Abbiamo cosi dimostrato che F'(f) > F(f*) per ogni f € F(N), f # f*. Per completare
la dimostrazione del teorema rimane da far vedere che il valore di §* nella Maxwelliana f*
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¢ 0" = 1/kT. Osserviamo a tal scopo che il minimizzante £* nella (7.13) ¢ un punto di
stazionarieta e quindi

astd) 1
(E*,V,N) == (7.14)
( OE )y N T
D’altra parte per la (7.8), se §* ¢ il valore del parametro 3 nella Maxwelliana f*, allora
05 1
kG* = E*V.N)=—
/6 ( 8E )V’N ( ) ) ) T
Il Teorema 7.3.1 e dimostrato. ]

L’energia libera termodinamica, F*(T,V, N), & definita come

F'YT, V,N) := msin{Etd(S, V,N)—-TS} (7.15)

in cui E*(S,V, N) ¢ definita come segue. Poiché per la (7.1), a V e N fissati, SY(E,V, N)
¢ una funzione crescente di E, essa puo essere invertita definendo la funzione E*4(S,V, N)
che appare nella (7.15), in cui appunto ’energia ¢ interpretata come un potenziale termod-
inamico nelle variabili indipendenti (S,V, N): I'energia libera F' & allora la trasformata
di Legendre di E*. Data la corrispondenza monotona tra E*! e S* 1’inf nel membro di
destra della (7.15) ¢ lo stesso che nella (7.13), da cui si deduce che I'inf del funzionale di
energia libera ¢ I’energia libera termodinamica. U

Reservoir termico
Vogliamo mostrare che il Principio Variazionale contenuto nel Teorema 7.2 corrisponde
alla ben nota legge termodinamica secondo cui I’equilibrio di un sistema in contatto termico
con un reservoir a temperatura fissata ¢ raggiunto minimizzando l’energia libera, e quindi,
all’equilibrio, la temperatura del sistema ¢ uguale a quella del reservoir.

Reservoir termico a temperatura T. Deve intendersi come un sistema fisico “molto
grande in equilibrio a temperatura 7. Matematicamente sara schematizzato come una
successione di sistemi sempre piu grandi in cui temperatura e densita sono sempre le
stesse, il reservoir corrispondera al comportamento limite della successione . Per fissare le
idee scegliamo una successione A,, di regioni crescenti in cui poniamo un gas di Boltzmann
nello stato Maxwelliano con parametri 3 e p™* fissati. Ci riferiremo al sistema nello stato
A,, come alla “approssimazione n-esima del reservoir.

Contatto energetico, pareti termiche. Supponiamo ora di avere il nostro sistema in una
regione A con energia E e numero di molecole N. Se isolato il suo stato di equilibrio e
lo stato Maxwelliano che massimizza l'entropia in F(N, E). Vogliamo invece “metterlo in
contatto termico con il reservoir (ovvero con la sua approssimazione n-esima). Cio vuol
dire che le molecole dei due gas interagiscono tra loro, ma non sono libere di lasciare le
rispettive regioni. Vi e dunque una parete che separa i due sistemi che impedisce migrazioni
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tra I'uno e 'altro, ma che permette scambi di energia. Si suppone allora che lo stato di
equilibrio del sistema complessivo sia raggiunto massimizzando 1’entropia totale

Stot(f) = Ssist(fsist) + Sres(fres) (716)

dove f = f(r,v) & una funzione definita per r € AU A,, (A, ¢ la regione corrispondente
all’approssimazione n-essima del reservoir) e v € R3. fis(7,v) € fres(r,v) sono le restrizioni
di f perr e Aer e A, Il massimo della (7.16) va cercato sulle f € F(E + E,, N, N,),
cioe le funzioni la cui energia totale e la somma dell’energia E del sistema e dell’energia
E,, del reservoir e tali che abbiano N molecole in A e N,, in A,,:

2
/ dr/ dvf(r,v)@:E—i—En
AUA, R3 2

(supponendo per semplicita di scrittura che il reservoir sia costituito dalle stesse molecole

del sistema)
/dr/ dvf(r,v) = N, / dr/ dvf(r,v) = N,
A R3 A, R3

Soluzione del principio variazionale quando il reservoir ¢ in approssimazione n-esima.
Il massimo di Si; puo essere ottenuto cercando prima il massimo relativamente a fq g €
F(E',N,N\) e fres € F(E", Ny, \y,), dove E' e E” sono due qualunque energie tali che
E'+ E" = E + E, e avendo, in questa occasione, esplicitato nell’argomento di F la
dipendenza dalla regione. Si dovra poi massimizzare su E' e E”.

Per il Teorema 6.2.1, al termine della prima operazione si avranno due Maxwelliane
(in A e in A,) con parametri determinati da (E’,|A|, N) e (E”,|A,|, N,). Sotto queste
condizioni ’entropia massima e

SYYE' A, N)+ SE" |AW,N,), E' +E'=FE.=FE+E,
Scrivendo E” in termini di £’ abbiamo
SYUE A, N) + S Eor — E', A, Ny)

che ha come punto di stazionarieta

S (e, |Al, N 05" (e, |A,|, N, 1
ALY _98%e Ml N) L _—
Oe e=E' Oe e=g" Ty
Ricordando la (7.7), le energie che corrispondono alla temperatura 7,24 sono
FE = ngsqN, E" = ;kquNn
Indicando con T la temperatura del reservoir (prima che fosse posto in contatto col sistema)
3

ricaviamo 7,4 come soluzione dell’equazione

3 3 3
Etot — E + ikTNn — §kT§qN + §ij£an
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Abbiamo quindi dimostrato che

3 3
kSt (f) < SY(E' |A|,N) + S*YE",|An|,Ny), E = §kT§qN, E" = ikquNn

Chiamando M) ¢ M le Maxwelliane in A e A, con 3 = 1/kT®9, abbiamo
Stot(f) < Sres( M) + Sest (M)

sist

L'uguagianza vale per f tale che fg = Ms(gt) e fres = ) L’equilibrio, in questa

approssimazione per il reservoir, ¢ quindi descritto dallo stato fg s = MS(IZE € fres = Mr(:s).
Limite per n — +oo. Dividendo per N,,:

N oF
Tearp Ny
AN =T gy

Poiche mN,, = p|A,| diverge per n — o0 si deduce che T2 — T quando n — +00

e quindi che ijs‘g converge alla Maxwelliana con 5 = 1/kT, che per il Teorema 7.3.1
minimizza l’energia libera.

I potenziale termodinamico Q2%
Nella definizione degli stati di Gibbs e conveniente utilizzare un altro Principio Vari-
azionale. Dati T" > 0, A € R (che saranno poi identificati con temperatura e potenziale
chimico) e una regione limitata A definiamo il funzionale

Qf) = F(f) = AN(f) (7.18)
dove f(r,v), r € A, & una funzione regolare; F'(f) (la cui dipendenza da T non ¢ esplicitata)
¢ definita nella (7.12) e N(f) ¢ l'integrale di f.

Teorema 7.3.2. Il funzionale Q(f) definito nella (7.18) ha un unico minimo, Q*, che
é raggiunto per f = fg,a con f=1/kT e con p=mN/|A| tale che

aFtd>
—\ (7.19)
(av)..
dove T', V- = |A| € X sono i parametri che entrano nella definizione di Q(f). Inoltre
Q= _PV (7.20)

con P la pressione per i dati valori di T', V e N.

Dimostrazione.
Procedendo come nella dimostrazione del Teorema 7.2 si trova che I'inf, Q% di Q(f) &
raggiunto su una Maxwelliana e soddisfa la relazione

Qi = ir]\llf{Ftd(T, V,N)— AN} (7.21)
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La (7.19) e l'equazione per i punti di stazionarieta della funzione di cui cerchiamo Iinf
nella (7.21). E vero in generale che, fissati T e V, 'energia libera termodinamica & una
funzione (nel nostro caso strettamente) convessa di N (vedi sotto) e quindi il minimo &
unico e coincide con un punto di stazionarieta. La (7.19) segue allora dalla (7.21). Per il
Teorema 7.3.1 'inf di F(f) ¢ realizzato dalla Maxwelliana con parametro 8 = 1/kT e la
densita p ¢ poi determinata dal valore di N per cui si ha il minimo nella (7.21), che a sua
volta € determinato da A mediante la (7.19).

La convessita in N della F*4(T, V, N) & vera in generale, ma risulta evidente, per calcolo
esplicito, nel caso del gas di Boltzmann: usando le (7.5)-(7.6)

» 3N N/ N 3 3
F (T,‘/,N) %%—ﬁ(logv—k— g{— —5) (7.22)

La (7.19) diventa:

3 1 N 3 1
A= — log— —1 — ——)—I—— 7.23
5 ( “l; 5 (7:29)
che quindi determina N in funzione di A, Ve =1 / KT.
Concludiamo con il calcolo esplicito di ', Indicando con N il valore in cui & raggiunto
il minimo nella (7.21) e usando la (7.23):

N
Q' = YT, V,N) — AN = ~5 (7.24)

che, ricordando che il gas di Boltzmann soddisfa ’equazione di stato dei gas perfetti, (7.9),
dimostra la (7.20). O

7.4. Complementi

Un’altra dimostrazione della (7.20).

La dimostrazione del Teorema 7.3.2 puo far sorgere il sospetto che la validita della (7.20)
sia limitata ai gas perfetti (quale il gas di Boltzmann) e quindi non applicabile quando le
interazioni tra molecole non siano trascurabili, come nei sistemi che considereremo nei
prossimi capitoli. Vedremo qui che la (7.20) discende in realta da leggi generali della
termodinamica. La dimostrazione si basa su due fatti. II primo e, come vedremo, una
semplice identita conseguenza di proprieta delle trasformate di Legendre:

Fth td
v (FELV,N)Y  _ (99(T. P N) (7.25)
aN TV aN TP

dove ®4(T, P, N) ¢ un potenziale termodinamico, 'energia libera di Gibbs, che ¢ data
dall’espressione

YT, P,N) = F*Y(T,V,N) + PV (7.26)
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in cui V' nel membro di destra deve essere pensato come funzione di (7,P,N), V =
V(T, P, N), come vedremo piu avanti.

Il secondo fatto € una legge termodinamica la cui origine verra anche essa discussa piu
avanti. Essa afferma che, fissate temperatura T' e pressione P, I'energia libera di Gibbs
diventa una funzione lineare di N:

YT, P,N) = NO'(T, P,1) (7.27)

che, insieme alla (7.25), implica

A=®(T,P1) (7.28)
e quindi
YT, P,N) = AN (7.29)
Confrontando con la (7.26) si ha allora
AN = F*Y(T,V,N) + PV (7.30)
e quindi
Q4= FYT,V,N) - AN = —PV (7.31)

che era quanto volevamo dimostrare.
Rimangono quindi da discutere le (7.25)-(7.26) e la (7.27). Iniziamo dalle prime.

Dimostrero che o

OF*(T,V,N

9F*(T.V, N) —_p (7.32)
1% TN

Infatti, poiché F*4(T,V, N) & la trasformata di Legendre di E'4(S,V, N), cio¢ dell’energia

come potenziale termodinamico, si veda la (7.15),

OF'YT,V,N) _ [OEY(S,V,N) (7.33)
oV TN n oV SN '

D’altra parte E'4(S,V,N) era stata definita invertendo la funzione S = SY(E,V,N),
cosicché, per definizione,

S = $4(B(S, V. N),V,N)
Derivando quest’ultima rispetto a V' a S e N fissati, si ha

0 dS*(E,V,N) OE"(S,V,N) N 9S'(S,V,N)
B OF VN oV SN oV BN

Usando la (7.1) si trova

GBS VN, (7.3
ov N '

che con la (7.33) dimostra la (7.32). Si puo vedere che la concavita di S*™ in V' implica
la convessita di F* in V e quindi che la (7.32) puo essere invertita, ottenendo cosi V' in
funzione di (P, T, N). La (7.26) ¢ dunque la trasformata di Legendre di F* e la (7.25) ¢
la ben nota proprieta sull’invarianza per trasformazioni di Legendre delle derivate rispetto
a parametri, N in questo caso.
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La (7.27) si basa sulla legge termodinamica che afferma che S, E, V' e N sono grandezze
estensive. L’affermazione ¢ evidente nel contesto del gas di Boltzmann ricordando le (6.3)
e (6.4), per spiegarne il contenuto nel caso generale, consideriamo un gas in equilibrio in
una regione A, e uno identico in una regione A’ uguale alla precedente e nelle medesime
condizioni. Mettiamo poi i due in contatto permettendo scambi di energia e di materia.
Ovviamente il volume del sistema complessivo ¢ il doppio di quello dei singoli e cosi il
numero di molecole (e la massa). Anche l'energia ¢ doppia, ove si trascuri quella di inter-
azione in quanto solo proporzionale alla superficie mentre E € molto pit grande essendo
proporzionale al volume (considerazioni queste che saranno rese precise nel capitolo suc-
cessivo, studiando il limite termodinamico della pressione nel modello di Ising). Mentre
ladditivita di E, V, N & una proprieta ovvia e di natura meccanica (unita alle consider-
azioni precedenti sull’energia di interazione) 'additivita dell’entropia ¢ una ipotesi fisica
che ¢ il vero contenuto della legge termodinamica che stiamo considerando. Questa cioe
afferma che nell’esempio precedente anche ’entropia raddoppia e piu in generale che se r
¢ un parametro reale positivo (r = 2 nell’esempio)

SY(rE,rV,rN) = rS*YE,V,N) (7.35)
Dalla (7.1) si deduce allora che P e T sono invece intensive, cioe che
P(rE,rV,rN)= P(E,V,N), T(rE,rV,rN)=T(E,V,N)
Conseguentemente, ricordando le loro definizioni si trova che
FYT, vV, rN) = rF*(T,V,N)

YT, P,rN) = rd"Y(T, P,N) (7.36)
Si osservi che la (7.36) ¢ esattamente la (7.27), abbiamo quindi completato la dimostrazione

della (7.20) nel nuovo contesto.
In conclusione osserviamo che E', F*d ¢ ' sono legate da trasformazioni di Legendre

oF or oPtd
(aN)Std,V ( ON )T,V ( ON )T,P ( )

e che il potenziale termodinamico Q' & anche esso una funzione estensiva.

Interpretazione fisica del Teorema 7.3.2

Il Principio Variazionale contenuto nel Teorema 7.3.2 corrisponde ad una situazione
fisica in cui un sistema e posto in contatto termico con un reservoir in uno stato di temper-
atura 1" e potenziale chimico A. Si suppone che la parete che divide il sistema dal reservoir
permetta non solo scambi energetici, come nel caso considerato precedentemente, ma anche
scambi di materia, molecole (identiche nel sistema e nel reservoir) possono passare dall'uno
all’altro. L’ipotesi fisica e allora che I'equilibrio complessivo si ottenga massimizzando ’en-
tropia totale su funzioni f che abbiano energia totale e numero totale di particelle fissati.
Nel limite ideale in cui il reservoir & descritto da regioni A,, sempre piu grandi I’equilibrio
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per il sistema ¢ raggiunto minimizzando il potenziale Q'. La dimostrazione di questa
affermazione € omessa.

Principo variazionale per ®
Dati N ed P positivi si definisce il funzionale di “energia libera di Gibbs”

O(f) == H(f) =TS(f) + PV(f) (7.38)
come funzionale sulle funzioni regolari f a supporto in una qualche regione regolare e
limitata A, (il cui volume & indicato con V(f) = |A|). Regioni con lo stesso volume

saranno considerate equivalenti nel prossimo teorema.

Teorema 7.4.1. Il funzionale ® definito nella (7.38) ha un unico minimo raggiunto
per [ = fgpn, dove 3 =1/KT e |A| é tale che la pressione é uguale a P.

Dimostrazione.
L’estremo inferiore dei valori ®(f) ¢

o = ir‘}f{Ftd(T, V,N)+ PV} (7.39)

che si ottiene usando il Teorema 7.3.1, considerando f € F(NN) con supporto in una data,
ma arbitraria regione A di volume V. F'(T V, N) & una funzione convessa di V (a T e N
fissati) come segue dall’espressione esplicita (7.22), ma l'affermazione & vera in generale,
come gia osservato. Inoltre dalla (7.32) (che segue anche dal calcolo esplicito per il gas
di Boltzmann) si deduce che la pressione dello stato che minimizza ® ¢ il valore P che
interviene nella definizione del funzionale ®(f). O

L’analogo fisico del principio variazionale del Teorema 7.4.1 si ottiene introducendo
pareti mobili che permettono di variare il volume del sistema e del reservoir, mantenendo
costante il volume totale; la parete permette scambi energetici ma non di materia. Allora
un sistema in contatto mediante questo tipo di pareti con un reservoir la cui la pressione
sia P e la temperatura 7', raggiunge ’equilibrio per il volume V' per cui si realizza I'inf:

irvlf{Ftd(T, V,N)+ PV}

La dimostrazione di questa affermazione ¢ anche essa omessa.



CAPITOLO 8

MISURE DI GIBBS NEL MODELLO DI ISING

In questo capitolo inizieremo I’analisi delle misure di Gibbs partendo dal caso pitt sem-
plice del modello di Ising che descrive un sistema di momenti magnetici interagenti, spin.
Le misure di Gibbs descrivono gli stati di equilibrio termodinamico del sistema. Sebbene
strettamente parlando, questa sia solo una congettura, essa e tuttavia cosi ampiamente
suffragata da riscontri sperimentali che e generalmente, se non universalmente, accetta-
ta come vera. L’ipotesi di Gibbs costituisce il punto di partenza per la nostra analisi
delle proprieta macroscopiche dei sistemi in equilibrio diretta a stabilire come le grandezze
termodinamiche dipendano dalle forze intermolecolari.

8.1. Il modello di Ising

Gas interagenti

L’energia nel gas di Boltzmann ¢ solo energia cinetica, in quanto limite dell’energia di
un sistema meccanico in cui, per I'ipotesi di rarefazione, I’energia potenziale e trascurabile
(conviene qui pensare al caso di particelle che interagiscono tra loro tramite un potenziale
regolare, repulsivo e a supporto compatto). Infatti le particelle hanno distanze mutue che
divergono nel limite macroscopico, mentre l'interazione ha portata finita. Al contrario, in
solidi, fluidi e in gas non troppo rarefatti, le distanze tipiche tra le molecole sono comparabili
con la portata delle forze intermolecolari e queste ultime percio contribuiscono in modo
effettivo all’energia totale del sistema.

La sola densita di particelle f(r,v) non € piu sufficiente, come nel gas di Boltzmann, per
determinare ’energia. Il fatto e che esistono configurazioni che pur avendo stessa densita,
hanno distanze inter-particellari diverse, conseguentemente le loro energie possono differire
anche drasticamente. Un esempio molto schematico per chiarire questa affermazione. Cal-
coliamo 'energia potenziale di due configurazioni di particelle che per semplicita supponi-
amo su Z. Una ha particelle solo sui siti pari, quindi la sua densita vale 1/2 ed ¢ la stessa
che si ottiene mettendo due particelle in due siti contigui, lasciando poi i due siti successivi
vuoti, riempiendo i due seguenti e cosi via. Se l’energia dipendesse solo dalla densita, le
due configurazioni sarebbero energeticamente uguali, ma se l'interazione interparticellare
ha range minore di 2 ed ¢ diversa da 0 a distanza 1, allora la prima configurazione ha
energia 0 e la seconda una densita di energia finita e non nulla.

69
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In conclusione se la distanza mutua tra particelle & dell’ordine della portata della forza il
contributo energetico di una configurazione dipende in modo complesso dalla configurazione
stessa ed occorre conoscerne ulteriori dettagli, la semplice densita di molecole considerata
sinora non basta piu.

In linea di principio gli stati di equilibrio si dovrebbero dedurre dallo studio asintotico
dell’evoluzione temporale del sistema in un qualche limite macroscopico del tipo considerato
nei capitoli precedenti. Ma 1’evoluzione ¢ molto pit complessa che nel gas di Boltzmann
dove in media le particelle hanno urti solo dopo tempi macroscopici, per cui il cammino
libero medio e anch’esso macroscopico. Nei fluidi invece e dell’ordine delle distanze inter-
molecolari, quindi il numero di urti per unita di tempo macroscopico diverge e 1’analisi
dell’evoluzione € un problema infinitamente piu complesso, sostanzialmente al di la delle
attuali possibilita.

In conclusione, il contesto che vogliamo studiare ¢ profondamente diverso dai prece-
denti e si traduce, a livello macroscopico, in una termodinamica che non e piu quella
dei gas perfetti (I’energia interna non e piu solo cinetica) e, a livello microscopico, nell’e-
sistenza di complesse correlazioni tra le particelle, che non saranno piu distribuite in modo
indipendente.

La nostra analisi si basera sulla congettura che gli stati di equilibrio siano caratterizzati
da un principio variazionale. La congettura ¢ verificata nel gas di Boltzmann, ma a dif-
ferenza da quest’ultimo, il principio variazionale interviene ora gia al livello microscopico,
e non dopo un limite macroscopico, quale quello cinetico di Boltzmann-Grad. L’ipotesi
e tutt’altro che innocua e, come vedremo, per certi versi contaddittoria. Occorre quindi
sottolineare ancora una volta che la vera giustificazione della teoria, al di la di tutte le
considerazioni teoriche, & da ricercarsi nelle moltissime conferme sperimentali.

Avendo cosi abbandonato la speranza di ottenere gli stati di equilibrio risolvendo le
equazioni del moto, conviene, per illustrare pit semplicemente il contenuto dell’ipotesi
di Gibbs, studiare per primi dei sistemi che, essendo fortemente schematizzati, rendono
I’analisi notevolmente piu semplice. In questa ottica va visto il modello di Ising, in cui
sono assenti le velocita e la dinamica non ¢ nemmeno definita! (almeno in modo diretto).
Il sistema fisico cui ci si riferisce ¢ un cristallo, i cui atomi (molecole) sono disposti in un
reticolo regolare, Z¢, d > 1. Lo stato degli atomi del cristallo ¢ in prima approssimazione
caratterizzato dalla magnetizzazione, tutti gli altri gradi di liberta possono considerarsi con-
gelati. Ancora piu drasticamente, assumero che la magnetizzazione abbia solo due valori,
I'uno l'opposto dell’altro. Chiamando nel seguito “spin” la magnetizzazione e scegliendo
opportunamente le unita di misura, possiamo dunque supporre che lo spin assuma solo i
valori £1. II modello di spin e equivalente ad un modello di particelle sul reticolo, lattice
gas, che puo essere studiato anche in alternativa al modello di Ising, si veda I’Appendice

D.
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8.2. Spazio delle fasi ed energia nel modello di Ising

Lo spazio delle configurazioni degli spin in una regione limitata A C Z? ¢ l'insieme
{—1,1}*, i cui elementi sono funzioni su A a valori #1:

o\ = {O’A(x), x € A}, aA(ac) =41 (81)

Lo spin in z € A ¢ il valore o (z) che ha in x la configurazione o,.
L’energia Hy = Ha(oy), con interazione {J(x,y), * # y in A} e campo magnetico
esterno h, e

1
Hy=H" + 1", H=-23 Jeyoa@ouly), H=-hmy  (82)
THY

dove la somma ¢ su tutti gli x # y in A e

ma = ZUA(JU) (8.3)

€A

¢ la magnetizzazione totale.

H/(\J) ¢ lenergia di interazione tra gli spin, —J(z,y)ox(z)oa(y) quella tra gli spin in x
ey. HI(Xh) ¢ invece l'energia di interazione dovuta al campo magnetico esterno h, —hoy(z)
quella del singolo spin in .

11 segno meno nella (8.2) ¢ convenzionalmente scelto in modo che se J(z,y) > 0, allora
I'energia di interazione tra gli spin in x e y € minima quando ox(z) = oa(y) e, se h > 0,
I’energia dello spin in z dovuta al campo esterno ¢ minima quando lo spin ha lo stesso
segno di h, ¢ cioe “allineato” con h. Lo stato di energia minima, se tutte le interazioni
sono non negative, & quindi quello in cui tutti gli spin sono allineati tra loro (hanno lo stesso
valore) e con h. J > 0 corrispondera quindi a sostanze ferromagnetiche, J < 0 a sostanze
antiferromagnetiche e se J ha sia valori positivi che negativi, a situazioni miste in cui alcuni
legami (J(x,y) ¢ “il legame tra x e y”) sono ferromagnetici ed altri antiferromagnetici.

Funzionali termodinamaici, Principi Variazionali
Per conoscere lo stato del sistema dobbiamo sapere come sono distribuiti gli spin, cioe
conoscere la probabilita py(oy) delle varie configurazioni di spin. Come detto nell’intro-
duzione di questa sezione, la presenza dell’interazione introduce correlazioni tra gli spin
che non saranno percio variabili indipendenti e la misura non sara prodotto. E naturale
definire, in analogia con le considerazioni del capitolo precedente, ’entropia di uno stato
[iA come

Sa(pa) = =k > pa(oa) log pa(on) (8.4)

L’energia di pup come
Ex(pa) = By (1a) = hMa(1a) (8.5)
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dove
E (na) = palon)HY(04), Ma(ua) =D pa(on)ma(on) (8.6)

OA OA

Sx, Ex e My sono dunque funzionali sullo spazio M ({—1,1}*) di tutte le probabilita su
{—1,1}%, che ¢ la stessa cosa che dire che sono funzioni di un numero finito di variabili
reali, le pp (o).

La termodinamica di un sistema magnetico ¢ analoga a quella di un sistema di particelle,
interpretando il campo magnetico h come potenziale chimico e la magnetizzazione My
come numero di particelle. Anche a livello microscopico esiste una corrispondenza tra spin
e sistemi di particelle su reticolo, come discusso nell’Appendice D (su questo tema tornero
ancora nel prossimo capitolo). Con questa interpretazione di h e M), il funzionale

QA—E TSA—hMA—EA—TSA, T>0 (87)
corrisponde, nel presente contesto, al funzionale Q definito nella (7.18). Ricordando la
(7.20) definiamo percio il funzionale

1

Iy =
A

{EA - TSA} (8.8)

come il funzionale di pressione nel modello di Ising.

Teorema 8.2.1 ( Misure di Gibbs). Per ogni T > 0, il funzionale Il definito dalla
(8.7) ha in M({—=1,1}*) un unico massimo, psnna, dove 8 =1/kT e

fona(on) = exp{—3Hx(on)} (8.9)

¢ “la misura, (probabilita), di Gibbs, con parametri 3,h, A e interazione J”;
Zgna =Y _exp{—BHx(ox)} (8.10)
oA

¢ “la funzione di partizione” (che é la costante di normalizzazione nella (8.9). Inoltre

HA(MB,}L,A) = 10g Zﬂh/\ (811)

ﬁIAI

Dimostrazione.
Il funzionale I, & funzione delle 214! variabili py (o), a valori, ciascuna, in [0,1]. Le
variabili non sono indipendenti, ma vincolate dalla relazione

> paloa) =1 (8.12)
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Per trovare il massimo useremo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Dobbiamo dunque
calcolare i punti estremali della funzione

F({ualon)}) = Taua) = AD_ paloa) — 1] (8.13)
Ricordando la (8.8):
of 1
TN —W{HA(UA)) + kT log pua (o) +k;T+)\|A]} (8.14)

da cui la (8.9). Per verificare che quello trovato & un massimo basta ricordare che II, &
una funzione concava di uy, conseguenza della concavita di Sy e della linearita di E)j.
Scrivendo g per jigp 4, abbiamo

a (1) = —,Tl‘{mm FRTY plon)| - BHA(on) ~log Zspna] ) (8.15)

da cui la (8.11). O

Osservazioni e Commenti
Si osservi che se J = 0 allora la misura di Gibbs ¢ una misura prodotto, dunque le
misure prodotto rappresentano il “caso semplice” della teoria, quello in cui le interazioni
sono assenti. I casi fisicamente interessanti sono invece quelli in cui le interazioni non sono
trascurabili, ’analisi diventa allora ben piu complessa.
Abbiamo adesso dei candidati per le grandezze termodinamiche del modello di Ising:

Papa =Ua(pgnpn);  Spna = Sa(tsnn);  Espa = Er(ignn) (8.16)
mgna = Z 5,h,A (mA(UA)) (8.17)
oA

Queste grandezze sono rispettivamente la pressione, ’entropia, l'energia e la magnetiz-
zazione del modello di Ising nella regione A. L’identificazione con le variabili termodi-
namiche non e pero veramente corretta, in quanto per essere termodinamiche dovrebbero
essere la prima intensiva e le altre estensive. Invece tutte dipendono, e in modo complesso,
dalla regione A. L’origine del problema e chiarissima, il sistema che stiamo considerando
non € macroscopico, € un cristallo con un numero finito di atomi. Non ha quindi nessun
motivo per esibire un corretto comportamento termodinamico. Da questo punto di vista
I’analisi precedente e certamente una forzatura, avendo applicato un principio variazionale
di natura (e validita) termodinamica e quindi macroscopica ad un sistema microscopico.
Ne stiamo quindi pagando le conseguenze con una termodinamica non consistente. Ve-
dremo tuttavia che queste patologie sono sempre meno rilevanti quanto piu il sistema e
“grande” e scompaiono nel limite in cui A invade Uintero spazio, limite termodinamico (o
MAacroscopico).
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8.3. Limite termodinamico per una successione di cubi

In questa sezione dimostreremo che se I'interazione e invariante per traslazione,

‘](‘Ta y) = J<Oa Y- l‘), per Ogni T 7& Y (818)

e ha range finito, allora la pressione Pgp  definita nella (8.16) diventa sostanzialmente
indipendente da A, se A € un cubo “abbastanza grande”, nella sezione successiva il risultato
sara esteso a regioni piu generali.

Osserviamo innanzitutto che il problema non sussiste se J(x,y) = 0 per ogni = # y. In
tal caso infatti

Za=Y o0 = 3 Y exp{ﬁhZU(JCi)} (8.19)

o(z1)==%1 o(zn)=%1

avendo numerato in un qualche modo, per altro arbitrario, A = {x,..,xy}. Poiché

exp {ﬁh i U(Cﬂi)} = f[eXp {5h0($i)}

posssiamo sommare per primo o(zy) ottenendo 2cosh(Bh), poi o(xy_1) e cosi via otte-
nendo alla fine

N
Zp = [2cosh(5h)] . N =A|

e quindi

1 2 cosh(Bh
Pgpa = IA| log Z) = —ﬁ(@ ) (8.20)

che non dipende da A.
La proprieta di fattorizzazione trovata sopra non e piu vera se J # 0, cioe quando gli
spin interagiscono. Chiamiamo A,, i cubi con 2" siti per lato.

Teorema 8.3.1. Se J(x,y) é invariante per traslazione, (8.18), ed ha range finito,
esiste il limite della pressione Pgj a, per n — 400, il limite verra indicato con Pgy,.

Dimostrazione.
Per semplicita ci restringiamo al caso bidimensionale e scriviamo

Ap=Ap (1)U Ay (4)

avendo diviso il quadrato A, di lato 2" nei quattro quadrati identici di lato 2"~!. Chia-
mando Z, la funzione di partizione relativa a A,,, abbiamo

In= D, ) eXP{—ﬁHAnfl(l)(UAH(l))Jr'--+HAn,1(4)(0An,1(4))—ﬁI} (8.21)

UAnfl(l) UAnfl(‘l)
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dove I ¢ I'energia di interazione tra gli spin di quadrati diversi:

1
I = 5 z;é: W<0An—1(i) UAn—l(j)) (8.22)
i#]

1 e j vanno da 1 a 4,

W <0An 1(3)

oA, i ) Y Y J@yela)ely) (8.23)

TEA, 1(1) yeAn 1()
Possiamo maggiorare |[W (o, _,(1)|oa,_,(j))| scrivendo

W(cmn,l(i) JAn—ﬂj))’ < Z Z

2€AL_1(2) yEAL_1(F)

Ricordando che J(z,y) =0 se |x — y| > R, R il range finito del potenziale, abbiamo

‘W(O’An_l(i) UAn—l(j))‘ S Z Z |J ZE y

EIRAR—1(2) yEAL_1(]F)

dove
SrAn 1 (i) = {xEAnﬂ)(mﬂxAnﬂ))gR}

Si ha allora

W(os oloanm)| < X D @)l
TESRAL—1(7) yeZ?
Se
J = 1J(0,2)] < o0 (8.24)
x7#0
‘W(O‘An_l(i) UAn—l(j))‘ < JR(42n_1) (825)

Infatti il numero di siti z in dgA,_1(7) € la somma del numero di siti sulla frontiera di
A, _1(i), ciod 42771 pit il numero di siti sulla frontiera del quadrato di lato 27! — 1, e
cosl via sino al quadrato di lato 2"~! — [R], [R] la parte intera di R. La somma ¢ quindi
maggiorata da R(42"1).

Dalla (8.22) si ha allora I < 6JR(42" ') e dalla (8.21)

Z;lb_le—6ﬁJR[42"*1] <7 < 23_166@]1«2[42"*1] (8.26)
Chiamando P,, = Pgp a,,, si ottiene

65J2R[42"1
|Pn_Pn—1’ S % (827)

Poiché P, ¢ limitato lo ¢ anche, per la (8.27), la successione {P,} che, ancora per la (8.27)
e di Cauchy e dunque converge. Il Teorema e quindi dimostrato. O

In realta la pressione Pgy 5 € limitata per ogni A e non solo per la successione di cubi
considerata nel Teorema precedente:
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Lemma 8.3.2. Esistono due numeri p+ per cui, per ogni regione finita A,

p- < Pspa <py (8.28)

Dimostrazione.
Per dimostrare la (8.28) si usa la (8.2) per scrivere

1
[Hal < S1A] Y 1J0,2)] + [hlA] (8.29)

Quindi, ricordando che la somma su o ha 2/ termini,

1
olMlg=BIIAl < Zgpa < oA BTIAL I = 5 Z 17 (0,2)| + |A] (8.30)

Da cui la (8.28) con
pr =P tlog2+1 (8.31)

8.4. Limite termodinamico per una successione di van Hove

In questa sezione dimostreremo l'esistenza del limite termodinamico della pressione
Ps . per una qualunque successione crescente di regioni A che invada Z¢ nel senso di
van Hove. Cio esclude regioni in cui il numero di siti “vicini al bordo“ sia comparabile
col volume stesso della regione, per esempio regioni fatte a stella sono escluse da queste
considerazioni.

Si denotera nel seguito con A, un “quadrato” in Z¢ (in realta si deve intendere un
ipercubo d-dimensionale di Z<), di lato m, m un intero positivo. II,, sard nel seguito una
pavimentazione di Z? nei quadrati A,,, con cio si intende che I'unione dei A,, ricopre Z?
e che i A,, sono tra loro disgiunti salvo quelli contigui che hanno una faccia in comune.
Allora, data una regione finita A C Z?, si definisce

N°(A,I1,,) = numero di atomi di II,, contenuti in A (8.32)

N(A,11,,,) = numero di atomi di II,, che hanno intersezione non vuota con A (8.33)

N9 e N sono quindi le misure interna ed esterna di A fatte utilizzando la pavimentazione
IT,,, e cid motiva la definizione seguente:

Definizione 8.4.1 (Il limite di Van Hove). La successione A,, — Z% nel senso di Van
Hove se e una sequenza crescente di regioni finite tali che per ogni pavimentazione I1,,
NO(A,TI
lim ( m)

ML NAT,) S
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Teorema 8.4.2. Se J ha range finito ed ¢é invariante per traslazione, per ogni succes-
sione A,, — Z% nel senso di Van Howve,
lim P/@}LA” = P@h (835)

n—oo

con Py, come nel Teorema 8.3.1.

Dimostrazione.

Dimostreremo il teorema provando che il limite su una sequenza di Van Hove ¢ lo stesso
di quello della sequenza considerata nel Teorema 8.2. Sia A = AUT, con A e I' disgiunti,
allora

Al ] 0A|
Pana — [ Pona + b ,h,r}‘ <I (8.36)
Pana = [y Pana + [y A]
dove
OA = {x €A: esistey ¢ Ae J(x,y) # 0} (8.37)
Ovviamente la (8.26) puo anche scriversi come
[1A1Ps 0 = (1A P s + [T Par]| < 1102 (8.38)

Per dimostrare la (8.36) osserviamo che

Hy=Ha+Hr = > J(x,y)o(x)o(y) (8.39)
zeA yel’
quindi
Hy—[Ha+ Hrl| < >0 ) |J(w,y)] < [0A|T (8.40)
TEOA y#x
La (8.36) segue allora dalla (8.40) e dalla (8.11).
Data una pavimentazione II,,, sia I' la parte di A costituita da cubi 4A,, interamente
contenuti in A, ne denoterd con N° il numero. Sia A" il resto della regione A, cosicché A
& I'unione disgiunta di T' e A™). Usando la (8.36) otteniamo allora

Al|Pana = (IP|Panr + APy non ) | < T1ATIOT) (8.41)
Si osservi che
00| < N°0A,,| (8.42)
Applicando ripetutamente la (8.38), si puo esprimere Ps, r in termini di Pgp a,,, ottenendo
[1A1Ps = Nl Aw| P | < 210D + APy i (8.43)
Si ha
A = A= NO|Au | NOJAL] < Al < NJA,| (8.44)

dove N e il numero di cubi della pavimentazione II,, che hanno intersezione non vuota con

A.
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Riscriviamo la (8.43) usando le seguenti relazioni:
NOA,,| A — N°A,| N — N
— " 1| = <

Al Al N
OA,| |0A| |OA|
ool92m <N =T =2
Al NOAm| A
IAC)]|A] — NOA,,| N N - N°
= <l-—<—
|A| |Al N NO
Si ha allora dalla (8.43)
N — NV 0A,,|
P - P <2 21 4
B8,h,A BhAm| = 2P+ + A (8.45)

Sia A,, come nell’enunciato del Teorema. Ponendo A = A,, nella (8.45), e facendo il limite
per n — 0o, N/N° — 1 e quindi

90,
A

08|
A
Scegliendo A,, come nel Teorema 8.2 si ottiene la (8.35). O

lim inf Pﬁ,h,An Z Pﬁ,h,Am -2 I

1

limsup Pgpa, < Pspa,, +2

8.5. La termodinamica del modello di Ising

La termodinamica di un sistema e determinata dalla conoscenza di uno qualunque dei
potenziali termodinamici in funzione delle corrispondenti variabili indipendenti. Nel nostro
caso ¢ naturale scegliere come potenziale termodinamico la pressione P, del Teorema 8.5.
Perché tale scelta sia termodinamicamente accettabile occorre pero che la funzione abbia
le corrette proprieta di convessita, che assicurano la validita del secondo principio della
termodinamica.

Teorema 8.5.1. La pressione Pgy, definita nel Teorema 8.5 € una funzione convessa
diT=1/kG e h.

Si verifica con conti espliciti che log Z3;, 4 ¢ una funzione convessa di 8 e quindi che
anche Psj, o € una funzione convessa di 7". Analogamente si trova che P3j, o € una funzione
convessa di h. Si usa poi una proprieta generale per cui il limite di funzioni convesse e
ancora convesso. Rimando all’Appendice C per dettagli.
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Il Teorema 8.6 ¢ solo un passo preliminare, ma necessario, per lo studio della termod-
inamica del modello di Ising. Questa risulta avere una struttura estremamente ricca e
fisicamente significativa, al di la forse delle aspettative che una schematizzazione cosi cru-
da come quella del modello di Ising lasciavano supporre. Non e qui il caso di approfondire
I’argomento, ma giusto per dare una idea accennero brevemente al problema della tran-
sizione di fase, che nel contesto presente si riferisce al noto fenomeno di isteresi in sostanze
ferromagnetiche. Ricordando quanto detto nella sezione §8.1, il modello & ferromagnetico
se J > 0. Consideriamo il caso in cui d =2 e J(z,y) = J > 0 se x e y sono primi vicini in
7Z? e 0 altrimenti. Si ¢ dimostrato che esiste 3. > 0, (1/kf3. & la temperatura critica) e per
B < B¢, Pgy ¢ derivabile in h con derivata continua. Se invece 3 > 3., allora la derivata di
Pg ), rispetto a h ha una discontinuita in A = 0. La derivata della pressione rispetto a h ¢
uguale alla magnetizzazione, come si puo vedere quando A ¢ limitato derivando la (8.11).
Quindi la magnetizzazione ad h = 0 (nel limite termodinamico) ha valore diverso a seconda
che la si calcoli partendo da valori negativi o positivi di h, ovvero lo stato termodinamico
ha memoria della storia passata del materiale (i valori del campo magnetico prima di porlo
uguale a 0). Questo ¢ il fenomeno di isteresi che appunto nel modello di Ising appare in
forma molto chiara, in quanto suscettibile di una approfondita analisi matematica, cui ho
solo brevemente accennato.






CAPITOLO 9

MISURE DI GIBBS PER SISTEMI DI PARTICELLE

Scopo di questo capitolo ¢ di estendere a sistemi di particelle nel continuo la nozione
di misura di Gibbs, introdotta nel capitolo precedente per sistemi sul reticolo. Il passaggio
non e affatto banale e solleva non pochi problemi sia di natura tecnica che concettuale. Tra
questi il principale riguarda la stabilita della materia, ovvero la possibilita che il sistema
collassi in stati di densita infinita. I potenziali per cui cido non accade sono “stabili” e
per questi si ha una descrizione statistica, in termini appunto di “ensemble statistici”.
Un ensemble statistico € una misura di Gibbs, ve ne sono di tre tipi: le misure di Gibbs
gran-canoniche, canoniche e microcanoniche, che forniscono rappresentazioni diverse degli
stati di equilibrio del sistema. GIli ensemble statistici diventano pero uguali nel limite
termodinamico, equivalenza degli ensemble, ristabilendo cosi I'univocita della descrizione.

9.1. Stabilita della materia

Considereremo un sistema di particelle puntiformi di uguale massa m, che interagiscono
a coppie tramite forze di potenziale V (|r;—r;|), le ipotesi sul potenziale verranno specificate

nel seguito. L’energia di n particelle nelle posizioni ry, ..., r, con velocita vy, ..., v, € percio
H(riy o oyrp;v1, oy 0n) =T(vg, ooy 00) FU(r, oy 1) (9.1)
dove
I 1
T(vl,...,vn)ziz;mvf; U(rl,...,rn):5;‘/(\7"1-—7"]-\) (9.2)
i= 1#£]

Per ogni regione A in R3, regolare e limitata,' per ogni 3 > 0 e A reale definiamo la misura
di Gibbs uga (nella regione A, con potenziale chimico A e temperatura 7' = 1/k[3) come
la misura di probabilita sullo spazio

U, A=A xR (9.3)
n>0

definita come la misura che ristretta a X, ha densita

%;exp{—ﬁ[HO“l,.“77“71;1)1’,,.71}”)—An]} <94)

Lgi suppone che le particelle siano confinate in A da pareti elastiche.

81
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rispetto alla misura di Lebesgue dry ... dv,. Nella (9.4) Zs A ¢ la funzione di partizione:

=1
Z3pA = —/ dvy. . / dvn/drl..
A nz%n' R3 ! R3 A

./Adrnexp{—ﬁ[H(rl,...,Tn;vl,...,vn)—)\n]} (9.5)

In particolare dalla (9.4) segue che la misura dell’insieme X,,, cioe la probabilita che vi
siano n particelle in A, e

1 1
poan(Xn) Zooan! Jus Ot /Rg ‘ /A "

./Adrnexp{—ﬁ[}[(rl,...,rn;vl,...,vn)—)\n]} (9.6)

La misura di Gibbs ¢ anche chiamata misura di Gibbs gran-canonica per distinguerla
dalle altre misure di Gibbs, che sono le misure di Gibbs canoniche e microcanoniche, che
verranno definite piti avanti.

Osservazioni.

L’espressione (9.4) ¢ analoga alla (8.9) del capitolo precedente, che definiva la misura di
Gibbs nel modello di Ising. Come gia osservato nella Sezione §8.1 e nell’Appendice D, per
passare dagli spin alle particelle si deve cambiare h in A, (campo magnetico in potenziale
chimico) e ciascun spin in una coppia posizione-velocita. Le somme sono quindi sostituite
da integrali.

L’espressione (9.4) avrebbe potuto derivarsi usando principi variazionali come nel mod-
ello di Ising. Il procedimento ¢ simile, ma vi sono alcuni problemi tecnici che ho preferito
evitare. Il fattore n!, nella (9.4) e seguenti, ¢ dovuto alla indistinguibilita delle particelle.
Infatti, usando la (9.4), la densita di probabilita che vi siano n particelle nel sistema e che
gli stati occupati da queste siano (r1,vy)..(rn, v,), (indipendentemente da quali particelle
li occupino), &

Z ! iexp{—ﬂ[H(n-l,...,rin;vil,...,vin)—/\n]} (9.7)

dove la somma ¢ su tutte le permutazioni {4;..i,} di {l..n}. Il generico termine nella
(9.7) ¢ infatti, in accordo con la (9.4), la densita di probabilita che la particella 1 sia
nello stato (r;,,v;,),.., che la particella n sia nello stato (r;, ,v;, ). Osservando che per la
indistinguibilita delle particelle

H(riyy ooy 0y ey 0) = H(r, oo T3 01,000, Uy) (9.8)

la (9.7) diventa
1

ﬁ?A7A‘

exp{—0lH(r1,...,"m;V1,...,0,) — An]} (9.9)
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Quindi la densita di probabilita degli stati (ry,v1)..(rn,v,) (indipendentemente da chi li
occupa) ¢ proporzionale all’esponenziale di —f per I'energia della configurazione, in accordo
con la nota regola di Gibbs.

Abbiamo lasciato per ultima ’osservazione piu importante, cioe che la definizione (9.4)-
(9.6) non ¢ ben posta!l La serie nella (9.5) potrebbe infatti divergere, la (9.6) darebbe allora
probabilita 0 ad un qualunque insieme AX,,: € come dire che vi sono con certezza infinite
particelle nella regione A. Il sistema descritto dall’interazione V' quindi collassa e non e
suscettibile di una descrizione statistica, (almeno nello schema che ho presentato). Di qui
il problema fondamentale di caratterizzare quali siano i potenziali stabili, quelli cioe per
cui non si ha collasso e quindi la misura jig A ¢ ben definita.

Definizione 9.1.1. [l potenziale V' e stabile se esiste un numero reale B tale che

1
U(rl,...,rn)z§ZV((|Ti—Tj|) > —DBn (9.10)
i#]
per ogni intero positivo n ed ogni ennupla 1, ..., 7y.

Si osservi che se la (9.10) ¢ verificata allora la serie (9.6) converge. Viceversa un
potenziale negativo nell’origine non & stabile, cioe se V(x), z > 0, & una funzione continua,
a supporto compatto (ma questa condizione non sara usata nell’argomento che segue) e
negativa in 0, allora la (9.10) non ¢ soddisfatta e la serie (9.6) diverge, come dimostreremo
qui appresso.

Per I'invarianza per traslazione dell’interazione, non e riduttivo supporre che 'origine
sia un punto interno a A. Quindi esistono ¢ e a positivi per cui

{Ir <6} C A V(r)) < —a perognifr| <6

Dall’ultima relazione segue che se le posizioni r;, © = 1,..,n, delle particelle sono tutte in
{|r| < 4} allora
nn—1
U(ry,..,mn) < —a% (9.11)
Poiché l'integrando nella (9.6) e positivo, otteniamo un limite inferiore restringendo il
dominio di integrazione come sopra. Quindi il generico termine nella serie (9.5) ¢ limitato
inferiormente da

[éﬂ_53]n£€ﬁan(n71)/2

3 n!
e percio la serie diverge.

Questo e un problema grave, la teoria che si vuole sviluppare dovra escludere potenziali
importanti quali quelli gravitazionali. Si puo sempre argomentare che vi saranno comunque
altre forze, oltre le gravitazionali, che potrebbero avere un effetto stabilizzante tale da
rendere positivo il potenziale totale nell’origine. Problemi analoghi appaiono quando si
studiano i potenziali coulombiani, in cui pero entra in gioco anche il segno delle cariche.
La teoria e stata ampiamente sviluppata per questi sistemi, soprattutto in un ambito

2= P2 m)?
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quantistico, qui particolarmente rilevante, e costituisce uno dei capitoli di maggior interesse
della Meccanica Statistica.

La condizione (9.10) potrebbe a prima vista sembrare irrilevante, in quanto il potenziale
e sempre definito a meno di una costante additiva, che, se scelta opportunamente, lo
renderebbe alternativamente stabile o non stabile. Si osservi pero che la costante e gia
implicitamente fissata dalla condizione di supporto compatto, (stessa osservazione quando
si richiede che il potenziale si annulli all’infinito).

La possibilita di usare le misure di Gibbs per studiare realisticamente dei fluidi e as-
sicurata dal fatto che i potenziali di Lennard-Jones, che descrivono le interazioni inter-
molecolari, sono stabili e quindi che, per tali potenziali, la definizione (9.4) & ben posta. Si
ricordi che un potenziale di Lennard-Jones ¢ del tipo

V(r))=Alr[7? = Blr[°,  A,B>0 (9.12)

Quindi i potenziali di Lennard-Jones presentano una caratteristica divergenza nell’origine
(con potenza piu alta del numero di dimensioni dello spazio ambiente). Hanno poi un
minimo negativo e crescono all’infinito dove si annullano. Dimostreremo la stabilita di una
classe, C, di potenziali piu semplici di quelli di Lennard-Jones, ma che ne hanno le stesse
caratteristiche enunciate sopra:

Definizione 9.1.2. V/(|r|) ¢ in C se esistono v > d, (d = 3 nel seguito), Vo > 0,
0 < a < b, per cui le sequenti condizioni sono verificate. V(|r|) é una funzione positiva,
regolare e decrescente nell’intervallo 0 < |r| < a, che diverge nell’origine come

V(lr) = r (913
V(lr]) = =Vo per a < |r| <b ed infine V(|r|) = 0 per |r| > b.

Teorema 9.1.3. Ogni V € C ¢é stabile.

Dimostrazione.

La prova mostrera che vi € una compensazione tra il contributo negativo all’energia che
viene dalle coppie di particelle a distanza compresa tra a e b e la parte positiva dovuta
a interazioni con distanza minore di a. Per esempio si potrebbero avere n/2 particelle in
un “intornino” di un punto r e n/2 particelle in un intornino di /, con r e " a distanza
compresa tra a e b. L’interazione di un gruppo con ’altro (se gli intornini sono abbastanza
piccoli) sara allora —Vj(n/2)? che quindi decresce pericolosamente come —n?. Vi & tuttavia
anche un contributo positivo all’interazione totale, dovuto alle particelle in ciascuno degli
intornini che, interagendo tra loro, danno ciascuno un contributo proporzionale a n? e
con coefficiente positivo. Poiché il potenziale diverge nell’origine il coefficiente del termine
positivo risultera, se I'intornino e piccolo, piu grande di quello negativo, di qui la stabilita
dei potenziali in C.
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Scegliamo B > /2 e che verifichi la (9.20) Per n = 0,1 si ha che U = 0, il primo
valore significativo ¢ percio n = 2:

U(ry,r) =V (ry —ra]) > —Vo > —2B (9.14)
Procedendo per induzione, supponiamo che per n — 1 > 2
Ulriy...,Th1) > —B(n—1) (9.15)
per ogni scelta di r1,...,r,_1. Dobbiamo quindi dimostrare che
U(ri,...,m) > —Bn (9.16)
per ogni scelta di r1,...,r,. Supponiamo che
min|r; —r;| = |ry —ra| =0 (9.17)

(basta rilabellare le particelle). Allora

n

U(ri,.or) =U(ra, . m) + Y _V(ri=ril) = =Bn—1)+ Y _V(ri —r]) (9.18)

=2 1=2
D’altra parte
= = 47b%(b — a)
E ) = E ) > VL .
— V([ri —mil) = V() + — V([ri —mrif) 2 V(6) — Vo (4/3)m 83 (9.19)

Infatti il numeratore nell’ultimo termine maggiora il volume della regione a distanza tra a
e b da rq, che & la regione in cui l'interazione con la particella 1 & negativa (e vale —Vj).
(4/3)7? & “il volume escluso”: ricordando la condizione (9.17), nella sfera di raggio § e
centro la posizione di una particella, non vi sono altre particelle. Quindi la frazione nella
(9.19) maggiora il numero di particelle che hanno interazione negativa con la particella 1.
Il membro a destra nella (9.19) ¢ positivo per § — 0, poiché V' (§) diverge come 67, v > 3.
Inoltre si annulla per § — 0o, quindi ha un minimo finito. Ponendo

47b* (b — a)
—B = mi _y, 2P A 2
win {V(6) %(4/3)7r<5/2)3} (9:20)
dalla (9.19) discende allora la (9.16). O

9.2. GIli ensemble statistici

Per i potenziali stabili le (9.4), (9.5) e (9.6) sono dunque ben poste. Possiamo allora
completare I'interpretazione fisica del modello, definendo, in analogia con la (8.11),
1

PBM\»A = mlOg Zﬂ,)\7A (921)
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La pressione Pg ) o dipende dalla regione A, siamo dunque di fronte allo stesso tipo di pa-
tologie incontrate nel modello di Ising. Come in quel caso si risolvono studiando il sistema
nel limite termodinamico in cui A — R?. I risultati sono del tipo di quelli ottenuti nel Capi-
tolo 8, I’analisi non & pero una semplice estensione della precedente, ma considerevolmente
piu complessa. Rinvio quindi il lettore su questo punto alla letteratura specializzata.

Il principio variazionale che sta a monte delle definizioni della sezione precedente si
riferisce a sistemi che scambiano energia e massa con un “reservoir” esterno, in cui tem-
peratura e potenziale chimico sono fissati, si veda, nell’ambito del gas di Boltzmann, il
Teorema 7.3. In molte situazioni il sistema scambia con ’esterno energia ma non massa.
In tal caso ¢ fissata la densita e quindi il numero di particelle n, (poiché la regione A & anche
essa fissa). Si considerano allora misure con supporto su &,,. Tenendo fissa la temperatura,
I’equilibrio si ottiene minimizzando ’energia libera

Fana(i) = ulH) = 755(0) (9.99)

dove i e una qualunque probabilita su X, che abbia una densita simmetrica 2 rispetto alla
misura di Lebesgue che sia H & Ienergia data dalla (9.1); u(H) € I'integrale di H rispetto
alla misura u; S(p) e entropia di p, cioe, indicando con x il punto in &, con dx la misura
di Lebesgue su X, e con f(x) la densita della misura p rispetto a dx/n!,

S(u) = —k /X  fa)log 7(a) (9.23)

(L’analogo nel modello di Ising corrisponde a fissare la magnetizzazione invece del
campo magnetico h). Ometto la dimostrazione che il minimo dell’energia libera € raggiunto
sulla “misura canonica” su A,,, che ha I’espressione

1 1
Auona(@) = 5——ep{=FH(@)}r, o=, v, u)  (924)
B,n,A T
dove Zg . la funzione di partizione canonica:
1
ZgnA = — dvl../ dvn/ dry. : /drn exp{—FH(r,...
n! Jgs RS A A
e TR UL,y Un) ) (9.25)
Corrispondentemente ’energia libera per unita di volume e
1 1
f,@’,n,A = _Fﬁ,n,A<:uﬁ,n,A> = T Al lOg ZB,n,A (926)
Al BIA]

Oltre al numero di particelle, a volte si fissa anche 'energia, impedendo cioe sia gli
scambi di energia che di massa con I’esterno, il sistema ¢ allora isolato. Lo stato di equilibrio
e quello di massima entropia “sulla superficie di energia fissata” e con dato numero di

Qf(rl, ..,Tp) € simmetrica se, per ogni 71, .., 7y, € uguale a f(r;,,..,7; ) per ogni permutazione (i1, .., in)
di (1,..,n).
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particelle. Consideriamo dapprima non un singolo livello di energia E, ma un intervallo,
[E,E+ AE], AE > 0. Sia quindi n il numero di particelle in A e [E, E + AFE] 'intervallo
di energie “permesse”, considereremo cioe solo configurazioni in &), che hanno energia in
questo intervallo. Allora la misura pg apn,a che massimizza I'entropia con questi vincoli e

1
d n = dzl(E < H(x) < E+ AFE 9.27
[E,AEnA(T) Tnamn AR (E<H(r) < E+AE) (9.27)
dove x = (ry1,...,v,), 1(-) ¢ la funzione caratteristica dell’insieme specificato in parentesi; la

funzione di partizione Zg agn.a € la costante di normalizzazione nella (9.27). Si ¢ interessati
al caso limite in cui AE — 0. Supponiamo che la superficie di energia {H(-) = E} sia
regolare, compatta e che il gradiente VH(z) # 0 in tutto {H(-) = E}. Allora il limite
della misura (9.27) quando AE — 0 definisce una misura sulla superficie {H(-) = E'} che
¢ “la misura microcanonica” su {H(-) = E} ed ha la seguente espressione:

1 1 do(x
diupna(Tg) = (zp) (9.28)

ZE,n,A n! |VH(1’E)|
dove do(zg) ¢ l'usuale misura d’area (qui relativa alla superficie {H(-) = E}) e Zgna
la costante di normalizzazione. Ometto la dimostrazione delle affermazioni precedenti e
riporto nell’Appendice E per completezza alcuni dettagli di come si arriva alla (9.28).
L’entropia dello stato (9.27), rispetto alla misura dz/n!AFE ristretta a {£ < H <
E+ AFE}, ¢

dz
SEAEnA = —k/ p(x)log p(x 9.29
(penrpsam MAE () log p(x) (9.29)
dove & = (ry, .., 7 v1, .., v,) € la densita p(x) € quella dello stato (9.27):
1
p(x) = ———1(E < H(z) < E+ AE) (9.30)
ZEAEnA
Percio
SeaEnA = k108 Zp AEaA (9.31)
L’entropia per unita di volume ¢ allora
k
SEAEnA = TA| log Zp apnalAl (9.32)

Abbiamo quindi tre modi per definire la termodinamica del sistema, il primo usando
la pressione e facendo il limite termodinamico a § e A fissi. Alternativamente possiamo
usare l’ensemble canonico e fare il limite dell’energia libera tenendo fisso 3 e facendo
tendere n — oo e A — R? in modo tale che n/|A| converga ad un valore p prefissato.
Infine possiamo usare ’ensemble microcanonico, e fare un limite in cui energia e numero
di particelle divergono insieme a |A|, imponendo che i loro rapporti con |A| abbiano limiti
fissati, (rispettivamente ’energia media e la densita media).

L’equivalenza degli ensemble afferma che la termodinamica che si ottiene nei tre modi
descritti sopra ¢ la stessa, vale a dire se si ricava l’energia libera dalla pressione ottenuta
nel limite del gran-canonico si ottiene ’energia libera ottenuta dal canonico e se si ricava da



88 9. MISURE DI GIBBS PER SISTEMI DI PARTICELLE

quest’ultima ’entropia si ottiene la stessa che nel limite microcanonico. Faccio riferimento
alla letteratura piu specializzata per enunciati precisi e dimostrazioni.



CAPITOLO 10

L’IPOTESI ERGODICA

Saper leggere nelle soluzioni delle equazioni di Hamilton le leggi della Termodinamica,
ecco l'obiettivo, o meglio il sogno di chi fa Meccanica Statistica. Ricordo il mio docente di
Fisica Generale favoleggiare di un matematico infinitamente abile che sapesse veramente
integrare le 10*® equazioni del moto, permettendoci cosi di spiegare tutte le leggi della
Fisica Macroscopica. Nel frattempo si ¢ piu prosaicamente ripiegato sui computer che,
ripagando la fiducia, hanno mostrato come anche con “solo” qualche migliaio di particelle
si possano gia vedere corretti compartamenti macroscopici. Ma non ¢ evidentemente la
stessa cosa che integrare le equazioni del moto, continuiamo dunque ad aspettare la nascita
del super-matematico.

Un progetto, comunque ambizioso, ma apparentemente pitt abbordabile, ¢ quello di cui
ci occupiamo in questo capitolo. Sitratta di trovare 'insieme delle misure di probabilita che
sono invarianti rispetto al flusso temporale indotto dalle equazioni di Hamilton. L’obiettivo,
o forse la congettura, ¢ che in sistemi realistici le misure invarianti (estremali, si veda
pitt avanti) sono le misure microcanoniche di Gibbs, che verrebbero cosi caratterizzate in
termini puramente meccanici senza ricorrere ai principi variazionali usati nei due capitoli
precedenti.

10.1. Sistemi ergodici, frequenze di visite, decomposizione ergodica

Consideriamo dunque un sistema di n particelle in una regione A, n e A dovranno
avere valori fisicamente realistici per descrivere un fluido macroscopico. L’interazione tra
particelle ¢ per esempio determinata dal potenziale di Lennard-Jones, o comunque da un
potenziale stabile e regolare. Inoltre vi sara un potenziale esterno che confina le particelle in
A (talvolta lo si sostituisce con condizioni di riflessione elastica sul bordo di A). Supporremo
che la soluzione delle equazioni del moto sia ben definita per tutti i tempi e definisca un
flusso temporale regolare che indicheremo con S;z, t € R, z il punto dello spazio delle fasi
che rappresenta posizioni e quantita di moto di tutte le particelle.

Una misura (di probabilita) p ¢ invariante se per ogni insieme misurabile A si ha
w(A) = p(S:A), t € R, ;A = {Siz, v € A}. Vogliamo caratterizzare 'insieme M
delle misure invarianti. Osserviamo subito che se p e v sono in M, allora anche ogni loro
combinazione convessa, au+(1—a)v, a € [0,1], ¢ in M. Quindi M ¢ un insieme convesso.

89
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Una misura p € M e estremale se non la si puo scrivere come combinazione convessa di
due misure in M, piu precisamente

p=ap + (1 —a)uy implica py = py = p (10.1)

Chiamando M, l'insieme delle misure invarianti estremali, si ha che ogni elemento p di
M e limite di elementi ottenuti facendo combinazione convesse di elementi di M,. Questo
e il contenuto del Teorema di Krein e Milman che si riferisce pero ad insiemi convessi e
compatti. Si applica allora il teorema all’insieme M=) delle misure ¢ € M con supporto
sull'insieme compatto Q=) = {H(z) < E}, (si considera qui la “topologia debole delle
misure” in M(E) e in questa topologia M(SF) & compatto e si pud cosi usare il Teorema
di Krein e Milman). Per I'arbitrarieta di E si estende poi I'affermazione a tutto M, tutto
I’argomento ¢ tecnico ed ¢ omesso.

Siamo cosl arrivati alla conclusione che bastera caratterizzare M., potendosi poi ot-
tenere ogni elemento p di M come limite di combinazione convesse di elementi di M..

Definizione 10.1.1. p € M ¢ ergodica, i € M., se
A= S;A implica u(A)=0,1 (10.2)

(A un insieme misurabile).

Vedremo pit avanti che M, = M., cio¢ misure estremali ed ergodiche sono la stessa
cosa, ma, per il momento, teniamo distinte le due nozioni e dimostriamo che M, C Mg,.

Lemma 10.1.2. Ogni misura estremale ¢ ergodica.

Dimostrazione.
Sia A = S; A e supponiamo per assurdo p(A) € (0,1). Indicando con A¢ il complemento di
A, definiamo le due probabilita ps e psc ponendo, per ogni insieme misurabile B

~ (AN B) ~ p(A°N B)
pa(B) = LA pac(B) = A

quindi p4 e la probabilita condizionata ad A e p4c la probabilita condizionata ad A¢. Si ha
w(B) = (AN B) + p(A°N B) = p(A)pa(B) + [1 — pu(A)lpac(B)

quindi g € una combinazione convessa di ps e pac (con peso a = u(A)). L’assurdo nascera
dal fatto che p4 e pae sono in M. Per dimostrarlo osserviamo che
wANSB)  p(SiANS:B)  p(AN B)

PGB =T T  way M B
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in quanto u(S:ANS:B) = pu(S:(ANB)) = (AN B). Analogo argomento si applica a pac,
concludendo cosi la dimostrazione del lemma. O

Un insieme invariante ¢ dunque o trascurabile per una misura estremale o ne costituisce
il supporto. Le superfici ¥ = {H(-) = E} sono ovviamente invarianti; inoltre le misure
microcanoniche pg, definite nella (9.28) (ometto alcuni degli indici per semplificare le
notazioni) sono invarianti, l’affermazione & discussa nell Appendice E. Quindi le misure
estremali vanno cercate tra le misure invarianti con supporto in g, (per ogni valore di E).

Ipotesi Ergodica. La misura microcanonica g € ergodica (cioeé se A é un insieme
invariante in Xp, allora ug(A) =0,1).

Come gia affermato (ma non ancora dimostrato) le misure ergodiche sono anche es-
tremali, quindi Iipotesi ergodica afferma che le misure microcanoniche sono estremali.
Non esclude pero che in X vi siano altre misure estremali invarianti, esse pero dovranno
necessariamente avere supporto su insiemi di misura nulla per pg e, “di ufficio”, le esclu-
diamo dalla nostra analisi. L’ipotesi ergodica in un contesto di Meccanica Statistica, si
riferisce a valori fisicamente significativi di A, n ed F. Anche in questa accezione indeboli-
ta essa rimane essenzialmente un’ipotesi che sembra ben lungi dall’essere dimostrata (in
positivo o in negativo), con notevoli eccezioni, perd. Le piu significative sono, in positivo, i
“biliardi di Sinai”, in negativo i sistemi “vicini” a quelli integrabili (Teorema KAM), questi
argomenti saranno discussi brevemente nella Sezione 10.2.

Esiste un modo apparentemente costruttivo per trovare misure invarianti che si basa
sulla nozione di frequenza di visita.

Definizione 10.1.3. Un punto x ha frequenza di visita nell’insieme misurabile A, e
sara indicata con fa(x), se esiste il limite

lim %/o dt 14(Six) =: fa(x) (10.3)

T—o0

dove 14(+) € la funzione caratteristica dell’insieme A.

Alcune proprieta discendono banalmente dalla definizione e la loro dimostrazione e
omessa:
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Lemma 10.1.4. Se z ha frequenza di visita in A e B e ANB = (), allora x ha frequenza
di visita in AU B e

fau(x) = fa(z) + fB(2) (10.4)
Inoltre

fa(Six) = fs,a(x) = fa(x) (10.5)

La (10.4) mostra che la frequenza di visita verifica la proprieta di additivita delle
misure. Vogliamo quindi fissare x e cercare di interpretare fa(x) come una misura, la
(10.5) ci permettera poi di concludere che la misura ¢ invariante. Per definire una misura
(nella teoria della misura di Lebesgue) occorre far variare A nella o-algebra degli insiemi
misurabili (nel nostro caso i Boreliani di ¥ ). La richiesta che la frequenza di visita in «
esista per una classe cosi vasta di insiemi, quali i Boreliani, e troppo forte e rischiamo di non
trovare alcun z che la verifichi. Questo € un punto tecnico su cui non vorrei soffermarmi,
diro comunque che un modo per aggirare il problema ¢ di introdurre una classe molto
piu piccola di insiemi, che indichero con A. Si sceglie A come “un’algebra” numerabile
di insiemi misurabili; inoltre A ha la proprieta che se una misura e definita su A essa si
estende univocamente ad una misura (astratta di Lebesgue) su tutti i Boreliani. Quindi se
la frequenza f4(x) esiste per un dato = per tutti gli insiemi A € A, allora esiste un’unica
misura v, sui Boreliani tale che

vy (A) = fa(x) per ogni A € A (10.6)
Si ha anche che
Ve EM,  Vp =Us,, (10.7)

Rimane per6 ancora da dimostrare che esistano x con frequenza di visita su tutti gli A di
A, ma qui interviene in aiuto il Teorema di Birkhoff:

Teorema 10.1.5. Se u ¢ invariante, per ogni insieme misurabile A esiste un insieme
X = X(A), tale che per ogni x € X la frequenza di visita in A é ben definita, inoltre

u(X) =1 (10.8)

u(A) = /X u(dz) fa(z) (10.9)

Poiché un’intersezione numerabile di insiemi di misura 1 ¢ non vuota ed ha misura
1, usando il Teorema di Birkhoff (con p = pup nelle nostre applicazioni alla meccanica
statistica), ne concludiamo che esiste un insieme X (Xzp C X nel nostro caso) di misura
1, in cui sono ben definite le frequenze di visita su tutti gli insiemi di A. Per quanto detto
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precedentemente esistono su tutto X misure invarianti v, che verificano la (10.6). Si ha
allora dalla (10.9),

u(A) = /X p(dx) vy (A) per ogni A € A (10.10)

e poiché la misura ¢ completamente e univocamente specificata dai suoi valori su A, ne
consegue (con un argomento che ometto) che

u(A) = / p(dx) vy (A) per ogni Boreliano A (10.11)
b

Lemma 10.1.6. Se u € M, allora esiste x per cui i = v, ed inoltre l’insieme
Clz) ={y:v, = v} (10.12)

ha misura 1,

p(C(z)) =1 (10.13)

Dimostrazione.
Dimostriamo che per ogni A, v,(A) & p-quasi ovunque costante. Supponiamo per assurdo
che cio non sia vero, esisteranno allora A, e 8 € (0,1) per cui definendo

Y = {y: 1,(4) < 5} (10.14)
si ha u(Y) =: a € (0,1). Definiamo allora le probabilita
1 1
0(B) = 5 [ (B, B) = s [ty (B) (10.15)

p1 € pz sono invarianti in quanto per ogni y, v, ¢ invariante. Inoltre p; # p, in quanto

p2(A) > B > p1(A). Ricordando che u(Y) =a € (0,1) si ha

o (B) + (1= a)pa(B) = [ uldy)y(B) = u(B) (10.16)

avendo usato la (10.11).
Siamo dunque arrivati ad un assurdo perché per ipotesi i ¢ estremale. Sappiamo dugnue
che per ogni A esiste un insieme Y, tale che

p(Ya) =1, p(A) =v,(A) per ogniy € Yy (10.17)
Chiamando X = Nyc4Yy, si ha
w(X)=1, p(A)=uv,(A) perogniyec XeAecA (10.18)

Si ha quindi che per z € X, p e v, coincidono su A, ma allora per la proprieta gia citata di
A, coincidono su tutti i Boreliani. Abbiamo quindi dimostrato che esiste x per cui p = v,
inoltre C'(z) 2 X e la (10.13) discende dalla (10.18). O
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Concludiamo questa discussione sulla struttura delle misure invarianti dimostrando che
le misure ergodiche coincidono con le estremali. Premettiamo il lemma seguente:

Lemma 10.1.7. u ¢é ergodica se e solo se tutte le funzioni invarianti (cioe tali che
f(x) = f(Six)) sono pu-quasi ovunque costanti.

Dimostrazione.
Se tutte le funzioni invarianti sono p-quasi ovunque costanti ne segue che anche le funzioni
caratteristiche di insiemi invarianti sono p-quasi ovunque costanti, tali insiemi hanno allora
misura 0 o 1, dunque p € M. Viceversa, sia 1 € Mg Se esistesse una f invariante
f(z) = f(Six) e non u-quasi ovunque costante, allora esisterebbe a per cui gli insiemi

A= {f(x)<a}, B:={f(x)>a)

hanno entrambi misura g non nulla e sono invarianti, che contrasta con l'ipotesi che pu sia
ergodica. [

Lemma 10.1.8. Le misure ergodiche sono tutte e sole le misure estremali, Mg = M.

Dimostrazione.
Per il Lemma 10.1.2 bastera dimostrare che M, C M..

Dimostriamo che se p1 € Mg, allora esiste  per cui p = v, ed inoltre I'insieme C(z)
definito nella (10.12) ha misura 1,

p(C(z)) =1 (10.19)

Infatti, essendo la frequenza di visita f4(x) invariante, fa(z) = fa(Six), si veda la (10.5),
fa(x) ¢ p-quasi ovunque invariante. Esiste allora un insieme Y, u(Y) = 1, tale che pu(A) =
vy(A) per ogniy € Y e A € A Prendendo z € Y si ha allora p = v, su A, e, per
conseguenza su tutti i Boreliani, inoltre C'(x) 2 Y da cui la (10.19).

Supponiamo ora

p=au + (1 —a)u, «acl0l], uy, e M (10.20)
Per la (10.19)
1=am(Cx)) + (1 —a)us(C(z)), implica p;(C(z)) =1
Usando la (10.11), per ogni Boreliano A

i) = [ ) () = [ uldy) v (4) = va4) = (1)

C(z)

Quindi g = ps = p e p € M. O
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10.2. 1 biliardi di Sinai e il Teorema KAM

L’ipotesi ergodica come detto ¢ essenzialmente un’ipotesi ben lungi dall’essere prova-
ta o disprovata in modelli realistici di fluidi fisici. Per capirne ’essenza la discuteremo
nell’ambito di sistemi pit semplici dove ’analisi puo essere spinta piu in avanti.

Iniziamo dai sistemi non ergodici. Il prototipo di sistema intregrabile (e quindi non
ergodico) ¢ il sistema degli oscillatori armonici. La superficie di energia costante ¢ in
questi casi foliata da tori invarianti, come si ottiene diagonalizzando ’hamiltoniana in
modi normali. Si e a lungo creduto che questo fosse un caso per cosi dire eccezionale e
che il fenomeno sparisse non appena si fossero aggiunte interazioni non lineari in grado di
accoppiare i modi normali. Con una qualche sorpresa Fermi, Pasta e Ulam, [16], hanno
trovato in simulazioni numeriche con il computer (per la prima volta, credo, utilizzato a
questi fini) che “piccole perturbazioni” non bastano per distruggere i tori. Esiste infatti
una soglia di caoticita al di sotto della quale persistono orbite periodiche mentre al di sopra
il fenomeno scompare e le orbite invadono densamente le superficie di energia costante.

Questo comportamento e in realta “generico”, come dimostrato nella teoria KAM,
sviluppata a partire dai lavori di Kolmogorov, Arnold e Moser. Nei casi di interesse in
Meccanica Statistica il fenomeno non e forse del tutto rilevante perché la crescita del
numero dei gradi di liberta, quando si considera il limite termodinamico, dovrebbe pero
diminuire fino ad annullare, nel limite, la soglia di caoticita. La questione e comunque di
grande interesse in molte altre applicazioni, come per esempio in astronomia, nello studio
delle orbite dei pianeti, dei satelliti,...

Cosa rende un sistema ergodico? consideriamo il caso semplicissimo di un unico punto
materiale che si muove nel piano all’interno del quadrato ) di lato 1 e con riflessioni
elastiche sulle pareti. La superficie di energia costante e allora rappresentata da ) x C,
C' la circonferenza unitaria i cui punti 6 sono le possibili direzioni della velocita, (rispetto
all’asse x). Ad ogni urto sulle pareti la velocita cambia perché si inverte la componente
lungo I’asse = oppure quella lungo 'asse y, a seconda della parete su cui avviene I'urto.
Quindi § — 7 — 6 oppure  — —0. 1l sistema non e ergodico poiché la funzione

f(q,0) :==cos20, (q,0)eQ xC

e una costante del moto.

L’evoluzione cambia radicalmente se la si modifica introducendo ostacoli “dispersivi”,
per esempio un ostacolo costituito da un cerchio con centro il centro del quadrato e diametro
minore del lato (del quadrato). In un suo celebre teorema, [52], Sinai ha dimostrato
I’ergodicita di questo sistema. L’analisi porta in realta a conclusioni molto piu forti, per
certi versi persino sorprendenti, che discutero brevemente a conclusione del Capitolo.

Per molte condizioni iniziali, (quasi tutte, nel senso della misura) 'ostacolo nel centro
ha l'effetto di “disordinare il moto” e renderne “complesse” le traiettorie. Supponiamo
di dividere (Q x C' in due parti distinte, ottenendo cosi una partizione della superficie di
energia costante in due atomi, per esempio in accordo al segno della componente x della
velocita, oppure dividendo in due () ignorando le velocita, o in qualunque altro modo. Si
osservi poi il moto del punto a multipli interi di 7, 7 > 0 una fissata unita temporale.
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Il moto definisce allora una successione numerica di 0 e di 1, I'ennesimo elemento della
successione ¢ determinato dall’atomo in cui si trova il punto al tempo n7: ¢ 0 se il punto
al tempo n7 ¢ nell’atomo 0 e 1 se accade il contrario. !. La sequenza cosi ottenuta dipende
dalla traiettoria del punto ovvero dalla posizione e velocita iniziali. Molte domande sulla
struttura dell’evoluzione possono essere formulate in modo naturale come proprieta delle
sequenze. Per esempio la tendenza del moto a privilegiare parti dello spazio delle fasi puo
essere espressa quantitativamente mediante una opportuna scelta della partizione e con la
semplice domanda se vi siano piu 0 o piu 1 nelle sequenze. O meglio, poiché questi saranno
entrambi infiniti, si dovra parlare di frequenze relative dei valori 1 e 0 nella successione,
cioe, per esempio, del limite

con fy il numero di 1 tra i primi N elementi della successione. Poiché il sistema e ergodico,
come dimostrato da Sinai, in quasi tutte le sequenze le frequenze relative di 0 e di 1 sono
ben definite e hanno lo stesso valore, 1/2, (se i due atomi della partizione hanno la stessa
misura microcanonica).

Si consideri ora la sequenza di 0 e 1 generata dai valori pari o dispari che appaiono ad
un dato tavolo di roulette (ignorandone lo 0). Si consideri poi idealmente l'insieme di tutte
le possibili ripetizioni dell’esperimento, lo spazio delle sequenze aleatorie cosi ottenute ¢ un
esempio di processo stocastico. Il caso ideale di roulette non truccata definisce il processo di
Bernoulli. Anche in questo caso si pone in modo naturale la domanda se in ogni sequenza
vi siano piu 0 che 1, [di importanza fondamentale per chi gioca alla roulette!]. Qui la
risposta ¢ piu facile ed ¢ data dalla legge dei grandi numeri, che afferma che la frazione di
0, o 1, & uguale alla loro probabilita, cioé 1/2. Da questo punto di vista non vi ¢ differenza
dal caso precedente. Nasce quindi in modo naturale la domanda: se vi viene presentata
una sequenza di 0 e 1 potete capire se essa e stata generata dal biliardo di Sinai o dalla
roulette di qualche casino? In altre parole la struttura delle sequenze ¢ diversa nei due
casi? Naturalmente per rispondere bisogna capire cosa vogliamo intendere per struttura di
una sequenza, comunque in un senso “molto forte” ? i due sistemi non sono distinguibili,
sebbene la loro origine sia completamente diversa. Otteniamo cosi il risultato paradossale
che le orbite deterministiche di un sistema semplice come il biliardo di Sinai hanno una
struttura estremamente complessa e sono in certa misura indistinguibili da quelle prodotte
da processi completamente aleatori.

E facile immaginare che interazioni piu complesse come quelle presenti in sistemi con
molte componenti e di interesse in Meccanica Statistica, dovrebbero aumentare ’aleatorieta
del comportamento e favorirne le proprieta ergodiche. Manca tuttavia una prova di tali
affermazioni che rimangono problemi aperti e di fondamentale interesse per una derivazione
della Meccanica Statisica nell’ambito della Meccanica Classica.

1Questa prescrizione va sotto il nome di dinamica simbolica, poiché un punto & codificato da una
successione di simboli, 0 ed 1 e la sua evoluzione equivale a leggere sequenzialmente i simboli della
successione

2che pero richiede nozioni piu sofisticate che mi impediscono di approfondire I’argomento in questa
sede
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10.3. La questione ergodica e le osservabili macroscopiche

Nel centenario della morte di Boltzmann, qualche anno fa, I’Accademia dei Lincei
ha organizzato un convegno sul testamento scientifico lasciatoci da Boltzmann. In quella
occasione si e assistito ad un acceso dibattito sul ruolo e la rilevanza della questione ergodica
in Meccanica Statistica, con un partito schierato a favore ed un altro contro. I favorevoli
cercano di spiegare l'irreversibilita dei fenomeni macroscopici in termini di “buone proprieta
ergodiche” dei sistemi dinamici. L’approccio cerca di caratterizzare queste proprieta e di
classificare i sistemi in base a quante di queste essi verifichino. Oltre 'ergodicita si parla
in questo ambito di forte instabilita delle orbite e caoticita di queste, proprieta possedute
da sistemi iperbolici di Anosov e loro generalizzazioni, tra cui i biliardi dispersivi di Sinai
citati nella sezione precedente. L’insorgere di fenomeni di turbolenza puo essere incluso
in questo schema in termini di “attrattori strani e sistemi che verificano 'assioma A”.
Queste idee sono state inoltre usate recentemente per studiare sistemi stazionari, ma fuori
dall’equilibrio, come per esempio sistemi di particelle elettricamente cariche con correnti
stazionarie dovute a forti campi elettrici, sistemi che non sono descrivibili in termini di
misure di Gibbs.

Queste linee di ricerca si sono sviluppate nell’ambito dello studio dei Sistemi Dinamici
dove hanno avuto notevole successo, ma, come d’altronde l'ipotesi ergodica, non ¢ affatto
chiaro che modelli realistici di fluidi verifichino queste “buone proprieta ergodiche”. Ovvia-
mente, se si crede che esse siano essenziali dovranno ben essere verificate, in quanto i fluidi
hanno comportamenti irreversibili, ma una dimostrazione matematica ¢ ben piu ardua che
stabilire I'ergodicita pura e semplice.

Il partito contrario parte dall’osservazione che le proprieta enunciate sopra possono es-
sere verificate anche in sistemi con pochi gradi di liberta, si hanno esempi di questi nella
classe dei sistemi iperbolici di Anosov. Ovviamente tali sistemi non hanno per definizione
nulla di macroscopico, dovra dunque intervenir ad un certo punto qualche altra proprieta
piu specifica della natura macroscopica. In un seminario sull’origine dell’irreversibilita,
alcuni anni fa, a Roma3, Lebowitz centrava la sua analisi sulla nozione di “osservabili
macroscopiche”. Il suo argomento mirava a sostenere che le osservabili macroscopiche
sono essenzialmente costanti sulle superficie Xz di energia costante (per valori realistici
dei parametri). Non ha quindi importanza se la misura microcanonica si decompone (non
essendo estremale) o se le orbite su X g sono instabili o ordinate, in qualunque caso il valore
delle osservabili macroscopiche e lo stesso. Il punto di partenza di Lebowitz e che un’osserv-
abile macroscopica puo essere descritta in termini di medie spaziali di un’osservabile locale.
In questa accezione 'ergodicita discussa nella Sezione 10.1 si traduce in ergodicita rispetto
al gruppo delle traslazioni. Dopo un opportuno limite termodinamico la nozione assume
un significato matematicamente preciso e la teoria si sviluppa con una dimostrazione di un
teorema generale di struttura che afferma che le misure di Gibbs estremali sono spazial-
mente ergodiche e quindi per tali misure le osservabili macroscopiche sono quasi ovunque
costanti.

Ho citato cosi fugacemente questi argomenti non tanto per darne una vera presen-
tazione, ma soprattutto per mostrare che la costruzione di una teoria della meccanica
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statistica € ancora un problema aperto che appassiona molti scienziati.



Parte 2

Complementi






APPENDICE A

Teoria dello Scattering

Le prime due sezioni di questa appendice sono dedicate al problema dei due corpi, la
terza allo scattering da potenziale e, in particolare, al calcolo dell’angolo di scattering. La
Sezione A.4 ¢ un complemento di teoria della misura in cui si studiano le trasformazioni
delle misure in spazi Euclidei di dimensione finita; si discutono casi di interesse fisico come
la legge di conservazione della massa nei fluidi e il teorema di Liouville sull’invarianza della
misura in sistemi conservativi. Le applicazioni allo scattering sono trattate nella Sezione
A5 dove si introduce la nozione di sezione d'urto (differenziale e totale). Nella Sezione A.6
si svolgono in maggior dettaglio le considerazioni di Teoria Cinetica discusse nel Capitolo
5.

A.1. 1l problema dei due corpi

Il problema dei due corpi riguarda il moto di due punti materiali di masse m e ms che
si muovono in R3. Siano 7, e 75 le loro posizioni riferite ad un sistema inerziale, v, e vy le
velocita, Fi(ry, ) la forza che il punto 2 esercita sul punto 1 e Fy(rq,72) la forza sul punto
2 esercitata dal punto 1. Le equazioni del moto sono allora

d? d?
@mlrl :Fl(Tl,T’Q), ﬁmngzFQ(Tl,Tg) (Al)
Se e verificato il principio di azione-reazione,
Fi(r,r) = —Fy(r1,72) (A.2)

sommando le (A.1) si ha
myv1(t) + move(t) = myvy(0) + movy(0) (A.3)
che esprime la conservazione della quantita di moto totale. Poiché il baricentro rg e la
velocita vg di due masse my e mo nei punti r; e ro con velocita vy e v9 sono
miry + mar miv1 + Mav
ro = T 22’ g = T 2U2 (A.4)
mi + Mo mi1 + mo

la (A.3) quindi equivale a dire che la velocita vg del baricentro e costante.
Supponiamo ora che il sistema di forze sia invariante per traslazione, cioé che

Fi(ry,re) = Fi(r1 —r,0) = F(r; —ry) (A.5)
101
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Dividendo la prima delle (A.1) per m; e la seconda per my, sottraendo poi I'una all’altra,
chiamando
r(t) == r(t) — ro(t) (A.6)
otteniamo
d2 m1Mmse
—mr(t) = F(r(t)), m=—— A7
ami(t) = F(:(0) i (A7)
che ¢ I'equazione del moto di un unico punto materiale di massa m (la “massa ridotta”)
che si muove nel campo di forze F.
Il problema dei due corpi si riduce cosi al problema ad un corpo solo, equazione
(A.7), in quanto r1(t) e ro(t) possono essere espressi in termini di r(¢) e rg(t). Infatti
la trasformazione da ry, 7y a r,rg, definita dalle relazioni

mary + mares = Mrg; 11 —19 =T M =m; +msy (A.8)

puo essere invertita trovando

r =rqg+ %T; To =Tg — %T (AQ)

A.2. Forze centrali

Specifichiamo ulteriormente la forza F' supponendola centrale, cioe

F(r) = (D (A.10)
con f una funzione reale di variabile reale. In gran parte della trattazione supporremo,
per semplicita tecnica, che f(x) sia C*°, cio¢ infinite volte differenziabile in [0, 00) e con
supporto compatto, nulla cioe al di fuori di un intervallo limitato. Sono ipotesi di comodo e
spesso non necessarie, commenteremo esplicitamente i casi in cui gli argomenti vadano se-
riamente modificati per includere nella teoria casi fisicamente interessanti quali i potenziali
gravitazionali e le forze di Lennard-Jones (che descrivono interazioni inter-molecolari).

Poiché la forza F(r) & diretta radialmente, cioe come r/|r|, essa & conservativa: infatti,
dati comunque a > 0 e V'(a), si definisca

V(|r|) :=V(a) + /T drf(x) (A.11)

V(|r|) e il potenziale di F, infatti ¢ facile calcolare il gradiente del membro a destra della
(A.11) e trovare che

F(r)=-=VV(|r|) (A.12)
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Poiché la forza F' ¢ conservativa, ’energia si conserva. Con riferimento alle (A.1), molti-
plicando (scalarmente) la prima per v; la seconda per vy e poi sommandole, si ottiene

Buot) = Smaon(t)? + Smava(t? + V() = Fu0) = Bow (A.13)
Analogamente, moltiplicando la (A.7) per v(t), si ha
E@:%Wﬁf+VW®D:ﬂ®EE (A.14)
Differenziando la (A.9) rispetto al tempo e sostituendo nella (A.13) si ottiene
FEiot = %Mvé +E (A.15)

La trasformazione (A.8)- (A.9) diagonalizza il sistema “separandone le variabili” e I’energia
totale ¢ somma di energie relative a variabili “separate”.
Tornando alle (A.7) e (A.10), otteniamo

2
d
~ mr = — = Al
7“/\dt2mr 0 = dt[r/\mv] 0 (A.16)
da cui la conservazione del momento angolare:
r(t) Amu(t) = r(0) Amo(0) = K (A.17)

Dalla (A.17) si deduce che per ogni ¢
K L r(t) (A.18)

Quindi il moto r(t) si svolge nel piano perpendicolare a K (specificato dalla condizione che
contenga 7(0)), ho supposto K non nullo. Se invece K = 0, allora r(t) e v(t) sono paralleli
ed il moto e unidimensionale.
Nel caso K # 0, introduciamo coordinate polari R e # nel piano in cui avviene il moto:
r(t) = R(t)n(6(t)), n:%T (A.19)
r
Percio

v(t) = R(t)n(0(1)) + R(t)é(t)Z—Z(e(t)) (A.20)

dn/df ¢ il versore ottenuto ruotando n di 7/2 in senso antiorario. Infatti, in coordinate
cartesiane,

n(0) = (cos@,sin @)
quindi
dn(0)
do
Usando le equazioni (A.17) e (A.20) otteniamo
R(t)%0(t) = mR(0)%0(0) =: k (A.21)
0)

m
Esprimendo v* mediante la (A.2

= (—sin#, cosf)

abbiamo

v? = R? + (R6)? (A.22)
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(poiché n e dn/df sono versori mutuamente ortogonali). Ricordando la (A.14) ed usando
la (A.21), abbiamo allora

%mR(t)z +Vaa(R(t)) = E (A.23)
Veg(R) = V(R) + %mRQ [mﬁ?} =V(R) + %;2 (A.24)

Le relazioni (A.21) e (A.24) esprimono R e § in termini di R e 6, il moto & quindi risolto,
a meno di quadrature.

A.3. Scattering da potenziale

Lo spazio delle fasi per un punto materiale che si muove in R? ¢ I' = R3 x R3, i cui
elementi £ sono le coppie (r,v), posizione e velocita del punto. Sia S, £ € T, t € R,
il flusso temporale soluzione della (A.7), cio¢ la traiettoria (r(t),v(t)) =: Si{ & soluzione
della (A.7) con dato iniziale (r,v) = ¢ € I

Lo spazio delle fasi puo essere diviso in tre insiemi disgiunti: lo spazio dei moti limitati
nel passato e nel futuro:

Thound = {(r, v) rsup|r(t)] < oo} (A.25)

teR

lo spazio dei moti illimitati sia nel passato che nel futuro:
Pt = { (r0) 2 Tim_|r(t)] = o0} (A.26)

e, infine, lo spazio dei moti rimanenti, ['compi, cioe limitati nel futuro, ma illimitati nel
passato e viceversa.

Le orbite in I'youna sono confinate in regioni limitate di I' e rappresentano gli stati
“legati” o “bound states” del sistema. Quelle in 'y, invece si allontanano indefinitamente
e sono quindi asintoticamente libere, al di fuori cioe della portata delle forze, sia nel passato
che nel futuro. (L’ipotesi che la forza abbia range finito permette di dare un senso letterale
a questa affermazione che pero mantiene una sua validita anche quando le forze hanno range
infinito, ma decadono abbastanza velocemente). Le orbite in I's.a sono dette di scattering
e sono quelle che studieremo nel seguito, ma, come vedremo, questo studio coinvolgera
anche I'analisi delle orbite in I'compi, che avranno infatti un ruolo importante.

La situazione fisica che si vuole descrivere e quella che si riscontra in un esperimento
di scattering in cui si “spara” contro un ostacolo (rappresentato da un campo di forze
centrali, “scattering da potenziale) un fascio di particelle (o, equivalentemente da un punto
di vista matematico se le forze, come supporremo, sono centrali, nel far collidere due fasci di
particelle dirigendoli I'uno contro 1'altro). Supporremo almeno inizialmente che il fascio di
particelle incidenti sia monocromatico, cioe che tutte le particelle abbiano la stessa velocita
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v" (diretta come ’asse delle z negative). Se fotografiamo la situazione al tempo 0, quando
ancora le particelle non hanno raggiunto il bersaglio, vedremo un pacchetto di particelle in
una regione C' di R? che supporremo abbia la forma:

C={(z,y,2): 2 € [wg,m1]; ¥ =9*+ 2> < RE; 20 > Ry} (A.27)

dove Ry indica il range (portata) delle forze.

La fisica del problema suggerisce le seguenti ipotesi: (i) le particelle del fascio incidente
non interagiscono tra loro; (ii) hanno tutte la stessa velocita v" diretta come 'asse delle
x negative; (iii) la distribuzione delle masse delle particelle ¢ ben approssimata da una
funzione non negativa, regolare p(z,y,2) su C. p(z,y,2) ¢ la densita di massa nel fascio
incidente.

L’esperimento consiste nel registrare i seguenti dati: (a) la massa di particelle che
escono dall'urto nel generico intervallo di tempo d7; (b) la distribuzione delle velocita v
(ovvero delle loro direzioni, in quanto, per la conservazione dell’energia, il modulo ¢ fissato,
V'] = Jvl).

Per una formulazione matematica del problema conviene descrivere la regione C' in
(A.27) in coordinate cilindriche, (b, ¢, z), b, il parametro di collisione, ¢ la distanza dall’asse
delle z e ¢’ ¢ I'angolo contato a partire dal piano xy. Con un abuso di notazioni indichero
con lo stesso simbolo p(b, ¢, x) la densita di massa nelle nuove variabili, quindi la massa
nel fascio incidente che si trova nelle regione di C specificata dai parametri (b,b + db),
(¢, ¢ +d¢') e (x,2 + dx) & p(b, ¢, x)bdbd¢'dx, ricordando che 1'elemento di volume in
coordinate cilindriche ¢ bdbd¢'dz. Per descrivere la direzione delle velocita uscenti useremo
gli angoli (0, ¢) delle coordinate sferiche in cui 1'asse polare & I’asse delle x negative, che,
si ricordi, ¢ la direzione della velocita entrante, v/, comune a tutte le particelle del fascio
incidente. 6 € [0,7] & allora 'angolo tra v e v’ ed & chiamato I'angolo di scattering.
¢ € [0,27) ¢ I'angolo che il piano che contiene le velocita {v, v'} forma con il piano {v/, e },
eo il versore lungo l'asse y. Ricordando che i parametri che si misurano sono (0, ¢,7),
scopo dell’esperimento ¢ di determinare la massa del fascio uscente nella regione dello
spazio (0, ¢, T) specificata dai valori (0,0 +df), (¢, p+d¢) e (1, 7+d7). Tale massa avra la
forma A(6, ¢, 7) sin OdOdpdr. sin@dfdg ¢ I'elemento d’area sulla superficie sferica descritta
mediante le coordinate (6, ¢) e A\(0,¢,7) & la densita con cui le velocita delle particelle
uscenti si distribuiscono per unita di tempo d7 e di area sinfdfd¢ sulla superficie sferica.

Scopo del nostro studio ¢ di determinare A(6, ¢, 7) in funzione di p(b, ¢, z) e delle forze
presenti. Come vedremo sara possibile dare un significato matematico all’espressione

bdbd e dz
sin 0d0de

che si evince imponendo che la massa si conservi ed uguagliando tra loro (con argomento
evidentemente euristico) le quantita p(b, ¢', x)bdbdg'dx e \(0, ¢, T) sin dOd¢.

Se e trascurabile, come supporremo, l'interazione tra particelle, ogni particella si muoveralj
indipendentemente dalle altre ed ¢ quindi chiaro che le informazioni che cerchiamo devono
essere deducibili dallo studio di una singola particella con dato iniziale un punto generi-
co di C. In questa sezione risolveremo questo problema, esprimendo (6, ¢, 7) in funzione

)‘<9v ¢> T) = ,O(b, ¢/a :L‘)
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delle forze agenti e del dato iniziale, specificato dai parametri (b, ¢, z): indicheremo tale
relazione scrivendo (0, ¢,7) = T(b,¢',z). Questa sezione ¢ dunque dedicata allo studio
della trasformazione T'. Nella successiva vedremo come si trasformano le densita quando
si hanno trasformazioni di spazi Euclidei, di cui T" ¢ un caso particolare. Nella successi-
va passeremo dalla teoria generale al caso che ci interessa e arriveremo alla definizione di
sezione d’urto, fondamentale in Teoria dello Scattering.

Supporremo le forze centrali, con potenziale V(R) “regolare” e di portata Ry > 0.
Per simmetria basta studiare moti nel piano z,y e, tornando in coordinate cartesiane,
supporremo

T(O) = ($07b7 0)7 To > ROa; 0 S b S R() (A28)
U(O) = UI = (_’U/’7 07 0)7 k = mblvl‘ >0 (AQQ)

Poiché inizialmente R(0) < 0, per la continuita del moto otteniamo dalla (A.23)

R(t) = —\/2m Y [E(0) — Ve (R(1))] (A.30)

per R(t) > Ruin, dove Ry, € il massimo valore di R per cui la radice si annulla. Ricordando
che k > 0, Vog(R) — oo quando R — 0, quindi Ry, > 0. Si noti che Iaffermazione rimane
valida purché

. 2 o
lim R*V/(R) = 0 (A.31)

(quindi anche per i potenziali gravitazionali, cui tuttavia le considerazioni precedenti non
si applicano).
Supponendo che
AVeg

Rmin < 0 A32
dR ( ) ( )
il tempo T, in cui la particella arriva in R, €
R(0) dR
Tmin = < 00 (ASB)

Ruin /27 [E(0) — Verr(R)]
Per calcolare 6(t) ricordiamo dalla (A.21)

ok
dt — mR2(t)

Conviene considerare nella (A.34) angoli con valori in R e non solo tra 0 e 27, in tal modo
la relazione (A.34) puo essere integrata in intervalli arbitrari senza doversi preoccupare se
la variazione dell’angolo supera 27. Il nuovo angolo, con valori in R sara indicato con 6* e
il vecchio, 6, si ottiene da 0* modulo 27.

Poiché R(t) ¢ una funzione decrescente di t per ¢ < Ty, possiamo invertire ¢t = t(R)
ed esprimere 6* in funzione o di ¢t o di R. Per distinguerle scriveremo 6*(t) e 0,(R). Si ha
allora, usando la (A.34),

k_ d9*dR
mR2  dR dt

> 0 (A.34)

do*
dR

= —2m 1[E(0) — Veg(R)]
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che, integrata, ci da
0, (Ruin) = 0, (R(0 —/ dR
() = 0.(R(O) roy  12/2m[E(0) — Vea(R)]

Con un argomento di simmetria si trova poi la traiettoria per tuttii tempi. Si ha infatti,
per s < Tiyin,

Rmin
i (A.35)

R(Tin + 8) = R(Tnin — 5)
quindi, per la (A.34),
de* de*
E(Tmin + S) == %(Tmin - S)
e, per integrazione,

0 (Tmin + 8) — 0 (Tmin) = 9* (Tmin) — 9* (Tmin — 8) (A36)

valida per 0 < s < Tyin. La (A.36) rimane valida anche per s — Ty, = s* > 0, pur di
interpretare R(t) e 6*(t) per —s* <t < 0 come le coordinate polari del punto 7(0) + v't.
Infatti il dato iniziale 7'(0) = r(0) — v’s*, v/(0) = ¢/, produce un moto che all’istante s*
e r'(s*) = r(0) e v'(s*) = v e quindi coincide ai tempi successivi col moto considerato
precedentemente.

Ricordando che R(0) > Ry, si ha R(Tmin — s) = R(Tmin+s) > Ro per s > Tyin. Quindi

(B(Twin +5),0" (T +5) ). (B(Tin = )0 (T = 5) ), 5= T

sono due semirette che descrivono il moto libero dopo e prima dell’urto (rispettivamente
in avanti e indietro nel tempo). L’angolo polare di un punto che si allontana su una retta
converge all’angolo polare del vettore parallelo a quella retta, quindi 6* (Tmin — s) — 0 per
s — 00, essendo la retta parallela all'asse delle z. Analogamente 6* (T, + 5) — 6%, per
s — 00, dove 0%, €, modulo 27, 'angolo polare della velocita uscente dallo scattering, che
indichiamo con v. Dalla (A.36) si ha allora

(A.37)

> k
05 = 26* Rmin ) 9* Rmin =2 AR
e = 20 o) 0 (Fo) /R R2\/2m[E(0) = Ve (R)]

I tempo di uscita dall'urto (con le notazioni dell’inizio della sezione, ma sottolineando qui

.....

R(0) 1
7(b, z|v") = 2/ dR (A.38)
R /2m[E(0) — Veg (R))]
Ricordiamo infine che 1’angolo 6 di scattering ¢ ’angolo polare 6 € [0, | della velocita
uscente v rispetto all’asse polare orientato come la velocita entrante v’ (diretta come I'asse
delle = negative). Per arrivare ad una formula per 6, definiamo

0. =m—0

0 k
=2 [ ang V2m TE0) V() (8.39)



108 A. TEORIA DELLO SCATTERING

che &, modulo 27, 'angolo tra v e v’. 6 & allora la minima distanza tra = e l'insieme
{0%. + 2nm, n € Z}, (si osservi che tale distanza ¢ al massimo 7).

A.4. Trasformazioni di misure tra spazi Euclidei

In questa sezione considereremo una trasformazione 7' da uno spazio R" in sé (o da
un sottoinsieme E di R™ in un sottoinsieme F' dello stesso) e la trasformazione che essa
induce sulle misure. Le applicazioni che motivano la nostra analisi vengono dalla teoria
dello scattering, ma consideremo anche applicazioni allo studio di sistemi dinamici e, in
questo ambito, il risultato principale sara la dimostrazione del Teorema di Liouville, che
ha una importanza fondamentale in Meccanica Classica e in Meccanica Statistica.

Consideriamo dunque una trasformazione T da un insieme E C R” in un insieme
F C R". Supponiamo E un aperto, limitato e connesso e 7" una trasformazione regolare.
Per averne un’immagine fisica, pensiamo ad F come ad una regione dello spazio fisico
occupata inizialmente da un fluido. Al tempo t > 0 ’elemento di fluido che inizialmente
era in r € F, sara in un qualche altro punto dello spazio, che indicheremo con Tr. 1l
fluido ha ovviamente una massa, ma non ha senso parlare di massa per i singoli punti,
necessariamente infinitesima, ma piuttosto di massa di fluido in regioni finite dello spazio.
Specificare la distribuzione di massa del fluido significa dunque assegnare per ogni insieme
(misurabile) A C F la massa p(A) del fluido contenuto nella regione A.

Poiché il fluido si muove, al tempo ¢ avra una distribuzione di massa in generale diversa
da quella iniziale che sara definita da un insieme di valori {v(B)}, al variare di B nella
classe degli insiemi misurabili di . Chiamiamo 7~'B linsieme dei punti r € E tali che
Tr € B (si osservi che questa definizione non richiede che 7" sia invertibile). Se per ogni B

v(B) = u(T7'B) (A.40)

diremo che il moto del fluido conserva la massa. Nel seguito assumeremo la validita della
(A.40).

In termini piu precisi una misura su £ ¢ 'insieme {{1(A)}, dove A varia nella classe degli
insieme misurabili di E, purché I'insieme di tali valori soddisfi alcune condizioni. Queste
sono automaticamente soddisfatte nel caso cui siamo interessati, cioeé quando esiste una
funzione “regolare p(r) su E per cui

pu(A) = /Adr p(r), dr =dry---dry, (A.41)

Nel caso di un fluido, p(r) si interpreta come la densita di massa del fluido in 7.
Il problema principale che discuteremo in questa sezione sara il seguente: data una
misura p con densita p, trovare la densita A della misura v, immagine di p tramite la
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(A.40). Prima di entrare nell’argomento discutiamo altri esempi, oltre quello del fluido
considerato precedentemente.

Esempi.

e Questo e I'esempio di maggior rilevanza per il seguito della sezione. La trasfor-
mazione T’ verra definita in termini del flusso temporale soluzione al dato iniziale
di un’equazione differenziale (Problema di Cauchy). L’equazione, nell'incognita
Ty € Rn, t > 0, e

th
dt
r € R" ¢ il dato iniziale e w(r) un assegnato campo vettoriale, da interpretarsi
come “velocita del punto r,”. Supporremo valido un teorema di esistenza (globale)
ed unicita per il problema (A.42) e che a ogni tempo t la soluzione r; sia una
funzione invertibile del dato iniziale che denoteremo con r; = S;r. Fissato poi
t > 0, poniamo T = 5;.
Le equazioni del moto per k punti materiali in R? possono essere scritte nel-
la forma (A.42), che & anzi il modo standard di scriverle in analisi (equazioni
differenziali in forma normale). Si ponga infatti

r= {qla'ka;Ul?-ka} (A43)

con ¢; e v; vettori in R? che rappresentano posizione e velocita dello i-esimo punto
di un sistema meccanico. Le equazioni del moto assumono allora la forma (A.42)
con n = 2kd e

— W(Tt), ro=r (A.42)

w = {vy, .., v; Fy/mq, .., F,/my} (A.44)

dove F; e la forza che agisce sullo i-esimo punto la cui massa e m;.

e Questo e il caso che riguarda lo scattering. Conviene introdurre un sistema di
coordinate sferiche in cui gli angoli (tradizionalmente chiamati ¢ € [0,27) e 0 €
[0, 7]) sono definiti rispetto alla terna (—z,y, z).

E ¢ l'insieme in cui si trova inizialmente il pacchetto di particelle sparate verso
il campo di forze. E & quindi un sottoinsieme di C' (si veda la Sezione precedente)
descritto, per esempio, dall'insieme di (z,b,¢’) con z € (xg, 1) (un qualche in-
tervallo dell’asse delle x con xy > Ry, la velocita iniziale scelta parallela all’asse
—x), b € [0, Ry] (si ricordi che b ¢ il parametro d’urto, cioe la distanza del dato
iniziale dall’asse delle x) e ¢’ 'angolo in coordinate sferiche. Supponendo la ve-
locita iniziale v parallela all’asse —x, per ogni punto (x,b,¢’) € E si definisce T
come tempo d’uscita dall’urto, cioe I'istante in cui il punto esce dal campo di forze,
0 come I'angolo di scattering (che coincide con 'angolo 6 della velocita uscente
nelle coordinate sferiche definite precedentemente) e ¢ 1’altro angolo in coordinate
sferiche associato alla velocita uscente: poiché il moto e piano ¢ puo assumere solo
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i valori ¢ e ¢' +7 (modulo 27). La trasformazione T' ¢

T(x,b,¢") = (1,60,0) (A.45)

e (Questo terzo caso ¢ molto simile a quello considerato precedentemente di un fluido,
solo 'interpretazione e diversa. In questo caso, infatti, si parla di probabilita con
1(A) la probabilita che si verifichi un evento in A. Si deve allora imporre che
p(E) =1 e data la trasformazione T', la probabilita di un evento B C F, F' = TE,
e allora data (per definizione) dalla (A.40), che ha una ovvia interpretazione: un
evento B si verifichera se e solo se si e verificato un evento nella controimmagine di
B secondo T'. p, la densita di p € qui una densita di probabilita e il suo integrale
(su F) e, per quanto detto prima, uguale a 1.

Torniamo ora al problema della trasformazione delle densita, supponendo valide le
(A.40)-(A.41). Vogliamo sapere quando la misura v ha una densita A. Se cio accade dovra

e /B dr' (') = /T | drolr) (A.46)

La (A.46) potrebbe non avere soluzione, come nel caso in cui 7" sia costante su un
insieme A C E di misura non nulla, 7" allora trasforma ogni punto di A in uno stesso punto
r* di F' e la misura v concentra sul solo punto r* tutta la misura di A. Per la conservazione
della massa, equazione (A.40), v ha quindi densita infinita in 7*.

Iniziamo dal caso piu semplice in cui

T ¢ una trasformazione invertibile da E in F
Lo Jacobiano Jp(r) ¢ il determinante della matrice Jacobiana 0T (r)/0r, i cui elementi
sono le derivate parziali delle componenti di 7' rispetto alle componenti di r, (97 (r)/0r
¢ quindi una matrice n per n).
Vogliamo dimostrare che

Jr(MATT) = p(r) (A.47)
sotto l'ipotesi che esista § > 0 per cui
oT
Jr(r) = det<8—:> >5>0 (A.48)

(La (A.47) rimane valida quando la Jacobiano e negativo, pur di prenderne il modulo).
Per dimostrare la (A.47) cambiamo variabili d'integrazione nell’integrale del membro a
sinistra della (A.46), ponendo 7’ — r = T~ '/, Si ha allora

/T AT () = / drol)

T-1B
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che, per Parbitrarieta di B (e quindi di 77'B) dimostra la (A.47).
, P q

Applichiamo ora questo risultato all’esempio (1) di sopra, supponendo che lo Jacobiano
Js, (r) verifichi la (A.48) uniformemente in ¢. Usando la (A.47),

Ae(Ser) Js, (1) = p(r) (A.49)

Per calcolare Jg, (1) useremo il seguente Teorema:

Teorema A.4.1. Sia w(r) il campo di velocita che definisce il flusso Sy, allora

%Jst (r) = Js,(r) V- w (Sr), V-w=divw (A.50)

Dimostrazione.
Iniziamo col dimostrare che & possibile ridursi al caso in cui la derivata nella (A.50) &
calcolata a ¢t = 0. Cio si otterra dimostrando che

d d
%'IS}(T) = Jsz(T)EJS-r (St(T')) o (A51)
Ovviamente
d d
Ejst (1”) = EJSH-T (7”) o
Per la proprieta di semigruppo Si;, = S, 0 S;. Si ha allora, chiamando r’ = S;r,
OSii-(r)\  (0S:(r")\ (O B ,
(Zo) = (5 )(G) )= Ja0)s ()
da cui la (A.51).
Rimane quindi da dimostrare che
d / /
EJST (") = V- w(r') (A.52)

Usando la definizione di determinante,
To. () = > (=1)P0may; (7) - i (7) (A.53)
i1 in
dove P(iy..i,) € il segno della permutazione (i..i,,) di (1..n);
Ory(7; 1)

alyiy)(r) = =57

con r(7;7") la soluzione della (A.42) al tempo 7 con dato iniziale 7. Quindi

0 _ Ow;j (157")

0.5)0) = Lo 5ol 5)(r) = =57 (A.54)
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Deriviamo rispetto a 7 la (A.53) e poniamo poi 7 = 0. Usando la prima delle (A.54),
vediamo che 'unico termine che sopravvive ¢ quello in cui i; = j per ogni j. La seconda
delle (A.54) dimostra allora la (A.53). Il Teorema A.4.1 ¢ dimostrato. d

Nel primo esempio, che si riferisce ad un sistema di particelle, w(r) ¢ dato dalla (A.44)
e r dalla (A.43). Supponendo che le le forze non dipendano dalle velocita, si ha

k

ov;  OF,
V'“:Z{a;+ai}:0 (A.55)

i=1

Il campo di velocita w(r) nella (A.42) ¢ quindi solenoidale nel caso della meccanica di
sistema conservativi.

Teorema A.4.2 (Teorema di Liouville). Se il campo di velocita w(r) nella (A.42) é
solenoidale, (ha cioé divergenza nulla) allora

A (Ser) = Xo(r) = p(1) (A.56)

In particolare, scegliendo p(r) = 1, per ogni insieme limitato e regolare A

/dr’:/ dr (A.57)
B S_.B

(cioé il flusso dinamico conserva la misura di Lebesgue).

Dimostrazione.

Per la (A.50)
Jsi(r) = Jso(r) =1

(I'ultima uguaglianza discende dal fatto che Sy ¢ la trasformazione identica). La (A.56)
segue allora dalla (A.49) e la (A.57) dalla (A.56) con p = A = 1. Il Teorema A.4.2 &
dimostrato. g

Il teorema di Liouville € un teorema sulla “conservazione del volume” per flussi tem-
porali generati da campi di velocita con divergenza nulla. Si noti che si parla di volumi
e non di masse, la massa si conserva anche quando la velocita non ha divergenza nulla.
In tal caso le densita A(Tr) e p(r) non sono uguali e il loro rapporto ¢ il rapporto tra
i volumi, cio¢ lo Jacobiano Jr(r)™'. Se Jr(r) = 1 allora i volumi sono uguali e cosi le
densita, A(T'r) = p(r). In particolare se p = 1 allora anche A = 1, e a tal caso ci si riferisce
parlando di conservazione del volume.
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Torniamo ora alla (A.49) che, derivata rispetto a ¢, permette di ricavare un’equazione
differenziale in Ag,: chiamando per brevita ' = Sir, Ay = Ag,, Jy = Js,,

(aAé—(:) +UN() - w()) Al + At(r’)%Jt(r) —0 (A.58)
Usando la (A.50), otteniamo dalla (A.58)
8)\3557“’) + V() - w(r’) + M (r)V - w(r') =0 (A.59)
che assume dunque 'usuale forma dell’equazione di conservazione della massa:
O] L h =0, Gl = Ml (A.60)

Jr >0, ma T non é invertibile.

Nel caso dello scattering puo accadere che T' non sia invertibile. Esamineremo questo
caso nell’ipotesi che Jr = 0 su un chiuso di misura nulla. Indicando con £ il complementare
di tale insieme, consideremo T ristretta ad £ (che & un aperto) e supporremo Jr > 0 in E.
Pur essendo Jr > 0, & possibile (in piu di una dimensione) che 7" non sia invertibile, come
nell’esempio che segue, in cui T trasforma la “striscia”

E={(z,y) eR*:0<z<4r 0<y<l}

al modo seguente. Si pensi ad F come fatto di “pasta malleabile”; la si espanda prima in
alto e la si pieghi poi in modo che si avvolga due volte sulla corona circolare

F={(z,y) eR*: 1< /a2 +y? <2}
Piu precisamente, rappresentando F' in coordinate polari (6, p):
F={0,p):1<p<2}
chiameremo T™ la trasformazione 7" da E in F' rappresentato in coordinate polari. Si ha
T (z,y) = (93 mod 27,1 + y)

Lo Jacobiano Jr(z,y) della trasformazione T ¢ il prodotto di Jp-(z,y) e dello Jacobiano
della trasformazione in coordinate polari, percid

JT('r?y) = p(T(.’Iﬁ,y)) >1

T non ¢ invertibile in quanto ogni punto di F' proviene da due punti di E.

Vale anche in questo caso un analogo della (A.47) che assume ora la forma
-1
Ay = " p(r)]Jr(r)| (A.61)
riTr=r'

Accennero solo alla dimostrazione della (A.61), senza darne una prova completa. Per il
teorema delle funzioni implicite, dato un qualunque punto r di E esiste un intorno U di r,
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la cui chiusura U ¢ in E e su cui T & invertibile (tra U e TU) e inoltre Jr > 0 (strettamente,
essendo U compatto). Possiamo allora applicare la teoria precedente restringendo T e p a
U. Otteniamo cosi una densita A@y In TU immagine di p in U. Ay € poi estesa a tutto F,
ponendola uguale a 0 fuori di TU. Possiamo ovviamente ripetere il medesimo argomento
in £\ U, che ¢ ancora un aperto. Avremo dunque un nuovo r, un suo intorno V e T sara
invertibile tra V e T'V. Si osservi che sebbene T sia invertibile tra U e TU e tra V e TV,
tuttavia potrebbe non esserlo tra U UV e T(U U V). Tuttavia cid non ci ha impedito di
definire le densita Ay e Ay su F' (con supporto in T U e TV). Poiché

Aoy (Tr) = Jr(r) " p(r)1,cp, Ay (Tr) = Jr(r) " p(r)L,cp
definendo
A@ur) = Aoy T A@)

si ha

1 1

)‘(UU\_/) (T/) = 1TEU,TT:7“/JT(T)7 p(T) + 1TEV,Tr:r’JT(r>7 p<7,.)

e, per ogni insieme B in F,

[ o= [ )
B T-1BN(UUV)

Abbiamo cosi definito la densita Agypy con supporto in T(U U V) immagine della
densita p ristretta a U U V' e siamo pronti ad iterare la procedura. Otteniamo cosl una
successione di insiemi Uy la cui unione e l'intero E ed inoltre, chiamando

N N
En = U Uk7 >‘(E’N) = Z )\(Uk)
k=1

k=1
si ha, estendendo le considerazioni precedenti relative al caso N = 2,
Mo ()= D> Jr(r) ' p(r) (A.62)
reEn:Tr=r'
e, per ogni insieme B in T Ey,
/ dr' X\ gy (1) = / dr p(r) (A.63)
B T-1BN(Ex)

Si passa ora al limite per N — o00: essendo A(g,)(r’) una successione crescente, il limite
esiste ma potrebbe essere infinito (in un qualche insieme di F'). Omettero la dimostrazione
che cio puo accadere al pitt in un insieme di misura nulla, la (A.62) diventa allora nel limite
la (A.59) mentre la (A.63) dimostra che

/Bdr’)\(r’) = /TlB drp(r) (A.64)

L’applicazione di questo risultato all’esempio (2) verra discussa nella prossima sezione.
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A.5. La sezione d’urto

In questa sezione applicheremo la teoria generale della sezione precedente al problema
di scattering relativo ad un fascio monocromatico di particelle che incide su un campo di
forze centrali. Il modello e le notazioni sono quelle della Sezione A.3.

Nostro scopo ¢ dimostrare che la densita di massa A(6, ¢, 7) nel fascio di particelle che
esce dall’urto, per unita di tempo dr e di area sinfdfd¢ (sulla superficie sferica unitaria
in cui sono rappresentate le direzioni della velocita) ¢ data dalla formula:

blv
)‘<97¢7 T) = Z p(ba ¢/,$)m (A65)
T(b,¢' x)=(0,6,7)
La differenziabilita di 6(b) rispetto a b segue dalle proprieta di regolarita delle soluzioni
delle equazioni differenziali rispetto ai dati iniziali. Nel seguito assumeremo tale proprieta
di differenziabilita, omettendone la dimostrazione per cui si rimanda alla sezione di esercizi,
dove si discute la differenziabilita in b dell’espressione integrale ricavata in (A.37) per 6%,,.
Per ottenere la (A.65) useremo la teoria della Sezione A.4 partendo dall’espressione

NO.6T) = S plbdx Sme‘d t( 06,9, 7 ))‘ (A.66)

/
T(b,¢",x)=(0,¢,7) b,¢',x)

Iniziamo con 'osservare che ’angolo ¢ relativo alla velocita uscente v ¢ lo stesso, modulo
7, dell’angolo ¢’ della posizione iniziale, perché il moto & piano. Quindi, eccetto che nei
punti in cui §# = 0, 7, in cui ¢ non & definito, (si dovra supporre percio, nella dimostrazione
che segue, che 'insieme dei valori del parametro di collisione b che producono valori di ¢
uguali a 7 e a 0 abbia misura nulla)

% _ o _0o_,
8(;5’ =1 or ob

Poiché I'angolo di scattering # non dipende da x, ma solo da b, il calcolo dello Jacobiano
della trasformazione (b, ¢', ) — (0, ¢, ) si semplifica notevolmente:

9(0,¢,7)\ 00 0¢ Ot
det(a(b, <;5’,:U)) = 904 Ox (A.67)
Poiché 7 non dipende da ¢, 7 = 7(b, x) e si ha
(b, z) = 7(b, 20) + = ‘;""’0 (A.68)
Quindi
or 1
5 = T (A.69)
e, ricordando che |0¢/0¢'| = 1, si ha
9(0,0,71) 1 dQ

La (A.65) e dimostrata. U
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A volte si parametrizza I'insieme C definito nella (A.27) usando una variabile temporale
7/ invece della coordinata spaziale x, le variabili b e ¢’ sono invece lasciate invariate. 7" ¢
definito in termini di x mediante la relazione

=" (A.71)

e rappresenta il tempo di arrivo in g di un punto inizialmente in x. Poiché x € [xg, 1]

1 — Zo

0<7<S= (A.72)

V']
Nel seguito considerermo anche il caso in cui S = 00, in cui particelle continuano a passare
per zy per un tempo illimitato.
Se p(b, ¢, ) & la densita del fascio incidente quando C' & rappresentato nelle variabili
(b, ¢, x), la densita p'(b, ¢', ") quando C' & rappresentato nelle nuove variabili (b, ¢, 7’) si
ottiene, applicando la (A.47),

9(b, ¢, ')
/ / / Y ’ — /
(0,0, 7) det (G ) = 00,02)
(7" e x in relazione tra loro come nella (A.71)), ottenendo cosi
pb,¢"7') =[V|p(b, ¢, x) (A.73)

p'(b,¢',7') ¢ il flusso (di massa) per unita di tempo e di area (nella sezione ¥,, passante
per z, e ortogonale alla direzione v" del fascio incidente).
In conclusione

S b
A(G’ ¢7T) - p,(by ¢,,7J)'— (A'74)
T(b.' ) =(0.6,7) sin 0|d6/db|

Con abuso di notazioni stiamo indicando ancora con T la trasformazione (b, ¢’,7") —
(0, ¢, 7). L’espressione (A.74) si puo semplificare. Sia 79(b) = 7(b, z) €
T(b,¢',0) = (6, ¢,70(D)), T(b,¢') = (0, 0)
Poiché
T(b.¢',7') = (T(b,¢'), 70(b) +7')
si ha
b / /
MO, 4,7) = > 1re[ro(b),fo(b)+51m p'(b, ¢, 7 —70(D)) (A.75)
T(b,¢")=(6,¢)

(S ¢ stato definito nella (A.72)). Semplificheremo ulteriormente la (A.75) supponendo
S = o0, cioe 7' € [0,00), e p'(b, ¢, 7") = p'(b,¢’) indipendente, cioe, da 7": questo & il caso
in cui il flusso incidente & per ogni valore di b e ¢’ uniforme nel tempo. Si ha allora

b
NC, = 1 —— (b, ¢ A.T6
T(b,9")=(0,06)



A.5. LA SEZIONE D’URTO 117

La sezione d'urto differenziale do(w)/dw, w = (0, ¢) 'angolo solido corrispondente agli
angoli 0 e ¢, ¢ definita ponendo p'(b, ¢’') = 1 e facendo il limite per 7 — oo nella (A.76).
Si ha allora i () )
o(w
DS snoaaa;  © =09 (A.77)
T(b,9")=(0,6)
Se

sup 7o(b) = Tinax < 00 (A.78)
b

(come per esempio nel caso di urti con corpi rigidi, in cui la durata dell’interazione &
istantanea o piu in generale per potenziali repulsivi e opportuni valori dell’energia) allora
per flussi incidenti unitari

M0, 0.7) = T2

do /dw ha una trasparente interpretazione geometrica. Ritornando alla (A.47) nel caso
in cui p =1 si ha \(Tr) = Jp(r)~!, quest’ultimo rappresenta il rapporto tra il volumetto
infinitesimo intorno a r ed il suo trasformato tramite 7. Nel nostro caso il valore del
volumetto trasformato ¢ dwdr, quello prima della trasformazione ¢ bdbd¢’. Poiché dr =
d7’ si ha che la sezione d'urto ¢ uguale al rapporto tra ’elemento d’area sulla sezione
ortogonale al fascio incidente, bdbd¢’, e il corrispondente elemento d’area sulla superficie
sferica unitaria (che individua la direzione della velocita uscente dallo scattering), cioe
sin 0dfd¢. Queste considerazioni sono in completo accordo con la (A.77), ricordando che
dop = d¢'.

La “sezione d’'urto totale e l'integrale in dw della sezione d’urto differenziale e, per
quanto detto, & I'area totale della sezione che la sfera di raggio Ry (Ry il range delle forze,
cioe dove agisce il potenziale) presenta al fascio incidente:

Otot = /dwd(jig:u) =R} (A.80)

T > Tmax (A.79)

La sezione d’urto misura l'effetto di focalizzazione o di dispersione del fascio dovute
all’azione delle forze. La dove la sezione d’urto e piu grande il fascio incidente si focalizza,
dove invece e piu piccola il fascio si disperde. La massima intensita e dove la sezione d’urto
diverge. Il fenomeno si verifica se 'angolo di scattering # = #(b) ha un massimo o un
minimo, o comunque un punto di stazionarieta. Cio accade per esempio (si veda la sezione
di esercizi) ogni qual volta il potenziale sia repulsivo e limitato e ’energia delle particelle
incidenti sufficientemente alta: in tal caso #(b) ha un massimo per b # 0.

Si ha un fenomeno del tutto analogo nello scattering di onde elettromagnetiche. Puo
accadere che per particolari angoli di incidenza ’ampiezza della luce sia fortemente ampli-
ficata e quindi in quelle direzioni sia ben piu visibile. A causa della dipendenza dell’angolo
di rifrazione dalla frequenza dell’onda, il fenomeno si accompagna alla separazione delle
varie componenti della luce determinando il fenomeno dell’arcobaleno.
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Si puo avere intensita uscente infinita anche per “back scattering, cioe se 0(b) = 7 e
b # 0, ovvero se le particelle tornano indietro nella direzione opposta a quella incidente
anche per urti non frontali. Vi ¢ anche il problema opposto in cui si cercano invece le
direzioni “oscurate nelle quali cioe I'intensita del fascio uscente si annulla. Tale fenomeno
si manifesta se df/db = oo e corrisponde a valori del parametro d’urto per cui si ha intrap-
polamento, cioe la particella incidente entra nel campo di forze senza mai riuscirne. Perché
cio si verifichi occorre che il potenziale efficace (corrispondentemente al dato parametro
d’urto) abbia derivata nulla in R, si veda la sezione A.3. Allora nel moto la distanza
R; decresce monotonamente verso Ry, senza raggiungere mai tale valore. Contempo-
raneamente il punto percorre una spirale che converge asintoticamente ad un ciclo limite,
rappresentato da un moto circolare uniforme sulla circonferenza di raggio R,, fenomeno
di “orbiting. In un intorno del valore del parametro d’urto per cui si ha orbiting il fascio
incidente ¢ defocalizzato e corrispondentemente l'intensita del fascio uscente ¢ piccola.

L’ultima osservazione di questa sezione riguarda il “problema inverso che e di fonda-
mentale importanza nelle applicazioni. Si tratta di trovare il potenziale che produce una
assegnata sezione d’urto. In pratica una misura di scattering permette di conoscere (in
realta di avere informazioni sulla) sezione d’urto in corrispondenza alle varie energie del
fascio incidente e da queste misure si vorrebbe determinare la forza che le ha prodotte.
Per esempio, dalla verifica che ’energia cinetica delle particelle uscenti e uguale a quella
delle entranti si deduce che il campo di forze € (compatibile con) un campo conservativo.
Per risalire alla forza e in generale necessario conoscere la sezione d’urto a diverse energie,
come, per esempio, nel caso di forze molto repulsive a corta distanza per cui occorre au-
mentare anche di molto I’energia incidente per esplorare le regioni piu vicine al centro del
campo di forze. Misure di scattering sono comuni nello studio delle particelle elementari
e per l'intensita delle forze in gioco si rende necessario sviluppare una tecnologia molto
sofisticata di alte energie.

Il problema inverso che per questi motivi ha un grande interesse applicativo ¢ molto stu-
diato soprattutto nel contesto della meccanica quantistica (per le applicazioni alle particelle
elementari). Rimando per tutti questi aspetti alla letteratura specializzata.

A.6. Applicazioni alla Teoria Cinetica
E conveniente a questo punto introdurre una quantita che tra ’altro e effettivamente

misurata in esperimenti di scattering, cioe la massa totale di particelle registrate in uscita
dall'urto nell'intervallo temporale [0,¢] con velocita v, |v| = |V/]:

ft(v):/o dr (v, T) (A.81)
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Asintoticamente (t > Tyax),

d B _ do(w) , ,  do(w)
L) = 2. 1) = 2 0t ), oy = 2

dove w(v',v) & 'angolo solido tra v e v'; in realta, come abbiamo visto, do(w)/dw dipende
solo dall’angolo 6 € [0, 7] del cono con asse v’ cui appartiene v. Nella sezione d'urto abbiamo
esplicitato la dipendenza dal modulo della velocita, perché ci accingiamo a studiare il caso
in cui le particelle incidente non hanno tutte la stessa velocita, cioe fasci incidenti non
monocromatici.

In parole la (A.82) si legge dicendo che il rateo per unita di tempo e di angolo solido
di particelle che escono dall’urto con direzione v ¢ uguale alla sezione d’urto differenziale
do /dw moltiplicata per p’ o per |v|p, p' & infatti 'intensita del fascio incidente (per unita
d’area in una sezione ortogonale al fascio); p € la densita per unita di volume.

Considereremo ora scattering tra particelle invece che scattering da potenziale. Si
suppone che la distribuzione di massa delle particelle incidenti sia spazialmente omogenea
ma dipendente dalla velocita, p(v')drdv’ indica la massa nel volumetto drdv’ dello spazio
delle fasi. Rimandiamo per ora la discussione su come si schematizza e si risolve il problema
fisico, per scrivere direttamente le formule di interesse per I’equazione di Boltzmann, usate
nel Capitolo 5.

La prima formula estende la (A.82) ed esprime il rateo con cui cresce la densita di
particelle che escono dall’urto con velocita wvs:

(w(v', ), [v])[v]p (A.82)

% <densité di partic. prodotte con veloc. vy entro ¢ >

, , do
- / dvy / dop(o))p(les — 1] 5 (w,Jo2 — i) (A83)

v} e v} si ottengono da vy, vy e w in tappe successive. Prima si impone che il baricentro
abbia la stessa velocita e che le velocita relative abbiano lo stesso modulo:

vy + vy = v1 + Vg, |v] — vy| = |vg — vy (A.84)

Poi si determina v} — v5 imponendo che I'angolo solido del vettore v] — vj rispetto al
vettore vy — vy sia w e si hanno quindi v} e v}, essendo ormai noti v + v} e vy — V5.
do/dw(w, |v; — va]) & la sezione d’urto per lo scattering da potenziale (il potenziale di
interazione tra le particelle) di particelle che hanno massa uguale alla massa ridotta (m/2,
se m ¢ la massa delle singole particelle).

La seconda formula e analoga alla prima e riguarda il rateo con cui diminuisce la densita
di particelle con velocita vy nel fascio incidente:

a (densita di partic. iniziali con veloc. vy deflesse entro t)

——plea) [ dvrplen)los — vr|ln (A.85)

Prima di giustificare le (A.83) e (A.85) discuteremo il caso piu semplice di scattering
da potenziale di un fascio non monocromatico.
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Scattering di un fascio non monocromatico

Supporremo un fascio di particelle incidenti spazialmente omogeneo, p(v’)drdv’ indica
la massa contenuta nel volumetto drdv’ dello spazio delle fasi. Con X C R3xR? indichiamo
I'insieme delle coppie (r,v") con |r| > Ry e tali che nel moto con dato iniziale (r,v") esista
t > 0 per cui |r(t)| < Rp (al solito Ry indica il range del potenziale). Su X’ possiamo allora
definire la trasformazione T' come nel caso monocromatico, 7" associa alla coppia (r,v’) la
coppia (v, T), v la velocita dopo l'urto, 7 l'istante di uscita dall'urto.

In analogia con la (A.46), la densita A(v,7) dovra esser tale che per ogni insieme
misurabile (limitato) B di R® x R,

/dedT)\(v,T) :/ dv'drp(v") (A.86)

XNT-1B

Vogliamo dimostrare che asintoticamente, per 7 — o0,
d
A, 7) = |v /dw—g(j;? |U|)p(v'(w,v)) (A.87)
w

dove indichiamo con v'(w, v) la velocita il cui modulo ¢ |v| e che ha angolo solido w rispetto
ad un asse diretto come v.

Dimostrazione della (A.87).
Per ogni valore di v/, 'integrale in dr nella (A.86) ¢ quello del caso monocromatico,
supponendo allora che i valori di 7 coinvolti in B siano sufficientemente grandi, abbiamo

do(w, [v/
/drp(v/)l(r,v/)EXQTlB :P(U/)|U/|/dT/dW(d—wwl(u(w,v’),T)eB (A.88)

(v(w, ") & la velocita il cui modulo & |v/| e il cui angolo solido rispetto ad un asse diretto
come v’ & w).

Integriamo la (A.88) in dv’ usando coordinate sferiche, dv’ = |v'|?dv'dv’, osservando
che, per la conservazione dell’energia, |[v'| = |v|. Inoltre w e I’angolo solido del vettore ©
rispetto a o', quindi dv = |v[*d|v|dw e

~ ~ d / !
/dvdrA(U,T) :/dUdT/dv’p(|v|v’)|v| o(w(',v), [v])
B B dw

(dove w(v',v) ¢ I'angolo solido determinato dalla direzione di v rispetto all’asse per v'). Si
ha quindi

AW”Z/MMMMM“W%ywm

Possiamo fare l'integrale di dv’ considerando 'elemento dw’ di angolo solido rispetto
all’asse orientato come v, si ha allora, pensando v" come funzione di ’,

A7) = [ ddpl) o T
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Infine
do(w(',v), |V']) _ do(w',[v])
dw N dw
in quanto la sezione d’urto dipende solo dall’angolo 6 tra i due vettori v e v'.
La (A.87) ¢ dimostrata. O

In analogia con la (A.82) e indicando con f;(v) la massa di particelle con velocita v
dopo l'urto registrate entro il tempo ¢, abbiamo per ¢ sufficientemente grande,

che incomincia ad avere una qualche somiglianza con la (A.83).

Scattering tra due fasci di particelle

Impostiamo l'analisi che ci portera alla giustificazione delle equazioni (A.83) e (A.85)
con una discussione sulla modellizazione del problema che inizialmente riferiamo al caso di
due fasci di particelle diretti I’'uno contro I’altro.

Supponiamo dunque di avere due fasci spazialmente omogenei di particelle, le cui veloc-
ita sono indicate con v} e le densita con p;(v}), ¢ = 1,2. Ne studieremo ’evoluzione facendo
evolvere ogni coppia di particelle (r;,v}), i = 1,2, (prese dai due fasci) come se fossero sole
(problema dei due corpi). La prescrizione e che se nel moto le particelle si trovano entro
la portata delle forze e subiscono scattering, allora contribuiscono al conteggio totale con
un fattore proporzionale a pi(v])p2(v5).

p1 (V) p2(vh)dridvdrodvy & la massa nel volumetto drydvdradvl, dello spazio delle fasi
di due particelle se supponiamo, come stiamo facendo, l'indipendenza statistica tra le
distribuzioni nei due fasci, espressa appunto dall’assumere che la densita congiunta sia il
prodotto delle densita.

Occorre sottolineare che la schematizzazione e irrealistica, una stessa particella viene
contata piu volte e gli eventi che stiamo considerando non sono tutti compatibili I'uno con
I’altro. Il modello pero diventa plausibile nel limite di basse densita in cui le condizioni
di incompatibilita sembrano avere peso minore. L’affermazione e tutt’altro che ovvia e
tuttavia ha una sua prova rigorosa, contenuta nel contesto piu generale che porta alla
derivazione dell’equazione di Boltzmann, in cui il significato preciso della condizione di
bassa densita viene chiarito da una procedura di limite, (il limite di Boltzmann-Grad).

Assumero nel seguito questa schematizzazione del problema senza ulteriori commenti.
In generale in esperimenti con due fasci di particelle si misurano piu parametri, come le
velocita uscenti, vy e vy, il tempo 7 in cui 'urto finisce e “il luogo” in cui esso ¢ avvenuto.
Quest’ultima quantita non e definita con precisione poiché le particelle si muovono e I'urto
avviene in un tempo finito, si puo allora usare come parametro la posizione del baricentro al
momento in cui 'urto finisce, o, come faremo in quanto piu semplice, al momento iniziale.
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Possiamo dunque formulare il problema in termini di una trasformazione T definita
su un sottoinsieme X di (R? x R3) x (R x R3): chiamando (ry, 79, v}, v5) un elemento di
questo spazio, X' ¢ l'insieme in cui |} — 75| > Ry, (Rp il range dell’interazione) ed inoltre
nel moto che inizia in (ry,v]) e (r9, v5) la distanza raggiunge valori minori di Ry. Su tale
insieme T" associa a (rq, e, v}, v4) i valori (rg,v1,ve, 7), dove rg € la posizione iniziale del
baricentro, v; e vy sono le velocita dopo 'urto e 7 € il tempo in cui per 'ultima volta la
distanza ¢ Ry (e l'urto finisce).

Possiamo ricondurci al caso gia trattato di scattering da potenziale usando I’analisi della
Sezione §A.1 che si basa sul cambio di variabili (r1,73) — (rg,r) e, corrispondentemente,
(v1,v9) — (vg,v). Nel caso presente, in cui le due masse sono uguali, la trasformazione &
semplicemente

. T+ T2 . L —To
G: B — [ —
2 2
L’inversa ¢
T r
2’ 2

In modo uguale si trasformano le velocita (essendo le trasformazioni lineari). Conviene
anche osservare che
8(7”1,7"2> . 8(1}1,1}2) .
d(r,rq)  O(v,vg)

La densita A(vq,va, 7, 7) di particelle uscenti dall’urto si determina imponendo la con-
servazione della massa, dovra quindi aversi, per ogni insieme misurabile e limitato B di
RIO

J

/drgdvldvng/\(vl,vg,rg,T):/ dridradvydvypr (v)) pe(vy) (A.90)
B T-1BNX

Il procedimento e simile a quello svolto nel caso di scattering di un fascio non monocro-
matico. Cambiando variabili, I'’elemento di volume nella (A.90) diventa

dridrodvydvy = dredrdvgdy’

e, fissati ¢, v, v/, la condizione che (ry, re, v}, vy) € X diventa per 1’ la “solita condizione”
di appartenere al cilindro C,, di asse v'. Supponendo che i valori di 7 coinvolti in B siano
sufficientemente grandi, in analogia con la (A.88), possiamo riscrivere il membro di destra
nella (A.90) come

/

/drgdv’c;dv’dewIB Wpl(vi)pg(vé)]v’] (A.91)
dove v e v sono determinati da vy, e v'; v1 e vy sono a loro volta determinati da vy, = vg
e v, il cui modulo ¢ lo stesso di v' e la cui direzione ¢ quella dell’angolo solido w, contato a
partire da v’. La funzione caratteristica 1p indica infine che le variabili (rq, vy, ve, T) cosi
ottenute siano in B.

Procedendo come nella dimostrazione della (A.87), usiamo coordinate sferiche per fare
l'integrale in dv’; inoltre essendo vy, = vg e |v'| = |v|, possiamo anche intepretare I'integrale
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in dvd|v'| come integrale in dvgd|v|. Quindi la (A.91) diventa

A d /
/drgdvgd|v|vzdv’d7dw13 Mpl (v1) p2(vh) V'] (A.92)
w
1 differenziale d|v|v?dw ricostruisce il differenziale dv. Poiché dvgdv = dvidvs, la (A.92) si

riscrive come

~d v ), |v

/ drgdvgdvldvng/dv’ U(W(d’ )| ’>p1(vi)p2(v;)]v| (A.93)
B W

dove w(v’,v) e I'angolo solido che la velocita relativa v dopo 'urto forma con quella prima

dell’'urto. Le velocita v] sono determinate dalle v; e da v’ con le usuali considerazioni. In

conclusione, ricordando che la (A.93) ¢ una riscrittura del membro di destra della (A.90),

otteniamo da quest’ultima, per 'arbitrarieta di B e per 7 sufficientemente grande,

" d /7 )
Ara o) = [ a4 (A.99)

Come nella conclusione della dimostrazione della (A.87) possiamo riscrivere questa ultima
relazione come
do (W', [v])

Moo, ) = [ a0 ) (4.95)
dove la direzione di v’ ¢ individuata dall’angolo solido w’ contato da un asse per v.

Dalla (A.95) si evince che la densita A delle particelle uscenti nei due fasci non ¢ piu il
prodotto delle singole distribuzioni, come accadeva per le densita incidenti. L’urto crea cor-
relazioni (tra le particelle) e questo ¢ il punto piu delicato nella derivazione dell’equazione
di Boltzmann, che appunto si basa sulla dimostrazione che gli urti successivi continuano
ad avvenire come se non vi fossero correlazioni, (propagazione del caos).

A(rg, v1,v2, 7) non dipende esplicitamente da r¢, cio significa che la densita di particelle
prodotte con velocita v, e vy al tempo 7 € uniforme nello spazio, cosa per altro ovvia se
si ricorda che tali sono le densita dei fasci incidenti. Chiamando f;(vy,vs) la densita di
particelle prodotte fino al tempo ¢, (per unita di volume spaziale e di velocita), si ha

dft(vlav2> —/d ,dU( ,7 |UD
dt dw

Integrando rispetto a v; otteniamo il rateo di crescita della densita di particelle con velocita

Bl [, [ ) (a.97

che ¢ la (A.83) se poniamo p; = py = p.

Per dimostrare la (A.85), dobbiamo calcolare il rateo con cui, per esempio, le particelle
del secondo fascio con velocita v5 in un “piccolo intorno” di w entrano nel campo di
forze e subiscono uno scattering. Il risultato non cambia se pensiamo p, nulla al di fuori

ppa)lol, v ==y (A.96)
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dellintorno di w. Per 7 sufficientemente grande, il rateo cercato si ottiene integrando la
(A.94) rispetto a vy e ve. Si ha allora

~do(w(v',v), v
[ o T )

Per ogni valore di v/, scriviamo dvidvs = dvgd|v]v?dw contando 1’angolo solido w a partire
dalla velocita relativa entrante v, cosicché w(v’,v) = w. Abbiamo allora

R do(w, |v
[ diaugateleas T 1)t

L’integrale in dw ricostruisce la sezione d’urto totale e otteniamo

~ 7TR2 / /
/ dedlolo?di 0 oy ()l

che possiamo riscrivere, poiché vg = vy e |v| = |[v'], come

TR2
[ TR gt

Quindi la densita di particelle del secondo fascio con velocita v che subiscono urti per
unita di tempo e di volume (nello spazio delle fasi) ¢

TR2
o) [ a3 It

Cambiata di segno, questa quantita e il rateo considerato nella (A.85), ponendo p; = py =
p-




APPENDICE B

Appendice B. Complementi sul gas di Lorentz

In questa appendice dimostrero alcune proprieta del gas di Lorentz che, per ragioni
di spazio, ho preferito non inserire nel testo. Nella Sezione B.1 studieremo il caso di una
particella quando entrambi i tipi di ostacoli sono presenti; nella Sezione B.2 studiero il gas
vero e proprio (e non una singola particella) dimostrando che la densita del gas ha con
grande probabilita lo stesso comportemento, nel limite macroscopico, del valore aspettato
di una singola particella, come determinato nei Capitoli 1 e 3. Il risultato puo quindi essere
interpretato in termini di legge dei grandi numeri. Nella Sezione B.3 tornero, con maggiori
dettagli, sul paradosso dell'irreversibilita e nella B.4 discutero il comportamento a tempi
lunghi del gas di Lorentz.

B.1. Limite macroscopico con ostacoli di due tipi

In questa sezione dimostrero 1’analogo del Teorema 1.1 nel caso in cui siano presenti,
con uguale probabilita, ostacoli sia di tipo 1 che di tipo 2. Le notazioni sono quelle del
Capitolo 1. La probabilita che la configurazione di ostacoli sia b, P¢(b), ha Iespressione
(1.8)-(1.9) con p = 1/2. Lo stato iniziale & (0,e1) e (g;, v¢) € lo stato al tempo ¢, definito in
termini della configurazione di ostacoli b. In questo contesto si ha:

Teorema B.1.1. Per ogni funzione regolare e limitata ¢(r,v) e per ogni T > 0 esiste
il limite

lim £ (;b(eqsflﬂ veflT)> —: T(¢,7) (B.1)
dove, chiamando vy = €,

F(¢7 T) =e 7 Z Z H ]‘UiJJJi—l

n=0 v1,..,vp, =1

x(g)” /OT dry, - -+ /072 dﬁgb(zioﬁ +oeee + v (T — Tn),Un> (B.2)

La serie in (B.2) é assolutamente convergente.

125



126 B. APPENDICE B. COMPLEMENTI SUL GAS DI LORENTZ

Dimostrazione.

Le difficolta nascono dal fatto che le traiettorie possono auto-intersecarsi, quando vi sono
due tipi di ostacoli. Come vedremo, la probabilita di una traiettoria ¢ ancora (pe/2)" (1 —
p€e)™, ng il numero di siti vuoti, n; di siti con ostacoli. Tuttavia ng + n1 non ¢ piu uguale,
in generale, alla durata t della traiettoria, proprio a causa delle auto-intersezioni. In
sostanza, in contrasto con quanto avveniva con ostacoli solo di tipo 1, ora la probabilita di
una traiettoria dipende da come la traiettoria e fatta. Vi sono due tipi di auto-intersezione,
quelle “mild” e quelle “hard”: se ’auto-intersezione avviene in un sito vuoto e “mild”, se
in un sito con ostacolo e “hard”. Entrambe sono possibili, ma quelle mild cambiano poco
le probabilita, quelle hard sono catastrofiche ma, fortunatamente, sono rare e il loro peso
trascurabile nel limite.

Cio premesso, iniziamo la dimostrazione vera e propria che segue abbastanza fedelmente
'analoga del Teorema 1.3.1. Sia quindi 7 = (g, vs)o<s<t—1- 7 determina i parametri
(nyty, . tn; U1, o), 0 <t < -+ < t, <t—1sono gliistanti di collisione, v; la velocita
uscente dalla i-esima collisione, v; = v;,41, mentre chiamiamo vy = e;. Si ha v;—y L v;,
i =1,..,n. La corrispondenza tra 7 e (n;ty, .., t,;v1,..,0,) € biunivoca.

Per evitare incontri hard, indichiamo con G un insieme di traiettorie “buone”, cosi fatto.
Si osservi che le velocita v; con ¢ pari sono orizzontali e quelle con 7 dispari, verticali. Nei
corrispondenti intervalli di tempo la particella si muove orizzontalmente e, rispettivamente,
verticalmente. G ¢ allora definito come l'insieme delle traiettorie in cui non accade che due
qualunque tratti orizzontali, o verticali, siano allineati (appartengono cioe¢ ad una stessa
retta). Definiamo quindi

T(¢,7) = > dlea,vr) > P(b) (B.3)
Teg b=T
Dimostreremo che
ing (6, 7) = (6,7 (B
con I'(¢, 7) come nella (B.2), e questo concludera il teorema perché

B (¢eqr,ve)) — T(6,7)| < 161 Y Y Pe(b)

T¢G b=T

<ol [1=D") Pb)

TeGb=>T
< [loll (1 =T(1,7))

dove I'“(1,7) ¢ dato dalla (B.3) con ¢ = 1. Facendo il limite per ¢ — 0 e supponendo di
aver gia dimostrato la (B.4), abbiamo allora

lim [ B (6(eqi, v) = T(6, 7)| < 6]} (1 = T(1,7)) = 0

I'ultima uguaglianza si ottiene verificando tramite la (B.2) che I'(1,7) = 0. Bastera quindi
dimostrare la (B.4).
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Sia dunque 7 € G. Indichiamo con @ = (gs)o<s<t—1 la parte spaziale di 7', conoscendo
7T conosciamo sia @) che gli ostacoli in @, {b*(q),q € Q}. Viceversa, @) con la specificazione
{0*(¢),q € Q} determina 7 e 7 ¢ il cilindro di base @ e specificazione {b*(q),q € Q},

secondo la terminologia del Capitolo 2. Si ha allora, come nella (1.21),
> P =[]~ () (B.5)
=T qeQ

Se la traiettoria ha n collisioni si ha (usando ora per la prima volta che 7 € G),

Ep " —n € €p " 3 —n—n2
() @=epy <[ (@) < (F) min{Ll(1=ep) ™™} (B6)

qe@

Infatti, poiché la traiettoria ¢ in G, la particella urta con ostacoli sempre diversi, da cui

il fattore (ep/2)™. Inoltre ogni segmento rettilineo della traiettoria interseca la traiettoria

precedente al piu in n siti, quindi il numero di possibili autointersezioni ¢ certamente

maggiorato da n?, ma comunque non puo eccedere ¢, da cui la stima a destra nella (B.6).
Abbiamo allora, osservando che il numero di configurazioni possibili di velocita e 2",

r@n<> > S T (@)Io(eqr, )]

n=0 0<t1 <..<tn <t {v;_1lv;} q€Q

<Pl Y <ol

0<t; <..<tn<t

esattamente come nel Teorema 1.3.1. Possiamo quindi fare il limite ¢ — 0 termine a
termine, cosicché I'(¢, 7) sara la somma su n del limite di

re = Z Z Ly, 01, 00)€G H 7(b*(q)) p(eq, ve) (B.7)
0<t1<..<tn<t {v;_1Lv;} q€Q

dove (t1,..,tn,v1,..,v,) € G ciricorda che (n,ty,..,t,,v1,..,v,) € in corrispondenza con una
traiettoria che ¢ in G.

g = vot1 +v1(te —t1) + -+ - + v, (t — t,), U = Uy, (B.8)

Ko=) > T (0" (0) dleqr, ve) (B.9)

0<t1 <..<tn<t {v;_1 Lv;} ¢€Q

Sia

cioe 'espressione (B.7) senza la condizione di appartenenza a G.

Vogliamo dimostrare che K, e I'{, hanno lo stesso limite per € — 0. Sia 7 'indice del
primo tempo in cui la condizione di essere in G e violata, cioe quando avviene un urto
dopo il quale la particella si muove su una retta di cui una parte era stata gia percorsa.
Fissati tq,..,t;_1 vi saranno non piu di n valori di ¢; per cui cio accade, quindi I'insieme dei
t1,..,t, per cui la condizione e violata all’iesimo tempo per la prima volta ha cardinalita
al pitt " 'n. Se ne conclude che per ogni (vy,..,v,), v;_1 L v;, si ha

Z LTty tnr,wn)gg < " 'n? (B.10)

0<t1<..<tn<t
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e quindi che
|KE —T¢| < (pe)"n?t" 1 < ep"n?r" ! (B.11)
D’altra parte la somma in K¢ ¢ la somma di Riemann dell’integrale nella (B.2), in completa

analogia con quanto visto nella dimostrazione del Teorema 1.3.1 e cosi si conclude che K e
quindi I', convergono al termine ennesimo della (B.2). Il Teorema B.1.1 ¢ dimostrato. [

Procedendo come nel Capitolo 3, si puo derivare ’equazione limite nel caso in cui la
distribuzione dei due tipi di ostacoli sia simmetrica, p = 1/2. Ometto i dettagli e riporto
solo il risultato:

OF.(r,v)
or

La soluzione di questa equazione e:

Fro)=ey % [g]"/OTdrn ,,,/OTQdTlp()(T_UOﬁ_...

n=0 {v;_1Llwv;}

oV, E(rv) = g[FT(r, v — E(r,0)] + g[mr, Y~ E(rv)]  (B12)

(T — ), v0> Ty (B.13)

Anche l'evoluzione (B.12) ¢ dissipativa, ’entropia ¢ ancora data dalla (4.1) ed ¢ una
funzione crescente. La produzione di entropia e

o 1 1y f(rv)
1) =53 [ arg{ o= st Yiow 7555

1 f(T’,U)
+[f(r,v) = f(r,—v }logm}

2 oS [ (VT VT + (Ve V) )

Il fattore p nell’ultima disuguaglianza invece del fattore 2p nella (4.4) & dovuto al fatto che
nella (B.12) appare p/2 invece di p.

B.2. Limite macroscopico per la densita di particelle

In questa sezione studieremo il vero e proprio gas di Lorentz (discretizzato) e non solo
il moto di una sua particella. Per semplificare la trattazione ritorno al caso di ostacoli solo
di tipo 1, ma usando le tecniche della Sezione B.1 non ¢ difficile estendere i risultati al caso
generale.

Ricordiamo dal Capitolo 1 che I'ipotesi fondamentale sul gas di Lorentz e che non vi sia
interazione tra particelle, che quindi supporremo interagire solo con gli ostacoli. Sebbene
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non interagenti, le particelle esercitano un’influenza 1'un l'altra. Infatti, poiché vedono la
stessa configurazione di ostacoli, dal moto di una particella determiniamo la configurazione
degli ostacoli sulla sua traiettoria e, conseguenetemente, il moto delle altre particelle ne
risulta influenzato. Si hanno quindi correlazioni non banali tra le traiettorie delle particelle
e tutto il problema consistera nel dimostrare che tali correlazioni divengono trascurabili
nel limite macroscopico, € — 0.

Il numero di particelle del gas N = N, dipendera dal parametro di scala ¢, ma nelle
considerazioni di questa sezione la dipendenza puo essere abbastanza arbitraria, 'unica
richiesta & che N, — oo quando € — 0. Chiamiamo (¢, v®) lo stato della iesima particella
mentre (¢,v) e lo stato delle N, particelle. Si considera allora uno spazio i cui elementi,
(b, q,v), descrivono le configurazioni degli ostacoli e delle particelle. La probabilita in
questo spazio e

P<(b, q,v) = HQE @ @) (B.14)

con Q¢ definito nella (3.7) e P¢ nella (1.8) con p = 1. Occorre sottolineare che nell’assumere
la (B.14) abbiamo fatto Iipotesi di “caos iniziale”, rafforzando quella della Sezione 3.1, in
quanto si richiede 'indipendenza non solo tra particelle e ostacoli, ma anche delle particelle
tra loro.

Introduciamo ora il campo di densita

_ Zi¢(6q(i)’v(i))) (B.15)

q,v =1

Tale espressione puo riscriversi come

Ne
€ ¢) = 62 Z gb(éq, U) (6_2 Z 1(q(i)7v(i))(q’v)> (B16)
q,v i=1

Il termine che moltiplica ¢ & la densita di particelle nel sito ¢ € Z? con velocita v, in quanto
€2 ¢ il volume della cella unitaria in unitd macroscopiche. La somma su ¢ moltiplicata per
€® & un’approssimazione discreta dell'integrale quindi Y{(¢) ha il significato dell’integrale
della densita di particelle mediato sulla funzione test ¢. In sistemi realistici la densita di
particelle per unita di volume macroscopico € un numero grande e conviene normalizzarlo,
per esempio contando grammo-molecole o, invece che il numero di particelle, considerando

la massa per unita di volume. Per semplicité noi studieremo la variabile

Z¢ GQt 7vt 7 = [6717—] (B17)

Per linearita
€ € € 1
E°(X{(9)) = E(d(eq;”, 1)) (B.18)
dove I'ultima aspettazione ¢ come nella (3.12).
Quindi E°(X£(¢)) converge all’espressione (3.13), qualunque sia il modo in cui scegliamo
N in funzione di e.
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Il punto chiave di questa sezione ¢ il teorema seguente in cui si vedra che se € ¢ pic-
colo e N, e grande, allora con grande probabilita X¢(¢) e vicino alla sua media e quindi
all’espressione (3.13). Si comporta percio (con gran probabilita, e non solo in media) come
predetto dall’equazione macroscopica del gas di Lorentz, (3.21).

Teorema B.2.1. Se N, — oo quando € — 0, allora per ogni funzione regolare e limitata
¢(r,v), per ogni T > 0 e per ogni § > 0,

lim P (|X7(¢) — E(X7(¢))] > ) =0 (B.19)
Dimostrazione.
Chiamiamo
(6, 7) = E(X(0)) (B.20)
Usando la disuguaglianza di Chebishev, Teorema 2.1.2,
P (|X5(¢) — T(¢,7)| > 8) < 67E° ([X5(¢) — (¢, 7)) (B.21)

Sviluppando il quadrato e ricordando la (B.20):

E° ([X2(8) ~ T(6, 7)) = B (X£(6)?) — (6.7’ (B.22)

Ricordando la (B.18) e il Teorema 3.1.1, I'“(¢, 7) — I'(¢, 7) con I'(¢, 7) dato dalla (3.13).
Il Teorema B.2.1 sara quindi dimostrato se verifichiamo che

lim E° (X1(¢)*) = T(6.7)° (B.23)
Si ha
1 X o 1 o L
Xe(0)* = 573 Do ol o)+ 55 D olea” w)oleq” ) (B24)
€ =1 € i#j

Poiché ¢ e una funzione limitata e N, — oo per ¢ — 0, il primo termine si annulla. Il
secondo contiene N? — N, termini, quindi, chiamando

A= (o(eq”, v o (eq, o)) (B.25)
la (B.23) ¢ conseguenza di
lim A = (6, 7)° (B.26)

Esplicitando la aspettazione nella (B.25) e chiamando ¢.(q,v) = ¢(eq,v),

Z Z ZQ Q“(¢?, (2))P6(b)<be(Tt(l_),q(1),v(l)))@(Tt(l_),q@),U(Z)))

¢ o) ¢ 4@ b
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Chiamando 70 = (qgl), ! ))ogsgt eT® = (qu), v§2))0§8§t le traiettorie delle due particelle,

individuate, al solito, con i parametri (n(l),tgl), . t(l()1>) e (n(2),t§2), ..,tf@) abbiamo

Yoo QU MW@ 0®) Y ol v))

g (D) g2 T, T2
2 2
olea” i) D P)
b=T ), T

Adesso la dimostrazione segue quella del Teorema B.1.1. Introduciamo infatti la nozione di
traiettorie buone: G indica l'insieme delle traiettorie (71, 7(®) tali che i tratti orizzontali
della prima non appartengano alle rette cui appartengono quelli della seconda e altrettanto
per i tratti verticali. Chiamiamo B¢ 'espressione che si ottiene da A¢ quando si limita la
somma alle sole traiettorie in G:

Z Z Q(qM, vMNQ* (@, v @) Z ¢(eq,f) (1)))

g (1) ¢(2) () (T, T@)eg
o™ vP)) > P (B.27)
b= T () T(2)

Bastera dimostrare che per ogni ¢ e 7,

lim B = T'(¢), 7)? (B.28)

L’argomento (per cui basta la (B.28)) & simile a quello usato sotto la (B.4) ed ¢ omesso.
Dati 7O e 7?) sia Q T'unione di ¢V, 0 < s <t—1,edi¢?,0< s < t— 1; sia inoltre
b*(q), q¢ € Q, la configurazione di ostacoli in @, determinata da 7 Mo T®, Si ha

Y, P=]])

b= T (1) T(2) a€Q

Se (TW, 7®) e G, en, i =1,2, il numero di urti nelle due traiettorie, allora il numero
di ostacoli in @ ¢ n = n® + n® e il numero di siti che appartengono ad entrambe le
traiettorie non & maggiore di n®n < n? e, ovviamente, minore di t. Si ha, con queste
notazioni, esattamente ’analogo della (B.6):

(ep)" (1 —ep) ™ < J[ 7 (1"(9)) < (ep)" min{1, (1 — €p) """} (B.29)
qeQ
Dalla (B.27), otteniamo, con argomenti oramai usuali,

(e t)n(1>+n(2>

Bl<lel> Y 4> > QoM@ vy (B30)

M@ () p(1) ¢2) 4@

Le somme su ¢, v® ¢ uguale a 1, e la somma su n"), n® uniformemente convergente,
quindi possiamo fare il limite per ¢ — 0 termine a termine, tenendo fissi cioe n(Y) e n®.
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In analogia con la (B.7) definiamo

Lo @ = Z Z Q“(q (1) )Q (q()av(2)) Z

g p@D) ¢(2) (@) o<tM <t <t
- ()
(1) (2) (2)
g (1D, _4@ | | 7(b*(q oleq” o) p(eq” vy (B.31)
t1 et ) )EG
0<t<2)< <t(2))<t qeQ

(2

dove (tgl), o tii)z)) € G ci ricorda che le traiettorie 7 con i dati parametri devono essere
in G. Definiamo poi

Kow= > > Q@ vM)Qq?,v?)

g v(1) ¢(2) 4(2)

2 S [0 @)éea” o) olea®, o) (B.32)

(1) €)) (2) (2) €
o<tV <<t <to<tP <<t < 1€Q

cioe 'espressione (B.31) senza la condizione di appartenenza a G. Usando la (B.29) possi-
amo sostituire nelle (B.31) e (B.32) al prodotto 7¢(b*(¢)) su ¢ € Q il valore (ep)” (1—ep)'™,
n=n1 +n®. Al solito si riconosce in K¢ (2 una struttura di somme di Riemann che

poi, sommate su n(!) e n(® riproducono I'(¢, 7). Per dimostrare la (B.28) bastera percio

dimostrare che |I* — K¢ | si annulla quando € — 0. A tal scopo fissiamo tutto
n() n (@ n() n(@

della particella 1 e vediamo che restrizioni sono imposte alla 2 affinché le due traiettorie
siano in G. La prima restrizione ¢ su ¢® che non deve appartenere a nessuna delle rette
cui appartengono i segmenti della traiettoria 1. eq® deve appartenere ad un insieme lim-
itato, in base all’ipotesi che il supporto spaziale di Fy(r,v) sia compatto. Chiamando R
il diametro di tale insieme, se ne deduce che il numero di siti proibiti a ¢® & maggiorato
da nMe 'R, Poiché la probabilita di essere in un sito & maggiorata da Ce? la probabilita
che ¢ ) sia in un sito sbagliato ¢ maggiorata da una costante per € e si annulla nel lim-
ite. Analogamente, si veda anche I’argomento conclusivo della dimostrazione del Teorema
B.1.1, I'insieme di tempi (tl@) che sono proibiti ha cardinalita ¢, ,n=n®, e quindi la

differenza |I¢ ), o —K 4 (| siannulla quando € — 0. Il teorema B.2.1 ¢ dimostrato. [
n)n nn

tnfl

B.3. Paradossi

Formuleremo qui il paradosso sulla reversibilita-irreversibilita per una sola particella
(e un solo tipo di ostacoli). Nel Capitolo 4, invece, avevamo discusso il caso del gas
di Lorentz in cui si evitavano le probabilita, essendo F;(r,v) una densita di particelle.
Ora F,(r,v) € una densita di probabilita e si potrebbe pensare che, essendo gia in un
contesto probabilistico, non vi sia piu paradosso. Vedremo invece che esso puo essere
convenientemente riformulato anche in questo contesto.
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Usero le stesse ipotesi e notazioni del Capitolo 3. Q(q,v) ¢ definita dalla (3.7) (¢ la
probabilita che lo stato iniziale sia (¢,v)), P¢(b, q,v) ¢ definita nella (3.11) e £ ne indica
I’aspettazione.

(qi,ve) = Ty (b, q,v) € lo stato al tempo ¢, (qo,v0) = (¢, v), b la configurazione di ostacoli.
T_; & l'inversa di T} e vale la (3.18) in cui 7} & il flusso temporale (in avanti nel tempo) con
la convenzione che agli istanti d'urto la velocita sia quella uscente.

Indicando con ¢.(q,v) = ¢(eq,v), € > 0, e con t la parte intera di ¢ '7, si ha, come
dimostrato nel Teorema 3.1.1, che per ogni 7 e per ogni funzione test ¢,

hmé'6 <gb€ q,v Z/dTFo r,v)p(r,v) (B.33)

li_r}r(l)c‘,’ (gbe(Tt b,q,v Z/drF r,v)o(r,v) (B.34)
lii%ge <¢ (Tos(b, q,v Z/dngT r,v)o(r, v) (B.35)

Poiché
Tou(b, q,v) = T, (b T (b, ¢, v)) (B.36)

possiamo interpretare la (B.35) anche come limite macroscopico al tempo 7, per un dato
al tempo 0 il cui limite macroscopico e definito dalla (B.34). Ma allora F,, deve essere
la soluzione al tempo 7 della (3.21), con dato iniziale F,.. Bene, questo ¢ proprio cio che
accade!

Indichiamo ora con R(q,v) = (q, —v) l'operatore di inversione delle velocita e osservi-
amo che

hmge <¢6 Z/d’f’Fo r,—v)o(r,v) (B.37)

lim & <¢6(RTt (b, g, Z / drF, ( ) (B.38)

La (B.37) ¢ infatti evidentemente vera, la (B.38) richiede una dimostrazione che ¢ tuttavia
semplice ed ¢ omessa.
Per la (3.18) si ha (¢,v) = T_4(b, T;(b, q¢,v)) e quindi

R(q,v) = Ty(b, RT;(b, q,v)) (B.39)
Ma allora possiamo leggere la (B.37) come

hmé’E <¢€(Tt(b RT;(b, q,v Z/drFo r,—v)o(r,v) (B.40)

che confrontata con la (B.38) ci dice che Fy(r, —v) & la soluzione al tempo 7 della (3.21)
con dato iniziale F;(r, —v). Cio non ¢ in generale vero! come dimostrato nella (4.9).
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Siamo dunque arrivati ad un paradosso. Nel nostro caso sara facile dirimerlo, ma il
lettore deve immaginarlo in un altro contesto quando non si disponeva di vere o com-
plete dimostrazioni e si procedeva, almeno parzialmente, per congetture. Non e quindi
sorprendente che esso abbia avuto enorme impatto sino al punto di indurre alla conclu-
sione che I’assurdo potrebbe nascere proprio dal supporre la convergenza ad una equazione
irreversibile quando la dinamica di partenza e reversibile.

Nel presentare il paradosso abbiamo chiaramente ingannato il lettore, pretendendo in
piu occasioni che 'unica ipotesi nel Teorema 3.1.1 fosse la convergenza al tempo 0 delle
aspettazioni (B.33). In realta abbiamo dimostrato il teorema sotto l'ipotesi molto pil
restrittiva che la misura iniziale fosse prodotto. Ma tale ipotesi non € in realta veramente
necessaria e puo essere rilassata, puo bastare infatti che la misura QQ¢(q,v) sia tale che

11_r)r(1) &e (gzﬁ(eqo, vo)> = Z/drqb(r, v) fo(r,v),  per ogni funzione test ¢ (B.41)

Non ¢ quindi qui che deve essere cercato 1’errore nel paradosso, che invece nasce dal-
la non validita dell’altra ipotesi, questa veramente essenziale, usata nella dimostrazione
del Teorema 3.1.1, l'ipotesi cioe che la configurazione degli ostacoli é indipendente dalla
distribuzione del dato iniziale. Cid non accade se prendiamo per dato iniziale (g, v;) =
Ti(b, q,v), in quanto (q;,v;) dipende, tramite Ievoluzione, da b e quindi ci & una forte
correlazione tra stato della particella e configurazione di ostacoli. Esiste quindi una cor-
relazione e non possiamo applicare il teorema 3.1.1, ma rimane comunque il dubbio del
perché il risultato sia comunque corretto se andiamo in avanti nel tempo e non piu se
torniamo indietro. Il motivo e evidente nel caso in cui vi sia una particella con un solo
tipo di ostacoli. Infatti quelli incontrati nel passato non saranno mai piu incontrati nel
futuro, mentre se si inverte la velocita, il moto ripercorre la stessa traiettoria all’indietro,
incontrando quindi esattamente gli stessi ostacoli! Questo spiega perché la correlazione
esistente al tempo t tra particella ed ostacoli sia irrilevante per il futuro e determinante
per ’andare nel passato.

Nel caso di molte particelle, gas di Lorentz, o anche di una singola particella ma con
due tipi di ostacoli, non e piu vero che gli ostacoli del passato non sono incontrati nel
futuro. Non ¢ piu evidente, percio, che il moto nell’intervallo [r,27] sia ancora descritto
dall’equazione (3.21) usata nell’intervallo [0, 7]. Il motivo per cui cio in realta accada ¢ in
generale molto piu sottile e per certi versi non veramente chiarito, ma risulta abbastanza
evidente nel caso semplice che stiamo trattando. Si invita quindi il lettore a rileggere le
dimostrazioni delle Sezioni B.1 e B.2 in quest’ottica.

Sgombrato il campo dagli equivoci che il paradosso puo aver generato, rimane da dis-
cutere il risultato comunque paradossale di un’evoluzione limite irreversibile mentre quella
prima del limite e reversibile. Il problema ¢ di capire dove e come tale transizione sia
avvenuta. La perdita di reversibilita e la conseguente crescita di entropia sono facilmente
riconoscibili nel sistema meccanico: ad ogni step temporale lo stato della particella si ran-
domizza, in quanto la particella ha orbite diverse dipendentemente dalla configurazione di
ostacoli b. Anche se inizialmente lo stato della particella e certo, gia a t = 1 potra avere piu
valori e quindi la sua entropia sara aumentata. Allo stesso tempo pero si e specificata un
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po’ la configurazione di ostacoli, 1a dove la particella & passata. Se guardiamo sia la parti-
cella che gli ostacoli, vedremo ’entropia della particella aumentare e quella degli ostacoli
diminuire e complessivamente l’entropia totale rimanere costante, non precisero meglio
questa affermazione, di cui tuttavia si puo dare una formulazione rigorosa. In generale
pero non e possibile separare 1’evoluzione dello stato della particella dalla specificazione
della configurazione di ostacoli che nel moto si viene determinando, poiché questa potra
avere influenza sulle collisioni successive. Quindi la “riduzione delle variabili” (a quelle che
descrivono lo stato della particella) fa crescere I'entropia, ma la dinamica ridotta non &
in generale autonoma. Per avere equazioni chiuse occorre in generale specificare lo stato
interamente, e, per il sistema totale, ’entropia rimane costante.

L’irreversibilita quindi nasce nel momento in cui si stabilisce (come abbiamo fatto) che il
moto della particella nel futuro dipende dal suo stato nel presente e non dalla sua traiettoria
passata. In tal caso possiamo dimenticare I'informazione acquisita sulla configurazione di
ostacoli, perché non rilevante nel moto futuro della particella, e avremo una crescita di
entropia in accordo con l'’equazione limite che e dissipativa.

B.4. Equilibrio, equilibrio locale e limiti idrodinamici

L’equazione (3.21) valida quando vi sono solo ostacoli di tipo 1 o la (B.12) quando
vi sono (con uguale probabilita) anche ostacoli di tipo 2, descrivono il comportamento
del gas di Lorentz in quella che abbiamo chiamato la “scala macroscopica”. Tale scala e
determinata dal cammino libero medio di una particella del gas e dal tempo medio tra
urti, entrambi proporzionali a €~!. In questo regime ciascuna particella ha un numero
finito di urti in intervalli finiti di tempo: le traiettorie sono segmenti rettilinei mutuamente
ortogonali le cui lunghezze sono aleatorie. Questa e una fase transitoria dell’evoluzione in
cui il gas ha ancora “ricordo del suo stato iniziale” ed ¢ detta cinetica. Le (3.21) e (B.12) che
la descrivono sono equazioni cinetiche, in particolare sono equazioni lineari di Boltzmann
con velocita discrete. La cinetica € una prima scala macroscopica in cui si osserva il gas,
ne esistono altre e qui ne considereremo due. Una studia il limite per ¢ — oo ed e di
particolare interesse per la Meccanica Statistica in quanto gli stati limite quando ¢t — oo
sono gli stati di equilibrio del sistema e ne determinano la termodinamica. Considereremo
anche il modo in cui I’equilibrio viene raggiunto studiando il comportamento idrodinamico
del sistema.

L’analisi puo svilupparsi su due livelli, studiando direttamente il gas di Lorentz oppure,
piu semplicemente e come faremo qui, le equazioni cinetiche. Uno stato di equilibrio per
la (3.21) ¢ una funzione f(r,v) tale che

v Vf(T, U) =p (f(rv UL) - f(ﬁ U)) (B'42)

Infatti la funzione fi(r,v) = f(r,v) per ogni ¢ ¢ soluzione della (3.21). In uno stato di
equilibrio la produzione di entropia I(f) = 0, in quanto I(f;) = dS(fy)/dt ¢ fi = f.
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Quindi, per ogni 7,

f(/ra 61) = f(rv 62)’ f(?“, 63) = f(Ta 64) (B43)
Chiamando r = (z,y) e usando la (B.42),
of(r,er) Of(r,es)
=0 T =0 (B.44)

Poiché f(r,e;) = f(r,es) si ha

Vf(r,e1) =0, f(rier) = f(rieq) = — (B.45)

Analogamente

Flrres) = Flre) = 2
D e la densita di particelle che hanno velocita e; o e; mentre D3 di quelle con velocita es
o e4. Le densita di particelle con velocita e; ed es sono uguali tra loro cosi come quelle con
velocita es ed ey.

Un analogo argomento mostra che nel caso della (B.12) all’equilibrio f(r,v) = D/4, D
e la densita di particelle, che in equilibrio non dipende né da r né da v.

In conclusione I'equilibrio ¢ caratterizzato da due densita Dy e Ds, nel caso della (3.21),
e da una sola densita D, nel caso della (B.12).

Passiamo ora al comportamento idrodinamico delle evoluzioni governate dalle (3.21) e
(B.12). In generale il regime idrodinamico ¢ caratterizzato dallo stabilirsi di un equilibrio
locale, cioe il sistema se osservato localmente, appare in equilibrio, ma i parametri che
descrivono I’equilibrio variano sia nello spazio che nel tempo. Il regime idrodinamico emerge
quando si osserva il sistema in una appropriata scala spazio temporale. Iniziamo 1’analisi
dalla (3.21), introducendo il parametro di scala A > 0; A gioca un ruolo analogo a quello

che aveva € nel definire il regime cinetico. Supponiamo dunque che il dato iniziale per la
(3.21) dipenda da A e abbia la forma

foa(r,v) = fo(Ar,v) (B.47)

dove fy € una funzione non negativa, regolare e limitata, che non dipende da A. Chiamando
fia la soluzione della (3.21) con dato iniziale fy 5, definiamo

(B.46)

t()\) (r,v) = fA—lt,,\()fl?", v) (B.48)

Nella (B.48) t e r sono tempo e spazio in unita idrodinamiche, le stesse quantita in unita
cinetiche sono A7't e A\=!r. Si osservi I’analogia con il limite cinetico studiato nel Capitolo
1, identico per quanto riguarda lo scaling spazio-temporale. La differenza essenziale che
distingue I’attuale dal limite cinetico, e che in quest’ultimo si variava, al variare di €, anche
la densita degli ostacoli. Nel contesto attuale cio corrisponderebbe a sostituire Ap a p nella

(3.21). FY soddisfa ad un’equazione apparantemente simile alla (3.21):

o (r,v)

S 40 Vi o) = 37 (A0 re) = £ ) (B.49)
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da cui differisce per il fattore A=!. La differenza non ¢ marginale in quanto vogliamo
studiare il comportamento proprio per A — 0. Osserviamo anche che se nella (3.21)
avessimo avuto Ap invece di p, allora la (B.49) avrebbe p senza il pericoloso fattore A1
Infatti la (3.21) e invariante per scaling cinetico:

r—Xlr, t—= A p—Ap
Torniamo ora alla (B.49) e sommiamo le equazioni con v = ey, e5. Si ha, chiamando

DY) = N e) + fP(res), DY) = £ (r,e5) + fO(r, e4) (B.50)

aDY (r) L0 N er) L0 FN(r, )
ot ox y

Un’equazione analoga vale per Dig). Il fatto significativo della (B.51) ¢ che ¢ scomparso
il fattore pericoloso A~!, ma il vantaggio ¢ solo apparente in quanto la (B.51) non & un’e-
quazione chiusa in Dgﬁ), poiché la sua derivata temporale dipende dalle ft()‘) (r,e;) nella cui
evoluzione riappare il termine A7

A questo punto interviene l’equilibrio locale, che qui presento come un’ipotesi, ma
che nel contesto presente e con opportune ipotesi sul dato iniziale si puo effettivamente
dimostrare. L’ipotesi di equilibrio locale & che

A A I o
[0 en) ~ [P en) = 5 DY () (B.52)

dove & vuol dire uguaglianza nel limite A — 0, con sufficiente uniformita in r e ¢ (affinché

=0 (B.51)

quanto segue sia corretto). Supponendo dunque che esista il limite D;;(r) di Dt(ﬁ) (r) e
delle sue derivate con sufficienti uniformita, otteniamo dalla (B.51),

oD
—g;(’“) + Vi) =0 (B.53)
dove la corrente j,(r) &
, 1
Jie(r) = Dya(r)=(1,1) (B.54)

2
Si osservi che la velocita media per particella in r nello stato f(r,v), v = e, ey, &

(W) = erf(r,er) +eaf(r,es)
f(ﬁ 61) + f(h 62)

In uno stato di equilibrio, le due densita sono uguali, quindi

1

() =3 (11)

La corrente j,(r) ¢ allora uguale alla densita di particelle in uno stato di equilibrio la cui
densita sia uguale a D, ;(r), moltiplicata per la velocita media per particella in equilibrio.
La (B.53) & dunque 'usuale legge di conservazione della massa.

La densita limite D;3(r) obbedisce ad un’equazione analoga. La (B.53) con la sua
analoga per D; 3(r) sono le “equazioni di Eulero” per il gas di Lorentz (con ostacoli di tipo
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1) e lo scaling spazio temporale usato per derivarle ¢ lo scaling di Eulero. Il procedimento si
generalizza alla vera equazione di Boltzmann mediante un’analisi perturbativa nota come
il “metodo o espansione di Hilbert”.

Consideriamo ora il caso in cui vi sono ostacoli dei due tipi, partendo dall’equazione
(B.12). Consideriamo un dato iniziale come nella (B.47) e scaliano la soluzione come nella
(B.48). Invece della (B.49) otteniamo

8ft(>\) (T’ U)
ot

Ricordando che all’equilibrio le densita di particelle con velocita v ¢ indipendente da v,
consideriamo, in luogo della (B.50), la densita totale di particelle in r:

b0 V0 =37 (5000 + 500,04 = (0] (B55)

4
DN ) =3 V0 e) (B.56)
=1

Invece della (B.51) si ha

()
O ) 4 210 er) = 1O e + O e0) — F0(re)] =0 (B5T)

T By
L’ipotesi di equilibrio locale, (B.52), diventa ora
1
e = DV (r), =14 (B.58)

4

Facendo il limite per A — 0 della (B.57) con l'ipotesi di equilibrio locale rafforzata da
condizioni di uniforme convergenza, si riottiene la (B.53) ma con j; = 0. Si ottiene quindi
il risultato sorprendente che il dato iniziale non cambia, che certamente contrasta con la
nostra intuizione fisica. Supponiamo che inizialmente la densita sia concentrata in una
regione finita, per esempio il cerchio unitario C'. Poiché non vi sono forze esterne (pareti)
che lo confinano ci aspetteremmo che dopo qualche tempo almeno parte del gas sia uscita
da C.

A ben guardare, il risultato ottenuto non afferma che tutto cio non sia vero, dice sem-
plicemente che non avviene nella scala temporale considerata. A tempi A~'t tale fenomeni
non sono ancora significativi e nel limite A — 0 non sono affatto presenti. Per evidenziarli
occorre allora considerare scale temporali piu lunghe, la scelta giusta, in questo caso (e in
quelli in cui il fenomeno fisico ha natura diffusiva) & di scalare il tempo come il quadrato
della distanza, si definisce percio

N (r0) = Hreaa(W o) (B.59)
e Df’\)(r) come nella (B.56) con pero F data dalla (B.59). Nel limite A — 0 si puo
dimostrare che D (r) — Dy(r) dove

ODy(r) /_)82Dt(7")
ot 2 Or2

(B.60)
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La (B.60) ¢ un’equazione di diffusione, p/2 ¢ “il coefficiente di diffusione”. Le sue soluzioni
hanno le proprieta che avevamo congetturato precedentemente. Se per esempio Dy(r) = D
per |r| = 1 e 0 altrove, la soluzione D;(r) diventa positiva per ¢ > 0 anche fuori di C,
ma anche troppo! Infatti D;(r) diventa positiva ovunque, questa ¢ una caratteristica delle
equazioni di diffusione come la (B.60), in cui appunto la velocita di propagazione ¢ infinita,
(anche se la densita decade come e’ per r grandi, ¢ dipende da t).

Il paradosso di velocita di propagazione infinita ¢ ovviamente artificale, ¢ infatti un
artefatto del limite A — 0. Nella (B.12) la velocita di propagazione & unitaria, a tempi
A~2t quindi il dato iniziale si & espanso al pitt di A~2¢, ma noi misuriamo le distanze in
scala A\~! quindi in questa scala, la distanza diventa A~'t, che appunto diverge per A — 0.

1 procedimento che si usa nel derivare la (B.60) ¢ perturbativo, si applica anche a
casi piu generali ed ¢ noto come l’espansione di Chapman-Enskogg. Rimando a testi
specializzati per maggiori informazioni su questi temi e sul limite idrodinamico di equazioni
cinetiche.






APPENDICE C

L’equazione di Broadwell

L’equazione di Broadwell ¢ un’equazione cinetica, non lineare, con velocita discrete.
Il tipico esempio di modello meccanico per ’equazione di Broadwell & costituito da un
sistema di quadrati rigidi in R?, uguali, di massa m e lato £ > 0. Le diagonali dei quadrati
sono dirette come gli assi coordinati cosi come le velocita, che si suppongono unitarie. Gli
urti sono elastici e di due tipi. Urti con velocita parallele ed opposte (il primo caso in Fig.
C.1): le velocita uscenti sono allora perpendicolari a quelle entranti. Urti tra particelle
con velocita perpendicolari tra loro (il secondo caso in Fig. C.1, in cui i quadrati sono
raffigurati all’istante esatto di collisione): in tal caso le particelle si scambiano la velocita.
Invece di questo modello ne considerero una versione discreta anche nelle posizioni, ma i
risultati che citero sono validi anche nel caso continuo.

Come nel gas di Lorentz le particelle sono puntiformi, hanno velocita in V e si muovono
in modo da essere nei siti del reticolo Z? ai tempi interi. Le particelle urtano tra loro con
urti del tipo

(61, 63) — (62, 64) (Cl)
Conviene identificare la particella con velocita e; prima dell’urto con quella che dopo 'urto
ha velocita es, e viceversa. Poiché le particelle sono identiche, la fisica non cambia usando
questa o altre convenzioni.

Definiamo I'evoluzione nell’intervallo temporale [t,t4 1], con ¢ intero, poi, per iterazione,
risultera definita a tutti i tempi. La prima operazione per passare da t a t + 1 consiste nel
far avvenire le collisioni nei siti in cui vi sono particelle con velocita opposte, (in accordo
alla convenzione usata anche nel gas di Lorentz di attribuire ad una particella ad un istante
d’urto la sua velocita entrante). Se in un dato sito vi sono n coppie di particelle con velocita
(e1,e3) e m coppie con velocita (e, e4), si applica la (C.1) per ciascuna coppia. ' Dopo
aver eseguito questa operazione in tutti i siti di Z?, si procede facendo muovere (senza
urti) le particelle per un tempo unitario nella direzione della loro velocita. Durante questa
operazione e possibile che due particelle con velocita opposte si incontrino a meta strada
tra un sito e 'altro. In base a quanto detto, le particelle si attraversano senza collidere.
Il motivo per non far avvenire la collisione e che se avvenisse le posizioni da quell’istante
non sarebbero pit in Z2. Nel modello di Broadwell continuo, descritto all’inizio, queste
patologie sono assenti. Per mantenere I'analogia col gas di Lorentz, trattero solo il modello
discreto. Possiamo pero migliorarlo con un corretto conteggio degli urti, recuperando quelli
“a mezza strada” facendoli avvenire in ritardo, cioe al tempo t + 1 quando le particelle

ICausa I'indistinguibilith non importa come siano formate le coppie, purché ciascuna sia fatta di
particelle con velocita opposte; se in numero dispari una rimarra spaiata.

141
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arrivano in siti di Z2. Quindi, se durante il tragitto, tra un sito e l’altro, una particella
ne incontra un’altra con velocita opposta, allora quando arriva al sito finale, si ricorda
dell’incontro e cambia velocita in accordo alla (C.1). In questa operazione applichiamo le
stesse regole per gli “urti multipli” illustrate nella precedente nota a pie’ di pagina.

Cosl con un po’ di fatica e in modo alquanto artificiale, e definita la dinamica. Sup-
porremo il gas rarefatto, pitt precisamente che il numero medio di particelle in (g, v) sia
efo(eq,v), con fu una funzione regolare e a supporto compatto per ogni valore di v. Per
spiegare la ragione di questa ipotesi conviene interpretare il gas come composto da due
altri gas, il primo costituito dalle particelle con velocita e; ed e; e 'altro da quelle con
velocita ez ed e4. Per come ¢ definita la dinamica, le particelle di un gas appartengono
sempre a quello stesso, in quanto le velocita e; ed ey si scambiano tra loro e cosi le e3 ed ey.
E importante osservare che in questo modo le particelle di un gas fungono da “ostacoli”
per le particelle dell’altro. L’indipendenza della distribuzione delle particelle e I'ipotesi di
rarefazione consentono allora di verificare esattamente al tempo iniziale le condizioni di
indipendenza degli ostacoli nel gas di Lorentz. ? Se tale condizione permanesse almeno
approssimativamente durante I’evoluzione, allora il rateo di cambio delle densita avrebbe
la stessa espressione che nel gas di Lorentz, cioe la densita (normalizzata) f.(r,v) dovrebbe
soddisfare nel limite € — 0, ’equazione di Broadwell

ang: 61) + €1Vf7(r, 61) = 2[f.,-<7', 64)f7-(7“, 62) - f‘f'(ra 63)](.7(7"7 61)] (C2)

ed analoghe per le f.(r,¢e;), 7> 1.

Nel termine di collisione, cioe nel membro di destra della (C.2), f,(r, e4) rappresenta la
densita di ostacoli per le particelle con velocita es. Le collisioni (eg, €4) producono particelle
con velocita e, esse sono quindi il “termine di guadagno” per il gas di particelle con velocita
e1. 11 primo termine nel membro di destra della (C.2) va quindi identificato con il primo
nella (??), con f.(r,eq) — p. Il fattore 2, presente nella (C.2) ma non nella (??), tiene conto
del fatto che ora gli ostacoli per le particelle e; non sono fissi. Nel sistema di riferimento
in cui lo sono, le particelle e; hanno velocita doppia e quindi il flusso contro 1’ostacolo, si
veda la (77), & anch’esso raddoppiato. Analogo argomento si usa per giustificare il termine
di perdita, cioe il secondo termine nel membro di destra della (C.2).

Siamo arrivati cosi ad una congettura ben precisa sull’evoluzione del gas di Broadwell
in condizioni di rarefazione: le densita normalizzate limite dovrebbero risolvere la (C.2).
Con una certa sorpresa si e (solo recentemente) scoperto che la congettura ¢ falsa e che
il gas non si comporta affatto come descritto dalla (C.2). Le deviazioni sono tanto piu
significativa quanto piu passa il tempo. La patologia causa del fenomeno ¢ dovuta al fatto
che, agli istanti successivi quello iniziale, non & piu verificata la condizione che le particelle
di un gas, pensate come ostacoli per 'altro, siano indipendenti da questo, come richiesto
nell’analisi del gas di Lorentz. Gli urti creano infatti forti correlazioni tra i due gas, tali
da influenzare in modo macroscopico il rateo con cui avvengono le collisioni successive e la
situazione peggiora quanto piu il tempo passa.

QL’analogia non ¢ tuttavia completa, in quanto avevamo supposto costante la densita degli ostacoli nel
gas di Lorentz, ma i risultati dei capitoli precedenti si estendono anche al caso non uniforme.
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Tre tipi di conclusioni si possono trarre da questa analisi. La prima & che 'ipotesi
chiave per la deduzione di un’equazione cinetica del tipo (C.2) ¢ quella che Boltzmann
chiamo “Propagazione del caos”. Questa ¢ l'ipotesi che i flussi di particelle con velocita
opposta, siano sostanzialmente indipendenti a tutti i tempi (se lo sono inizialmente). La
propagazione del caos e, bisogna sottolinearlo, un’ipotesi e, per quanto visto, un’ipotesi
molto delicata e non ovviamente, o sempre, soddisfatta. Si ha “regime cinetico” quando
vale la propagazione del caos.

La seconda morale di questo esempio e di non prestare eccessiva fiducia in modelli
cosl schematizzati quale e il gas di Broadwell. Da questo punto di vista ¢ da considerarsi
circostanza fortunata che anche il gas di Lorentz, non presenti analoghe patologie, e dia
invece luogo ad equazioni fisicamente ragionevoli. (D’altra parte, se cio non fosse accaduto,
non sarebbe certamente stato oggetto di queste note!).

La terza considerazione, forse piu personale, € che conviene essere molto sospettosi e non
prestare fiducia eccessiva in considerazioni assiomatiche, peraltro spesso usate per costruire
teorie macroscopiche. Le ho usate spesso anch’io nel testo, ma solo a livello interpretativo,
per giustificare o spiegare fatti di cui si abbia certezza sperimentale e/o (per altra via)
teorica.

Concludo con due referenze bibliografiche: la dimostrazione che il gas di quadrati de-
scritto all’inizio dell’appendice non converge all’equazione di Broadwell ¢ dovuto a Uchyia-
ma, [55]. La dimostrazione nel caso discreto ¢ dovuta a De Masi, Esposito e Presutti,

[[11]].






APPENDICE D

Complementi sul modello di Ising

Nella prima sezione di questa appendice introdurro un modello di gas reticolare che e
equivalente a quello di Ising da un punto di vista matematico ma che fisicamente descrive
un gas di particelle. Nella Sezione D.2 dimostrero il Teorema 8.6 usando, nel corso della
prova, la disuguaglianza di Holder che, a sua volta, verra dimostrata nella sezione D.3.

D.1. Gas sul reticolo

11 gas sul reticolo (lattice gas) ¢ un modello di particelle puntiformi in cui si trascurano
le velocita e le posizioni sono vincolate ad appartenere al reticolo Z?. Si suppone inoltre
che in ogni sito reticolare vi sia al piu una particella.

Da un punto di vista fisico ’assenza di velocita ¢ basata sull’ipotesi che i fenomeni
convettivi siano trascurabili e che la parte significativa dell’energia sia quella potenziale,
ipotesi ben verificata in molti casi. Comunque in una teoria dell’equilibrio, quale quella
che svolgeremo, le velocita sono facilmente inseribili nello schema, ma, per semplicita,
considerero il caso senza velocita.

La discretizzazione delle posizioni e facilmente giustificabile se si sceglie il passo retico-
lare molto minore delle distanze su cui varia 'interazione: in tal caso spostare una particella
al sito del reticolo che gli sta piu vicino comporta una variazione trascurabile dell’energia.
L’ipotesi che vi sia al piu una particella per sito e invece piu delicata. E certamente ac-
cettabile pero se le forze sono sufficientemente repulsive all’origine, poiché in tal caso non
si avranno collassi (si veda il Capitolo 9) e le particelle in media saranno a distanza finita,
(bastera allora considerare un passo reticolare molto minore di tale distanza).

Supponiamo che le particelle siano confinate nella regione A, che supponiamo un
sottoinsieme finito di Z¢. Una configurazione del sistema ¢ allora un elemento

na = {na(x), z € A} € {0,1}* (D.1)

identificando i siti z in cui gy (z) = 1, con quelli in cui vi sono particelle. Definiamo inoltre
la variabile numero di occupazione n(x), z € A, come la funzione su {0,1}* che assegna
ad una configurazione 7, il valore che essa ha in x.

Chiamiamo V' (z,y) il potenziale di interazione tra due particelle che si trovano in z e
y. Supporremo il potenziale invariante per traslazione: V(z,y) = V(0,y —z) e simmetrico:
V(z,y) = V(y,z). L'energia (potenziale) &

Hy = %Z Viz,y)n(x)n(y),  x,y€A (D.2)
T#yY
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intesa come funzione su {0, 1}**. Chiameremo inoltre \ il potenziale chimico, n, il numero
di particelle in A:

ny = ZU(I) (D-3)

zeA
L’energia dovuta al potenziale chimico e )
—Any (D.4)
e quella complessiva
Hy — Any (D.5)
Il modello diventa tipo Ising con la trasformazione
(@) = 70 D0

Infatti in queste variabili si ha (nell’equazione che segue le somme debbono intendersi estese

a )

1 1
Hy— My = —ZV:Uy Z {ZZV(x,y)—g)\}
TH#Y YY#£T
B Ly - Sany
2421 LYy

L’espressione cosi ottenuta corrisponde all’energia nel modello di Ising con parametri

1 1 1
Jwy)=—7V(zy);  h(z)=—; > V(g + A
Y YFET

in cui il campo magnetico non ¢ costante come nel Capitolo 8. Supponendo tuttavia finita la
portata dell’interazione, h(x) ha un valore costante eccetto quando z € vicino al bordo di A,
si puo dimostrare pero che tale dipendenza diventa trascurabile nel limite termodinamico.

Nel modello di gas reticolare il potenziale 2, della (??) ha un’interpretazione diretta:

Qa(pa) = Ea(pa) = TSa(pa) — ANA(pa)
con pip una probabilita su {0, 1}4.
Ex(ua) = Y Ha(m)ua(na)i  Nalpa) =Y na(na)pa(na)
na€{0,1}4 nA
e 'entropia
Salpa) = =k > pa(na) 1og pia (1)

A

Il funzionale (??) in questo contesto &

HA = ——QA
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ed ha direttamente 'interpretazione del funzionale di pressione. La soluzione del problema
variazionale di massimizzazione di 11, definisce la misura di Gibbs che ha I’espressione

1
paaa(na) = o (e—ﬂ[HA(nA)—)\NA(WA)]) (D.7)

con la pressione

A(ppan) = 5|A’ log Zg xa (D.8)

D.2. Convessita della pressione

La pressione nel modello di Ising in un volume finito A e
Papa(Hy) = { e—ﬂHMUA)} D.9

dove ho esplicitato la dipendenza da H,.

Lemma D.2.1. La pressione Pgpa(Hy) € una funzione convessa di Hy:
P,B,h,A (OzH/I\ + (1 — Oz)HX) S OéPﬁ,h,A(H//\) + (1 — a)P57h7A(HX) (DlO)

per ogni Hy, HY, 0 < a < 1.

Dimostrazione
Chiamando
Ha(op) = aH)(oa) + (1 — a)Hj (o4), 0<a<l (D.11)
si ha
Zana(Hy) = Ze—ﬁHm Ze-ﬁHA o) g=BHK(A)(1-0) (D.12)
Nel caso particolare in cui @ = 1/2, possiamo applicare la disuguaglianza di Cauchy-

Schwartz ottenendo
/ «a " 1-a
Zsna(Hy) < { 3 e—ﬁHAm)} { 3 e—ﬁHmA)} (D.13)
OA OA

Per un valore generico di « in [0, 1] usiamo, invece della disuguaglianza di Cauchy-Schwartz,
la disuguaglianza di Holder:
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Disuguaglianza di Holder. Sia S un insieme di cardinalita finita, f(z) e g(x) funzioni

su S, p(r) una misura non negativa su S, p e ¢ due numeri positivi tali che
1 1
S =1 (D.14)
P q

Si ha allora:

S @) @] < { S p@lf@r}t S uwlg@i} " 0as)

zeSs zeS zeSsS

La (D.15) sara dimostrata nella prossima sezione. Per un qualunque « in (0,1), la
(D.13) si ottiene dalla (D.12) ponendo S = {—1,1}* z =0, e

p(on) =1, flon) =e P00 g(gy) = e AN
1 1

S — D.16

po=o a=1 (D.16)
La (D.10) si ricava allora ricordando che

1

P =——In”Z D.17

B,h,A 5|A| 43 n A ( )

concludendo la dimostrazione del lemma. O

Teorema D.2.2. [l limite termodinamico della pressione nel modello di Ising € una
funzione convessa della hamiltoniana H, quando H wvaria nell’insieme (convesso) delle
interazioni considerate nel Teorema 8.3.1.

Dimostrazione
La dimostrazione ¢ un corollario del Lemma D.2.1, in quanto il limite di funzioni convesse
€ CONVesso. O

Teorema D.2.3. [l limite termodinamico della pressione nel modello di Ising € una
funzione convessa della temperatura T = 1/kf3 e del campo magnetico h.

Dimostrazione
Poiché il limite di funzioni convesse ¢ convesso, bastera dimostrare la convessita in un
volume finito A.

La convessita in A ¢ un corollario del Lemma D.2.1 in quanto il campo magnetico ¢ un
parametro che moltiplica un termine della hamiltoniana. Analogamente si dimostra che
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BPspa € una funzione convessa di 3. Poiché ¢ una funzione regolare di 3 la sua derivata
seconda ¢ non negativa. Chiamando per semplicita p(3) = Pg A si ha allora

pp(B8 dp(B , d’p(B

=2 >
Tz a3 TP =0
D’altra parte, ricordando che = (7)) = 1/kT
d? T 1 d d?
p(B(T) _ N AN UCA N
dT? kT3 dg dp?
che dimostra la convessita in 7. O

D.3. La disuguaglianza di Holder

In questa sezione dimostrero la disuguaglianza di Holder, enunciata nella sezione prece-
dente. La disuguaglianza e in realta valida in condizioni molto piu generali, si veda per
esempio il libro di Dunford-Schwartz, [13], da cui & tratta la mia dimostrazione. Dal punto
di vista notazionale, conviene sottolineare che le espressioni che coinvolgono f e g nel lato
destro della (D.15) sono le norme ¢, ed £, di f e g:

1/p
1 llp = {Zu(w)\f(fc)lp} (D.18)

€S

Dimostrazione della (D.15).
La dimostrazione si ottiene in tre passi. Dimostreremo dapprima che

per a e b positivi ab < a?/p + b?/q (D.19)
Dalla (D.19) seguira facilmente che
|f ()l lg(x)]
|[f(x)g(z)] < 1/ llpllgllg + £l llgl (D.20)
Pl ™ gl

che moltiplicata per u(x) e sommata su x dimostra la (D.15).
Per provare la (D.19) si definisce la funzione
Pt
o)=" 4

p q

notando che ¢(t) ha un minimo in ¢ = 1, quindi, poiché ¢(1) =1
¢(a1/qb—1/p) > 1
da cui la (D.19).
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Per ottenere la (D.20) si pone, nella (D.19),

@, Lo
/T, Il




APPENDICE E

Proprieta delle misure microcanoniche

E.1. Dimostrazione della (9.28)

Da un punto di vista euristico la (9.28) ¢ una chiara conseguenza della (9.27). Si
osservi infatti che 1’elemento di volume dx che appare nel membro di destra della (9.27)
puo scriversi, quando AE = dE ¢ molto piccolo, come dx = do(xg)dl dove do(zg) €
I'elemento di area sulla superficie {H(-) = E} e dl & I'elemento di lunghezza in direzione
perpendicolare alle superficie di energia e che misura la distanza tra la superficie con energia
E e quella con energia E + dE. Poiché dE = |VH(z)|dl la (9.27) diventa la (9.28).

Vediamo ora, senza entrare in troppi dettagli, come questo argomento possa essere
reso rigoroso. Per ipotesi la superficie di energia {H(-) = E} & regolare e compatta con
VH(z) # 0. E allora possibile “rettificare I'insieme” {E < H(-) < E + AE}, almeno se
AFE abbastanza piccolo, come vedremo qui appresso. L’insieme puo essere infatti ricoperto
da curve

= flzg,l), 0<L<{,, (E.1)
di equazione
d VH
d_;f = WH—EgV f(zg,0) =2p, con H(xg)=F (E.2)

con ¢ I'ascissa curvilinea.

In ogni punto le curve sono dirette normalmente alla superficie di energia che passa per
quel punto. Per lipotesi fatta, ogni z in {F < H(-) < E+ AFE} ¢ dunque individuato
univocamente da una coppia (g, ¢) e identificheremo = = (xg, ¢). Chiamando do(zg) la
misura d’area sulla superficie {H(-) = E}, si hain {F < H(-) < E+ AFE}

dr = do(zg)dlJ (zp,l), ©= (zg,{) (E.3)
dove
J(zp,€) = Jacobiano della trasformazione (zp,() — x (E.4)
Per definizione di misura d’area,
J(zp,0) =1 (E.5)

Nelle coordinate (g, ¢) 'insieme {E < H(-) < E+ AE} non ¢ un “rettangolo”, nel senso
che “I’altezza”, cioe I'intervallo di variazione di ¢, dipende in generale dal punto xg sulla
“base”. Introduciamo allora per ogni xg la nuova coordinata:

{—e= H(J:E,E)
151
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Nella rappresentazione = = (g, e), U'insieme {F < H(-) < E 4+ AE} diventa un “rettan-
golo” in quanto £ < e < E + AFE, qualunque sia zg. Nelle nuove coordinate la (E.3) si
scrive

J(JIE, é)
= — E.
dx da(xE)de|VH(x)‘ (E.6)
in quanto de = |V H(z)|dV.
Faremo ora tendere AE — 0 nella (9.27). Vogliamo dimostrare che per ogni insieme
regolare A C {H(-) = E} e usando la notazione

AxAE ={(zp,e):zp € A, E<e< E+AFE} (E.7)
si ha
Jim o dipAEnA = /A dip A (E.8)

Ricordando la (9.27),
1 1 E+AFE J ,
lim —/da(xE)—/ d M
A

ABZ0 7l AE /s ‘NH(zg.e)]
1 1
e P At T . — E.9
n! J4 O($E)|VH(SUE,€)\ (E9)

poiché
lim J(zp,e) =1, gi_{%\VH(xE,e))] = |VH(zg))|

e—)E

Ponendo A = {H(-) = E} nella (E.9) abbiamo sulla sinistra il limite di Zgapna che
identifica Zg, o come la costante di normalizzazione nella (9.28).

E.2. Invarianza temporale delle misure micro-canoniche

In questa sezione dimostrero che la misura microcanonica e invariante per il flusso di-
namico S;. Il risultato estende al caso di misure sulle superficie il classico Teorema di Liou-
ville sull’invarianza della misura di volume di Lebesgue rispetto ad un flusso hamiltoniano,
Teorema A.2.

Teorema E.2.1. Si supponga che la superficie {H(-) = E} sia regolare e VH # 0. Sia
Ain {H(-) = E} un qualunque insieme regolare e con frontiera regolare. Allora, per ogni
t,

H(A) = p(SiA)

E/AdaE(x)W = a/StA daﬂx)m (E.10)

OVVETO
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Dimostrazione.
Chiamiamo per brevita

/\(A)_/A o YEG (E.11)

e, per ogni insieme misurabile B contenuto nello spazio delle fasi,
dx

Bn!

V(B) =

La dimostrazione rendera precise le seguenti affermazioni:

V(A x AFE) = AM(A)AE, (si vedano le (E.7)-(E.8)-(E.9)) (E.12)
V(A x AE) = V(S[A x AE)), (Teorema di Liouville) (E.13)
Si{A x AE] = [S,A] x AE;  V(S]A x AE]) = V([S:A] x AE) (E.14)
Dalla (E.14) e dalla (E.12) con A — S;A,
V(Si[A x AE]) = A(S,A)AE (E.15)
Usando allora la (E.12) e (E.13) si conclude
MA)AE ~ \(S;A)AFE (E.16)

Le approssimazioni diventeranno uguaglianze nel limite AE — 0 in cui la (E.16) implichera
A(A) = A(StA), dimostrando cosi il Teorema.
Come gia osservato, la (E.12) ¢ vera nel senso della (E.9), cioe

. 1

La (E.13) ¢ invece conseguenza del Teorema di Liouville. Rimane cosi da dimostrare la
(E.14). Iniziamo dal confronto tra

S, (xE, e) con (St(acE), e)

Chiamando y := S, (mE, e), per la conservazione dell’energia H(y) = e e quindi y = (Z/, ¢)
per un qualche 2’. D’altra parte y tende a z := Sy(xg) quando e — E, perché S; ¢ continua.
Per la continuita della rapprentazione nelle coordinate (zg, €) ne segue che y = (2/,€) con
7' — z quando ¢ — FE. Tutte le convergenze sono uniformi perché lavoriamo in un
compatto, quindi per ogni € > 0 esiste d tale che se AE < ¢ allora

(5:4) xABCSAx AR C <StA>: « AE

dove, denotando con d(z, C) la distanza di = dall’insieme C' e con B¢ il complementare di
B si ha

B;:{xeB:d(x,BC)ga}, B;:{a::d(x,B)g(s}

Abbiamo percio

A((StA>;) < A—lEv(St[A x A)) < A((SA)Z) (E.17)



154 E. PROPRIETA DELLE MISURE MICROCANONICHE

Ricordando che la frontiera di A e per ipotesi regolare e poiché S; & una trasformazione
regolare, la frontiera di S;A & anch’essa regolare. Quindi i limiti superiore ed inferiore nella
(E.17) diventano uguali nel limite in cui AE — 0 e 6 — 0. In questo limite percio le
(E.12) e (E.14) diventano esatte e I'argomento presentato con le (E.15)-(E.16) dimostra il
Lemma. ]



APPENDICE F

Il Teorema di Ricorrenza di Poincaré

In questa appendice dimostrero il Teorema di Ricorrenza di Poincaré, seguendo 1’ap-
proccio di Rokhlin, poi ripreso da Ornstein nel suo famoso teorema sull’isomorfismo degli
schemi di Bernoulli con stessa entropia, [45].

Teorema F.0.2. Sia (2, ) uno spazio di probabilita e sia T una trasformazione in-
vertibile di §2 in sé che conserva . Allora in un qualunque insieme F' C €2 di misura non
nulla quasi tutti © punti di F' tornano in F infinite volte.

Nella applicazione citata nel Capitolo 10, Q = {H(:) = E'} e p € la misura microcanonica
su €2. La regione A in cui le particelle si muovono e divisa in due parti uguali A; e As,
I'insieme F' e allora I'insieme delle configurazioni di particelle in cui tutte sono in Ay, tale
insieme ha misura microcanonica non nulla. 7" = S,, 7 > 0 ¢ un’unita temporale. Per il
teorema di Poincaré se la configurazione iniziale £ ¢ in F', allora, a meno che non sia in
un insieme di misura nulla, la traiettoria che inizia da & tornera infinite volte in F, [si puo
anche dire che in ogni suo intorno comunque piccolo quasi tutte le configurazioni danno
luogo a traiettorie infinitamente ricorrenti in F]. Cioe esistono infiniti istanti n7 in cui il
sistema € in uno stato in cui tutte le particelle sono in A;.

Dimostrazione.
La prova usa una costruzione geometrica, detta “torre di Rokhlin”. La base della torre
e un segmento orizzontale che rappresenta simbolicamente l'insieme F', Fig. F.1. Sia

Go = {reF:TxeF} (F.1)
Fi = {y=Tz:2€ F\ Gy} (F.2)

Cio¢ F ¢ diviso in due intervalli, uno Gy a sinistra, l'altro, T-1F}, a destra. Fj ¢ il tetto
di F'\ Gy, simbolicamente ¢ un segmento parallelo ad F' sopra F'\ Gy, in modo tale che la
verticale per x € T~1F} incontri I} in Tz, si veda Fig. F.2. In questo modo l’azione di 1" su
F\ Gy ¢ rappresentata da uno shift verticale che porta da T-'F; a F}, mentre T trasforma
Gy in un qualche insieme contenuto in F'. (I punti di T'Gy non sono necessariamente tutti
in F'\ Gy, come la Fig.2 puo lasciar intendere).

155



156 F. IL TEOREMA DI RICORRENZA DI POINCARE

Si definisca ora:

Gy = {ee€F:TxeF} (F.3)
F, = {y=Tz:ze€ F;\ Gy} (F.4)
Si ha:

Per definizione F'N Fy = (), rimane quindi da dimostrare che se x € Fy, allora Tx ¢ Fy. Se
Tz € Fy allora per costruzione esisterebbe z € F tale che Tz = Tz (graficamente z ¢ sulla
verticale sotto 7'z in F'), e questo contraddice 'invertibilita di 7". Cio dimostra la (F.5).

Nella costruzione grafica della torre di Rokhlin divideremo F} in due segmenti adiacenti,
G, ¢ sulla sinistra, T~ 'F, sulla destra; sopra T 'F, disegniamo F, come un segmento
orizzontale e in modo tale che la verticale per y € F; incontra F; nel punto x tale che
Tx =y, si veda la Fig. F.2.

Procedendo iterativamente definiamo

G, = {z€F,:TreF} (F.6)
Foywn = {y=Tx:2€ F,\G,} (F.7)

e come prima F, 1 N F; = () per ogni i < n (Fy = F). Graficamente, si veda la Fig. F.3,
G, ¢ alla sinistra di F), e F,,,; & un segmento orizzontale sopra T~ F,,,; in modo tale che
'azione di T sia rappresentata come uno shift verticale da T-1F, | a F), ;.
Sia
B={xe€F:T"x € F,, perognin>1} (F.8)
quindi B e l'insieme dei punti di F' che non tornano mai in F', graficamente i punti che
hanno durante il moto sempre un tetto sopra di loro. Si ha

1> pu(BUTB---UT" 'B) = nu(B) (F.9)

poiche gli insiemi T°B sono disgiunti e T' conserva la misura. (La prima disuguaglianza
invece sfrutta 1’assunzione che p sia una misura di probabilita). Quindi u(B) < 1/n per
ogni n e percio u(B) = 0.

F\ B ¢ T'insieme dei punti di F’ che tornano almeno una volta in F', pero non & detto che
quando tornano in F' tornino proprio in F'\ B, se cosi fosse avremmo concluso il teorema.
Bastera tuttavia dimostrare che F(1 definito come il luogo in F dove ritornano per la
prima volta i punti di F', ha la stessa misura di F. Infatti, per iterazione, la prova del
teorema segue poi facilmente.

Si ha

FO =TGyUTG, ... TG, ...

u(TGOUTGl---UTGn...> :,u(GOUGl---UGn...>

per 'invarianza sotto 71" della pu.
Inoltre

,u(GoUGl---UGn...) IZM(Gi)
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perché gli insiemi G; sono disgiunti. ! Usando ancora l'invarianza della misura
w(G) = w(T™G))
quindi

ZM(Gi) = ZM(T_iGi) = M(GO uUTlG, - - >

L’ultima uguaglianza discende dal fatto che gli insiemi T*G}; sono tra loro disgiunti, come
evidente dalla costruzione grafica. Da questa risulta anche ovvio che gli insiemi TG
ricoprono F'\ B e quindi

p(GoUT Gy ) = u(F\ B) = u(F)
avendo gia dimostrato che p(B) = 0. In conclusione percio
M(TGOUTGl...TGn...) — u(F)

e quindi la dimostrazione del teorema ¢ completata. U

1Sto usando la o-additivita della misura, che estende la proprieta di additivita della misura a unioni
numerabili di insiemi disgiunti e che ¢ verificata da misure di Lebesgue.






APPENDICE G

Il teorema di Perron-Frobenius

Sia T una matrice n x n di elementi T'(4,j), T* la trasposta di T, {(a,b) il prodotto
scalare in R™. Supporremo tutti gli elementi 7'(7, j) strettamente positivi,

0<T <T(i,5) <T", per ogni 1, j

Teorema G.0.3 (Teorema di Perron-Frobenius). T ha un autovalore X > 0 che é anche
autovalore di T*, gli autovettori corrispondenti, rispettivamente d e s, (d per destro, s per
sinistro), soddisfano quindi le relazioni T'd = \d, T*s = \s, cioé

D T, 5)d() = Ad(i), > s(G)T(.) = As(i) (G.1)
J J
e hanno tutte le componenti strettamente positive (ovvero tutte negative).

Sia per T che per T*, X\ €& un autovalore semplice e inoltre ogni altro autovalore k
verifica

T'\* 1
< A1-2 == — 2
<=2l o=(3) G2)

Infine, normalizzando d e s in modo che (s,d) =1, il sotto-spazio {u — (s,u)d, u € R"} ¢
mvariante per l'azione di T ed esiste una costante ¢ per cui

IANT)"u = (s, u)dl] < efmax [u(d)[][1 — 2p)" (G.3)
Dimostrazione.
Sia ¥ lo spazio delle misure di probabilita su {1,..,n}:
= {¢ ER™: (i) = 0; 3 wi) = 1} (G.4)
€S

e U la trasformazione di ¥ in sé:

ZT(z‘,j)w(ﬁ

U(i) = 2
) ZT(M)W)
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Y} e un insieme convesso e compatto, U e una trasformazione continua su X, allora per
il Teorema di punto fisso di Schauder Tychonoff, si veda il Teorema V.10.5 in [13], esiste
d € ¥ tale che

Ud =d; che implica Td = \d, con A = Z T(i,7)d(j) (G.6)
12
Poiché d € ¥ e T ha elementi positivi, T'd(i) > 0 per ogni i, quindi dall’'ultima relazione
nella (G.6) si deduce che A > 0 e dalla seconda che d(i) > 0 per ogni i.

N

E allora ben definita la matrice

o T, g)d()
P = —— = )
() = =505 (G.7)
P(i,j) € una probabilita di transizione:
ZP(@',]’) =1, per ogni 4 (G.8)
J
Le matrici A™'7T e P sono coniugate dalla trasformazione
V(i) = d(i) (i) (G.9)
di R™ in sé. Si ha infatti
P=V\'Tvt N'T)=ViPV (G.10)

in quanto, per ogni vettore 1,

PVoti) = 30 PV ()00) = s Y1000 = VAT 6

Poiché PV = V[A7'T1], se ¢ & un autovettore di T con autovalore , V1) & un autovettore
di P con autovalore A~!v e viceversa.

Se invece ¢ ¢ autovettore di T* (ovvero autovettore sinistro di 7°) con autovalore ~,
dalla relazione V~!P = [A"!T|V~! si conclude che V~'¢ & un autovettore sinistro di P
(ovvero autovettore di P*) con autovalore A™!v, e viceversa.

In conclusione gli autovalori di T' si ottengono da quelli di P moltiplicandoli per A,
gli autovettori applicando V! agli autovettori di P e quelli di 7% applicando V. La
dimostrazione del teorema e allora ridotta allo studio della matrice P.

P ha autovalore 1 con autovettore il vettore costante, (di componenti tutte uguali tra
loro): sara il vettore che corrisponde all’autovettore d di T. 1 ¢ anche un autovalore per
P* il cui autovettore pu, se normalizzato in modo da appartenere a ¥, si interpreta come
una misura di probabilita invariante per P, in quanto

D HGIPG i) = D P )m) = n(i) (G.11)

L’esistenza e unicita sono conseguenza della seguente proprieta (la cui dimostrazione ¢
posposta):
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Lemma G.0.4. Per ognii e j in {1,..,n} esiste il limite limy_.o, P*(i,7), tale limite
non dipende da i e, indicandolo con u(j),

|P*(i, 5) — n(5)| < (1 - 2p)* (G.12)

dove
p=minP(i,j) >0 (G.13)
/L?J

Corollari. Il vettore p = {u(j)}, definito nel lemma, ¢é soluzione dell’equazione (G.11):
> ui)P(ii) = lim Y PHEJ)P(i) = lim PPYL) = (i)
j = o
Unicita di p: se v € una misura invariante, (ovvero un autovettore di P*),
> v(@P G, 5) = v()D_v(i)] (G.14)

% 7

e quindi nel limite £ — oo, usando la (G.12), otteniamo v(j) proporzionale a p(j).

Dimostrazione del Lemma
Chiamando M}, e my il massimo e il minimo su ¢ di P’“(i, j) e ix e ji un corrispondente
massimizzante e minimizzante, si ha

My = P*(ix, j) ZP i, O)PY N, §) = Plig, jemt)mp—1 + Y Plix, O)P¥(L, )
LF k-1
< Plig, i1 )mr-1+ Miy Y Plin, €) = Plix, ji1)ms + (1 = Plig, 1)) My
CF -1

che si maggiora sostituendo P(ix, jx_1) con il minimo p di P(4,7). Quindi

My < (1 —p)Mj_1 + pmy_q

Analogamente
my > (1 — p)my_1 + pMy_
e
My, —my, < (1 —2p)[My_1 — my_1] (G.15)
che dimostra il lemma. O

Corollario. 1 ¢ un autovalore semplice di P, infatti se u = Pu allora u = P"u e
facendo il limite per n — oo,

u(i) = lim Y7 P G)uli) = 3 pG)u()

per la (G.12). Quindi u & proporzionale all’auovettore 1.
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Lo spazio
X = {u e R": (u,u) = O} (G.16)

¢ trasformato in sé da P in quanto P*u = u (ovvero, u € invariante). Si ha

Pu— (p, u)1] = Z[P"(i,j) = p()]u(d)
e quindi
[P = {p, 1] < [1 = 2p]" [max [u(5)]] (G.17)

Infine se u & autovettore con autovalore k # A, allora (u,u) = 0, in quanto 0 = (i, Pu —
ku) = (u,u — Kuy e quindi, per la (G.17),

|k| < A1 —2p) (G.18)

Un limite inferiore per p si ottiene dalla (G.13)
: . . T(d,7)d(j)
= P(i,j5) = —_— G.19
p =i PUJ) =min =306 (G-19)
Scegliamo d con la normalizzazione > d(i) = 1 e chiamiamo d’ e d” il minimo e il massimo
di d(7). Si ricordi che 7" e T" indicano il minimo e il massimo di 7'(7, j). Dall’equazione
T'd = Ad si ottiene
T < Nd(i) <T"
che implica, sommando su i,
/
A<T"n, d > %
Quindi

T/d/ (T/)2 (TI)Q
p = > >
T" \T" (T”) 2 n
da cui la (G.2).
Ricordando che gli autovalori di T* si ottengono da quelli di P applicando V' abbiamo

s(i) = V(i) = M (G.20)

quindi

NT(i ) — \d(i . d(i)s(i)
ST =M, )= Go1)

La (G.3) ¢ allora conseguenza della (G.17). Il teorema & dimostrato. O
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