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Capitolo 1

Introduzione

Scopo della Fisica € lo studio dei fenomeni naturali, delicgssa cerca per
prima cosa di dare una descrizione, non solo qualitativaopeatutto quantita-
tiva; tale studio si estende poi oltre la descrizione, e aemge I'indagine sulle
relazioni reciproche tra piu fenomeni, sulle cause cheddpcono e su quelle che
ne determinano le modalita di presentazione.

Fine ultimo di tale studio € quello di formulare delkeggi fisichecapaci di
dare del fenomeno stesso una descrizione razionale, tptavatie (per quanto
possibile) completa, che ci permetta di dedurre le carstiigne con cui esso si
verifichera a partire dalla conoscenza delle carattehistitegli altri fenomeni che
lo hanno causato, o che comunque con esso interagiscono.

Oggetto quindi della ricerca fisica devono essere dgiedezze misurabjli
enti che cioé possiamo caratterizzare mediante la vabriazjuantitativa di alcu-
ne caratteristiche, suscettibili di variare da caso a casecanda delle modalita
con cui il fenomeno studiato si svolye

1Sonograndezze misurabitinche quelle connesse a oggetti non direttamente osservabi
su cui possiamo indagare attraverso lo studio delle inflegrpdotte dalla loro presenza sul-
I'ambiente che li circonda. Ad esempiajuarks costituenti delle particelle elementari dotate di
interazione forte, secondo le attuali teorie per loro stesgura non potrebbero esistere isolati allo
stato libero; le loro caratteristiche (carica, spin et@h sono quindi direttamente suscettibili di
misura: ma sono ugualmente oggetto della ricerca fisicajamup sono osservabili e misurabili i
loro effetti al di fuori della particella entro cui i quarksrso relegati.

1
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1.1

CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

Il metodo scientifico

linguaggio usato dal ricercatore per la formulazionelelétggi fisiche e

il linguaggio matematicoche naturalmente si presta a descrivere i dati numeri-
ci che individuano i fenomeni, le loro variazioni ed i lorgperti reciproci; il
procedimento usato per giungere a tale formulazionengibdo scientificda cui
introduzione si fa storicamente risalire a Galileo Galilesso puo essere descritto
distinguendone alcune fasi successive:

una fasepreliminarein cui, basandosi sul bagaglio delle conoscenze prece-
dentemente acquisite, si determinano le grandezze riigp@ra descrizio-

ne del fenomeno e quelle che presumibilmente influenzanmbaiita con

Cui esso si presentera;

una fasesperimentalén cui si compiono osservazioni accurate del fenome-
no, controllando e misurando sia le grandezze che lo possfinenzare
sia quelle caratteristiche quantitative che lo individuanlo descrivono,
mentre esso viene causato in maniera (per quanto possisiétlamen-

te riproducibile; ed in questo consiste specificatameni@/dro dei fisici
sperimentali.

una fase dsintesio congettura, in cui, partendo dai dati numerici raccolti
nella fase precedente, si inducono delle relazioni matehwtra le gran-
dezze misurate che siano in grado di render conto dellev@seni stesse;

si formulano cioe delle leggi fisiche ipotetiche controtlarse esse sono in
grado di spiegare il fenomeno.

una fasededuttivain cui dalle ipotesi formulate si traggono tutte le imma-
ginabili conseguenze, particolarmente la previsionembfieeni non ancora

osservati (almeno non con la necessaria precisione); questo e specificata-
mente il compito dei fisici teorici.

infine una fase dverifica delle ipotesi prima congetturate e poi sviluppa-
te nei due passi precedenti, in cui si compiono ulteriorepsazioni sulle
nuove speculazioni della teoria per accertarne I'esattezza.

Se nella fase di verifica si trova rispondenza con la redltitési diviene
una legge fisica accettata; se d'altra parte alcune conseguiella teoria non
risultano confermate, e non si trovano spiegazioni dekerdpanze tra quanto
previsto e quanto osservato nelllambito delle conosceogeisite, la legge dovra
essere modificata in parte, o rivoluzionata completameateepsere sostituita
da una nuova congettura; si ritorna cioe alla fase di sineebevoluzione della
scienza comincia un nuovo ciclo.
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Naturalmente, anche se non si trovano contraddizioni caed#da cio non
vuol dire che la legge formulata sia esatta: e possibile sperementi effettuati
in condizioni cui non si € pensato, o con strumenti di misuweapcurati di quelli
di cui si dispone ora, dimostrino in futuro che le nostre @ihge erano in realta
sbagliate; come esempio, basti pensare alla legge gableiel moto dei corpi ed
alla teoria della relativita.

E’ evidente quindi come le fasi di indagine e di verifica spenntale costitui-
scano parte fondamentale dello studio dei fenomeni fisicips di questo corso
e quello di presentare la teoria delle misure e degli eresse connessi.
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Capitolo 2

La misura

Ad ogni grandezza fisica si deve, almeno in linea di pringipaier associare
un valore numerico in modo univoco ed oggettivo, cioé ripidile nelle stesse
condizioni da qualsiasi osservatore; valore pari al rajopioa la grandezza stessa
e I'unita di misura per essa prescelta.

Per eseguire tale associazione dobbiamo disporre di sttueenetodi che
ci permettano di mettere in relazione da una parte la grasadda misurare, e
dall'altra I'unita di misura (oppure multipli o sottomuyfli di essa); e ci dicano se
esse sono uguali o, altrimenti, quale delle due € maggiore.

2.1 Misure dirette e misure indirette

La misura si dicaliretta quando si confronta direttamente la grandezza misu-
rata con l'unita di misuracg@mpiong o suoi multipli o sottomultipli; per esempio
la misura di una lunghezza mediante un regolo graduato e isuaardiretta.

E’ una misura diretta anche quella effettuata mediant®ldistrumenti pre-
tarati (ad esempio la misura della temperatura mediantemmoimetro), che si
fonda sulla proprieta dello strumento di reagire nellasstesaniera quando viene
sottoposto alla medesima sollecitazione.

Misureindirette sono invece quelle in cui non si misura la grandezza che in-
teressa, ma altre che risultino ad essa legate da una quala®ne funzionale;
cosi la velocita di un’automobile puo essere misuratatdingtnte (tachimetro) o
indirettamente, misurando spazi percorsi e tempi impietgatquali si risale poi
alla velocita (media) con una operazione matematica.

5



6 CAPITOLO 2. LA MISURA

2.2 Le unita di misura

Le grandezze fisiche si sogliono dividerefondamentalie derivate Con
il primo di questi nomi si indicavano originariamente qeajrandezze misurate
con strumenti e metodi sperimentali che richiedessero mfraoto diretto con
un campione, scelto arbitrariamente come unita di misuentra i valori delle
seconde si intendevano determinati generalmente atb@uaisure dirette di altre
grandezze ad esse legate da relazioni algebriche, che anaafigssanche le relative
unita di misura.

In questo modo si sono definiti vari sistemi di misura coereome il Siste-
ma Internazionale§l) attualmente in uso, il quale assume come fondamentali
lunghezza, massa, tempo, intensita di corrente elettaogperatura, intensita lu-
minosa e quantita di materia, con le rispettive unita médlogrammo, secon-
do, Ampére, grado Kelvin, candela e mole. Le unita delleeajrandezze sono
univocamente determinate dalle relazioni algebriche ehegano alle grandezze
fondamentali.

Se ciascuna unita fondamentale viene ridotta di un certor&til valore del-
la grandezza espresso nelle nuove unita risulta moltiplipar un prodotto di
potenze dei medesimi fattori. Cosi, per restare nell’amélla meccanica, se
riduciamo l'unita di lunghezza di un fattote I'unita di massa di un fattor®l e
quella di tempo di un fattor€, ed il valore di una grandezza fisica ne risultera in
conseguenza moltiplicato per

LAMHTT

sidice che la grandezza in questione hditeensiondi una lunghezza elevata alla
potenza\ per una massa elevata alla potepgzer un tempo elevato alla potenza
T.

Ad esempio la velocita (media) di un corpo in movimento € dificome il
rapporto tra lo spazio da esso percorso in un certo interdgalempo e la durata
di tale intervallo, ed & dunque una grandezza derivata. Gha scelte le unita di
misura delle lunghezze e dei tempi (per esempio metro e degofunita di mi-
sura delle velocita risulta fissata univocamente (1 metse@ndo). Se si alterano
ad esempio l'unita di lunghezza moltiplicandola per il da¢t 1/L = 1000 (kilo-
metro), quella di tempo moltiplicandola per il fattoréTL= 3600 (ora) e quella
di massa moltiplicandola per un fattorgM = 1000 (tonnellata), il valore di qua-
lunque velocita nella nuova unita (kilometro all’'ora) liswa alterato rispetto al
precedente di un fattore

LT IMO= LT

e si dice pertanto che le dimensioni fisiche di una velocit@osguelle di una
lunghezza divisa per un tempo.
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Come altro esempio si consideri I'energia cinetica di urpopdefinita come
il lavoro compiuto dalla forza che si deve applicare persiaido, e che e pari
numericamente alla meta del prodotto della massa per ilrgt@adella velocita
del corpo stesso:

1
K=>m/
2m

Essa é pertanto una grandezza derivata, la cui unita di aniselr Sistema
Internazionale € I'energia cinetica di un corpo di 2 Kg in otriaslatorio con
velocita di 1 m/s (unita dettdould. Passando al nuovo sistema di unita prima
definito (assai inconsueto per un’energia), il valor&diisulta moltiplicato per
il fattore M1L2T —2; si dice dunque che un’energia ha le dimensioni di una massa
per il quadrato di una lunghezza divisa per il quadrato diesmngo.

Queste proprieta di trasformazione sono legate alla cetmanalisi dimen-
sionaleed allasimilitudine meccanicaargomenti che esulano da questo corso.

Basti qui osservare che il numero di unita indipendenti nmnaide necessa-
riamente con quello delle grandezze assunte come “fondafiienosi I'angolo
piano e I'angolo solido sono entrambi privi di dimensionténmini di grandezze
fisiche fondamentali, e come tali dovrebbero avere comea whitnisura deriva-
ta (1Lny1m e rispettivamente 1#31n?) lo stesso “numero puro” 1, mentre esi-
stono per essi due diverse unita: il radiante e lo steragliaptasi essi avessero
dimensioni proprie e distinte.

Né vi e alcunche di necessario nella scelta delle granderzafmentali quale
si e venuta configurando storicamente nel Sistema Internala, potendosi de-
finire un sistema coerente anche con I'assegnazione diivalovenzionali alle
costanti universali della fisica, come proposto agli ingli secolo da Planck: cosi
un sistema di unita “naturali” si potrebbe fondare, in limkgrincipio, ponendo
eguali ad 1 la velocita della luce, il quanto d’azione (o aost di Planck), la co-
stante di gravitazione universale, la costante di Boltamehil quanto elementare
di carica elettrica (ovverosia la carica dell’elettron®, a parte considerazioni
di opportunita e consuetudine, cio che determina in ultinaisi fino a che punto
Si possa tradurre in pratica un simile programma, e quahdgaze siano da con-
siderare fondamentali, € la riproducibilita dei campioté @recisione con cui é
possibile il confronto diretto tra grandezze omogenee.

E’ emblematica a questo riguardo la storia dell’evoluzideke unita di misu-
ra delle lunghezze, che anticamente erano le lunghezzeatgglel'uomo quali
il braccio, il cubito (risalente agli Egizi), il piede e lartghezza del pollice; ov-
vero delle medie di tali lunghezze su di un numero limitatandividui. L'ovvio
vantaggio di una simile definizione é la disponibilita deingaone in ogni tempo
e luogo; I'altrettanto ovvio svantaggio € la grande vatigbdel campione stesso,
donde il ricorso a valori medi e infine a campioni artificiastruiti con materiali
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e accorgimenti che garantissero una minima variabilitadehghezza col tempo,
e con le condizioni esterne pit 0 meno controllabili.

Cosi, dopo la parentesi illuministica che porto all’adozaalella quarantami-
lionesima parte del meridiano terrestre quale unita dih@zaga (metro), e fino al
1960, il metro campione fu la distanza tra due tacche treesiadi un’opportuna
sezione di una sbarra costituita da una lega metallica ratdtnle; tuttavia le alte-
razioni spontanee della struttura microcristallina dsbarra fanno si che diversi
campioni, aventi la medesima lunghezza alla costruzioresemtino col tempo
delle differenze apprezzabili col metodo di confronto. ltrel’'uso di metodi ot-
tici interferenziali fini per consentire un confronto pitepiso delle lunghezze e
condusse nel 1960 (come gia suggerito da Babinet nel 182%yinaolare la
definizione del metro dalla necessita di un supporto magemacroscopico, col
porlo eguale a 850763, 73 volte I'effettivo campione: cioé la lunghezza d’onda
nel vuoto della luce emessa in opportune condizioni da urggeste atomica (riga
arancio dell'isotopo del KriptoR°Kr).

L'ulteriore rapido sviluppo della tecnologia, con I'avierdi laser molto sta-
bili e di misure accuratissime delle distanze planetarlametodo del radar, ha
condotto recentemente (1984) ad una nuova definizione debnoeme distanza
percorsa nel vuoto dalla luce in una determinata fraziop293792458) dell’u-
nita di tempo (secondo); il che equivale ad assumere unevatomvenzionale per
il campione di velocita (la velocita della luce nel vuoto) @didurre la misura
della lunghezza fondamentale ad una misura di tempo.

Le misure di lunghezza hanno dunque percorso l'intero arotutvo, ed ap-
pare evidente come la complessa realta metrologica odiemasia piu riflessa
esattamente nella classificazione tradizionale di graseddpndamentali” e “de-
rivate”. Infatti la velocita assume ora in un certo sensaidlo di grandezza fon-
damentale, e tuttavia una velocita non si misura praticénei per confronto
diretto col campione (la velocita della luce nel vuoto); penverso le lunghezze
SONO0 spesso ancor oggi misurate per confronto con campiaria lunghezza del
campione primario (il metro) &€ determinata da una misurardigo.

Per quanto riguarda l'unita di durata temporale, essa fucelata da un sup-
porto macroscopico (il moto diurno della terra o i moti plkamg nel 1964 con
I'adozione di un campione di frequenza atomico (in ternmprecisi il cosiddetto
“orologio atomico al Cesio”), assegnando il valore convenale di 9192631770
cicli al secondo (Hertz) alla frequenza della radiaziorstedmagnetica emessa
in una particolare transizione tra due stati interni dedirao dit3Cs.

Questa definizione del minuto secondo consente il confrdniotervalli di
tempo con un errore relativonferiore ad una parte su ¥ Se si considera che
il quanto d’azionéh, che & la costante universale della meccanica (quanjistica

LVedi il paragrafo 2.6 alla fine del corrente capitolo.
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determinata con maggior precisione dopo la velocita datta ke che sia da essa
indipendente, & nota soltanto con una incertezza di alcartegu 1§, si com-
prende quale iato si dovrebbe colmare per portare a compinigarogramma di
Planck anche con il tempo, cosi come lo si é realizzato penighezza.

Ad uno stadio ancor meno avanzato € giunta I'evoluzionedeisura di mas-
sa, il cui campione e tuttora costituito da un particolargettp macroscopico
detto “kilogrammo-campione”. Anche qui la precisione caom s possono con-
frontare le masse supera di vari ordini di grandezza queltactii € nota la co-
stante di gravitazione universale, cui I'attribuzione di valore convenzionale
consentirebbe di ridurre le misure di massa a quelle di teemgidunghezza.

2.3 Gli strumenti di misura

Lo strumento di misura & un apparato che permette il cordrivatia grandez-
za misurata e I'unita di misura. Esso e costituito da un dggetnsibile in qualche
modo alla grandezza da misurare, che si pud chiamekatore eventualmente
da un dispositivdrasduttore che traduce le variazioni della grandezza caratteri-
stica del rivelatore in quelle di un’altra grandezza pitilfaente accessibile allo
sperimentatore; e da un dispositivo che presenta il riguttalla misura ai sensi,
generalmente alla vista, dello sperimentatore, direttden@con una registrazione
grafica o di altro genere.

Cosi in uncalibro, strumento per la misura di spessori, il rivelatore & coistit
dalla ganascia mobile col cursore ad essa solidale, e cheqoucere nella guida
facente corpo unico con la ganascia fissa; mentre I'elemadtoatore € costi-
tuito dalla scala graduata in millimetri tracciata sullddgue dal segno di fede
inciso sul cursore, generalmente insieme ad una scalaaaadusiliariarionio)
per la lettura delle frazioni di millimetro. La grandezz#étdesulla scala € qui
direttamente lo spessore oggetto della misura.

In un termometroa liquido I'elemento sensibile alla temperatura € il licquid
contenuto nel bulbo; esso funge almeno in parte anche diuttese, perche la
proprieta termometrica che si osserva ée il volume del rieedastesso. Il tubo
capillare a sezione costante traduce le variazioni di veldel rivelatore in varia-
zioni di lunghezza della colonna di liquido ivi contenutlimienisco che separa
il liquido dal suo vapore nel capillare funge da indicatassieme con la scala
tracciata sulla superficie esterna del tubo stesso o sopegolo ad essa solidale.
La grandezza letta sulla scala € la distanza del menisco segmo di riferimento
che puo essere messa in corrispondenza con la temperatureepzo di una ta-
bella di conversione; o, pit spesso e comodamente, le tepercorrispondenti
sono scritte sulla scala stessa accanto alle tacche datlaagione.

Le caratteristiche piu importanti di uno strumento soncelguenti:
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e La prontezza é determinata dal tempo necessario perché lo strumento ri-
sponda ad una variazione della sollecitazione; ad esermppioavere una
risposta corretta da un termometro si deve attendere claggiunga I'e-
quilibrio termico tra il rivelatore e I'oggetto di cui si misa la temperatura.

e Lintervallo d’'usa e definito come I'insieme dei valori compresi trasia:
glia e laportatadello strumento, cioe tra il minimo ed il massimo valo-
re della grandezza che lo strumento puo apprezzare in uplsiagto di
misura.

e La sensibilitd si puo definire come il reciproco della incertezza di ledtur
propria dello strumento, cioe della piu piccola variaziole#ia grandezza
che puo essere letta sulla scala, e che si assume genebroagponden-
te alla piu piccola divisione della scala stessa—o ad uradna apprez-
zabile di questa. La sensibilita puo essere diversa inreéifiie punti della
scala, o per diversi valori della grandezza; € un fattordiatita I'intervallo
d’'uso dello strumento, potendo divenire insufficiente aatto della soglia
od al di sopra della portata.

e La precisionedello strumento: € legata alla riproducibilita del ristdtdel-
la misura di una stessa grandezza. Esso puo variare da uagpadifett
dello strumento dovuti alla costruzione, che non pud mairesgerfetta, e
al logoramento di alcune componenti in conseguenza delfuslungato
o improprio, o dell'invecchiamento; dall’altra parte, garpresenza di va-
rie cause di disturbo ineliminabili anche in condizioni maii d'uso dello
strumento stesso. La precisione si puo definire come il recgpdell’in-
certezza sul valore della grandezza che viene determinata dall'insieme di
guesti fattori.

Per sfruttare a pieno le possibilita di uno strumento di maise opportuno
che la sensibilitd non sia inferiore alla precisione; glustenti di uso corrente
sono costruiti con una sensibilita circa eguale alla preaesin condizioni normali
d’'uso.

2.4 Errori di misura

Come accennato in relazione alla precisione di uno strumeset si esegue
una misura di una qualsiasi grandezza fisica si commettaatabilmente er-
rori; conseguentemente il valore ottenuto per la grandezsarata non € mai
esattamente eguale al suo vero valore, che non sara pertcidotoacon preci-
sione arbitrariamente grande (diversamente da quanta@an una costante
matematica, come ad esemmip
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Quando si ripete la misura della stessa grandezza col nmedetiumento,
nelle medesime condizioni e seguendo la medesima procdduseesenza del-
le varie cause di errore che andremo ad esaminare produeeddtdrenze tra il
valore misurato ed il valore vero; differenze variabili daaumisura all’altra, ed
in modo imprevedibile singolarmente. In conseguenza diigigultati di queste
misure ripetute (se lo strumento € abbastanza sensibit&)dtanno apprezza-
bilmente in maniera casuale in un certo intervallo, la cupeazza definisce la
precisione delle misure stesse. Gli errori di questo tipdicdnoerrori casuali
e la loro esistenza é facilmente accertabile con I'uso di walgigsi strumento
sensibile.

Tuttavia certe cause di errore possono dar luogo a una gestza tra valore
misurato e valore vero che si riproduce inalterata nelleimispetute di cui sopra,
e la inosservabilita delle fluttuazioni non garantiscettdfahe la discrepanza sia
inferiore all'incertezza di lettura dello strumento; népsid esser certi che essa
sia contenuta entro I'intervallo di variabilita degli efroasuali (quando esso sia
maggiore dell’incertezza di lettura).

Gli errori di questo secondo tipo si dicorarori sistematicie sono i piu
insidiosi, perché non immediatamente identificabili. @ads errori sistemati-
ci possono essere quelle elencate nel seguito (ma la list& mecessariamente
completa):

1. Difetti dello strumento, risalenti alla costruzione o cegsenti al suo de-
terioramento Ad esempio, in una bilancia con bracci di lunghezza diversa
I'eguaglianza dei momenti applicati ai due bracci ed asateudall’equili-
brio del giogo non implica 'eguaglianza delle masse adssspese: perche
una massa minore sospesa al braccio piu lungo fara eqaifidruina massa
maggiore sospesa all'altro. (Questo errore si puo anclssifitaare nel tipo
6, cioe come errore di interpretazione del risultato).

Altro esempio e quello di un goniometezcentrico cioé con la croce cen-
trale o I'asse di rotazione in posizione diversa dal cen¢lacdrchio recante
la graduazione. Cio puo dar luogo, per esempio, a misuregdileacuti si-
stematicamente in difetto o in eccesso a seconda dellaiposidel centro
presunto rispetto agli asst 6 18Q° e 90 — 270 del goniometro.

Lo zero di una scala (ad esempio di un termometro) puo essere spostato

dalla posizione corretta di taratura, per cui tutte le letkaranno in difetto

0 in eccesso in dipendenza dalla direzione dello spostamedppure la
scala stessa dello strumento puo essere difettosa: cakcagllare di un
termometro non ha sezione costante, anche se le posizioiggmdenti a
due punti fissi come OC e 100°C sono esatte, le temperature risultano in
difetto in un tratto della scala ed in eccesso in un altrddrat
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. Uso dello strumento in condizioni errateioe diverse da quelle previste per

il suo uso corretto. Tale e I'uso di regoli, calibri e simiiilamenti per misu-
rare lunghezze, o di recipienti tarati per la misura di valuartemperature
diverse da quella di taratura (generalmente fissata “@20nfatti la dila-
tazione termica fara si che lunghezza e volumi risultineratt in difetto
0 in eccesso a seconda che si operi a temperatura superitieriore. Si
puo naturalmente commettere un errore anche usando loesttara 20C,
guando cio che interessa in realta e conoscere il valore aliggandezza
dipendente dalla temperatura (la lunghezza di un oggétoJume di un
corpo, la resistenza elettrica di un filo o qualsiasi altchyaa temperatura
diversa da 20C.

. Errori di stima da parte dello sperimentatorein esempio di questo tipo

di errore si ha quando nello stimare una certa frazione dsidive di una
scala graduata lo sperimentatore tende a valutarla semgifeito o sempre
in eccesso; oppure, nel leggere la posizione di un indiceillndbfronte
ad una scala, lo sperimentatore puo tenere I'occhio sisieanaente alla
sinistra o alla destra del piano passante per l'indice emjortale alla scala
(errore di parallassg.

. Perturbazioni esterneun esempio di errori di questo tipo € la presenza di

corpi estranei, come la polvere, interposti tra le ganasaenctalibro e
'oggetto da misurare, il che porta a sovrastimarne lo spess

Un altro esempio e la misura della profondita del fondo n@drfluviale
con uno scandaglio (filo a piombo) in presenza di correntquide fa de-
viare il filo dalla verticale e porta sempre a sovrastimanertdondita se |l
fondo é orizzontale o quasi.

. Perturbazione del fenomeno osservato da parte dell'opengzdi misura

Tra gli errori di questo tipo si puo citare la misura dello sg@e di un
oggetto con un calibro a cursore, o col piu sensibile calébxate micro-

metrica (Palmer); I'operazione richiede I'accostamerglbedganasce dello
strumento all'oggetto, ed in essa lo si comprime inevitabiite con una
forza sia pur piccola, e se ne provoca percio una deformazion leggera
riduzione dello spessore.

. Uso di formule errate o approssimate nelle misure indiretie esempio é

offerto dalla misura indiretta dell’accelerazione di gtay ottenuta dalla
misura della lunghezza (cosiddetta ridotta) un apposito tipo di pendolo
(di Kater) e dalla misura del suo periodo di oscillazidnecon la formula

418
9:?
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ottenuta dalla nota espressione del periodo

|
To=2my/—
o \[g

Ma questa formula vale solo al limite per oscillazioni di aezza infinite-
sima, mentre una formula che meglio approssima la realta &

T(6) = 2n\g (1+$—2> - To (1+ ?—2)

la quale mostra come il periodo sia una funzione leggermergscente
dellampiezza massim@delle oscillazioni (qui espressa in radianti). L'uso
della formula di prima approssimazione per determirgao®@mporta dun-
gue una sottostima, che diviene tanto piu sensibile quartggiore €0,

in quanto si usa in luogo dip la durataTl di una oscillazione reale avente
ampiezza non nulla e percio sempre superiofg a

La medesima misura € affetta anche da un altro errore sistamariginato
dal fatto che il pendolo non ruota oscillando attorno al fitzzontale del
coltello di sospensione, ma compie un moto in cui il profild taglio del
coltello (che e approssimativamente un cilindro con ragigurvatura mi-
nimo dell’ordine dei centesimi di millimetro) rotola sulgwio di appoggio.
A causa dell’'impossibilita di una perfetta realizzazioneceanica dell’ap-
parato, il fenomeno osservato e diverso da quello suppbstgidintendeva
produrre, e la sua errata interpretazione comporta inveaesavrastima di
g. Infatti la formula del periodo, corretta per questo soltetd, risulta

essere
.
T=Toy/1——
0 a

(in cuir e il raggio di curvatura del filo del coltello ed la distanza del
centro di massa dal punto di appoggio) ed ileale € sempre inferiorelg.

Un modo per rivelare la presenza di errori sistematici ipstiati puo essere
quello di misurare, se possibile, la stessa grandezza nanesiti e metodi diver-
si; questi presumibilmente sono affetti da errori diverpiossono fornire percio
risultati differenti. Tuttavia neppure I'assenza di quesffetto da la certezza che
la misura sia esente da errori sistematici, ed essi sono@erente individuati da

2Riguardo a questo punto ed al successivo, per una discesafprofondita del moto del
pendolo si puo consultare: G. Bruhat - Cours de MécaniqusiBbg - Ed. Masson, pagg. 311—
321.
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una attenta e minuziosa analisi critica sia dello strumas#bo sia della procedura
seguita nella misura.

Una volta scoperto, un errore sistematico puo essere @tmmodificando lo
strumento o la procedura, oppure apportando una opportumezone al risul-
tato della misura (sebbene quasta correzione comportrgiemente un aumento
dell’'errore casuale).

| primi cinque tipi elencati di possibili cause d’erroretsimatico possono pro-
durre anche errori casuali: cosi, per il primo tipo, gli inakili giochi meccanici
e gli attriti tra parti dello strumento in moto relativo pos® dar luogo a risul-
tati fluttuanti; per quanto riguarda il secondo tipo, cormhzambientali variabi-
li e non del tutto controllabili (come temperatura e pressjopossono produrre
variazioni imprevedibili del risultato.

Lo sperimentatore non ha un comportamento fisso e costaltgesakitazioni
e nelle azioni compiute durante I'operazione di misura; eam esempio di que-
sto terzo tipo di errori si consideri 'imprevedibile vabiita del tempo di reazione
nell’avvio e nell’arresto di un cronometro a comando maeual

Anche i disturbi esterni (quarto tipo), potendo essere dinaae intensita
variabile, produrranno errori di un segno determinatadgsigtici), ma di entita
variabile ed imprevedibile, dunque in parte anche casuali.

Si aggiunga a cio che disturbi casuali possono essere pras#a strumento
stesso per la costituzione corpuscolare della materia éapeatura fondamen-
talmente statistica di certe grandezze fisiche. Cosi lfggio mobile, sospeso
ad un filo lungo e sottile, di una bilancia a torsione di esaesansibilita, avra
posizioni fluttuanti attorno a quella di equilibrio: non s@ causa del bombarda-
mento incessante cui esso € sottoposto da parte delle et @as circostante,
ma anche nel vuoto assoluto per I'agitazione termica deistassi costituenti.

Infine, anche le cause del quinto tipo possono dar luogo adi easuali se
il disturbo del fenomeno o dell’oggetto prodotto dall’ogeione di misura e di
entita variabile e non controllata.

Alle cause comuni con gli errori sistematici si deve qui aggierne una tipica
degli errori casuali, e consistente naligperfetta definizione della grandezdae
si intende misurare. Anche restando nell’ambito delladisiassica (e come ac-
cennato in relazione ai disturbi delle misure), certe geaad, quali la pressione e
la temperatura, sono in realta legate a delle medie stditéstcome I'energia cine-
tica media molecolare; come tali esse hanno un’indeterziona intrinseca, che
tuttavia non si manifesta nelle misure relative ad oggd&gnemeni macroscopici
se non in casi eccezionali.

Ad un livello meno fondamentale, se si misura piu volte concatibro il
diametro di un oggetto sferico puo avvenire che i risult@ine leggermente di-
versi; questo perche I'oggetto non puo essere perfettanséatico, ed ogni suo
diametro ha una lunghezza generalmente diversa da queifaatiro.
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Per concludere, gli errori casuali:

e Sono osservabili solo con uno strumento sufficientememnmsilsige, cioe
guando sono di entita maggiore dell’incertezza di lettwitacscala.

e Possono essere ridotti; ad esempio affinando le caraitbastiello stru-
mento, o controllando piu strettamente le condizioni delsso e dell’am-
biente, e precisando meglio la procedura di esecuziona ahlura: ma cio
con difficolta crescente sempre piu con la precisior@) possono quindi
mai essere eliminati

e Posseggono tuttavia certe regolarita statistiche, clitestmo nell’ambito
di una teoria matematica che verra affrontata nei prossapitali; la loro
entita puo pertanto essesBmata

Compito dellateoria dell’erroreé appunto quello di stimare I'errore presumi-
bilmente commesso nell’atto della misura, a partire dai sfaerimentali stessi.
Riassumendo:

Scopo della misura di una grandezza fisica é il valutare sipporto
della grandezza stessa con una certa unita di misura, siarbeda
cui tale rapporto e presumibilmente affetto.

Il risultato delle misure dovra quindi sempre essere esprigsuna forma del
tipo
| = 12.344+0.01m

in cui compaiano le tre pantialore, errore edunita di misura

2.5 Cifre significative ed arrotondamenti

Sempre per quanto riguarda il modo di esprimere il risultitan insieme di
misure,e un errorespingere la valutazione del risultato al di Ia della prexisi
sperimentale; in altre parole, se il calcolo dell'errore [@misura di una lun-
ghezza indica incertezza sulla cifra ad esempio dei centimetri, € un errore dare nel
risultato la cifra dei millimetri, o (peggio) dei decimi ergesimi di millimetro.

Nei risultati intermedi possiamo tenere per i successilcatatutte le cifre che
vogliamo; ma, giuntal risultato finale e solo una volta che I'errore sia stato cal-
colato, bisogna troncare il risultato stesso al livelld'delore da noi stimato ed
arrotondare. Cosi

12.345674+ 0.231 diventa 12834+0.2 0 12.34+0.23
12.345674+ 0.00789 diventa 134640.008 o 1234574+0.0079
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2.6 Errore relativo

Una volta valutato I'errore presumibil&x (errore assolutpdella misuraxg di
una grandezza fisicq il rapporto

_Ax
X0

€

(indicato invaloreod in percentual@ prende il nome derrore relativa

Lerrore relativo € importante perché esprime la bontaadalisura di una
grandezza: é evidente come un errore assoluto di 1 cm assuensodsignificato
se riferito alla misura di un tavolo o di una distanza astroita, ed € la diversita
degli errori relativi ad esprimere tale significato.

E’ opportuno tuttavia osservare che I'errore relativo &@di senso quando il
valore vero della grandezza che si misura e nullo; pertapitsa parlare di errore
relativo solo quando si possa escludere tale eventualitgpcatica certezza, nel
caso cioe che sigy>>Ax, ovvero chee sia di almeno un ordine di grandezza
minore dell’unita.



Capitolo 3

Elementi di teoria della
probabilita

Abbiamo gia notato come, per la ineliminabile presenzaidagbri di misu-
ra, quello che otteniamo come risultato della stima delreath una grandezza
fisica non sia praticamente mai il valore vero della grandestessa; inoltre, se
ripetiamo piu volte la misura, non otteniamo mai, in geresraEmmeno lo stesso
risultato.

Da questo si deduce che, sulla base di misure ripetute camusitettuate,
non si potra mai affermare che un qualsiasi numero reale s@ncsia il valore
vero della grandezza stessa. E’ pero evidente che tuttnfytiii numeri reali
non devono essere posti sullo stesso piano: alcuni di essirsapiu verosimili
(intuitivamente i numeri vicini ai risultati delle nostrasure ripetute), altri (i piu
lontani) saranno meno verosimili.

Il problema della misura va dunque impostato in termini jitmbstici, e po-
tremo dire di averlo risolto quando, a partire dai dati gpentali, saremo in grado
di determinare un intervallo di valori avente una assegmatbabilita di contenere
il valore vero.

Prima di proseguire, introduciamo dunque alcuni elemesgitadeoria della
probabilita.

3.1 La probabilita: eventi e variabili casuali

Oggetto della teoria delle probabilita e lo studio di eveatsualio aleatori,
cioe eventi ripetibili (almeno in teoria) infinite volte, €possono manifestarsi in

17
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piu modi, imprevedibili singolarmente, e che si escludonacanda I'un I'altro;
esempi tipici di eventi casuali sono il lancio di un dado o daumoneta, o I'e-
strazione di una carta da un mazzo. Come risultato del latedla moneta o del
dado, questi cadranno e si ridurranno in quiete con unardetata faccia rivolta
verso l'alto; per la moneta le possibilita sono due, mengralplado sono sei.

Se si é in grado di fissare una legge di corrispondenza cheeptardi associa-
re ad ogni modalit& di presentarsi dell’evento casuale, scelta nell'insi&e
tutti i possibili risultati, uno ed un solo numero real&), questo numero prende
Il nome divariabile casualelefinita nell'insiemes. Le variabili casuali possono
assumere un numero finito od infinito di valori, possono esdescrete o conti-
nue; € da notare come, per la presenza degli errori, la muraa grandezza
possa essere considerata come un evento casuale, ed ilocimeartteniamo una
variabile casuale che associamo all’evento stesso.

3.2 La probabilita: definizioni

La definizione “classica” di probabilita & la seguente:

Si definisce come probabilita di un evento casuale il rajgtoatil nu-
mero di casi favorevoli al presentarsi dell’evento stesbd Bumero
totale di casi possibili, purche tutti i casi possibili stamgualmente
probabili.

Se ne ricava immediatamente il seguente

Corollario: la probabilita di un evento casuale € un numero reale
compreso tra zero e uno, che assume il valore zero per glitieven
impossibili ed uno per quelli certi.

La definizione “classica” sembra sufficiente a permettercattolare le pro-
babilita di semplici eventi casuali che possano manifestarun numero finito
di modalita equiprobabili (ad esempio per i giochi d’azzgrdna e insoddisfa-
cente perche racchiude in sé stessatantologia si nota immediatamente come,
per definire la probabilita, si presupponga che si sia giaadg di valutare I'e-
qguiprobabilita delle varie possibilita di manifestarsil@gento considerato. Nel
caso di una variabile casuale continua, cio si traduceinédterminazione di qua-
le tra le variabili topologicamente equivalenti (legatetidasformazioni continue)
sia quella equiprobabile, cioé con probabilita per ognenvello proporzionale
all'ampiezza dell'intervallo stesso.

Si possono dare della probabilita definizioni piu soddisfaicdal punto di vi-
sta logico, ad esempio la seguente (definiziempirical): definiamo ldrequenza

LAnche questa definizione (teorizzata da Von Mises) non & tetarpente soddisfacente dal
punto di vista concettuale, ma é tra le piu intuitive perclédd piu vicine all’'uso pratico.
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relativa f(E) con cui un evento casualesi & presentato in un numero totde
di casi reali come il rapporto tra il numerodi volte in cui I'evento si é effet-
tivamente prodottoffequenza assolujeed il numeroN delle prove effettuate;
la probabilita diE si definisce euristicamente come I'estensione del condeétto
frequenza relativa su un numero grandissimo di prove, cioe

p(E) ~ lim f(E) = lim (%)

N—o0 N— oo

3.3 Proprieta della probabilita

La mancata realizzazione dell'eveii@ostituisce levento complementake
i due eventiE ed E si escludono mutuamente, ed esauriscono l'insieme diitutti
possibili risultati di una prova od esperimento elementkeldipo considerato.
La frequenza relativa dt suN prove e
N—n
N

F(E) = _ 1_% — 1-f(E)

da cui si ricava

p(E) = 1- p(E) 0 anche p(E) + p(E) = 1
Generalizzando, 98, F,...,Z sono eventi casuathutuamente esclusieiche
esauriscond’insieme di tutti i possibili risultati, vale la

P(E)+ p(F)+---+p(Z2) =1

Il risultato di una prova o esperimento pit complesso pueressostituito dal
verificarsi di due eventi simultanei in luogo di uno solo; @masempio, si conside-
ri il lancio di una moneta e I'estrazione contemporanea dicearta da un mazzo.
SeE indica I'apparizione della test#& (allora sara I'apparizione della croce) Ed
I'estrazione di una carta ner& di una carta rossa), esistono quattro eventi fon-
damentali non ulteriormente decomponibili e che si esaleddcendevolmente:
EF, EF, EF eEF.

Il simbolo EF indica qui I'evento compostprodotto logicodei due eventi
sempliciE edF, cioe il verificarsi sia dell'uno che dell’altro. Se ora, Nypro-
ve effettuate, la frequenza assoluta con cui i quattro et@mdamentali si sono
verificati € quella indicata nella seguente tabella:

F|E

E || ni1 | N2

m

N21 | N22
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le rispettive frequenze relative saranno

f(EF):% f(EF_):%
f(EF) = 2 f(EF) = =22

Facendo uso della definizione empirica di probabilita sidreonformemente
alle precedenti relazioni valide per eventi che si escladon

_ n n
E—EF+EF = f(E):%ﬂ

_ n n
F=EF+EF - f(F):%ﬂ

da cui siricavano le
p(E) = p(EF) + p(EF) e p(F) = p(EF) + p(EF)

e simili perE e F. Se ora si applica la definizione empirica all’evento corsgte
E + F somma logicalegli eventi semplick edF (che consiste cioe nel verificarsi
o di E o di F o di entrambi), si ottiene

M1+ M2+M21
N
(Ni1+n2)+ (N1 +np1) —Mma
N —
= f(E)+ f(F)— f(EF)

f(E+F) =

da cui
P(E+F) = p(E)+ p(F) — p(EF)

Nel caso particolare di due evelitied F che si escludano mutuamente (cioé
per cui siap(EF) = 0 en;; = 0) vale la cosiddettiegge della probabilita totalte
pP(E+F) = p(E) + p(F). Questa si generalizza poi per induzione completa al
caso di piu eventi (sempre pemutuamente esclus)yper la cui somma logica la
probabilita e uguale alla somma delle probabilita deglnéveemplici:

PE+F +---+2Z) = p(E) +p(F) +---+ p(Z)

La probabilita che si verifichi 'event& nei casi in cui si sa gia che si é
verificato I'eventoF si indica con il simbolop(E|F) e si chiamaprobabilita
condizionatasi ricava per essa facilmente, usando la terminologiaedeimpio,

Ni1 LN N B f(EF)
ni+n1 N ni+na f(F)

f(E[F) =
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Vale quindi la
P(EF) = p(F) - p(E[F)

Nel caso particolare in cui risulp(E|F) = p(E), il verificarsi o meno del-
I'eventoF non modifica la probabilita ché ha di manifestarsi. In questo caso i
due eventi si diconetatisticamente indipendené per essi vale la seguente legge
(dellaprobabilita composta p(EF) = p(E) - p(F).

Questa si generalizza facilmente per un evento costitatwerificarsi con-
temporaneo di piu di due eventi (sempre pstiatisticamente indipendehtper il
quale vale la

P(EF---Z) = p(E) p(F)---p(Z)

3.4 Definizione assiomatica di probabilita

Solo per completezza accenniamo qui alla cosidakgfaizione assiomatica
della probabilita che &€ matematicamente consistente:

Sia S l'insieme di tutti i possibili risultati di una prova, edl un
qualsiasi sottoinsieme & Si definisce “probabilita” dA un nume-
ro associato univocamente al sottoinsieme e che soddisgleesiti
proprieta:

p(A) > 0 per ogniA;

P =1

3. p(A+B) = p(A) + p(B) per ogniA C SeB C StalicheANB =
0.

Questa definizione, pur matematicamente consistente,inemdlla su come
assegnare dei valori alla probabilita; tuttavia su taloviasi possono fare delle
ipotesi, verificabili analizzando gli eventi reali ossdrva

3.5 Lalegge dei grandi numeri

Sempre per completezza, inseriamo un breve cenno alladettadegge dei
grandi numeri. Difetto della definizione empirica di probisd, oltre a quello di
essere basata su di un esperimento, é quello di supporreonergenza df (N),
al crescere dN, verso un valore ben definito: valore che si assume poi come
probabilita dell’evento.

Qualora si prenda come definizione di probabilita quelléoasatica, e effet-
tivamente possibile dimostrare che, al crescere del numero di prove, la frequenza



22 CAPITOLO 3. ELEMENTI DI TEORIA DELLA PROBABILITA

relativa di un evento casuale converge verso la probablétbevento stesso. E’
tuttavia importantissimo sottolineare come questa leggedrandi numedi non
implichi una convergenza esatta nel senso dell’analisi:implichi cioe che, scel-
to un qualunque numero positiep sia possibile determinare in conseguenza un
interoM tale che per ogriN > M risulti sicuramentef (E) — p(E)| < €.

Si pensi in proposito alla chiara impossibilita di fissarenumeroM tale che,
guando si lanci un dado piu 8 volte, si siacerti di ottenere almeno un sei: al
crescere dM crescera lgprobabilita del verificarsi di questo evento, ma non si
potra mai raggiungere la certezza.

Nella legge dei grandi numeri la convergenza va intesa isgsatisticq cio
che si puo dimostrare € che:

Dato un evento casuake avente probabilit®r(E) di manifestarsi, e
che si presenti volte suN prove eseguite, quindi con frequenza rela-
tiva f(E) = x/N; in corrispondenza a qualunque coppia di numeri po-
sitivi €' ede” scelti a piacere e possibile determinare in conseguenza
un numero interd tale che, per ogil > M, risulti

Pr(‘%—Pr(E)‘ >s’) < ¢’

In altre parole, aumentando il numero di prove si puo rendapgrobabile
guanto si vuole che la frequenza relativa e la probabiliténdévento differiscano
piu di una quantita prefissata.




Capitolo 4

Elaborazione dei dati

In questo capitolo si discute dell’organizzazione da dadat sperimentali,
€ Su come si possano da essi ricavare quantita significative.

4.1 Istogrammi

Una volta che si disponga di piu misure della stessa graadesiza, € oppor-
tuno cercare di organizzarle in modo che il loro significaalti a colpo d’occhio
evidente; la maniera piu consueta di rappresentare graditi@te misure e quella
di disporle in unistogramma

Essendovi corrispondenza biunivoca tra numeri reali eijplunha retta orien-
tata, ognuna delle nostre misure puo essere rappreseatataglinto su di essa;
I'istogramma e un particolare tipo di diagramma cartesiamoui I'asse delle
ascisse e dedicato a tale rappresentazione. Tuttavialeé ¥adiere come non tutti
i valori della variabile siano permessi, perche gli strutnérniscono per loro
natura un insieme discreto di valori, essendo limitati achumero finito di cifre
significative.

Conviene allora indicare sull’asse delle ascisse tuttisisgmli valori che pos-
sono risultare dalla misura, cioe punti separati da un\atir che corrisponde
alla cifra significativa piu bassa dello strumento, o conueaglla piu piccola
differenza apprezzabile con esso se l'ultima cifra deveresstimata dall’'osser-
vatore (ad esempio il decimo di grado stimato ad occhio suomiognetro avente
la sensibilita del mezzo grado).

Nelle ordinate del diagramma si rappresenta la frequersodiaa con la quale
| diversi valori si sono presentati; questo si fa associadiognuna delle misu-

23
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re un rettangolo avente area unitaria, che viene riportamola base al di sopra
dell'intervallo appropriato ogni volta che uno dei positélori &€ stato ottenuto.
Nel caso consueto in cui I'asse delle ascisse venga divisdervalli aventi tutti
la stessa ampiezza, tutti questi rettangoli avranno owerdenla stessa altezza.

15

10 ~ m

178 179 180 181 182

Figura 4.1: Esempio di istogramma (100 misure ripetuteagglmma degli angoli
interni di un triangolo).

Se le frequenze assolute risultassero troppo piccole, §88¥y& opportuno rag-
gruppare le misure iclassi di frequenzaciascuna classe corrispondendo ad un
intervallo multiplo opportuno del piu piccolo rappresdsita discusso sopra.

Anziché costruire lI'istogramma riportandovi un risultgter volta, si posso-
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no contare prima le frequenze in ciascuna classe e disegopra ognuno degli
intervalli un rettangolo avente altezza corrisponderitefedquenza ivi osservata.
L'area dell'istogramma sopra ad ogni intervallo & proponzile alla frequenza as-
soluta con cui si € osservato un valore che cade entro di egsale, se si assume
come unita di misura per le aree quella del rettangolo unitBarea totale sottesa
dall'istogramma e rispetto a tale unita pari al numero deogszioniN.

Un’altrarappresentazione, che € poco usata ma vantagugosiae non richie-
de la previa (e in qualche misura arbitraria) definiziondéedghssi di frequenza,
quella dellafrequenza cumulativassoluta o relativa. Essa e definita per ogni va-
lore dell’ascissa dal numero (assoluto o relativo) di vpke cui il risultato della
misura e stato minore o uguale:asi tratta dunque di una funzione monotona non
decrescente con uno scalino pari rispettivamente ad 1/dNarlcorrispondenza
ad ognuno deglN valori osservati. Risulta inoltre

N (ass.)
0 = F(-) < F(x) < F(+®) =
1 (rel.)

4.2 Stime di tendenza centrale

In presenza dN valori osservati di una grandezza fisica (che non siano tutti
coincidenti), si pone il problema di definire un algoritmcectornisca la stima
migliore del valore vero della grandezza osservata; ciaietirminare quale, tra
le infinite funzioni dei dati, ha la maggiore probabilita @irdi il valore vero.

Ora, se supponiamo di avere eliminato tutti gli errori siséci, € intuitivo
come il valore di tale stima debba corrispondere ad una jposzcentrale nel-
la distribuzione dei valori osservati; sappiamo infate i errori casuali hanno
uguale probabilita di presentarsi in difetto ed in eccessuetto al valore vero e,
se il numero di misure e sufficientemente elevat@aspettiamo (sulla base della
legge dei grandi numeri) che la distribuzione effettivd@&lequenze non si di-
scosti troppo da quella teorica delle probabilita. Dungus attende che i valori
osservati si distribuiscano simmetricamente rispett@kdre vero.

4.2.1 Lamoda

Nella statistica esistono varie stime della cosiddegtalenza centraldi una
distribuzione; una di queste stime e il valore corrisponeleat massimo della
frequenza, cioé il valore che si presenta il maggior numenmiie (ovvero la
media dei valorcontiguiche presentassero tutti la medesima massima frequenza):
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0.6 -

0.2 -

178 179 180 181 182

Figura 4.2: Frequenza cumulativa relativa per le stesseirmidgella figura
precedente.




4.2. STIME DI TENDENZA CENTRALE 27

tale stima (se esiste) si chiammedadella distribuzione, e si indica con il simbolo
X.

In generale pero la distribuzione potrebbe non avere massppure averne
pit d’uno in intervalli non contigui (distribuziormnultimodal), anche se questo
non dovrebbe essere il caso per le distribuzioni di misyretuite.

6 - 6 -
. .
2 2
-1.6 0 16 -16 0 1.6
6 - 6 -
. .
: :
%16 0 16 %6 0 16

Figura 4.3: Due distribuzioni unimodali (in alto), una bidade (in basso a si-
nistra), una senza moda (in basso a destra); quest’ultistabdizione simula il
campionamento a istanti casuali dell’elongazione di urdpén

Per questi motivi la moda non € di uso molto frequente, e ngmp@muna in
guesto contesto anche per ragioni che saranno esaminategpiti.
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4.2.2 La mediana

Una stima di uso frequente nella statistica @rladianadi una distribuzio-
ne, X; definita come quel valore che divide I'istogramma dei datiue parti di
uguale area; in termini meno precisi, la mediana lascia walugumero di dati
alla propria sinistra ed alla propria destra. Usando quisfiaizione, per trovare
la mediana di un insieme di valori tutti distinti basta didpm ordine crescen-
te e prendere il valore centrale (per un numero dispari duraissi prende la
semisomma dei due valori centrali se le misure sono in nupaeY.

Al contrario della moda, la mediana esiste sempre; nel dragra della fre-
quenza cumulativa e definita dall'ascissa corrisponddhtedinata del 50%.

Si puod dimostrare anche che la mediamadguel valore dk che rende minima
la somma dei valori assoluti degli scarti delle nostre n@sudax; cioe tale che

min (im x) - ém - %

4.2.3 La media aritmetica

La stima di gran lunga piu usata del centro di una distrinzie lamedia
aritmeticadei valori osservatx, definita attraverso la

zZ

Xi

Zl-

X=

Proprieta matematiche della media aritmetica sono le sggue

Proprieta 1: La somma degli scarti di un insieme di valori dalla loro
media aritmetica e identicamente nulla.

Infatti dalla definizione risulta

N N
(6% = Yx-3%
2 202
N
— X| - N)?
i=
= Nx— Nx
=0

Proprieta 2: La media aritmetica di un insieme di dati numeri-
Ci X1,X2,...,XN € quel valore dk rispetto al quale risulta minima la
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somma dei quadrati degli scarti datlecioe quel numero per il quale
é verificata la

N N
min{zl(xix)Z} - _Z(Xi %)

Infatti abbiamo

N N
-Z(Xi_X)z = ;[(Xi—ﬂﬂf—x)]z
N

= 3 [06 =7+ 0+ 2x =K X)

z

(% —X)°

A4
lEI\/]Z

4.2.4 Considerazioni complessive

Oltre le tre stime citate di tendenza centrale ne esistotte, ali uso pero
limitato a casi particolarirhedia geometrica, media armonjca che non hanno
frequente uso né nella statistica né nella fisica, o deridataltri valori medi
(radice quadratica media

Se la distribuzione dei dati non e troppo irregolare, le times citate di ten-
denza centrale non sono molto lontane; esiste una relagropeica che le lega e
che é valida per distribuzioni non troppo asimmetriche:

X—X = 3(x—X)
cioeé la differenza tra media aritmetica e moda € circa ildrgella differenza tra
media aritmetica e mediana.

La scelta dell'uso dell’una o dell’altra stima statisticar pleterminare la ten-
denza centrale della distribuzione di un insieme di misiypetute andra decisa
sulla base delle proprieta della stima stessa; piu preestsulla base dello stu-
dio di come si distribuiscono varie stime che si riferiscareampionianaloghi,
cioe ad insiemi di misure della stessa grandezza fisicaupriedmente affetti

dallo stesso errore (eseguiti insomma in condizioni arieddg@ composti da uno
stesso numero di dati.
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0.4

Moda: 1.006
B | Mediana: 1.694
Media: 1.995

Figura 4.4: Le tre stime di tendenza centrale in una pagreaflistribuzione.
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4.2.5 Prima giustificazione della media

La stima di tendenza centrale che € di uso generale per leenigpetute €
la media aritmeticai motivi sono svariati e sostanzialmente legati alle pretar
statistiche della media stessa; di essi ci occuperemo apaoavanti.

A guesto punto possiamo gia comungue verificare (anche saimenanon
rigorosa) che la media aritmetica di piu misure ha un errore infermmguello
delle misure stesse; indichiamo cghil valore vero della grandezzq e conx;
(i=1,2,...,N) leN determinazioni sperimentali &i I'errore assoluto commesso
in ognuna delle misurg sara dato da; = x; — x*. Lerrore assoluto della media
aritmetica € allora dato da

_ 1N
€ = XX ==-Vx-X
Py

(X —X")

Se gli errori sono solo casuali, saranno ugualmente prbbatdifetto e in
eccesso rispetto al valore vero; e se le misure sono numglicgdenderano ad
eliminarsi a vicenda nella sommatoria, che inoltre € mhdta per un fattore
1/N.

4.2.6 La media aritmetica espressa tramite le frequenze

Sianox;, coni = 1,...,N, gli N valori del campione di cui vogliamo calcolare
la media aritmetica; supponiamo che qualcuno dei valoenaiti siaripetuto, ad
esempio che il valorg; si sia presentato; volte, X, si sia presentatno, volte e
cosi via: la media aritmetica si puo calcolare come

N1Xg +NpXp + - -+
N

)?: (N:nl—l—nz—l—...)

Indichiamo corx; (j = 1,2,...,M) gli M valori distinti dix presenti nel cam-
pione;n; e la frequenza assoluta con cui abbiamo ottenuto il valpresl corso
delle nostre misure, ed il rapportg/N é la frequenza relativd; dello stesso
evento: allora possiamo scrivere

1M Mn M
X = — X X
EEPRLEDR RPN

b

X =

Z||—\
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Formule in cui si sommano valori numerici (qui gii) moltiplicati ciascuno
per un fattore specificof() vanno sotto il nome generico fiirmule di media
pesata ogni valore distinto dagli altri contribuisce infatti asultato finale con un
pesorelativo dato dal numeré;.

E’ bene osservare che si possono definire infinite medie @eésatvalori nu-
merici Xj, corrispondenti alle differenti maniere di attribuire agnano di essi
un peso; ed anche che, generalmente, con il nome di “meda&gies si riferi-
sce a quella formula che permette di calcolare la migliareastiel valor vero di
una grandezza fisica sulla base di piu misure aventi differprecisione (e che
incontreremo nel paragrafo 8.1), e non alla formula prectde

Fin qui la formula si presenta solo come un artificio per dal@la media
aritmetica di un insieme di valori risparmiando alcune ageni; ma pensiamo
di far tendere all'infinito il numero di misure effettuatdioaa, come sappiamo,
la frequenza relativa con cui ogni valore si € presentataasitocasticamente alla
probabilita rispettiva e, in definitiva, la media aritmetigdelle misure tende ad un
limite determinato:

I\III_r>nooX = Zj PiX]

In definitiva, se siamo in grado di assegnare in qualche madguobabilita
al presentarsi di ognuno dei possibili valori di una missramo anche in grado di
calcolare il valore assunto dalla media aritmetica di gaén nel limite di infinite
misure effettuate. Di questa formula ci serviremo piu ayamta volta ricavata
appunto (sotto opportune ipotesi) la probabilita di ottenen certo risultato dalle
misure di una grandezza fisica.

4.3 Stime di dispersione

La stima della tendenza centrale di un insieme di misuretsisce legata
al valore vero della grandezza misurata; cosi all’erronrmro@sso nelle misu-
re si intuisce legata un’altra caratteristica della distzione, ladispersione la
valutazione cioe della larghezza dell'intervalloxnn cui le misure stesse sono
distribuite.

4.3.1 Semidispersione massima e quantili

La piu grossolana delle stime statistiche di dispersioredfettua trovando il
massimo ed il minimo valore osservato: damidispersione massingadefinita
come la semidifferenza tra questi due valori,

Xmax— Xmin
2
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Essa ha il difetto di ignorare la maggior parte dei dati eipaldrmente quelli,
generalmente preponderanti, prossimi al centro dellailligtione; inoltre nor-
malmente aumenta all’aumentare del numero di misure, endetendere ad un
valore determinato.

Grandezze frequentemente usate per caratterizzare una distribuzione nella sta-
tistica (non nella fisica) sono i quartili, i decili ed i pertdi (collettivamente
quantili), indicati conQ; (i=1,2,3);D; (i=1,...,9);eR (i=1,...,99) rispetti-
vamente. Essi sono definiti (analogamente alla medianag cprei valori della
che dividono la distribuzione rispettivamente in 4, 10 e p@fti di uguale area.

Ovwviamente vale la

Q2 = D5 = P5p = X
Come stima della dispersione di una distribuzione & usagb statistici I'intervallo
semiinterquartilico Q= (Qz — Q1)/2, come pure la differenz — Pig tra il no-
vantesimo ed il decimo percentile; tali intervalli esistosempre, ma non sono
padroneggiabili agevolmente negli sviluppi teorici.

4.3.2 Deviazione media assoluta

Altra stima di dispersione € ldeviazione media assolytdefinita come

N
=g > A

oppure, meno frequentemente, come

1 N
X—X = — i — X
K = 3 X

ma anch’essa non e facile a trattare a ragione della op@enion lineare costi-
tuita dal valore assoluto.

4.3.3 Varianza e deviazione standard

La piu importante (e piu usata), non solo in fisica, stima dpdisione € la
deviazione standar(bppurescartoo deviazione quadratica medialefinita come
la radice quadrata dellaarianza $:

@15 52
SICR

Per distribuzioni non troppo asimmetriche la deviazion€imassoluta e circa
i é della deviazione standard, e l'intervallo semiintergiliact € circa i% della
stessa.
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Per calcolare lo scarto quadratico medio di un campioneaskBamto di un
calcolatore appositamente programmato, puo risultate sfiuttare la sua se-
guente proprieta:

N

N = ;(xi—ﬂz

N

= ;(Xa2+>?2—2>6q)

= ZX| + NX2 2)(‘2l

= ZxF + NX2 — 2Nx2
i=

N
= inz — Nx2
i=

da cui la formula

che permette un calcolo pit agevolestiaccumulando successivamente i quadrati
dei valori osservati anziche quelli dei loro scarti dalladiae

4.4 Giustificazione della media

Stabiliamo quindi per convenzione che il nostro metodo pesurare la di-
spersione di un campione di dati € quello del calcolo dellaad#one standard,;
accettiamo anche che qualche modauesto numero sia legato all’errore presu-
mibilmente commesso nel corso delle misure. Una definizpagrecisa di cio
che si intende con le parole “errore commesso”, ovverosigelpretazione pro-
babilistica dello scarto quadratico medio nei riguardieletisure ripetute, verra
data piu avanti.

Comunque, una volta assunto questo, possiamo approfdhdiseorso gia
cominciato sulla media aritmetica come stima del centréaddistribuzione e
quindi del valor vero di una grandezza, nel caso di misuretufie ed in assen-
za di errori sistematici. E’ infatti possibile provarehe la media aritmetica & la

1La dimostrazione risale a Gauss se ci si limita alle soleaxpeni lineari sui dati, e solo ad
anni recenti per un qualsiasi algoritmo operante su di eedi;in proposito I'appendice G.
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stima del valore vero affettdal minimo errorecasuale, cioe avente la piu piccola
deviazione standard.

Riferendosi a quanto prima accennato, cio significa che idiereritmetiche
di molti campioni analoghi dN misure avranno un istogramma piu stretto delle
mode, delle mediane e di qualsiasi altra misura di tendeerttale desumibile
dagli stessi campioni; la larghezza di tale istogrammaynais, come abbiamo
assunto, dal suo scarto quadratico medio) sara messa kioredacon lo scarto
qguadratico medio delle misure da un teorema di cui ci ocarpernel seguito.
Da esso discendera anche che I'errore statistico dellaanaeitinetica converge a
zero al crescere indefinito del numero di dwti

Per concludere:

1. Disponendo di pit misure ripetute della stessa grandeaea,fis
si assume come migliore stima del valore vero della stessa la
loro media aritmetica.

2. Questa stima é piu precisa di quanto non lo siano le singele mi
sure, ed e tanto piu attendibile quanto maggiore € il numeilte d
stesse.

3. Come valutazione dell’errore commesso nelle singole raisur
assume il loro scarto quadratico medio; o meglio, per mohei
verranno chiariti in seguito, la quantfta

2La differenza tra questa formula e quella prima citata noraéigamente avvertibile 9¢ non
e troppo piccolo.



36

CAPITOLO 4. ELABORAZIONE DEI DATI



Capitolo 5

Variabili casuali unidimensionali

Gia sappiamo che, a causa degli errori, la misura di una geaadfisica puo
essere considerata un evento casuale, e che il numero seate aktenuto in con-
seguenza della misura stessa puo essere considerato iaileaasuale definita
sull’intero insieme dei possibili risultati.

Un insieme finito di operazioni di misura, i cui risultati tidgiscono quello
che in linguaggio statistico si diG@mpionesi puo pensare come un particolare
sottoinsieme formato da membri estratti a caso dall'insieintutte le infinite
possibili operazioni di misura della stessa grandezzafis®eguite col medesimo
strumento e le medesime procedure.

Quest'ultimo insieme nella terminologia statistica siedimiversoo popola-
zione ed € in effetti una finzione (si pensi all’'universo di tutgassibili lanci di
un dado nella teoria dei giochi d’azzardo), nel senso cheatia esso non é pre-
esistente alle operazioni effettivamente eseqguite, ardifiza dell'insieme di tutti
gli individui di una vera popolazione dalla quale si estra@mente un campione
in una ricerca demografica. Sebbene sia una finzione, questeito e tuttavia
utile per applicare il calcolo delle probabilita alle cageaistiche di un campione.

In questo capitolo esamineremo il comportamento delleabdricasuali in
generale, ed in particolare quello dei risultati delle masul tutto con lo scopo
di mettere in evidenza i rapporti tra grandezze che si af@mo ad un campione
limitato e grandezze analoghe che siano invece riferit@taia popolazione.

37
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5.1 Generalita

Riprendiamo ora il concetto di variabile casuale gia intitbolin precedenza
nel paragrafo 3.1, e consideriamo alcuni esempi: se si i@sadoogni faccia di
un dado un numero compreso tra 1 e 6 (il punteggio inciso fadiga stessa), si
definisce una variabile casuale discreta; se I'evento tasoasiste nel lancio di
due monete, indicando c@&hl’apparizione della testa nel lancio della prima e con
F I'apparizione della testa nel lancio della seconda, il nunt teste osservate
nell’evento e ancora una variabile casuale discreta, laeifimizione e data dalla
tabella seguente:

Evento
EF

m m m
T
O L N X

Come si puo notare, la corrispondenza tra variabile caselmsieme dei
possibili eventi non & in questo caso biunivoca.

Se I'insieme di definizion& é continuo, la variabile casuakéE) puo essere
continua; € questo il caso piu frequente nella fisica, ad esempio per le misure:
ma anche in tal caso, a causa della sensibilita limitatd degmenti, I'intervallo
continuo di definizione della variabileviene suddiviso in un numero finitd di
intervalli, che vengono rappresentati dai valori centcatiella variabile casuale.

Dettavj la frequenza assoluta con cui si & presentato il risultatoelle N
prove complessive, sara

vi=N

Mz

]

(potendo alcune frequengg risultare nulle perchée i corrispondenti valginon
sono stati osservati nelle prove). Indicata con

Vj

la frequenza relativa del valorg nelleN prove, dalla prima relazione segue

M MV 1
PREDE PR

esaurendo gM valori x; tutti i possibili risultati della misura.

||Mz
Il
|_\
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Se il numero delle prov&l € molto grande e viene fatto crescere a piacere,
ciascunaf;j tende statisticamente al valopg (probabilita di osservare il valore
Xj), € sara ancora ovviamente

1

Pj

M=

—

5.2 Valor medio e valor vero

Come sappiamo, il valore medio della varialesull'intera popolazione e
dato dalla formula che abbiamo incontrato nel paragrafd®4iddicheremo nel
testo questo valor medio (cosi come altri anch’essi rifalliintera popolazione)
col simboloE(X).

Si puo ora meglio precisare la distinzione fra errori caselerrori sistema-
tici: i primi, visto che possono verificarsi con uguale proitita in difetto ed in
eccesso rispetto al valor vero, avranno valor medio nulentme errori sistematici
causeranno invece per definizione una differenza tra ilrvaledio della misura
E(x) ed il valor vero.

In assenza di errori sistematici assumiamo allora che valor medio e valor vero
coincidano: ammettiamo insomma (lo proveremo piu avantigéistribuzione
normale) che in tal casB(x) sia uguale &*; potremo in definitiva scrivere

X =

M
Z iXj = Zf,xJ

MZ
Z||—\

1
N 2

M
lim x = =
N X Z P X]
=1
E(x) =x*

Consideriamo due variabili casualie y, ed una loro qualsiasi combinazione
linearez = ax+ by: vogliamo dimostrare ora che il valor medio della nuova va-
riabile z e dato dalla combinazione lineare dei rispettivi valori mck e diy con
gli stessi coefficienta e b; la dimostrazione si potra poi facilmente estendere, per
induzione completa, alla combinazione lineare di un numedsiasi di variabili.

Indichiamo cor; i possibili valori per la prima variabile, e comp quelli per
la seconda; indichiamo poi cqm e g le probabilita di ottenere un determinato
valore rispettivamente per lae per lay.

Chiamiamo poPj la probabilita che simultaneamente si abbia xj edy =
Yk; un particolare valore per bapotra essere associato ad uno qualsiasi dei diversi
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valori dellay, che sono tra loro mutuamente esclusivi: in definitiva, pdegge
della probabilita totale, risultera

Pi =D Pi e k= ; Pik
Per il valor medio dz avremo poi

E(ax+by) = ijpik (ax +byi)
= 2PNt D Pk

= azj (szjk) Xj + bzk (ZJ ij) Yk
= aZ] Pj Xj + bZkQKyk
= aE(x)+bE(y)

Una importante conseguenza puo subito essere da qui dcpeatia media
aritmeticax di un campione dN misure: essa infatti si puo considerare come una
particolare combinazione lineare delle misure stessegoefficienti tutti ugual
tra loro e pari ad AN.

Prendendo dalla popolazione un differente campiori¢ isure, la loro me-
dia aritmeticax sara anch’essa in generale diversa: quale sara il valomondede
varie x su un numero molto elevato di campioniMimisure estratti a caso dalla
popolazione, al limite su tutti i campioni aventi la stesgaahsione fiss&l che
dalla popolazione e possibile ricavare?

1 N
E(X) = E(N-ZXi>

Cioe

Il valor medio delle medie aritmetiche dei campioni di dirsien
ne finitaN estratti da una popolazione, coincide con il valor medio
dell’intera popolazione
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5.3 Scarto ed errore quadratico medio

La varianzas® di un campione dN misure si pud esprimere come

& = %ii(x -

Osserviamo che (per qualsiasi numgfe quindi anche per I'incognito valor
vero) vale la seguente relazione matematica:

1[N N
:Ni:( >6+lex* + 2(x— x*)l(-X)]
1[d 2 — 2
=3 i;( X — X) +N(xx*)]
=& + (X—x")?

(si é sfruttata qui la proprieta della somma algebrica deglrti delle misure dalla
loro media aritmetica di essere identicamente nulla; vedna la formula analoga
gia ricavata a pagina 29 nel paragrafo 4.2.3).

Cerchiamo ora di capire come le variar?edei campioni di dimensioni!
siano legate all'analoga grandezradefinita sull'intera popolazione, e calcolata
rispetto al valor medio di essB(x) = x*:

e} - gm AT

Sfruttando la relazione trovata in precedenza si ha

SZ_NZX' — (X—x*)?

e prendendo i valori medi di entrambi i membri (sugli infiampioni di di-
mensioneN che si possono pensare estratti in modo casuale dalla Eomoda
originaria), otteniamo

E(s?) =0%- E{()?— x*)z}

Ricordando come il valor medio del quadrato degli scartirdi variabile (qui
X) dal suo valore medio (che E(x) = x*) sia per definizione la varianza della
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variabile stessa (indicata qui dal quadrato dell’erroradyatico mediaoy), Si
ricava infine:
E(s) =0~ o < ¢°
Insomma:

e Il valor medio della varianz&® di un campione é sistematica-
mente inferiore all'analoga grandezza che si riferisce all’in-
tera popolazione.

e La differenza tra la varianza della popolaziatee la varianza
di un campione dN misure da essa estrattarémedia pari alla
varianza della media del campione.

5.4 La varianza delle combinazioni lineari

Dimostriamo un teorema generale che riguarda la varianzaaicombina-
zione lineare di piu variabili casuali, che supporremo peaiisticamente indi-
pendenti Dettex edy due variabili che godano di tale proprieta, sappiamo che
la probabilitaPj, che contemporaneamente gia Xj ey = yi € data dal prodotto
delle probabilita rispettivg@; e g.

Per semplificare i calcoli dimostriamo questo teorema dapprima nel caso parti-
colare di due popolazioxiey che abbiano medie, cioé valori vemiyjlli; estende-
remo poi il risultato a due variabili sempre statisticaneantlipendenti ma aventi
un qualunque valor medio. Cio premesso, la combinazioeatan

z=ax+ by
ha anch’essa media zero: infatti e
E(z) = E(ax+by) = aE(x)+bE(y) = 0
Risulta allora
0*(2) =E{[z—E(2))*}
=E(7)
—E {(ax—|— by)z}
= 3 P (@x+by)°
= > ik Pi%k (a%x;2 4 b?yi® + 2abxj i)
=a*y &> Pxi? + 073 i Y A + 2D pix; S Ak
=0’ Y G + BP0 5 pj + 2abE() E(y)

= a’0y® + b’0,?
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Allo scopo di estendere la validita di quanto appena dinatst due variabili
casualix ey aventi medie anche differenti da zero, dimostriamo oragusate

Teorema: Due variabili casuali che differiscano per un fattore co-
Stante hanno la stessa varianza.

Infatti, se le due variabili casuatie & soddisfano questa ipotesi, allora deve
risultare:

& = x+K
E(E) = E(X)+K
o = E{[E-E@®)]
= E{[(x+K)— (E()+K)}
= E{x-EXI’}
= 0'x2

Ora, date due variabili casuadie y qualsiasi, ed una loro generica combina-
zione lineare = ax+ by, basta definire altre due variabili casuali ausiliarie

E=x—-E(x) ~ed n=y-E(y)

(che ovviamente soddisfano I'ipotesi di avere media zgrejtanto la loro combi-
nazione linearé = ag + bn (che differisce anch’essa daer un fattore costante)
sara tale che
0% = a’0g” + b?op?
Ma per quanto dettog e & hanno la stessa varianza; cgdn, eze . Ne
consegue come pe@ualsiasicoppia di variabili casuali (purché statisticamente
indipendenti) valga la seguente regola:

Una combinazione lineare, a coefficienti costanti, di Vali@asua-

li statisticamente indipendenti ha varianza uguale allatmoazione
lineare delle rispettive varianze, con coefficienti pari ai quadrati dei
coefficienti rispettivt.

E’ owvio poi estendere (per induzione completa) questdtasu alla com-
binazione lineare di un numero finito qualsivoglia di vailiabasuali tra loro
indipendenti: se

F = ax+by+cz+----

allora
or? = a’0y® + b0y % + cPo + - -

lUna formula pitl generale che si pud applicare a variabiliatagjualunque verra dimostrata
nell'appendice B.
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5.5 VLerrore della media

Torniamo ora ad occuparci dello studio delle proprietasiahe della media
aritmetica di un campione & misure

_ 1N
X= =% X
N2

e cerchiamo in particolare di determinarne la varianza. Applicando il teorema
appena dimostrato, risulta

2 18
Ox — m.;oxi
=
1 2
— WNO-X
_ o
N

In definitiva abbiamo dimostrato che

e Le medie aritmetiche di campioni i misure hanno varianza
pari alla varianza della popolazione da cui le misure prgeen
no, divisa per la dimensione dei campioni.

e L'errore quadratico medio della media di un campione € mino-
re dell’analogo errore delle singole misure, e tende a zéro a
crescere del numero di misure effettuato.

5.6 Stima dell'errore quadratico medio

Vediamo ora come si puo stimare la varianza dell'insiemé&dafinite mi-
sure che possono essere fatte di una grandezza fisica & patim particolare
campione dN misure. Abbiamo gia dimostrato che

E(s?) = 0% — ox?

e sappiamo ora che la varianza della media del campione e data dalla

2
o
0')22: W
Risulta pertanto
E() = 12
N

e quindi
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Mediamentela varianza di un campione B misure € inferiore alla
varianza della intera popolazione per un fatidte- 1) /N.

Questo € il motivo per cui, per avere una stimadiamentecorretta dio, si
usa (come gia anticipato) la quantitaefinita attraverso la

N 2

N Z (X|_)z)

HZZ—SZZ—IZ:L
N—-1 N—1

quantita la cui media su infiniti campioni risulta propoi®

5.7 Ancora sull’errore quadratico medio

Diamo qui un’altra dimostrazione del teorema riguardaatstima corretta
dell’'errore quadratico medio di una popolazione a parteeud campione, se-
guendo una linea diversa e piu vicina alle verifiche spertaleohe si possono
fare avendo a disposizione numerosi dati.

Si supponga di averl®l campioni contrassegnati dall'indige(con j che as-
sume i valori 1...,M); ciascuno di essi sia poi costituito damisure ripetute
della stessa grandezzacontrassegnate a loro volta dall'indicé = 1,...,N): il
valore osservato nella misurgsima del campiongesimo sia indicato insomma
dal simbolox;;.

Indicando corx* il valore vero dix, e conx; la media aritmetica del campione
j-esimo, vale la

) 2 - — 2
(xj—x)" = [(xj—X%))+(x—x)]
= (i —%)" + (%) + 2(%-x) (% — %))
Ora sommiamo sututte leN uguaglianze che si hanno per i valori dell’indice

1=1,2,...,N e dividiamo pemlN; se indichiamo COBJ‘Z la varianza del campione
j-esimo, data da

1 —\2
si°= 5 > (%i —%j)

otteniamo alla fine

o) = 82+ (5 %)+ 05 -x) 3 6 %)

Mz

1
N i
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Lultima sommatoria a destra € la somma algebrica deglitisdalle misure
del campiong-esimo dalla loro media aritmetiogq che sappiamo essere identi-
camente nulla. Dunque, per ognvale la

1N 2 — 2
N2, 0 =) =%+ (5 -x)
=

e se sommiamo membro a membro tuttdlleiguaglianze che abbiamo ppe
1,2,...,M e dividiamo peiM, risulta

1M qN 2 M M,
=35 =S (%i—X)" ==Y s+ = Xj — X
MjZlNi;( ] ) MjZlJ MjZl(J )

Ora supponiamo di avere a disposizione moltissimi campopassiamo al
limite perM — co. Il primo membro (che rappresenta il valor medio, su tutti i
dati e tutti gli infiniti campioni, del quadrato degli scadtil valorevero) converge
stocasticamente alla varianza della variabile casyalsecondo termine a destra
(valor medio, su tutti gli infiniti campioni, del quadratoglescarti della media
aritmetica del campione dal proprio valor vero) converdge\arianza delle medie
dei campioni dN misureoi?.

Il primo termine a destra é il valor medio della varianza danpioni diN
misure e, sostituendo, infine si trova

. 1 2
2 .
o = \m m 2ii (i =)
R P AL
= g 2,57 g 2,65)
= E($) + o

Ora, avendo gia dimostrato che

o
0%" = N
si ricava facilmente X
0? =E(&)+ 3
ovvero
E(s?) = %&

che e il risultato gia ottenuto.

Si noti che mentre molti teoremi della statistica sono vamlo asintotica-
mente cioe per campioni numerosi 0 per un numero molto grande ik,
questo teorema vale per ogwi(> 2).




Capitolo 6
La legge di Gauss

Vogliamo ora investigare sulla distribuzione dei risul@it misure ripetute,
nell'ipotesi che esse siano affette da errori esclusivaenessuali.

Le definizioni di probabilita che conosciamo sono adatte pel una variabile
che possa assumere un numero finito di valori discreti; wediananzi tutto come
il concetto di probabilita si possa generalizzare a valiiabntinue, variabili che
possono cioe assumere tutti gli infiniti valori appartenadtun insieme continuo:
tali siammette generalmente siano i risultati delle mislek#e grandezze fisiche,
per poter applicare ad essi il calcolo differenziale edgrake.

6.1 La densita di probabilita

Definiamo arbitrariamente delle classi di frequenza, sudendo I'asse delle
x in intervalli di ampiezze uguali qualunque, ed immaginiahfare un certo nu-
meroN di misure della grandezza fisikaCome sappiamo, possiamo riportare le
misure ottenute in istogramma tracciando, al di sopraidédrvallo che rappre-
senta ogni classe, un rettangolo avente area uguale ajlzeinea relativa con cui
una misura cade in essa, I'altezza dell’istogramma in agpervallo € data quin-
di da tale frequenza divisa per I'ampiezza dell’intervalldase, e I'area totale
dell'istogramma stesso vale 1.

Se immaginiamo di far tendere all'infinito il numero di misweffettuate, in
base alla legge dei grandi numeri ci aspettiamo un aggiwstanaell’istogramma
in modo che I'area rappresentata sopra ogni intervalloaeid probabilita che
il valore misurato cada entro di esso; le altezze tendergomali al rapporto tra
guesta probabilita e I'ampiezza dell'intervallo di bas#’'idéogramma.

47
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Frequenze relative

0.3 0.2

0.2
0.1
0.1

O\\\\\\\\\\\\\\\\\ 0 i IR R B R R
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0.4

0.3

0.2 |
0.1

Figura 6.1: Nella prima figura, I'istogramma della grandgexzer un numero
piccolo di misure; nella seconda, lo stesso istogrammarmaumero molto gran-
de di misure; nell'ultima, I'istogramma si approssima alava limite quando
I'intervallo di base tende a zero.
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Disponendo di un numero infinitamente grande di misure, hasdiminuire
I'ampiezza degli intervalli in cui 'asse delbe e stato diviso, e renderla piccola
a piacere. Se l'intervallo corrispondente ad una data eldsfrequenza tende a
zero, la probabilita che una misura cada in esso tende uguédna zero; ma se
esiste ed é finito il limite del rapporto tra probabilita edpezza dell’intervallo,
I'istogramma tendera ad una curva continua la cui ordirata is ogni punto data
da tale limite.

Lordinata di questa curva al di sopra di un intervallo infsimodx vale
quindi ]

Y
y_ f(X) - dX

Le dimensioni della grandezzasono quelle di una probabilita (un nume-
ro puro) divise per quelle della grandezzala y prende il nome ddensita di
probabilita, o difunzione di frequenzalellax.

La variabile continua schematizza il caso in cui i valorieysabili (discreti per
la sensibilita limitata degli strumenti) sono molto dessiparati cioe da intervalli
molto piccoli, e assai numerosi. In questa situazione |ldadita di osservare
uno solo di tali valori € anch’essa molto piccola, ed ha egee soltanto la proba-
bilita di osservare uno tra i numerosi valori detlehe cadano in un dato intervallo
[x1,%2] di ampiezza grande rispetto alla risoluzione sperimentale

Se dividiamo tale intervallo in un numero molto grande dicatervalli infi-
nitesimidx, gli eventi casuali consistenti nell’appartenere il riatd della misura
ad una delle classi di frequenza relative sono mutuameaii@sgs; di conseguen-
za, la probabilita ch& appartenga all’'intervallo finitfx;, xo] € data dalla somma
delle probabilita (infinitesime) rispettiveep = f(x)dx e questa, per definizione,
e l'integrale dif (x) dx nell'intervallo[x1, Xp].

Insomma, qualunque sia I'intervallgy, x| vale la
X2

f

Pr(x ¢ [X1,X] ) = (x) dx

X1
In definitiva:

Per le variabili continue non si puo parlare di probabilittiaaverso
le definizioni gia esaminate. E’ invece possibile associteogni
variabile continux una funzione “densita di probabilitd(x), da cui
Si puo dedurre la probabilita cheacada in un qualsiasi intervallo
prefissato: questa é data semplicemente dall'area sotdlaacdrva
nell’intervallo in questione.

Analogamente al concetto sperimentale di frequenza cuivaleelativa, in-
trodotto a pagina 25 nel paragrafo 4.1, si puo definifeireione di distribuzione
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per una variabile continwacome

F) = [ fy)dy

Essa rappresenta la probabilita di osservare un valore unggrisre adk, e
dovra necessariamente soddisfare {a-) = 1. Quindi:

L'integrale di una qualunque funzione che rappresenti leresita di
probabilita nell’intervalld—oo, +o] vale 1:

/+oof(x)dx: 1

—00

6.2 La funzione di Gauss

Dall’esame di molte distribuzioni sperimentali di valottenuti in misure ri-
petute in condizioni omogenee, si possono astrarre dueiptagenerali degli
errori casuali:

e La probabilita di ottenere un certo scarto dal valor veroedev
essere funzione del modulo di tale scarto e non del suo segno,
valoriin difetto ed in eccesso rispetto a quello vero si enésno
con uguale probabilita; in definitiva la distribuzione desglarti
deve essersimmetrica rispetto allo zero

¢ La probabilita di ottenere un certo scarto dal valor verangio
dulo) deve essemecrescental crescere di tale scartdendere
a zeroquando esso tende all'infinito; questo perche deve es-
sere piu probabile commettere errori piccoli che errorngra
ed infinitamente improbabile commettere errori infinitateen
grandi.

A queste due ipotesi sulla distribuzione delle misure tdfea errori puramen-
te casuali se ne pud aggiungere una terza, validauttere distribuzioni di pro-
babilita; la cosiddettaondizione di normalizzaziondi cui abbiamo gia parlato
prima:

e L'area compresa tra la curva e I'asse delle ascisseda + o
deve valere 1.

Da queste tre ipotesi e dal principio della media aritmet&auss dimostro
in modo euristico che la distribuzione degli scartlelle misure affette da errori
casuali e data dalla funzione
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f(Z) — %Te—hZZz

che da lui prese il nomduynzione di Gause legge normaleli distribuzione degli
errori).

Si deve originalmente a Laplace una prova piu rigorosa egpémdlente dal-
I'assunto della media aritmetica; una versione sempldidajuesta dimostrazio-
ne é data nell’'appendice E.

La funzione di Gauss ha una caratteristica forma a campanajedrica ri-
spetto az = 0 e decrescente tendendo a O p&he tende atc, cosi come ri-
chiesto dalle ipotesi di partenza; essa dipende da un p&@mehe prende il
nome dimodulo di precisionéella misura: infatti quandb é piccolo la funzione
e sensibilmente diversa da zero in una zona estesa deltdafiseascisse; men-
tre al crescere di tale intervallo diminuisce e la curva si stringe sull’assdiel
ordinate.

6.3 Proprieta della legge normale

Possiamo ora, come gia anticipato nel paragrafo 4.2.6 dedalla media
pesata, determinare il valor medio di una qualsiasi grazale) legata alle mi-
sure, nel limite di un numero infinito di misure effettuataggto valor medio, che
avevamo scritto

Zi Pi Wi

per una variabile discreta, si deve ora scrivere per unabidgicontinua

+o00
/ f(z)w(z)dz
dove perf(z) si intende la funzione di Gauss. Per ricavare questa fortragta
pensare suddiviso I'asse dedlen un numero grandissimo di intervalli infinitesimi
dz ad ognuno dei quali € associata una probabilita che Maedz e sostituire
nella formula per variabili discrete.

Se vogliamo trovare il valor medio dello scagajuesto € dato dalla

+ 00
E(29 = \/Lﬁ/_m ze"?dz =0

Il risultato € immediato considerando ctiéz) & una funzione simmetrica
mentrez e antisimmetrica: in definitiva, ad ogni intervallino cexitr su un da-
to valorez > 0 possiamo associarne uno uguale centrato sul puatan cui il
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1.2 |

Figura 6.2: La funzione di Gauss per tre diversi valotdi
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prodottoz f(z) dzassume valori uguali in modulo ma di segno opposto, cosi che
la loro somma é zero. Essendo poi

E(z) = E(Xx—X") = E(X) —X"
abbiamo cosilimostratoche

Il valor medio della popolazione delle misure di una grarddeica
affette solo da errori casuali coincide con il valor verdalgtandezza
misurata.

Cerchiamo ora il valor medio del modulo dello scafté|z|):

£(j2) = f:w|z| f(2)dz

-
= 2/ zf(z)dz
0
400
= Z—h/ 262 4z
vTJo
400
= l/ e dt
VTJo
. 1
 hym

dove si & eseguito il cambio di variabtle- 2.

Il valor medio del modulo degli scarti & quella grandezzaaiitldamo chiama-
to “errore medio”: qui abbiamo ricavato la relazione trarnt@e medio di misure
affette solo da errori casuali ed il modulo di precisiondalslisurah.

Il rapporto invece tral’errore quadratico mediolesi trova calcolando il valor
medio del quadrato degli scarti:

E(Z) = %T[:wfe‘hzzzdz

1 Fo 2 —t2
= —— tce " dt
h2\/ﬁ/_oo

1
_2h2\/ﬁ/_m
B 1 _2] 1 Te 2
= th\/ﬁ{[te }_w /_ooe dt}
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Per giungere al risultato, per prima cosa si € effettuatadttazione di varia-
bilet = hz poi si e integrato per parti; infine si € tenuto conto delfatie

to
/ e dt = /11

come si puo ricavare dalla condizione di normalizzazionedenzione di Gauss
per il particolare valoréd = 1.
Concludendo:

¢ Per misure affette da errori distribuiti secondo la leggenaie,
il rapporto tra I'errore quadratico medm e I'errore medioa

vale
°_ \/ﬁ _ 1.2533...
a 2

¢ Per misure affette da errori distribuiti secondo la leggena
le, I'errore quadratico medio ed il modulo di precisidmeono

legati dalla
oo L
hv/2
I'errore medio ed il modulo di precisione invece dalla
i b
hy/Tt

6.4 Lo scarto normalizzato

Introduciamo in luogo dello scartl risultato della misura; questo € legato
azdallaz=x—x* (relazione che implica ancltz= dX). In luogo del modulo di
precisioneh usiamo poi I'errore quadratico medi la funzione di Gauss si puo
allora scrivere nella forma

F(x) = m}ﬁe—%(%)z

Definiamo ora una nuova variabilelegata allax dalla relazione

X—Xx* dx
= dt= —
o o
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Essa prende il nome dicarto normalizzatalellax; vogliamo trovare la fun-
zione di frequenzd (t) dellat nellipotesi che lax abbia distribuzione normale.
Sianox; edx, due qualunque valori della variabitgconx; < x2); sappiamo che

1 X2 _l(x—x*)2
Pr(x € [x1,X2]) = o\/ﬁfx e 2\ o / dx
1

Siano poit; ety i valori per lat che corrispondono g e xo; sara

Prite ftut) = [ f(t)dt

t1

Quando lax € compresa nell'intervallfx;, o], allora (e soltanto allora) la
e compresa nell'intervalldty,ty]; pertanto la probabilita che sia compresa in
[X1,X2] deve essere uguale alla probabilita tls&a compresa ifts, to].

Eseguiamo sull’'espressione della probabilita yan cambiamento di varia-
bile, sostituendovi |&

1 (2 10
Pr(x € [x1,X2]) = \/—Z_TI/t e 2 dt
1

Confrontando le due espressioni (che, ricordiamo, devahere per qualun-
gue coppia di valorx; e x2), si ricava immediatamente che deve essere

1 1
— 5t

=——¢
V2Tt

La cosa importante e che in questa espressione non compeidieorore qua-
dratico medioo né alcuna altra grandezza dipendente dal modo in cui la enisur
e stata effettuata, msolo costanti in altre paroldo scarto normalizzato ha una
distribuzione di probabilita indipendente dalla precis®della misura

Di questa proprieta si fa uso, ad esempio, per comporre innico wrafi-
co campioni di misure aventi precisione diversa: se duerest®i misurano la
stessa grandezza commettendo solo errori casuali, Iébdwni delle loro mi-
sure saranno normali; ma se gli errori commessi sono djvaiggruppando i due
insiemi di osservazioni in un solo istogramma I'andamentqueést’ultimo non
e gaussiano. Pero gli scarti normalizzati hanno la stegggeldi distribuzione
per entrambi i misuratori, indipendentemente dall’erdgaloro errori, e possono
essere cumulati in un unico istogramma.

Altra conseguenza dell’indipendenzadalella funzione di frequenza tlj e
che la probabilita per una misura di avere scarto normdbzeampreso tra due
valori costanti prefissati risulta indipendente dalla miece della misura stessa,;

f(t)
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Figura 6.3: Istogrammi relativi a due campioni di misure ravalifferente
precisione; e I'istogramma relativo ai dati di entrambi imgaoni.



6.5. IL SIGNIFICATO GEOMETRICO Do 57

ad esempio si ha

+1 2
_ _ 1 N, ~
Prte[-1,+1)) = Pr(xe[-0,+0]) = ﬁ_j’le zdt ~ 0.6827
_ 1 +2 2
Prte[-2,+2]) = Pr(xe[-20,+20]) = ﬁ_j;e zdt =~ 0.9545

+3 2
Prte [-3,+3)) = Pr(xe[-30,+30]) = \/%Tfe‘%dt ~ 0.9973
-3

Possiamo far uso di una di queste relazioni per dare unfiréézione proba-
bilistica dell’errore quadratico medio:

e Le misure affette da errori casuali (e quindi normali) haona
probabilita del 68% di cadere all'interno di un intervallose-
miampiezza centrato sul valore vero della grandezza misurata.

e Lintervallo di semiampiezza centrato su di una misura qual-
siasi ha pertanto una probabilita del 68% di contenere dreal
vero, sempreche gli errori siano casuali e normali.

6.5 Il significato geometricodi ©

Calcoliamo ora la derivata prima della funzione di Gauss:

g [ ;e_%izz
dz V2103

La funzionef(z) e crescentef((z) > 0) quandoz € negativa, e viceversa,;
ha quindi un massimo per= 0, come richiesto dalle ipotesi fatte. La derivata
seconda invece vale

2
IR SRRV
dz v/21o3 v/21o3 02
= —1 e_%é(é—l>
V/2maos 02

e si annulla quandp= +0.
Da qui si pu0 allora ricavare gignificato geometricaell’errore quadratico
medioo in relazione alla distribuzione normale:

L’errore quadratico medio puo essere interpretato geometricamente
come valore assoluto delle ascisse dei due punti di fles$a calva
di Gauss.
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6.6 La curva di Gauss nella pratica

Un campione dN misure di una grandezza fisica con valore veraffette da
soli errori casuali normali con errore quadratico medlj@vra media prossima
ax* (sappiamo infatti che la varianza della media vaf¢N e tende a zero al
crescere dN), e varianza? prossima a? (anche la varianza @f tende a zero al
crescere dN: vedi in proposito I'appendice A).

PerN abbastanza grande, si puo dunque assusrer@ed interpretare lo stes-
S0 scarto quadratico medio del campiena luogo dio (peraltro ignoto), come
semiampiezza dell’intervallo di confidenza corrispondead una probabilita del
68%.

Purtroppo non & generalmente possibile capire, dall’aedéordi un insieme
di osservazioni, se fossero 0 meno presenti errori sisteinanh campione di
misure ripetute, effettuate confrontando la lunghezzandggetto con un regolo
graduato mal tarato, avra distribuzione ancora normalle gantrata attorno ad
una media che non corrisponde al valor vero.

Al contrario, se la distribuzione delle misure non e nornsid@iramente c’'e
gualcosa di sospetto nei dati che stiamo esaminando; samgdi ¢ problema di
stimare se un insieme di dati ha o non ha distribuzione ganggjo meglio, di
stimare con quale probabilita provenga da una distribuzgaussiana).

Per far questo si puo ricorrere ad alcune proprieta matehwatiella curva:
ad esempio, si possono calcolare I'errore medio e I'erragelcatico medio per
verificare se il loro rapporto ha un valore vicino a quelloriem oppure si puo
calcolare la frazione di dati che cadono xra s e X+ s e confrontare il numero
ottenuto con il valore teorico di 0.68.

I modo migliore di eseguire il confronto € pero quello dietimare assieme
all'istogramma dei dati anche la curva teorica relativa,uago livello il con-
fronto puo essere soltanto visuale, ma esistono metodimadite (netodo del
chi quadrg che permettono di stimare con esattezza la probabilitadat di un
istogramma provengano da una data distribuzione, nelowcaso quella normale.

Per sovraimporre la curva di Gauss ad un istogramma, occomengue mol-
tiplicarne in ogni punto I'ordinata per un fattore costanfaltezza dell'istogram-
ma € infatti in ogni intervallo data da

_NiA
Y= 2

doven; € il numero di valori osservati nell’intervallo di centxped ampiezzéyx;,
mentreA e I'area del rettangolo corrispondente ad una osservazione
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Al tendere del numerdl di misure effettuate all’'infinito, risulta

lim o Pr{ x; £ <x<x-+AXi
NowoN ' 2 = 't
Xi—I—M xex*
= 1 / : e_%( 5] )zdx
0V 21 /-5

e dunque

NA 1 i+ geey?
yi — f e 2t 0 /dx
Axi O-\/Z_T[ Xi—%

Cioe l'altezza dell'istogramma, in ognuna delle classi migienza, tende
al valor medio sull'intervallo corrispondente della funze di Gauss moltipli-
cato per un fattore costaniA Allora la curva da sovrapporre all’istogramma
sperimentale deve essere quella che corrisponde alleotumzi

F(x) = S\N/%Te—%(x%)z

(inluogo del valore vera* e dell’errore quadratico med@m generalmente ignoti,
si pongono le loro stimex e s rispettivamente, ottenute dal campione stesso);
osserviamo ché(x) sottende la stessa ard@ dell’istogramma.

Se gli intervalli hanno tutti la medesima ampiezxq |'area del rettangolo
elementare valé\ = Ax, assumendo l'arbitraria unita di misura per le ordinate
pari all'altezza costante del rettangolo elementare, erlaibne diviene

F(x) = sl\\I/Az_);x -3(55)°

Nl

e

6.7 Esame dei dati

Talvolta nella misura si compiono errori non classificabéicome casuali né
come sistematici: ad esempio, dopo aver misurato un angaio gliangolo con
un goniometro, si puo riportare come valore un numero divecambiando tra
di loro due cifre contigue. La conseguenza sara quella dnete per il risultato
finale della misura (la somma degli angoli interni di un tgalo) un dato molto
differente dagli altri, che si impone quindi alla nostraeattione comsospetto

Nasce quindi il desiderio di avere un criterio preciso inebalquale decidere
se un dato possa 0 meno considersospettped essere in conseguenza eliminato.

Normalmente la procedura consigliata € la seguente: dogrocalcolato me-
dia e scarto quadratico medio, si eliminano dal campiondiictie differiscano
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dax per piu di tre voltes. Sappiamo infatti che valori che si trovino nella regio-
ne oltre & hanno probabilita molto bassa di presentarsi (del tre pbe girca);
bisogna comunque osservare che questo modo di procedarstécatosoloin
presenza di unumero piccoldi dati.

Se le misure effettuate sono in numero per esempio di 60, agsettano in
media oltre & solo 0.18 dati; se ne troviamo uno o piu d'uno, possiamo ragio
volmente etichettarli comsospettie scartarli. Le cose cambiano se ci troviamo
di fronte invece ad un milione di misure, per le quali ci aspato che ben 3000
cadano (per motivi perfettamente normali) al di fuori datérvallo di 35, e non
possiamo quindi permetterci di scartare alcun dato particolare.

6.8 Sommario delle misure dirette

Per concludere, dovendo effettuare delle misure dirette:

¢ Bisogna considerare criticamente le modalita della migule&
formule usate, e controllare le caratteristiche di costngz e
d’'uso degli strumenti per mettere in evidenza la possébiit
errori sistematici; se questi sono presenti bisogna eénhijno
modificando le operazioni da compiere o correggendo opportu
namente i risultati.

e Potendo bisogna effettuare misure ripetute, perche intguees
S0 sappiamo stimare ragionevolmente I'errore commessw(se
e possibile effettuare misure ripetute, si assumera cameal-
mente come errore la sensibilita dello strumento); e biaafn
fettuarne quante piu possibile per aumentare in corrisporel
la validita statistica dei nostri risultati.

e Se il numero di misure effettuate é bassw scartano quei da-
ti che differiscano dal valor medio per piu di 3 volte lo soart
quadratico medis. Effettuata questa operazione si ricalcola-
no la mediax e lo scarto quadratico med® e si ricava da
quest’ultimo la stima dell’errore della meda; costituita da

sc=s/vN.

e Come valore piu verosimile per la grandezza misurata sinassu
X, € come errore di questo valosg se le misure sono in nu-
mero sufficiente e non si Sono commessi errori sistemaltig, i
gnificato dell’errore é quello di semiampiezza dell’intlfo di

1“Basso” si pud ad esempio considerare un numero di misweeka il numero atteso di eventi
da scartare in base alla distribuzione normale sia inferadiunita.
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confidenza centrato sulla media avente probabilita di dere
il valore vero pari al 68%.
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Capitolo 7

Le misure indirette

Misure indirette, come sappiamo, sono quelle eseguite nlba grandezza
fisica che interessa determinare ma su altre grandezze obeasquest’ultima
legate da una qualche relazione funzionale, che ci perragita di ricavarne il
valore mediante il calcolo.

Assumiamo che queste grandezze vengano misurate diretixngé inevita-
bili errori commessi per ognuna di esse si ripercuoteramnatraverso i calcol
effettuati, e spropagheranndino al risultato finale; I'entita dell’errore nelle mi-
sure indirette dipendera dunque sia dal valore di quellimnessi nelle misure
dirette, sia dalla forma analitica della funzione usatailpzlicolo.

Consideriamo il caso del tutto generale di una qualsiasifureF di piu va-
riabili indipendentix, y, z,...; ammettendo che i valori di queste variabili si pos-
sano ottenere da misure di tipo diretto, vogliamo deterneina algoritmo per ri-
cavare da tali misure una stima del valore veré @d una valutazione dell’errore
commesso.

7.1 RIisultato della misura

Innanzi tutto, € chiaro che il valore veFo" della grandezz& € quello che
corrisponde ai valori veri delle variabili indipendentida F dipende:

F*=F(x,y",7,...)

Non avendo pero a disposizione tali valori veri, tutto quele possiamo fare
e usare le migliori stime di cui disponiamo: cioe, supporaainvalori medi di
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campioni di determinazioni ripetute di tutte queste grazdeinsomma, calcola-
re il valoreF assunto dalla funzione in corrispondenza dei vatgyjz ... delle
variabili.

Ricordiamo che il valore di una funzione di piu varialiliin un qualsiasi
punto si puo ricavare dal valore assunto d&lla dalle sue derivate successive in
un punto diverso, attraverso la formula dello sviluppo inesdi Taylor:

F oF 0°F
(X—xo)+—(y—yo)+---+W---

F(x,y,...):F(xo,yo,...)+& 3y

(in cui per brevita si € omesso di indicare che le derivateipivanno calcolate
per i valori delle variabilk = Xg, y = yg € cosi via).

Se trascuriamo i termini di ordine superiore al primo, pa$& in particolare
ricavare:

F = F(XY,...) ~ F()(*,y*,...)-l—g—l):((i—x*)—l—g—s(Y—Y*)—I—---

Prendendo il valor medio di entrambi i membri, e tenendogntsnei pas-
saggi che risult&(x — x*) = E(X) —x* = 0 in assenza di errori sistematici (e
similmente risulta per le altre variabili), si ottiene

Q

E{F (%%} F(x*,y*,...)—i—g—iE(i—x*)-l—a—E(Y—y*)-l—
= F(X',y',...) = F*
In definitiva:

In media, il valore di una funziorié calcolato per le medie misurate
delle variabili coincide col valor vero.

Ricordiamo che questa conclusione e valida solo approssan@ente, perche
nello sviluppo in serie di Taylor abbiamo trascurato tutérmini di ordine supe-
riore al primo; ma quali sono i limiti della validita delladusione? In quali casi
si possono cioé effettivamente considerare trascurabiimini del second’ordine
e degli ordini superiori?

Ognuno dei termini di ordinenello sviluppo diF contiene una delle derivate
i-esime della funzione, moltiplicata per un fattore del t{ge- x*) elevato alla-
esima potenza e divisa per il fattorialeigsara senz’altro lecito trascurare questi
termini se le differenze tra i valori medi stimati per le \amii indipendenti ed i
loro valori veri sono piccole, in altre parote gli errori commessi nelle misure
dirette sono piccoli
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7.2 Combinazioni lineari di misure dirette

Supponiamo che le misure dirette delle variabili indipentdg,y,... siano
esenti da errori sistematici, e che siano pertanto distelaecondo la legge nor-
male; ora, si puo dimostrare il seguente

Teorema: Se piu variabili casuali hanno distribuzione normale, una
qualsiasi loro combinazione lineare con coefficienti cogta an-
ch’essa distribuita secondo la legge normale.

Consideriamo allora quelle particolari funzioni che soaa@dmbinazioni li-
neari di piu variabili:

F =kixithkXotksxg+-- =5 kX

Abbiamo gia visto nei paragrafi 5.2 e 5.4 che la media di uraftahzione
e la combinazione lineare, con gli stessi coefficienti,aleledie delle variabili;
e che la varianza df € invece la combinazione lineare delle loro varianze con
coefficienti pari ai quadrati dei rispettivi coefficienti:

E(F) = Y kE(X) = 5 kX" =F"
GFZZ Zikizciz

Ora, sapendo che la distribuzione ddil& normale, siamo anche in grado di
attribuire un significato piu preciso al suo errore quadoatnedioor: quello cioe
di semiampiezza dell'intervallo, avente centro sul vaktimatoF, che contiene
il valor veroF* con una probabilita del 68%.

In definitiva le formule precedenti risolvono il problemadldenisure indirette
per quelle particolari funzioni che sono le combinazionehri, permettendoci
di calcolare per esse sia il valore stimato piu verosimile Bérrore, e dandoci
inoltre I'interpretazione probabilistica di questo egor

7.3 Errori nelle misure indirette

Ora, qualsiasi funzione di piu variabili si pud considerawr@rima approssi-
mazione lineare se ci limitiamo a considerarla in un domaidefinizione ab-
bastanza ristretto da poter trascurare i termini di ordupegore al primo in uno
sviluppo in serie di Taylor: in definitiva possiamo estermdkr conclusioni del
paragrafo precedente ad una qualsiasi funzione di pitubitiria

___ . oF oF oF
F(Xayaza"') NF(X,y,Z,)‘|‘&(X_)Z)+a_y(y_y)+§(2—2)+

per la cui varianza avremo
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2 2 2
oF oF oF
2 2 2 2. ...
o N(ax) > +<5y) > +(52) o

Questa formula e nota sotto il nomefdimula di propagazione degli errari
ripetiamo che si tratta di una formudgpprossimatae valida solo se non si com-
mettono errori troppo grandi nelle misure dirette dellgafaiti indipendenti. La
formula di propagazione € inve@sattanel caso particolare (esaminato nel pa-
ragrafo precedente) di una combinazione lineare di variabili casuali, caso questo
nel quale tutte le derivate parziali di ordine superiorersthp sono identicamente
nulle.

7.4 Errore del prodotti di potenze

Applichiamo ora la formula di propagazione dell’errore alip particolare
classe di funzioni costituita dai prodotti di potenze dedgiabili indipendenti:
cioé alle funzioni del tipo

F(XY,z,..)=x2 y*.2...

Calcoliamo innanzi tutto le derivate parzialifgj risulta

oF 1 y B F
% ax@ yBZ = a;
oF F
= xu. —1.ZV... — _
5 By? B

Introducendo questi valori delle derivate nella formulgpthpagazione del-

I'errore, avremo
OE \ 2 OE\ 2
2 F 2 F 2
O = |— ) o+ ] oy +---
F (ax) X (ay) y

FZ FZ
— GZQGXZ‘I‘BZFGyZ‘F"'

ed in definitiva

(7)o () (5)
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relazione che permette di ricavare con semplici calcalrdee relativo diF dagli
errori relativicommessi nella misura delle variabili ipdndenti. Per quanto detto
in precedenza questa relazione e solo una prima approssmeazalida se le
variabili indipendenti sono misurate con errori piccoli.
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Capitolo 8

Altre tecniche di elaborazione
dei dati

In questo capitolo prenderemo in considerazione alcumiapenetodi di ela-
borazione dei dati: la media pesata di determinazioni speriali aventi diversa
precisione, e la determinazione dei parametri da cui dipdeduazione di una
curva che deve descrivere una relazione tra piu variatbdraonnesse e misurate
indipendentemente (curva interpolante i dati sperimé@ntal

8.1 Media pesata

Quando si abbiano a disposizione piu determinazioni ripetiuna grandezza
fisica, sappiamo che da esse si puo ricavare un valore unicseda come risultato
finale attraverso il calcolo della media aritmetica; quédtafunzione dei dati con
la distribuzione piu stretta attorno al valor vero, e ci fsce quindi la stima piu
verosimile di esso.

Pero questo presuppone che i dati, essendo consideradilknitstesso modo
nella formula, posseggano la stessa precisione speritaeatbesempio che siano
stati valutati dallo stesso sperimentatore, con lo stegsmsnto e nelle stesse
condizioni; in altre parole, che le misure provengano damica popolazione.

Puo capitare invece di disporre di piu determinazioni dslé&ssa grandezza
fisica fatte da sperimentatori diversi, od in condizionirgpentali differenti: e
di voler ugualmente estrarre da queste valutazioni, affddtdifferenti errori, un
valore unico da usare come risultato complessivo.

Facendo le ipotesi che tutte le misugesiano tra loro statisticamente indi-
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pendenti, ed inoltre affette da errori casuali distribs#condo la legge di Gauss,
la densita di probabilita corrispondente all’evento céswastituito dall'osser-
vazione degliN valori x1,Xo,...,XN SI puo scrivere (applicando il teorema della
probabilita composta)
N XF—x: \2
L 30

il:loi\/ﬁe

dove x* e il valore vero (ignoto) dix, e le g; sono gli errori quadratici medi
(supposti noti) delle diverse determinazioni.

Si puo dimostrare (vedi in proposito I'appendice G) che hansotto condi-
zioni molto piu generali di quelle ammesse, la migliore stidel valore veroc*,
ovvero quella di varianza minima, si ottiene prendendo galkgre dix che rende
massima la funzione

q L )’

L{(X1,X2,...,XN|X) = e 9i
0200 = [

cioe la densita di probabilita di cui sopra, nella quale ibva verox* e sostituito
dal parametro variabibe

£ si chiamafunzione di verosimiglianzaed e facile rendersi conto che essa
rappresenta la densita di probabilitd associata all’@veasuale consistente nel-
I'essere il numera il valor vero della grandezza misurata, qualora di essaBisi
ottenute IeN stime indipendenty;, di errori rispettivio;, supposte seguire la legge
normale.

La stima piu verosimile (quella di minima varianza) € dunquella che, ren-
dendo massima , individua quel numero che, sulla base delle osservazieni d
sponibili, possiede lanassima probabilitali coincidere con il valor vero; ed il
metodo consistente nel dare come miglior stima il valorerehde massima si
dicemetodo della massima verosimiglian®rendendo il logaritmo di

—2logL = i(ﬂ)z + Zilogoi + 2Nlogv/2m
2 2

1= Oi

ed osservando che il logaritmo stesso € una funzione criesdetfargomento,
si vede che il massimo di corrisponde al minimo di-2log.; e la determina-
zione del valore piu verosimile di(nel caso di errori normali) si riduce allora al
problema analitico di trovare il minimo della funzione

f(x) = i(x?)z
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(infatti nessuno degli altri termini dipende dall’incogpnx). Risolviamo il proble-
ma facendo uso del calcolo infinitesimale:

df N /x—x\ 1 N 1 N x;
d—x—zi;( 5 )az(xizlo—iz‘ia

d2f N 1
— =2y — >0
dx2 i;criz

Se per brevita poniamo

la condizione per I'estremante @{x) si scrive

df N %
— =2|Kx—=)Y =] =0
dx ( X i;o@)
e la derivata prima df si annulla quando la variabileassume il valore

- 1 N Xi
- K40

Il fatto che la derivata seconda sia positiva assicura peistiratta effetti-
vamente di un punto di minimo; si vede comeaia unamedia pesatalei valo-
ri misuratix, ottenuta assegnando ad ognuno di essi peso relativo amerge
proporzionale atjuadratodell’errore rispettivo.

Per determinare poi I'errore del risultatp € in questo caso possibile usare
in tutta generalita la formula della propagazione deglrrinfatti x € una par-
ticolare funzione delle variabik;, di ognuna delle quali conosciamo per ipotesi
I'errore quadratico medio;; ed inoltre dipendénearmenteda ognuna di queste
N variabili, e questo fa si che la formula di propagazionersiguiesto casesatta
e non approssimata (dando insomma risultati sempre validipendentemente
dall’entita degli errori commessi). Ora, risultando

X _1ofex)_ 1
6Xj N Kan i;qz N K0j2

avremo

N /a7 2 N

oX 1 1 1
2 _ 2 _ - =
T Zl(axj> o= KZZC’J2 K
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cioe

P 1
1
O'i2

[i=

Per la osservata linearita della formula, la media pesgtalle ipotesiammes-
se) e una variabile casuale normale come le singpkH il suo errore quadratico
medioog ha dunque 'analoga interpretazione di semiampiezzaiakeltvallo con
centro inx avente probabilita pari al 68% di contenere il valore vero

E’ da notare come, prima di comporre tra loro determinaziodipendenti
della stessa grandezza, sia opportuno controllare chéegiaso (entroi rispettivi
errori) tra lorocompatibili analogamente a quanto si fa per le misure ripetute, &
preferibile scartare dati che non vadano d’accordo conligiieantro i limiti della
pura casualita.

Il caso diN misure ripetute effettuate nelle medesime condizioniigpantali
non é altro che il caso particolare in cui tutti gli errori quatici medio; sono
uguali tra di loro: la media pesata si riduce allora alla raetitmetica. Questo
prova I'asserto del paragrafo 4.4 (giustificazione dellaiae abbiamo finalmen-
te dimostratoche la media aritmetica e il valoggu verosimiledella grandezza
misurata: cioe quello che ha la massima probabilita di ¢dere con il valor vero
sulla base del nostro campione di misure, e che rappresent&apstesso la stima
di minima varianza.

8.2 Interpolazione dei dati con una curva

Puo in alcuni casi capitare di conoscere la forma analitelladegge fisica
che mette in relazione tra loro due variabili, e di dover atienda dati misurati il
valore di uno o piu parametri da cui tale funzione dipende.

Ad esempio, nel moto dei corpi soggetti allazione di unaz#ocostante, le
velocita assunte in istanti successivi dal corpo crescor@atmente rispetto ai
tempi trascorsi, secondo la nota formwla: vp + at; misurando in istanti suc-
cessivi del moto tempi e velocita, i punti aventi per cooatincartesiane i valori
determinati per queste due grandezze devono disporsi sgprativamente lun-
go una linea retta: e sarebbero tutti quanti esattamemeaili se fosse possibile
misurare senza commettere errori.

In questo ultimo caso sarebbe possibile ricavare immedetiée dal grafico il
valore dell'accelerazione del moto, che corrisponderetloeefficiente angolare
(alla pendenza) della retta tracciata; vedremo ora come¢c@umettendo erro-
ri, sia comunque possibile ricavare una stima sia dei valeirparametri da cui
I'equazione del moto dipende, sia degli errori inerentila valutazione.
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C’e una qualche analogia fra questo problema e quello dedlermindirette,
nel senso che in entrambi i casi esiste una relazione fualddra piu grandezze
fisiche; tuttavia, mentre in quel caso la funzione era cotapiente nota e veniva
usata per trovare il valore di una di quelle grandezze urnia voisurati quelli di
tutte le altre, qui si suppone di conoscere soltanto la fatetla funzione: ma sono
ignoti uno o piu parametri da cui pure essa dipende, e si usalori osservati di
tutte le grandezze per stimare quelli dei parametri stessi.

8.2.1 Interpolazione lineare per due variabili

Cominciamo col supporre che le variabili oggetto della massiano due sole,
e che la legge che le mette in relazione reciproca sia di if@ate:

y = a+ bx

Supponiamo poi che siano state effettuate misure del vdidtax e di quel-
lo corrispondente assunto dajfan diverse condizioni, cosi che si disponga in
definitiva diN coppie di valori tra loro corrisponderit, y;); abbiamo gia detto
che, una volta riportati sul piano cartesiano punti con tpesordinate, essi Si
dovranno disporre approssimativamente lungo una lin¢a ret

Si puo dimostrare che vale, sul piano, qualcosa di analog@aatqg abbiamo
gia asserito riguardo alla media aritmetica di misure gt una stessa grandez-
za fisica (cioé, geometricamente, su di una retta, visto cledlegdeterminazioni
potevano essere univocamente rappresentate da dei pdntirsa retta orientata);
infatti

e Sulla base delle misure effettuate, non si puo escludere&on
tezza che alcuna delle infinite rette del piano corrisporglees
la vera su cui le nostre osservazioni si disporrebbero ieress
di errori; tuttavia esse non appaiono tutte quante uguaknes
rosimili, e la verosimiglianza sara in qualche modo in riglae
alla “distanza complessiva” tra i nostri punti e la rettaste

e Nel caso particolare che siano verificate le seguenti ipotesi:
1. una sola delle variabili coinvolte (ad esempig)& affetta
da errori;

2. gli errori quadratici medi delle misure dei diversi valor
y sono tutti uguali (o comunque non molto differenti);

3. questi errori seguono la legge normale di distribuzione;

4. leN determinazioni effettuate sono tra loro statisticamente
indipendenti;
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dimostreremo ora che per “distanza” si deve intendere la lun
ghezza del segmento parallelo all’agseompreso tra il punto
misurato e la retta esaminata.

Infatti, dettooy I'errore quadratico medio dellg, la funzione di verosimi-
glianza e

N 1 atbx—yi )2

1
L(X1,Y1,%0,Y2, ..., XN, YN[, D) = e_?( oy
(X1, Y1, %2, Y2 N, YN|3, D) il:lcy\/ﬁ

Per scrivere questa espressione si e fatto uso di tutte fesippostulate; in
particolare, il fatto che lg; siano misurate senza errore ci permette di affermare
che il valor vero assunto in corrispondenza dgléea -+ bx qualora la legge fisica
che lega le due variabili sia data dall'equazigne a+ bx

Questa funzione di verosimiglianza rappresenta la dedstgobabilita colle-
gata all’evento casuale consistente nell’essere la leggpa fthe lega ady rap-
presentata dall’equazioye- a+ bx, qualora si siano ottenuti gN valori misurati
(Xi,Vi), e sotto le quattro ipotesi su elencate.

Il metodo della massima verosimiglianza ci permette poifidirenare che la
stima, appunto, piu verosimile (la retta che corrispondeadsimo della probabi-
litd) sara anche la stima di minima varianza. Prendendgdridémo di entrambi i
membri risulta

1 N
—2logL = o2 (a+ bx —yi)2 + 2Nlogoy + 2Nlogv/2m
| valori piu verosimili dei parametra e b sono quelli per cui € massima,
ovvero € minima-2log.: il problema dell’interpolazione lineare dunque si ridu-
ce (se sono soddisfatte le ipotesi citate) a quello di tewar le infinite rette del
piano quella che rende minima la funzione

N 2
f(a,b) = Z[(a+ bx) — ¥

1=

(essendo tutti gli altri termini indipendenti dalle dueagnitea e b).
Linterpretazione geometrica e evidente: la retta soleidel nostro proble-

ma € (come gia preannunciato) quella che rende minima la sodenquadrati
delle distanze, misurate parallelamente all’agskall'insieme dei punti misurati.
Per trovare il valore dei coefficienti del’equazione deta¢tta, calcoliamo ora le
derivate prime della funziong&

of N

% = 2_;(a+ bx —yi) = Z(Na+ b-ixi - _iw)
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of N o 5 S22 e,
5 = zi;(a+bx.—y.)>q = Z(aiZm + bi;m - iZXuyl)

Imponendo che le due derivate prime siano contemporandamatie, do-
vranno essere verificate le

a-N + b-3ix = 3V
a-yiX + b-3ix? = Tixy

Questo sistema di due equazioni in due incognite ammetbee &b puo veri-
ficare, sempre una ed una sola soluzione, purche vi sianaaldee punti spe-
rimentali non coincidenti; esaminando poi le derivate seleg si troverebbe che
essa corrisponde effettivamente ad un minimo. La soluzone

a = H(5x9) (50 - (5:%)- (5%

1
b = x[N-(zixw) — (5% - (zin)]
In cui si &€ posto per brevita

A= NZiXiZ_ (Zixi)z

(queste formule sono note sotto il nomdalimule dei minimi quadrali

Per quanto attiene al calcolo degli errori commessi nellat@aione dia e b
in base ai dati, osserviamo che entrambi si ricavano daiogldimeari in ognuna
delle variabili affette da errore che, nelle nostre ipgtesno le solgy;; possiamo
dunqgue adoperare la formula della propagazione degliiector € in questo caso
esatta. Se indichiamo C(m,z la varianza comune a tutte g risulta pera

N 2
aa)
2 2
o = — ] O
| gl(a}/j g
) N 1 (N ) N )2
= Oy — X —Xj Xi
2w\ N2
N

5(8) o (8) = () (8)
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(3 (8 (2)
- (&) [ (8)- (3

P

N 2
op> = (ﬁ) 0y?

(

2
Oa = Oy m

N

\

ed il fatto poi chea e b siano funzioni lineari di variabili che seguono la legge di
Gauss ci permette ancora di affermare che anch’esse sdnibulie secondo la
legge normale—e di attribuire cosi ai loro errori il consugignificato.



8.2. INTERPOLAZIONE DEI DATI CON UNA CURVA 77

8.2.2 Stima a posteriori degli errori di misura

E’ da osservare come nelle formule dei minimi quadrati nangaia il valore
di o: la soluzione del problema dell'interpolazione linearadipendente dall’en-
tita degli errori di misura; ed i coefficienti della rettagénpolante possono essere
calcolati anche se gli errori sulienon sono noti (purche naturalmente si assuma
che siano tutti uguali tra loro).

Se non € a priori nota la varianza defleessa puo pero essere stimata a partire
dai dati stessi una volta eseguita I'interpolazione lieemnfatti gli stessi ragiona-
menti fatti per le variabili casuali unidimensionali pdilbero essere ripetuti con
le opportune modifiche sul piano, per giungere a risultal@ghi.

In una dimensione abbiamo a suo tempo potuto collegareotercommes-
so alla dispersione dei dati rispetto\allore stimato della grandezza misurata;
sul piano ¢ in effetti ancora possibile calcolare I'erravenenesso, partendo dalla
dispersione dei dati misurata rispetto ab#ta stimata che passa attraverso di es-
si: dati disposti mediamente lontano da questa retta iedasino errori maggiori
rispetto a dati ben allineati (e quindi vicini alla rettaarjiolante).

In una dimensione abbiamo visto che la dispersione deimétyrata dal valor
medio del quadrato degli scarti rispetto alla loro meditnagtica (nostra miglio-
re stima per la grandezza misurata), era sistematicamemkiéetto rispetto alla
corrispondente grandezza riferita all’intera popolagidelle misure. Sul piano
si puo analogamente dimostrare che il valor medio del quadfalle distanze
dei punti misurati dalla retta nostra migliore stima & aacsistematicamente in
difetto rispetto alla varianza riferita alla popolazioredld misure stesse.

Cosi come abbiamo dimostrato che, al fine di correggere ggetibstima (in
media) per le misure ripetute, occorre dividere la sommayjdadrati degli scarti
perN — 1 invece che peN, si potrebbe analogamente dimostrare che una corretta
stima dell’errore dei punti misurati si ha, in media, divide I'analoga somma
perN — 2; in definitiva, che la corretta stima dj, e data dalla formula

L sl v
B N=2

Oy

In essa a numeratore compare la somma dei quadrati deldegéestei punti
misurati(x;, i) dalla retta di equazioree+ bx, distanze calcolate ancora secondo
la direzione parallela all’asse delle ordinate.

Questa formula permette una corretta stima dell’errore dei dati interpola
gualora sia impossibile (0 scomodo) determinarli per altaal’errore € stimato
dai residui dei dati sperimentali, ed € quindi scientificateeaffidabile.

lUna formula equivalente (ma pit semplice) per il calcologsi puo trovare nella pagina 93,
alla fine dell’appendice B.
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Il fatto che la corretta stima dell’errore si ottenga divnde perN — 2 invece
che perN deve essere messo in relazione con il fatto che gli scavece che
rispetto al valor vero, sono calcolati rispetto ad un vakinmato che dipende da
dueparametri, che sono a loro volta stati preventivamenteratati sulla base
dei dati sperimentali: cioe i due coefficieate b dell’equazione della retta.

Nell'analogo caso della stima dell’errore quadratico roedii una variabi-
le casuale unidimensionale, gli scarti erano calcolagietto ad un valore che,
unica grandezza necessaria, veniva preventivamentendesto sulla base delle
misure: appunto la media aritmetica.

In generale, disponendo Nidati sperimentali dai quali possiamo determinare
un valore dell’'errore quadratico medio che dipendé&/dparametri che debbano
essere preventivamente derivati dai dati stessi, la madifecapportare alla for-
mula per ottenere una corretta valutazione dell’error&agmpolazione consiste
nel dividere la somma dei quadrati degli scarti per un fatior M.

8.2.3 Interpolazione con una retta per 'origine

Se conosciamo altri vincoli cui debba soddisfare la leggerohbtte in relazio-
ne i valori delle variabili misurat& e y, possiamo imporre che la retta corrispon-
dente appartenga ad un particolare sottoinsieme delle dettpiano; ad esem-
pio, un caso che si puo presentare € che la retta sia vin@lpéssare per una
posizione particolare, che supporremo qui essere I'agigegli assi coordinati.

Una generica retta per l'origine ha equazigne mx ammesso ancora che
gli errori commessi riguardino soltanto la misura dgllanon quella dellx, che
tutti i vari y; abbiano errori distribuiti secondo la legge normale e tra éguali, e
che le misure siano tra loro indipendenti, il problema de#rpolazione lineare si
riduce a trovare tra le infinite rette passanti per I'origiuella che rende minima
la somma dei quadrati degli scarti (secorlalai punti misurati: cioé il minimo
della funzione

z

f(m) =3 (mx—w)*

La derivata prima df vale

—ZZ mx — Vi) x.2( Zx. iimyi)

Imponendo che essa sia nulla, I'estremante si ha per

df

20N
Y2
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e corrisponde in effettiad un minimo. La legge di propagaeidegli errori (esatta
anche in questo caso) ci da

dm X

dy; Yix?

2
=1 dy; (ZiXiZ)Z =1 Zixi2

e la formula per il calcolo degli errori a posteriori diventa

2 _ 2 (mx —i)?

O
y N—1

visto che il parametro da cui I'errore quadratico medio digeee che deve essere
stimato sulla base dei dati € uno soltanto:

8.2.4 Interpolazione lineare nel caso generale

Le condizioni 1) e 2) sugli errori delle grandezze misuragy date nel pa-
ragrafo 8.2.1 non potranno ovviamente mai essere verifesgtamente; come
ci si deve comportare quando nemmeno in prima approssimazepossiamo
considerare vere?

Se gli errori quadratici medi dellg sono tra loro diversi, non e piu possibile
raccogliere a fattor comune/@? nell’espressione del logaritmo della verosimi-
glianza, e ciascun addendo sara diviso per il corrispoedEnores;. In definitiva
la retta piu verosimile si trova cercando il minimo dellaZione

N [(airbm)—yi]2

f(a,b) = i; o

Questo avviene quando

in cui si & posto
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Le varianze da e dib saranno poi date dalle

[

1_ X%

2 _ .
Oa” = Az.oiz
o2 - fg. 1

Si deve tuttavia osservare che per applicare questo metoggeassario co-
noscere per altra via tutte N varianzeo;?. Cid pud essere molto laborioso o
addirittura impossibile, e non risulta conveniente rinane ad una stima unica e
ragionevoleoy? di queste varianze per tener conto di una variazione, generalmente
debole, delle; in un intervallo limitato di valori dell.

Volendo tener conto dell’errore su entrambe le variabddy, non € general-
mente possibile usare un metodo, descritto in alcuni testisistente nel cercare
la retta che rende minima la somma dei quadrati delle distdazpunti, misura-
te peroortogonalmentealla retta stessa: a prescindere dalla complicazione della
soluzione di un sistema di equazioni non lineari, restatibfahe sex edy sono
due grandezze fisiche diverse, o0 anche soltanto misuratstaonenti e metodi
diversi, i loro errori quadratici medi sono generalmentedsi; mentre la distanza
sul piano attribuisce lo stesso peso agli scarki@u a quelli iny.

Per applicare questo metodo si dovrebbe conoscere, perdiendente, al-
meno il rapporto tray e oy; e rappresentare i punt,yi) non sul piangXx,y),
bensi su quello delle variabili ridot{e/oy, y/0y).

Per solito nella pratica si preferisce considerare affgdtarrore una soltanto
delle variabili, ad esempio kg la scelta cadendo generalmente su quella deter-
minata in maniergiu indiretta, e che risente percio degli errori di tutte le altre
grandezze misurate direttamente; cosi, in un diagramnoaitéltempo trascorso
o0 velocita-spazio percorso, si assumera affetta da ermaelh velocita.

Un eventuale errore sulbasi propagheraattraverso la relazione funzionale
anche allay, e, se I'errore quadratico meda@, € stimato dai dati sperimentali,
esso conglobera anche l'indeterminazione dovutaxalla

Per meglio chiarire il concetto, consideriamo la legge vo + gt di caduta di
un grave. Seé si ammette esente da errore, una differenza tra il valorme diere
quello misurato puo solo essere imputata ad imperfettareniditv; supponiamo
invece che ognuno dei valori misurati tdgpossa presentarsi con un certo scarto
non nullo rispetto al valor vero corrispondente: anche saikire div fossero
esenti da errore, questo vorrebbe dire che i possibili valoe potremmo dv
determinare cadrebbero ugualmente in certi intervallntip@zza non nulla.

Poiche anche le velocita saranno misurate con errori flitdeterminazio-
ne di misura si cumulera con quella proveniente dall’'irezzéa sul tempo in cui
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la misura e stata effettuata; ed in definitiva tutto avvieome se I'istante della
misura fosse perfettamente noto e la velocita affetta daneneemaggiore.

8.2.5 Interpolazione non lineare

Formule analoghe a quelle trovate si possono ricavaregmverre il problema
dell'interpolazione di curve di ordine superiore al prinpafabole, cubiche, po-
linomiali in genere) ad un insieme di dati sperimentali, pegrusando il metodo
della massima verosimiglianza.

Nel caso poi ci si trovasse di fronte ad una curva di equazdwersa da
un polinomio, in parecchi casi € possiblleearizzarela relazione cambiando
variabile: cosi, ad esempio, se due grandezze hanno tramarcelazione di tipo
esponenziale, il logaritmo ne avra una di tipo lineare:

y = Ke ™ = Iny = InK —bx = a—bx
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Appendice A

’errore della varianza

Puo a volte essere utile valutare I'errore della stima delléanza ricavata da
un campione di dati sperimentali. Facendo un esempio ctmaepponiamo di
disporre di un ampio insieme di valutazioni della stessadgaza fisicaN - M
misure ripetutexg, Xo, ..., Xn.m. Dividiamo questi valori inVl sottoinsiemi costi-
tuiti da N dati ciascuno, e per ognuno di questisottocampioni calcoliamo la
media aritmetica dei dati; otterremo cdgimedie parziali, che indicheremo con i
simbolixy,...,Xu.

Lo scopo di queste operazioni puo essere quello di verificheele medie
di questi sottocampioni sono distribuite su un intervalleaori piu ristretto di
guello su cui si distribuisce I'insieme dei dati originafi:sostanza, per verificare
che le medie dN dati hanno errore quadratico medio inferiore a quello deidia
partenza.

Lerrore delle medie dei sottocampioni puo essere stimatootandone la
varianza:

o = ﬁ % ()?i - ()Z})z (sperimentale)

intendendo cor{X) la media delleM medie parziali, che coincidera necessaria-
mente con la media complessiva dell'intero campiond dl dati.

Questo valore puo essere poi confrontato con quello poedaiia teoria per
la varianza della media di un gruppo di dati, allo scopo difi@re in pratica
I'adeguatezza della teoria stessa; tale previsione gercome sappiamo data dal
rapporto tra la varianza di ognuno dei dati che contribuiscalla media ed il

83



84 APPENDICE A. 'ERRORE DELLA VARIANZA

numero dei dati stessi:

g2
o = — (teorico)
N

Come stima dio si puo usare I'errore quadratico medio dell'insieme diitutt
gli N-M dati; ma, naturalmente, perché il confronto tra questi dueaeri abbia
un significatooccorre conoscere gli errorla cui sia la valutazione sperimentale
che la previsione teorica dix sono affette.

Consideriamo (come gia fatto precedentemente) una papo&aa media zero
per semplificare i calcoli:

E(x)=x =0

| risultati si potranno in seguito facilmente estenderealpopolazione qual-
siasi, tenendo presente il teorema ed i ragionamenti dnpag$. La varianza di
una variabile casuabe indicata di seguito come i), si puo scrivere come

2
Var(x) = E () — [E(x)]
usando questa formula per calcolare la varianz3,divremo
2
var() =E (s") - [E()]

Ora

2
_ ZiXi2 ZiXi2
- ()]
2 2

Y B (5 (E 0 g (50

Sviluppiamo uno per volta i tre termini a secondo membro;ilgaimo risulta

(Ex?)" = (Z%7) (2%7)
-y, (XiZJZXjZ) +y, (XaZJ;XJZ)

= Yty xix?
I JF#I

= ZXi4—|—ZZXi2Xj2
| i<
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La prima sommatoria comprentieaddendi distinti; la seconda é estesa a tutte
le possibilicombinaziondei valori distinti dii e j presi a due a due: é costituita
quindi da

oy = N! _ N(N—1)
2! (N—2)! 2

addendi distinti.

Il fattore 2 che compare davanti ad essa € dovuto al fatto naecappia di
valori degli indici si presentava nella sommatoria sél j una volta come; 2x,—2
e un'altra comex;2x;2, termini diversi per I'ordine ma con lo stesso valore. In
definitiva, passando ai valori medi e tenendo conto delfiaddenza statistica di
Xi eXj quando & # |, risulta

e{(3%)%} = NEW) +NN-1 [E63)]

Con simili passaggi, si ricava per il secondo termine

(Zixiz) (ZJXJ)Z = (3%%) (ZX12+ ZXij)

J J#k
= in4-|— ZXiZXj2+ ZXiSXj+ > X 2] X
! i#] I#] i#]#k

dove gli indici aventi simboli diversi si intendono averecha valori sempre di-
versi tra loro nelle sommatorie.

Il valor medio del terzo e del quarto termine si annulla ededf(x) = O;
inoltre gli addendi nella prima sommatoria sono in numerdNd quelli nella
seconda in numero di(N — 1)/2 e vanno moltiplicati per un fattore 2. Pertanto

anche
E{(Z08) (Z%)°} = NE(<) +N(N-1) [E (€)]

Infine avremo, con la medesima convenzione sugli indici,

4
(30" = () (3 %) (T (%)
4 3 2,2 2
= XX 4+ ) XX+ ) XX+ X “Xj X+ Xi Xj XX
'Z i; i% iaéJZaék i jFkA

| valori medi del secondo, quarto e quinto termine (che acmyeo potenze
dispari dellex) sono nulli. Gli addendi nella prima sommatoria sono in ncovck
N; nella terza vi son®N(N — 1)/2 termini distinti: ma ciascuno appare in 6 modi
diversi solo per I'ordine, corrispondenti al num&$di combinazioni dei quattro
indici originarii, j, kedl presi a due a due. Allora

E(Y %) =NE() +3N(N-1) [E ()] i
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Riprendendo la formule di partenza,

E@ﬁ:(N—DZE@ﬁ+(N—DOi;2N+$[Ewar

Per il valor medio d&?, gia sappiamo come risulti per la varianza del campione
E(s?) = 0°—o¢

inoltre

(essendo* =0) e
_ o
o = E {(x—x*)z} = —
da cui abbiamo ottenuto a suo tempo la

N-1 N-1
S0t = E ()

Per la varianza di?, che vogliamo determinare:

E(s) =

Var(9) = E(s) - [E()]

_(N-1)2
e |
N—1)(N“—2N+3 N-—-1 2
[N M) e e
(N (e - (VDN [ )

CN-1

o {n-pER) - (-3 [E00) )

Questa relazione ha validita generaiel caso poi che la popolazione ubbi-
disca alla legge normalpotremo calcolare il valor medio af usando la forma
analitica della funzione di Gauss: per distribuzioni ndimsulta in generale, per

gualsiasi interd,
= (%) = Gar [0

E (x°) = 0?
Per la varianza di se ne ricava

E (x*) = 30*

con
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e, sostituendo,
2(N—1 2 2(N—1
Var(s?) = % [E (xz)] = %04

Insommad’errore quadratico medio della varianz& slel campione vale

V2(N=-1)

Og=—+———"0
S N
La varianza, invece, della stima della varianza della pagohe
N
2 §
o= ——
N-1

vale X
Var(0?) = (NL—J Var (&%) = Nilo“

Lerrore stimatosulla stima della varianza della popolazioge

2 2
00-2 == mo-

Sottolineiamo ancora come queste formule che permettocaldolare, per
una popolazione avente distribuzione normale, gli erroadyatici medi sia della
varianza di un campione &l misure che della stima della varianza della popola-
zione ricavata da un campioneMimisure, sian@satte

Se si vuole invece calcolare I'errore da attribuire agtori quadratici med)
cioe alle quantit® e o radici quadrate delle varianze di cui sopra, non e possibile
dare delle formule esatte: la ragione ultima e che il valodimai s non puo
essere espresso in forma semplice in termini di grandezze caratteristiche della
popolazione.

Per questo motivé sempre meglio riferirsi ad errori di varianzguttosto che
ad errori di scarti quadratici medi; comunque, in prima agpmmazione, I'errore
di o si puo ricavare da quello st usando la formula di propagazione:

2
1 1 02
var(o) ~ (W) Var(0”) = 32Va() = g
do
cioe
oo~ o
T V2(N=-1)

Il fatto che questa formula sia approssimata risulta chiaree se si considera
che la relazione tra? e o & non lineare.
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Appendice B

Covarianza e correlazione

B.1 La covarianza

Per due variabili casuatiedy si definisce lacovarianzache si indica con uno
dei due simboli Cofx,y) o Kyy, nel seguente modo:

Cov(x,y) = E{[x—E(X)][y—E()]} = E(y)—E()E(y)
Per provare 'equivalenza delle due forme, basta ossechate

Cov(x,y) = E{Ix—E())ly—E(y)]}
=% Pi X —EMX)] [y; — E(y)]
= Qi Rixy; —E( )Ry — E(y) ) Rixi+
+EME(Y) ) Pi
=E(xy) — E(X) ) ;qiyi — E(Y) ) pixi + E(X)E(y)
=E(xy) — E()E(y)

ricordando alcune relazioni gia ricavate nel capitolo Jlée per variabili casuali
gualunquein particolare, anchaonstatisticamente indipendenti.

E’ chiaro come per variabilstatisticamente indipendenf. covarianza sia
nulla: infatti per esse vale la

E(xy) = 3 Rixyj = Y pigixy; = E(X)E(Y)

INel seguito useremo per la varianza, per le probabilitatéinere i vari valori; o yj e cosi
via, le stesse notazioni gia introdotte nel capitolo 5.
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Possiamo ora calcolare la varianza delle combinazionatirat due variabili
casuali qualunque, estendendo la formula gia trovata méiota 5 nel caso par-
ticolare di variabili statisticamente indipendenti; gardo ancora da due variabili
x ey con media zero per semplificare i calcoli, per la loro combimae lineare
z= ax-+ byvalgono le:

E(z) = aE(x)+bE(y) =
Cov(x,y) = E(xy)— (X)E(y) E(xy)
Var(z) = { E(2)]°
= E [(ax+ by)?]
= 2l Pj(ax +by;)?

= @R+ 0TS RY” 4 285 Rixy,
= a’y pix® + b*Y qjy;® + 2abE(xy)
= a?Var(x) + b?Var(y) + 2abCov(x,y)

Questa si estende immediatamente a variabili casuali cahantpialsiasi:
introducendo ancora le variabili ausiliarie

& =x—E(x) ed n=y-E(y)
per le quali gia sappiamo che valgono le
E(Z) = E(n) =0
Var(¢) = Var(x) e Var(n) = Var(y)

Basta osservare infatti che vale anche la

Cov(x,y) = E{[x—E(M)][y~E()]} = Cov(&,n)

B.2 Correlazione lineare

Per due variabili casuali qualunque si definisce peoofficiente di correla-
zione lineareCorr(x,y) (0 pxy, 0 semplicementp) come

Cov(x,y) _ Cov(x,y)
Var(x)Var(y)  OxOy

Pxy = Corr(x,y) =

Il coefficiente di correlazione di due variabili € nullo quane variabili stesse
sono statisticamente indipendenti, ed € comunque comprasalue limiti -1 e
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+1; quest’ultima proprieta si pud dimostrare calcolandedeanza della varia-
bile casualez = oyx — oxy ed osservando che essa deve essere una quantita non
negativa:

Var(z) = oy®Var(x) + ox? Var(y) — 20xa, Cov(x,y)
= 2Var(x)Var(y) — 2ox0y Cov(x,Y)
> 0

da cui
Corr(x,y) <1

Compiendo analoghi passaggi sulla oy X+ OxY si trova poi che deve essere
anche Coffx,y) > —1.

Se il coefficiente di correlazione lineare raggiunge unovd®ri estremit1,
risulta Varz) = 0 e dunque deve essere

z = OyXxF Ooxy = E(z) = costante

cioéx edy devono essere legati da una relazione funzionale diitipare
Vale anche l'inverso: partendo infatti dall'ipotesi chdgalay = a-+ bx, con
b finito e non nullo, ne consegue che

E(y) = a+bE(X)
Var(y) = b?Var(x)
E(xy) = E(ax+bx®) = aE(x)+bE(x?)
Cov(xy) = E(xy)—E(X)E(y)
= aE(X)+bE(®) —E(x)[a+bE(X)]
= b{EC®) - [EM}
= bVar(x)
Cov(x,y)
Var(x) Var(y)
bVar(x)

b2 [Var(x)]?

b
= — =41
b

Corr(x,y) =

Il segno del coefficiente di correlazione e quello del cogffite angolare della
retta. Sono da notare due cose: innanzi tutto il rapploftb| perde significato
guandob = 0 0 quandd = 0, cioé quando la retta € parallela ad uno degli assi
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coordinati: in questi cask(= cost. oy = cost.) una delle due grandezze non € in
realta una variabile casuale, e I'altra € dunque indipeted#damessa; e facile vedere
che tanto il coefficiente di correlazione tray quanto la covarianza valgono zero,
essendde(xy) = E(x) E(y) in questo caso.

Anche quando esiste una relazione funzionale esattegtya se questa non e
rappresentata da una funzione lineare il coefficiente detazione non raggiunge
I valori estremi+1; per questa ragione appunto esso si chiama “coefficiente di
correlaziondineare'.

B.3 Applicazione all'interpolazione lineare

Riprendiamo adesso il problema dell'interpolazione lneggia discusso nel
capitolo 8: si sia cioé compiuto un numedadi misure indipendenti di coppie di
valori di due grandezze fisiclxeey, tra le quali si ipotizza che esista unarelazione
funzionale di tipo lineare data de= a+ bx

Supponiamo inoltre che siano valide le ipotesi esposte argigrafo 8.2.1; in
particolare che lg; siano prive di errore, e che Ygsiano affette da errori normali
e tutti uguali tra loro.

Sebbene i valori della siano scelti dallo sperimentatore e privi di errore, e
non siano pertanto variabili casuali; e sebbene la vaiialielley sia dovuta non
solo agli errori casuali di misura ma anche alla variaziogkadc, introduciamo
ugualmente in maniera puramente formale le medie e le &idagliN valori x;
ey, date dalle espressioni

: Y V2 2
=20 e e = 22X e
(e simili per lay); e la covarianza di ey, data dalla
XYi  —
COV(X,y) = % — Xy

Queste grandezze permettono di riscrivere le equazianutige del problema
dell'interpolazione lineare per un insieme di dati, cheiabto gia incontrato nel
paragrafo 8.2.1 a pagina 75, nella forma

a + bx =Yy
ax + b[Var(x)+x2] = Cov(x,y)+Xxy

Ricavando dalla prima equazioae- y — bx e sostituendo nella seconda, dopo
aver semplificato alcuni termini si ottiene la soluzione

Cov(x,y) _ var(y)
b= var(x) Corx,) Var(x)
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La retta interpolante ha quindi equazione
y = a+ bx= (y—bx) + bx o anche (y—y) =b(x—X)

in cui b ha il valore su scritto.
Introduciamo ora le due variabili casuali ausiliakiie- x— xen =y -y, per
cui valgono le _
E=0 e \ar(§) = Var(x)

(ed analoghe per edy), e la
Cov(¢,n) = Cov(x,y)

Indichiamo poi cory;’il valore dellay sulla retta interpolante in corrispondenza
dell'ascissay:
Yi = a+bx = y+b(X—X)

e cong; la differenzay; — ;. Risulta che

557 = S{7+b0i—1]-u}
= Y (b&i—mi)’
— bZZEiZJer]iZ—ZbZEiﬂi
= NB?Var(€) + NVar(n) — 2NbCov(&,n)
= Nb*Var(x) + N Var(y) — 2NbCov(x,y)

2

= NVar(x) l%&w] +NVar(y) — 2N %é’()y) Cov(x,Y)
2

- vty - S

= NVar(y) (1-r?)

in cui r e il coefficiente di correlazione lineare calcolato usand@mmpione dei
valori misurati dix eYy.

Visto che quest’'ultimo, nel calcolo dell'interpolaziomedare fatto con le cal-
colatrici da tasca, viene in genere dato come sottoprodeit@lgoritmo, la sua
conoscenza permette (usando questa formula) di otteneiteéate I'errore a
posteriori sulle ordinate interpolate (studiato nel paaém8.2.2):

2
Hy = \/% = \/NIEZVar(y) (1-r?)
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oltre a fornire una grossolana stima dell’allineamentgugiti; quanto piu infatti
€SS0 € rigoroso, tanto pitsi avvicina at-1.

Il valore |, dell’errore rappresenta sempre anche una stima delkalimen-
to dei punti, a differenza del coefficiente di correlaziomeére, per cur = +1
implica allineamento perfetto, ma non inversamente: pdesssere ad esem-
pio (punti su di una retta parallela allasspr = 0 e Vafy) = 0 ancora con
allineamento perfetto.

E’ opportuno qui osservare chenon € il coefficiente di correlazione fra gli
errori delle grandezze edy; infatti, per ipotesi, lax non e affetta da errore e,
se pur lo fosse, la correlazione fra gli errori sarebbe ngllalora ciascuna;
fosse misurata indipendentemente dalla corrispondgrde altrimenti, sarebbe
tanto piu prossima ai valori estremil quanto maggiore fosse il numero di cause
d’errore comuni alle misure die diy.

Invecer e il coefficiente di correlazione per I'insieme dei punti atiecoor-
dinate date dalle coppie di valori misurati, e nell’ipotdseffettiva dipendenza
lineare delle grandezzeedy sarebbe sempre rigorosamente ugualt€lase non
intervenissero gli errori sperimentali.




Appendice C

La distribuzione binomiale

Consideriamo un evento casuale ripetilile avente probabilita costanie
di verificarsi; indichiamo corqg = 1 — p la probabilitd del non verificarsi dt
(cioé la probabilita dell’evento complementdt® Vogliamo ora determinare la
probabilitaP(x; N) che inN prove ripetuteE si verifichi esattamentevolte (0<
X< N).

L'evento casuale costituito dal presentarsEdverx volte (ed ovviamente dal
presentarsi dE per le restantN — x) & un evento complesso che puo verificarsi
in diverse maniere, corrispondenti a tutte le diverse pdssequenze di successi
e fallimenti; queste sono ovviamente mutuamente esclustvén numero pari a
guello delle possibili combinazioni N oggetti ax ax, che vale

N!
&= (N—x)!

Essendo poi ognuna delle prove statisticamente indipeadeatie altre (infatti
la probabilita diE non cambia di prova in prova), ognuna delle possibili segaen
di x successi etll — x fallimenti ha una probabilita di presentarsi che vaitgN —;
in definitiva

P(X' N) _ N! X N—X
= N P

Questa distribuzione di probabili®(x; N) per una variabile casuale discreta
X si chiamadistribuzione binomiale di Bernoulli; vogliamo ora determinarne
alcune costanti caratteristiche.

Verifichiamo per prima cosa che vale la condizione di nornzalzione: sfrut-
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tando la formula per lo sviluppo delle potenze del binomiylta

N N N!

2PN = 5 NP = (prdlt =1

Vogliamo ora calcolare il valor medio della variabdé€ossia il numero medio
di successi irN prove): a questo scopo introduciamo innanzi tutto la vaeab
casualey;, che rappresenta il numero di successi nielaima delleN prove ese-
guite. E’ chiaro che; pud assumere i due soli valori 1 (con probabifija 0 (con
probabilitag); il suo valor medio e percio
E(yi) =1-p+0-q=p

e la sua varianza
2 2 2
Var(yi) = E(%%) - [E(yi)] = 1.-p+0-9-p° = p(1-p) = Pq
osservando che ancly?® pud assumere i due soli valori 1 e 0, sempre con le

probabilita rispettivep e g. 1l numero totalex di successi nell& prove é legato
alle variabili casualy; dalla
N
X= ZYi
i:

E() E(iiyi) _ iiE(yi) _ Np

La varianza della distribuzione binomiale vale poi

Var(x) = Var(ilyi) = .iVar(yi) = Npq

Come e evidente anche dalla figura, se il numero di phbeesufficientemen-
te elevato la distribuzione binomiale € bene approssimatarg distribuzione
normale avente la stessa mebip e la stessa variandhpg

Risulta quindi
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Figura C.1: La distribuzione binomiale, per un numero diverd = 50 e due
differenti valori della probabilitap.
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Appendice D

La distribuzione di Poisson

Consideriamo il seguente problema: &aun evento casuale che avvenga
rispettando le seguenti ipotesi:

1. La probabilita del verificarsi dell’event® in un intervallo di temp®&mol-
to piccolo (al limite infinitesimo)dt & proporzionale alla durata di tale
intervallo.

2. Il verificarsi o meno dell’evento in un certo intervallortporale € indipen-
dente dal verificarsi o meno dell’evento prima o dopo di esso.

3. La probabilita che piu di un evento si verifichi in un tempénitesimodt
e infinitesima di ordine superiore rispettaa

Vogliamo ora, sotto queste ipotesi, ricavare la probat(tx,t) che in un in-
tervallo di tempo finito, di durati si verifichi esattamente un numero prefissato
di eventiE. Usando questa simbologia, la prima ipotesi fatta sul maceasuale
In esame si scrive

P(1,dt) =Adt = P(0,dt) = 1— Adt

1Sebbene ci si riferisca, per esemplificare le nostre coresiti, ad un processemporale

(e si faccia poi I'esempio del numero di decadimenti in uetindllo costante di tempo per una
sostanza radioattiva come quello di una variabile casusesegue la distribuzione di Poisson),
gli stessi ragionamenti naturalmente si applicano anctenareni fisici riferiti ad intervalli di
differente natura, per esempio di spazio.

Cosi anche il numero di urti per unita di lunghezza delle malkedei gas segue la distribuzione
di Poisson (se si ammette che la probabilita di un urto nalgregre un intervallo infinitesimo di
spazio sia proporzionale alla sua lunghezza, ed analogarpenle altre ipotesi).
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e, viste le altre ipotesi ed applicando in conseguenza eteodelle probabilita
totali e composte, la probabilita di avexesventi in un intervallo di tempo lungo
t +dt e data, a meno di infinitesimi di ordine superiore, da

P(x,t+dt) = P(x—1,t)P(1,dt)+ P(x,t)P(0,dt)
= P(x—1t)Adt+P(x,t) (1—Adt)
cioé

P(x,t +dt) — P(x,1)
dt

= %P(x,t) = —AP(x,t) + AP(x— 1,t)

Ora, quandx = 0, essendo chiaramente nulla la probabilita di avere un nu-
mero negativo di evenk in un tempo qualsiasi, risulta in particolare

d
—P = —AP
da cui

P(O,t) =e™

(la costante di integrazione si determina imponendoR{l%e0) = 1). Da questa
relazione si puo ricavaf@(1,t) e, con una serie di integrazioni successkfe, t):

risulta
(A

P(x,t) = a4 €

In questa espressiomxee I'unica variabile casuale,tfunge da parametro: se
introduciamo la nuova costantie= At, possiamo scrivere

X
_ 0 a

P(x) = )

Questa distribuzione di probabilita per una variabile e#es(discretaX pren-
de il nome didistribuzione di Poissgrsegue questa distribuzione, ad esempio, la
variabile casuale che indica il numero di decadimenti inaaréa massa di sostan-
za radioattiva in un dato tempo, processo questo per il qiallkano soddisfatte
le tre ipotesi di partenza. Verifichiamo ora la condizione@imalizzazione:

+00 (X

+o0 .
P(x) = e~ —
X; X= X

=€
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(riconoscendo nella sommatoria I'espressione di uno gpiuin serie di Mac

Laurin della funzione esponenziale). Calcoliamo poi ibvahedio dix:

E(¥) =

+oo X

Z)x—le‘“
& X

00 X

a® _
Zx—le o
X:l X-

400 C(X_l

aet > (x—1)!

x=1
T® qY

o o
oe yzoy!

ae %t
a

Nei passaggi si € prima osservato che il primo termine delansatoria X =
0) € nullo, e si e poi introdotta la nuova variabjle- x— 1. Troviamo ora il valor
medio dix?: con passaggi analoghi, si ottiene

400
E(x*) =

ax

Z)Xz—l e_a
= X!
400
= q X
le

+oo

x—1

a — O
=1

x—1

_ axgl[(x— 1) +1] (XO‘_—l)!e—“

=

+o00

@ o, o a
Zyy!e —|_y;y!e ]

| y=0

[ +oo oo
=« y;}yF’(y) +yZOP(y)]

y

= a(a+1)

La varianza di risulta allora anch’essa data da

Var(x) = E (x%) — [E(x)]2 = a(a+1)—a’® = a

Anche la distribuzione di Poisson € bene approssimata daligtrébuzione
normale quanda é abbastanza elevato.
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Figura D.1: La distribuzione di Poisson, per tre diversoviadiel valor mediax.




Appendice E

Il modello di Laplace e la
gaussiana

Pensiamo di eseguire una misura di una grandezza fisicai (lator vero
indicheremo con il simbola*), e siax il risultato ottenuto; in generabee diver-
so dax* per la presenza degli errori di misura, che supporremo siamatura
puramente casuale.

Questi errori casuali di misura possono essere schemtprae un insieme
estremamente grande, al limite infinito, di disturbi conpenanei molto piccoli,
al limite infinitesimi, ognuno dei quali tende ad alterargpdchissimo il risultato
della misura; si considerino in particolare le seguentigppoimodello semplificato
di Laplace per gli errori di misur

1. Ognuna delle cause di disturbo presenti introdurra nelkumi
ra una variazione rispetto al valor vero di modulo fiss@on
uguale probabilita in difetto o in eccesso.

2. Ognuna delle variazioni nella misura dovute a queste cause d
disturbo é statisticamente indipendente dalle altre.

Ognuna delleN cause indipendenti di disturbo produce quindi la variagion
-+¢€ con probabilitdgp = % oppure—e¢ con probabilitag=1—p= %; seM traleN
perturbazioni sono positive (e le altke— M negative), il valore osservato sara

X = X" +Me—(N—M)e = X"+ (2M —N)e

La probabilita di un dato valore dil sulleN prove e data dalla distribuzione
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binomiale (vedi appendice C), e vale

. _ N! MN—M
PIMIN) = Sron—may P ¢

Il valor medio diM e dato da\ p, e la sua varianza ddpg Indichiamo poi
con il simboloA lo scarto diM dal suo valor medio

M = Np+A

In corrispondenza al variare ¥ tra O edN, A varia trai limiti—Npe +Ng;
risulta poi anche
N—M = N-Np—A = Ng-—A

e la probabilita di ottenere un certo valore\dsuN prove vale

N!
(Np+A)H(Ng—A

Ng—A

P(A;N) =

I pNPHq

Valor medio e varianza di valgono

Var(A) = Var(M) = Npq

L'andamento generale della probabilita in funzion®/dsi puo trovare consi-
derando il rapporto tra i valori d? che corrispondono a due valori successivi di
M:

PMM+1;N) N pMHIgN-M=1 MI(N —M)!
P(M;N)  (M+1)!(N-M-—1)! N!pMgN-M
N—Mp
T M+1q

P(M;N) risultera minore, uguale o maggiore B{M + 1;N) a seconda che
(M + 1)qrisulti minore, uguale o maggiore N — M) p; ossia, essendp+q=1,
a seconda chil sia minore, uguale o maggioreip— q.

Insomma, chiamatq il piu piccolo intero non minore dN p— g, la sequenza
di valori P(O;N),P(1;N),...,P(i;N) e crescente, mentre quella dei valBfpL+
1;N),P(u+2;N),...,P(N;N) e decrescente. Il massimo valore della probabilita
si ha in corrispondenza ad un intgrehe soddisfi la

Np—g< < Np-qg+1=Np+p
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e che e unico, salvo il caso che i due estremi dell’'internsiloo entrambi numeri
interi: in questo caso si hanno due valori massimi, ugualcarrispondenza di
entrambi. Concludendo: il caso piu probabile &€ che I'evéngd presenti in una
sequenza dN prove N p volte, ed il valore diA con la massima probabilita di
presentarsi e 0.

Cerchiamo ora di determinare se esiste e quanto vale ididatla probabilita
di ottenere un certo risultato al crescere indefinito del enardelle prove. Per
ottenere questo, introduciamoftarmula approssimata di De Moivre e Stirlifig
per il fattoriale:

N! = NVeNy2rN(1+en) ~ v2nNNFze N

con

1
< -
O<en <IN

E’ lecito trascurare il restey quando I'argomento del fattoriale e elevato: per
N = 10 l'errore commesso € gia inferiore all’1%. Per usare lanida di De
Moivre e Stirling nel nostro caso, sviluppiamo

(NPp+A) ~ V2I(Np-+ APz g Np-A

)\ Np—l—)\—|—% .
I
e, similmente,
A\ NaA )
(Ng—A)! ~ VZT[(l—N—q> e—NCH-)\(Nq)Nq—M-z

Queste approssimazioni sono valide quando gli argomentateriali, N p+
A e Ng— A, sono abbastanza grandi: cioe quandmon € vicino ai valori limite
—Np e Ng; accettata la loro validita (e ritorneremo su questo purdgbco),
sostituendo si ha

o Ly 0 gy e

1
= (1+ > 1-—
\/ZTﬂ\lpq( Np

Nq
Questa espressione é certamente valida qugvcon é troppo grande, e per
A = 0 fornisce la probabilita del valore medioMi (M = N p), che risulta

lper la dimostrazione, vedi ad esempio: G. Castelnuovo -olaldelle probabilita
(Zanichelli), in appendice.
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Questa probabilita tende a zero comig/N al crescere dN; dato che la som-
ma delle probabilta relative a tutti i casi possibili devees 1, si deve concludere
che il numero di valori di per cui la probabilita non € trascurabile rispetto al suo
massimo deve divergere corgéN al crescere dN, sebbene il numero di tutti i
possibili valori (che &N + 1) diverga invece comH.

L'espressione approssimata{jA; N) non é valida per valori d\ prossimi
agli estremih = —Np e A = Nq (e infatti divergente); tuttavia tali valori hanno
probabilita infinitesime di presentarsi al crescerdldinfatti P(—Np;N) =gN e
P(Ng; N) = pV, ed entrambi tendono a zero quariddende all'infinito essendo
sia p cheq inferiori all’'unita.

Concludendo: la formula approssimata da noi ricavata élaajia per valori
relativamente piccoli dN, e perN molto grande si puo ritenere esatta per tutti
I valori dello scartoh con probabilita non trascurabile di presentarsi, valog ch
sono mediamente dell’'ordine dell’errore quadratico meghpq e che quindi
divergono solo comg/N. Consideriamo ora il fattore

K= (1-1- L)‘(NerH%) (l_A>—(Nq_)\_|_%)
- 3

che nell'espressione approssimat&(i; N) moltiplica il valor massimd?(0;N),
e se ne prenda il logaritmo:

1 A 1 A
logk = — (N p+)\+§) log (1+ N_p) — (Nq—)\+§) log (1— N_q)

Ora, poiche sia /N pcheA/Ngsono in modulo minori dell’'unita (salvi i due
casi estremi, di probabilita come sappiamo infinitesimig)pssono sviluppare i
due logaritmi in serie di Mac Laurin:

log(1+4Xx) = X X2+X3 X4+
g X373 2

[l primo termine di log diventa
1 A A2 A3
J— N A —_— _— — s s . =
( PraAT 2) (Np 2NZp? " BN )

ST (R (. L U
N 2Np Np 3N2p2  2N2p2 * 2Np

A2 A N A8 N
2Np 2Np 6N2p?
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ed il secondo

—{N _)\_|_1' _l_ A2 — A° _ —
a 2 Ng 2N2g2 3N3¢3 B

RS S
2Ng 2Ng 6N2g?

=A

e sommando si ottiene

| Moo N/1 1 ANBo/1o1
°9K—‘2Npqﬁ(a—a>+w(E‘@)*'“

Da questo sviluppo risulta che il solo termine che si masmtiemto al diver-
gere diN, e per valori diA dell'ordine di/Npg, € il primo; gli altri due scritti
convergono a zero comég¥N, e tutti gli altri omessi almeno comég/\l.

In conclusione, per valori dello scarto per cui la prob&hihion € trascu-

rabile (grosso moddA| < 3,/Npg), al divergere diN il logaritmo di kK € bene
approssimato da

)\2
2N pq
e la probabilita dello scarto dalla mediala

logk ~ —

A2
Npqg

1 1
P\~ ————¢e 2
(A) NG

Per la variabiléeV sara invece
1 _1(M=Np?

P(M) x ——=—=¢€ 2 Npd
M)~ g

Nel caso particolare del modello semplificato di Laplace per gli errori di mi-
sura,p=q= % e pertanto i termini di ordine /4/N sono identicamente nulli:
I'approssimazione € gia buona pér> 25; nel caso generafe+ g, essa e invece
accettabile peN pg> 9. Introducendo lo scarto quadratico medidvtle diA

o=+/Npg

I'espressione si puo scrivere

1
0/ 211

che ¢ la celebrlegge normale di Gauss

NS

1
e_ 2

P(A) =
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Tornando ancora al modello semplificato di Laplace degbredi misura, il
risultatox ha uno scarto dal valor vero che vale

X—X" = €(2M=N) = €(2Np+2A—N) = 2¢eA
e possiede varianza
0x? = Var(x—x") = 4&?Var(\) = 4¢20?

La probabilita di un certo risultato= x* + 2eA vale infine

NI
N

1 u 2_2 — 28 e_%(o_x)z

- e —_
oV 2T OxV/ 2Tl

La x € una grandezza discreta che varia per multipk;dnel limite su ac-
cennato diventa una variabile continu&(&) é infinitesima core perdendo cosi
significato; si mantiene invece finita la densita di prokb&hilche si ottiene di-
videndoP(x) per 'ampiezza 2 dell'intervallo che separa due valori contigui di
X

P(x) = P(A) =

*\ 2
fg = ) L3050
2 O'X\/E[
ed ha infatti le dimensioni fisiche di/tx, ovvero di ¥x.

Al medesimo risultato pef(x) si perverrebbe anche nellipotesi piu generale
che gli errori elementari siano distribuiti comunque, edhendiversamente I'uno
dall’altro, purche ciascuno abbia una varianza dello stesdine di grandezza
degli altri ed infinitesima al divergere del numero dellesadi errore.




Appendice F

La verifica delle ipotesi

Una volta eseguita una misura si puo voler controllare setrngsultati pos-
sono confermare o rigettare una determinata ipotesi rigude il fenomeno fisico
che li ha prodotti; naturalmente, visto che risultati di amaura comunque lontani
dal valor vero sono sempre possibili (eventualmente cohghitita molto picco-
le), una qualunque ipotesi sulla grandezza fisica misu@ta pssere confermata
o rigettata dai dati solo ad un certo livello di probabilita.

F.1 Compatibilita con un valore prefissato

Per cominciare, si potrebbe voler controllare se un detetaoivalore nu-
merico a priori attribuibile alla grandezza fisica in esame @on € conferma-
to dai risultati della misura; cioé se quel valore € o nonoénpatibilecon i
nostri risultati—piu precisamente, a che livello di prolbigd (0, per usare la
terminologia statistica, a cHivello di confidenzaé con essi compatibile.

Ammettiamo che gli errori di misura seguano la legge norms#piamo
che la probabilita per il risultato di cadere in un qualuniptervallo prefissato
dell'asse reale si pud calcolare integrando la funzione aliss fra gli estremi
dell'intervallo stesso. Riferiamoci per comodita allaigéile scarto normalizzato

che sappiamo gia dal paragrafo 6.4 essere distribuita decona legge che e
indipendente dall’entita degli errori di misura.

109



110 APPENDICE F. LA VERIFICA DELLE IPOTESI

Se fissiamo arbitrariamente un numero positiypossiamo calcolare la pro-
babilita che si verifichi I'evento casuale consistente’ott#nere, in una partico-
lare misura, un valore diche in modulo supen; come esempio particolare, le
condizionilt| > 1 o |t| > 2 gia sappiamo che si verificano con probabilita rispetti-
vamente del 31.73% e del 4.55%, visto che l'intervallb< t < 1 corrisponde al
68.27% dell’area della curva normale, e queld <t < 2 al 95.45% .

Se consideriamo poi un campioneNlimisure, avente valor medioe prove-
niente da questa stessa popolazione di variaxz& immediato capire come la
variabile

soddisfera a queste stesse condizioni: accadra cioe M&%Idei casi ché| sia
maggiore dit = 1, e nel 4.55% dei casi chg sia superiore a= 2 .

Per converso, se fissiamo arbitrariamente un qualunquesvatomissibileP
per la probabilta, possiamo calcolare in conseguenza urerumtale che la
probabilita di ottenere effettivamente da un particolammpione un valore dello
scarto normalizzatb superiore ad esso (in modulo) sia data dal nunferé\d
esempio, fissato un valore del 5% il limite pert che se ne ricava®= 1.96:

insomma
+1.96 1 1
/ = e 095

—1.96 /2Tt

e solo nel cinque per cento dei casi si ottiene un valoteké supera (in modulo)
1.96.
Se si fissa per convenzione un valore della probabilita ciiehinil confine
tra un avvenimento accettabile ed uno inaccettabile nédii limlla pura casualita,
possiamo dire che I'ipotesi consistente nell'’essere utogarmero il valor vero
della grandezza misurata sara compatibile o incompatioiei nostri dati a se-
conda che lo scarto normalizzato relativo a tale numerongeiore o superiore
al valore dit che a quella probabilita corrisponde; e diremo che la comibti
(o incompatibilita) e riferita a quel certo livello di conédza prescelto.
La difficolta & che tutti questi ragionamenti coinvolgonawguantita numerica
(lo scarto quadratico medio) relatiadla popolazionee per cio stesso in generale
ignota,; in tal caso, per calcolare lo scarto normalizzafatir® ad un certo valore
numerico non possiamo che servirci, in luogoalj della corrispondentstima
ricavata dal campions,
E—X

S

VN
e quindi si deve presupporre di avere un campione di dimenkib che questa
stima si possa ritenere ragionevole, ossia sufficienteanaciha ai corrispondenti

t —
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valori relativi alla popolazione a meno di fluttuazioni calwabbastanza poco
probabili.

In generale si ammette che almeno 30 dati siano necessahgguesto av-
venga; in corrispondenza a tale dimensione del campion®tedella media e
circa 5.5 volte inferiore a quello dei dati, e I'errore ralatdi s e approssimativa-
mente del 13%.

Bisogna anche porre attenzione alla esatta natura de#spche si intende
verificare. Per un valore limite di= 1.96 abbiamo visto che il 95% dell'area
della curva normale € compreso trda e +1: superiormente &1 si trova il 2.5%
di tale area; ed anche inferiormente-a se ne trova un’altra porzione pari al
2.5%.

Se l'ipotesi da verificare riguardaelssere differenti tra loraue entita (il pre-
supposto valor vero della grandezza misurata e la medmetida dei nostri dati,
nell’esempio precedente) quel valoretdiorrisponde in effetti ad una verifica re-
lativa ad un livello di confidenza del 5%wo-tailed tes); ma se l'ipotesi riguarda
I'essere un valore numeriguperiore(od inferiore) alla nostra media aritmetica
(ad esempio, i dati misurati potrebbero essere relativeatlimento di una mac-
china, e si vuole verificare I'ipotesi che tale rendimentsumato sia superiore ad
un valore prefissato), allora un limite= 1.96 corrisponde in effetti ad un livello
di confidenza del 2.5%ofie-tailed tegt nell’esempio fatto, soltanto l'intervallo
[—o0, —T] deve essere preso in considerazione per il calcolo dellzapilita.

Alcuni limiti relativi a diversi livelli di confidenza si pa®no trovare nelle
tabelle F.1 e F.2.

(PO Tt | u |
10.0 || 1.64485| 1.28155
5.0 1.95996| 1.64485
2.0 || 2.32635| 2.05375
1.0 || 2.57583| 2.32635
0.5 2.81297| 2.57583
0.2 || 3.09023| 2.87816
0.1 3.29053| 3.09023

Tabella F.1: Alcuni valori della probabilit® e dei corrispondenti limitt sullo
scarto normalizzato, per verifiche two-tailad)(o one-tailed€y).
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LT [P(%) | P(%)]
0.5 61.708| 30.854
1.0 31.731| 15.866
1.5 13.361| 6.681
20| 4.550| 2.275
25| 1.242| 0.621
3.0 0.270| 0.135

Tabella F.2: | valori della probabilita per verifiche twakea (P) ed one-tailed
(Py) che corrispondono a valori prefissati dello scarto norzzaliot.

F.2 La compatibilita di due valori misurati

Un altro caso frequente € quello in cui si hanno a disposezétue campioni di
misure, e si vuole verificare I'ipotesi statistica che essvpngano da popolazioni
aventi lo stesso valor medio; un caso particolare e quelldpagesi consisten-
te nell’essere i due campioni composti da misure della atgsandezza fisica,
che hanno prodotto differenti stime come effetto della@naza in entrambi degli
errori, che assumiamo ancora seguire la legge normale.

Siano ad esempio un primo campiond\dinisurex;, ed un secondo campione
di M misureyj; indichiamo corx ey le medie dei due campioni, casy e oy le
varianze delle popolazioni da cui tali campioni provengom@ond = Xx—Vy la
differenza tra le due medie.

Sappiamo gia che i valori medi e le varianze delle medie daiptani sono
legati ai corrispondenti valori relativi alle popolaziatalle

E(X) = E(X) : E(y) =E(y)

€ 2 o 2
Ox

var( = - ’ var(y) =

per cui risultera, se i campioni sono tra loro statisticateendipendenti e se si
ammette valida l'ipotesi (da verificare) che abbiano lasstesedia,

E(d) =E(X—y) =E(X)—E(y)=0

2 52
Var(d) = Var(X—y) = % + Gvy

Inoltre, essends, y (e quindid) combinazioni lineari di variabili normali, se-
guiranno anch’esse la legge normale; e la verifica del&piathe i campioni pro-
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vengano da popolazioni aventi la stessa media si tradutzevesifica dell’'ipotesi
ched abbia valor vero nullo.

Tale verifica, essendd distribuita secondo la legge normale, si esegue co-
me abbiamo visto nel paragrafo precedente: si fissa ailbitnante un valore
del livello di confidenza, si determina il corrispondentéova limite degli scarti
normalizzati, e lo si confronta con il valore di

5—E(3) Xy

(0} - 2 02
° S+
Ovviamente vale anche qui l'osservazione fatta nel pafagna&cedente: non
conoscendo le varianze delle popolaziope oy, siamo costretti ad usare in loro
vece le stime ottenute dai campiosj,eds,; e questo si ammette generalmente
lecito quando la dimensione di entrambi i campioni € almeard g 30.

F.3 | piccoli campioni e la distribuzione di Stu-
dent

Solo per completezza, accenniamo alla verifica di ipotesissiche mediante
piccoli campioni; ovvero campioni costituiti da un numetlioddti cosi esiguo
da farci ritenere che non si possa ottenere da essi con mgienprobabilita
una buona stima delle varianze delle rispettive popolatsampre pero supposte
normali).

Indicando corxla media aritmetica di un campione di dimensidhestratto a
caso da una popolazione normale, e stanstima della varianza della popolazione
ottenuta dal campione stesso, cioé

>i(% —X)?

S—= =

N—-1

e definita la variabile

si pud dimostrare che la funzione densita di probabilitatied alla variabile
casuale e data dalla

FtN) = — N

(distribuzione di Studeint
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0.5 |
A Student, N=2
- - Student, N=4
f Gauss
0.4 [
0.3 -
0.2 -
0.1 -
0 E

Figura F.1: La distribuzione di Student pdr= 2 edN = 4, confrontata con la
funzione normale.
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Il coefficienteTy € una costante che viene fissata dalla condizione di norma-
lizzazione; séN viene poi fatto tendere all'infinito il denominatore deliazione
tende aetz/z, e dunque la distribuzione di Student tende alla distrilmzinormale
(con media 0 e varianza 1). Anche la forma della funzionerdaanolto quella
della Gaussiana, come appare evidente dalla figura F.1.

Se i campioni a disposizione non hanno dimensioni accéftaba volta cal-
colato lo scarto normalizzato relativo alla differenzal&ranedia di un campione
ed un valore prefissato, o tra le medie di due campioni (casiecmdicato nei
due paragrafi precedenti), occorrera confrontare il suorgadon i limiti degli in-
tervalli di confidenza relativi alla distribuzione di Stude non alla distribuzione
normale: limiti che si trovano tabulati in vari testi di ssica.

F.4 Ladistribuzione del X2

Se leN variabili casualix;, tra loro statisticamente indipendenti, sono distri-
buite secondo la legge normale con media 0 e varianza 1, slimastrare che la
nuova variabile casuale N

X = leiz
i:

(ovviamente non negativa) e distribuita con una densitaabaoilita data dalla
dp : N_1) %
T = TOGN) = Kx(3-1)g%
(distribuzione del chi-quadigla costanté viene fissata dalla condizione di nor-
malizzazione, ed il paramethprende il nome diumero di gradi di libertadella
distribuzione.
|l valor medio e la varianza di una variabile casuale disitdbcome ilx? aN
gradidi liberta sono, come si potrebbe trovare integraa@pportune espressioni,

E(X)=N e Var(X) = 2N

Inoltre si pud dimostrare che, quantibassume valori sufficientemente grandi,
la distribuzione dek? & ben approssimata da una distribuzione normale avente la
stessa medi&l e la stessa varianza\2 tale approssimazione si puo ritenere in
pratica gia buona quandw e superiore a 30.

Ovviamente, se lg sono variabili casuali indipendenti e provenienti da una
stessa distribuzione normale con magdivarianzas?, la nuova variabile casuale

N 1\ 2
Y — Zl (X. u)
= 0
1Ad esempio in una delle appendici di: Spiegel - Probabiligiatistica - Collana Schaum,
Etas-Kompass editrice.
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TIATn
P O0OITWwWwN -

o

Figura F.2: La distribuzione dgf per alcuni valori del parametis.



F.4. LA DISTRIBUZIONE DELX? 117

e distribuita come i)? aN gradi di liberta.

E’ immediato poi, sulla base della definizione, capire cbe edY sono due
variabili casuali indipendenti distribuite comexf con N ed M gradi di liberta
rispettivamente, la loro somnia= X +Y € una variabile casuale ancora distri-
buita come ilx?, perd conN + M gradi di liberta fegola di somma det?). Si
potrebbe analogamente dimostrare (sempre a riguardostetianaZ = X +Y
di due variabili casuali indipendenti), che Z2eed X seguono la distribuzione del
x2, adN + M edNgradi di liberta rispettivamente, |a terza variabileleve essere
distribuita come ilx? ad M gradi di liberta.

Ora, supponiamo che bg (coni = 1,...,N) siano variabili casuali indipen-
denti distribuite secondo la legge normale con media O @naa 1, ed indichiamo
al solito conx Ta loro media aritmetica; vogliamo dimostrare ora che laalile
casuale

N
X:;(Xi—@‘2

e distribuita come ik? conN — 1 gradi di liberta. A questo scopo introduciamo

la variabile ausiliaria N
_ 1
Y = x/N = — lei

che ha, come si puo facilmente calcolare applicando le ftemia ricavate nel
capitolo 5, anch’essa distribuzione normale con media Giarvaa 1: risulta

N

N
| (x—X)? = | X2 — Nx2
I; |%\

— ZNZ_YZ
i=

N N
_leiz = _Zl(xi —X)°+Y?

Ora, nell’espressione precedente, il primo termine @idisto come ilx? a
N gradi di libertd, mentré&/? & distribuito come ilx? ad un grado di liberta; si
potrebbe dimostrare ché edY sono tra loro statisticamente indipendenti e da
guesto consegue, tenendo conto di quanto prima affernaatalitita della nostra
tesi.

In generale, se Ig provengono tutte da un’unica popolazione normale avente
varianzao?, la variabile casuale

<2

per cui




118 APPENDICE F. LA VERIFICA DELLE IPOTESI

e ancora distribuita comeX? aN — 1 gradi di liberta.

E’ interessante confrontare questa formula con quellagpl@atemente ricava-
ta, e riguardante la stessa espressione in cui pero gli scanb calcolati rispetto
alla media della popolazione nel primo caso la distribuzione era ancora quella
del x2, ma conN gradi di liberta: riferendoci alla media del campione i graid
liberta diminuiscono di una unita.

Questo é conseguenza di una legge generale, secondo lailquaieero di
gradi di liberta da associare a variabili che seguono laiblistione delx? & dato
dal numero di termini sommati (Qid, uno per ogni determinazione indipendente
;) diminuito del numero di parametri che compaiono nella folae che sono sti-
mati dai dati stessi (qui uno: appunto la media della popotez stimata usando
la media aritmetica delle misure).

F.5 Compatibilita dei dati con una distribuzio-
ne

Supponiamo di avere dei dati raccolti in un istogramma, ealervverifi-
care lI'ipotesi che i dati provengano da una certa distrimej ad esempio, la
distribuzione normale.

Ora per una misura la probabilifa di cadere nell'intervallo-esimo di am-
piezza prefissatAx e corrispondente alla generica classe di frequenza usata pe
la realizzazione dell'istogramma, € data dal valor meditadanzione densita di
probabilita nell’intervallo stesso, moltiplicato p&x.

Il numero di misure effettivamente ottenute in una classigetjuenza sWN
prove obbedisce alla distribuzione binomiale: il loro vaieedio € quindiN p;,

e la loro varianza\ pi (1 — pi); quest'ultimo termine si puo approssimare ancora
conNp se si ammette che le classi di frequenza siano sufficientienmistrette
da poter trascurare i termini in? rispetto a quelli inp; (cioé sep;<<1).

In questo caso il numero di misure in ciascuna classe sequesgimativa-
mente la distribuzione di Poisson; questa e infatti la foneiche mostra come
Si presentano, su un grande numero di osservazioni, ewesitigpiccola pro-
babilita di verificarsi singolarmente in ognuna: distrilmne nella quale I'erro-
re quadratico medio e effettivamente dato dalla radice iquadlel valor medio:

Np (1- pi) ~/Np.

Nei limiti in cui il numero di misure attese in una classe éfisidhtemen-
te elevato da poter confondere la distribuzione binomiale una distribuzione
normale, la quantita

<=3 M =5 R
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cioé la somma, su tutte le classi di frequenza, del quadedia differenza tra il
numero di misure ivattese(Ai = Np) ed ivi effettivamente osserva(®; = nj),
diviso per la varianza del numero di misure attese (appragsi daNp = A),
ha la distribuzione dex? conN — 1 gradi di libertd; il motivo per quest'ultima
affermazione e che esiste un vincolo sequello di avere per somma il numero
totale di misure effettuatdl (che viene usato nella formula che definistger
calcolare il numero di misure attese in ogni intervaflg,

Questo si puo in pratica supporre verificato®gen ogni intervallo € almeno
paria 5; o meglio, se il numero di classi di frequenza in csi eispetta un numero
di misure minore di 5 e trascurabile rispetto al totale (meeld20%).

Quindi, per la verifica dell’ipotesi statistica che i datingano dalla distribu-
zione usata per il calcolo delkg, basta valutar; e poi verificare che non superi
il valore di taglio corrispondente alla coda superiorealdiktribuzione dex? ad
N — 1 gradi di liberta, coda avente area pari al livello di confizie desiderato:
valore rilevabile dalle apposite tabélle

2Nel gia citato Spiegel - Probabilita e statistica - Collach&im, Etas-Kompass editrice, sono
presenti anche queste tabelle. E’ bene anche ricordareuzragN é superiore a 30 si puo far
riferimento alla distribuzione normale con mediad errore quadratico medig2N.
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Appendice G

La funzione di verosimiglianza

Si supponga di aver compiufd osservazioni indipendenti relative ad una
grandezza fisic&, e di aver trovato i valorx;, coni = 1,2,...,N. Ciascuna delle
variabili casualix; abbia poi densita di probabilit(x;|8), funzione nota che di-
pende dal paramet®di valore verod* ignoto, definita in un intervallo dell’asse
reale dellex; con estremi indipendenti d& (che potremo assumere essei®
ponendo eventualmentgx|8) = 0 esternamente all'intervallo di definizione).

Una stima di una generica funzione nota del paramef),(che supporremo
con derivata non nulla), € una funzione dei soli valori o&set(Xy,X2,...,XN);
dunque a sua volta una variabile casuale con associata oniie densita di
probabilita che indicheremo caft|0). La stima si dicemparziale(o indistorta)
guando il suo valor medio

-+ o0

E(t) :/ tg(t|e) dt

o0 o0
_ dx fl(x1|9)---/ Ay Fr (X0 B) (X, X2, - - -, X)

e uguale al rispettivo valor vero:
E(t) =1(6)
Una importante proprieta della stimha la sua varianza

o2 = [ it-t(e) ale)d

oo oo
= dxa fl(X1|9)---/ dxy f(xn[8) [t(X1, Xz, ., Xn) — T(B)]?

121
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perchda minima varianzasara il criterio di scelta fra stime diversewb).

Il teorema che segug¢gorema di Cramér-Rao) mostra che esiste un limite
inferiore per la varianza di una stima. Osserviamo per pdosa che la densita
di probabilita per laN-pla (X1, X2, . . ., Xn) risulta

N
IZ_| fi(x|0")

per il teorema della probabilita composta; se in luogo didnazero6* si pone il
parametro variabil®, si ottiene lafunzione di verosimiglianza

N
£ (0, %, -, xl8) = [ fi(x]6)
I|=_| | |

La condizione di normalizzazione di ciascuin@aomporta che I'integrale della
verosimiglianza su tutti i dominii delle variabij valga 1.:

+oo o0
/ dxg dxp- - deL(xl,Xz, XN[0) =

:/ dxlfl(x1|9)/ dx2f2(xz|e)---/_:deN fn(xn[0)

_|‘!/ dx fi(xi[0)

=1

indipendentementgal valore dib.
Derivando sotto il segno di integrale rispett®@adato che i dominii delle
fi(xi|8) non dipendono da, si ottiene

+ o0 400 400
/ dxq dxz dea—L—O

00
da cui, dividendo e moltiplicando I’integrando perrisulta
/+mdx1 +oodx2 de (i gg) =
:/_:mdxl _J:dez--- _J:odmLalggL
_ ::odxl f1(xa/8) - _jde f(xn[6) a'ggL
=0

ossia
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dlogL
E( 30 )_O
Set e imparziale,
+ 400
E(t) = dx--- dXNt(Xl,Xz,---,XN)L(Xl,Xz,...,XN|9) = T(e)

da cui, derivando ambo i membri rispettd,a

too o0 o0
f dx [ de- detg—g—’(G)

Dividendo e moltlphcando poi I'integrando per la verosginzar , risulta

+o00 +o00 +o00 aL
f dxl dxz det%

oo oo 1oc
=/ dxg--- » dxnt L (Zﬁ)

too too
:/ dxlfl(x1|9)---f dx fu(xn[0)t

dlogL
_E (t % )

E( a'ggL) —7(0)

Infine, sommando membro a membro questa equazione e la préeedolti-
plicata pert(0), si ottiene

E (t a'ggL) _1(6)E (a'ggL) —7(8)

e{i-ven Tg- b =@

Se ora si definiscono il rapporto

e {1t—(e)] 258~} v(0)

dlogL
00

e, in definitiva,

ovvero

R(6) =

[ew] e
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(che é una costante dipendenteBgasserviamo anche che deve risultR(8) #
0) e la variabile casuale

dlogL

z=[t—1(8)] - R(6) —¢

il cui quadrato risulta essere

2 — [t —1(8)2— 2R(0) [t — 1(6)] L1°9L | Re(p) (a log £ ) i

00 00

prendendo il valor medio df si ottiene

E(?) = E{[t-1(6)} - 2R(6) E{[t (0 'ggL } +
2
+ R(B)E [(a 'ggL) ]
e 0-t2_2 T’(e) I(e)_I_

~ v'(8))? '(6)]”
— ct2_2E l TaggL)Z] + - lgalggL)Z]

Ma il valor medio del quadrato di una qualsiasi variabileuzds non puo
essere negativo, e dunque

I 2
OSE(ZZ):O"[Z— (@ 3
El((ﬂ;&ﬂ) ]
ed infine
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cioe:

Nessuna funzione dei valori osservighi,Xo, ..., Xn), che sia stima
imparziale di una funzione del paramew®), puo avere varianza
inferiore ad un limite determinato.

La varianza minima si raggiunge se e soltant&&#) & nullo, il che & possi-
bile solo sez & nulla ovunque, cioé se

dlogcL
00

0, altrimenti detto, se la derivata logaritmica della varoglianza é proporzionale
alla variabile casuale— t(6):

z=1t-1(0)—R(6) =0

dlogr  t—1(0)
0 RO

Col metodo della massima verosimiglianza si assume, coime stel valor
vero 8* del parametr®, quel valored che rende massima la verosimiglianza
per i valori osservati delle variabilkg, o, . .., XN.

Ora, nel caso esista una stima di minima variaingar la funzionet(6), per
qguanto visto sopra I'equazione di massima verosimigliainane

dloge  t—1(6)

0 R =0

e le soluzion® sono tutte e sole quelle dell'equazione

T(8) = t(X1,X2,-- -, XN)

La derivata seconda di lag e in tal caso

0%logr  T(B)R(B) + R(8)[t —T(O)]
002 R2(0)
02+ R(6)[t—1(0)
R*(6)

ma sed = 0 & ancha —r(é> — 0 erisulta

(azlogL) o .
002 Jop Rz(é)
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cioeper tutte le soluziond = fla verosimiglianza &€ massima

Ora, se la funzione log € regolare, tra due massimi deve esistere un minimo;
dato che non esistono minimi, ne consegueikdmassimo €& uniced in corrispon-
denza al valore della funzione! inversa dit(8) e calcolata irt(xy, Xp, . . ., Xn):

~

0= T_l [t(X]_,XZ, .- '7XN)]

Si ponga attenzione al fatto cper N finitoquestanoné una stima db con va-
rianza minima, che esiste solo per la funzio(® ed e appunto [&(x1, X2, ..., Xxn).

La statistica {x1, X2, . ..,Xn) (come viene anche indicata una funzione dei dati)
di minima varianza € un caso particolare di statista#icienteper il parametro
8, come e chiamata una funzione dei valori osservati, seeesisé riassume in sé
tutta I'informazione che i dati possono fornire sul valoet darametro.

Sexq,Xo,...,XN SONO i valori osservati dN variabili casualinormali con lo
stesso valor medid e varianze rispettive; supposte note, la verosimiglianza é

PR S S TE )
o vz
il suo logaritmo
1N (x-N* N
gz =33~z ~ 3 loa(oivan)

e la sua derivata rispetto al parametro

dlogr N X — A 1 i 22
— — L — ! —)\
OA i; Gi® (Z' Giz) (Zio—lz

Pertanto la media dei dati, pesati con coefficienti inversate proporzionali
alle varianze, é una stima di minima varianza perSe leN varianze sono poi
tutte uguali tra loro e di valore?, risulta

dlogc 1 |( X~ N, X=A
N - o KZ’“) ‘NA] =N =T

ed in tal caso lanedia aritmeticadel campione & una stima di minima varianza
perA. Sempre in tal caso e poi

con
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dunque
2

Var(x) = TR = %

come da altra parte gia si sapeva.

Qui la media del campione € un esempio di statistica suftieiparA; infatti
non ha alcuna importanza quali siano i singoli valgrima se le medie di due
diversi campioni sono uguali, le conclusioni che si possmawe sul valore dA
sono le medesime.

Supponendo di conoscere il valor medida stima della varianza? si ottiene
cercando lo zero della derivata logaritmica

N N
5= oS 5 {ge ] )

la quale ha la forma richiesta perché la soluzione

o1 2
0°=—Y (X —A)
P2

sia una stima d? con minima varianza, data da

n R B 20
Var{ﬁizl(x.)\) } = TR = ZO'W = N

essend®(o) = o/N, 1(0) = 0 e T'(0) = 20: questo risultato & lo stesso trovato
nell'appendice A.

Il valore diA tuttavia non & generalmente noto, e I'uso della media atitiae
del campionex comporta una distorsione che si corregge, come si € vist@ o
N —1inluogo diN.
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