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PREFAZIONE

Nel presente fascicolo sono raccolte le nozioni di Analisi matematica presentate nel
corso di Analisi Matematica I del primo anno di Ingegneria. In un altro fascicolo sono
raccolte le nozioni presentate nel corso di Analisi Matematica II.

Il pochissimo tempo destinato dai nuovi ordinamenti all’insegnamento della mate-
ria non permette alcun approfondimento, ed anzi obbliga ad escludere dai programmi
argomenti tradizionalmente ritenuti indispensabili.

Riteniamo pero imprescindibile, pur con tale riduzione dei contenuti, conservare in-
tatti I'impianto concettuale e I'impostazione metodologica dell’Analisi, e riteniamo che
questo obbiettivo sia conseguibile solo dando enunciati sintetici e precisi, e rifuggendo
da espressioni vaghe o poco chiare. Per semplificare un enunciato si puo rinunziare alla
massima generalita possibile, ma non al rigore della presentazione. Per questa ragione
abbiamo ritenuto opportuno, e, speriamo, utile agli studenti, raccogliere in poche pagine
le definizioni ed i risultati principali che vengono esposti durante le lezioni. Lo stile degli
appunti ¢ volutamente scarno ed avaro di commenti e divagazioni, che restano affidati
all’esposizione orale in aula; suggeriamo agli studenti, pertanto, di limitarsi ad appunta-
re, durante le lezioni, solo le parti meno formali delle lezioni stesse, affidandosi a questa
dispensa per gli enunciati che richiedono maggior rigore.

E per altro evidente che questi appunti non hanno la pretesa di sostituire il libro di
testo, che resta indispensabile per acquisire una conoscenza dignitosa della materia. La
loro funzione e piuttosto, come gia detto, quella di sostituire gli appunti di lezione, troppo
poco affidabili per tanti motivi, e di indicare il bagaglio minimo di conoscenze richieste
per affrontare ’esame.

Infine, ringraziamo il collega Raffaele Vitolo per averci fornito il file di stile LATEX
usato per la compilazione delle dispense, e dichiariamo in anticipo la nostra gratitudine
a tutti i lettori che ci segnaleranno ogni osservazione utile a migliorare il testo.
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CAPITOLO 1

NUMERI REALI E COMPLESSI

1.1 L’insieme del numeri reali

L’ambiente in cui si svolgera la nostra trattazione ¢ quello dei numeri reali. Dia-
mo per note le definizioni e le proprieta dei numeri naturali, il cui insieme e deno-
tato con N = {0,1,2,3,...}, dei numeri inter:, il cui insieme ¢ denotato con Z =
{...,=3,-2,—-1,0,1,2,3,...} e dei numeri razionali, il cui insieme & denotato con Q =
{p/q: p€Z,qg € N,q#0}. Una definizione costruttiva dell’insieme R dei numeri reali,
pur possibile, non ¢ altrettanto immediata, ed in effetti non la daremo in queste note,
rinviando ai libri di testo. E essenziale pero impadronirsi delle proprieta dell’insieme dei
numeri reali, che esprimeremo in forma assiomatica. La costruzione di R ha il ruolo (fon-
damentale) di provare che un insieme che gode delle proprieta elencate esiste nell’ambito
delle usuali teorie insiemistiche.

Assiomi dei numeri reali.

Assumiamo che esista un insieme R dotato di due operazioni binarie, dette addizione
e moltiplicazione e denotate rispettivamente + e -, e della relazione d’ordine di “maggiore
od uguale”, denotata >; chiamiamo gli elementi di tale insieme numeri reali, e assumiamo
che valgano le seguenti proprieta, per ogni scelta di a, b, c € R.

Assiomi di campo.

Assioma 1. (Proprieta associative) (a +b)+c=a+ (b+c¢), (a-b)-c=a-(b-c).
Assioma 2. (Proprietd commutative) a +b=0b+a,a-b="0-a.

Assioma 3. (Proprieta distributiva) (a+b)-c=a-c+b-c.

Assioma 4. (Elementi neutri) Esistono due numeri reali, denotati 0 e 1, che agisco-
no come elementi neutr: rispettivamente dell’addizione e della moltiplicazione, cioe che
verificano le uguaglianze: a +0=a e a-1 = a per ogni a € R.

Assioma 5. (Opposto) Per ogni a € R esiste b € R tale che a + b = 0; tale numero si
dice opposto di a e si denota —a.

Assioma 6. (Inverso) Per ogni a € R, a # 0, esiste b € R tale che a-b = 1; tale numero

si dice inverso di a e si denota a™'.
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Assiomi dell’ordine.

Assioma 7. Per ogni coppia di numeri reali a, b, o vale a > b oppure b > a.
Assioma 8. Se valgono contemporaneamente a > b e b > a allora a = b.
Assioma 9. Se a > b, per ogni ¢ € R risultaa +¢ > b+ c.

Assioma 10. Sea>0eb>0alloraa+b>0ca-b>0.

Gli assiomi elencati fin qui contengono, in forma rigorosa e concisa, delle proprieta
dei numeri che sono gia familiari; da esse si possono dedurre in modo sistematico tutte le
proprieta note (per esempio, 'unicita degli elementi neutri) e le usuali regole algebriche e
del calcolo letterale (semplificazioni, passaggio da un membro all’altro nelle uguaglianze
e nelle diseguaglianze, eccetera). Non procederemo in questo modo, ritenendo che queste
regole siano gia note. Osserviamo che i primi sei assiomi sono di contenuto puramente
algebrico e riguardano le operazioni di somma e moltiplicazione, mentre il 7 e 1’8 riguar-
dano la relazione d’ordine e il 9 e 10 legano le operazioni algebriche alla relazione d’ordine.
Notiamo anche che, ovviamente, i numeri 0 e 1 dell’assioma 4 sono gli stessi degli insiemi
N, Z, Q, che si possono considerare, come faremo sempre, sottoinsiemi di R.

Osservazione 1.1.1 Osserviamo che dagli assiomi 9 e 10 segue la proprieta transitiva
dell’ordinamento, infatti se b > a e ¢ > b dall’assioma 9 e 10 segue c —b+b—a > 0, da
cui ¢ > a.

Osserviamo inoltre che i dieci assiomi elencati sopra non definiscono ancora completa-
mente R. Infatti, essi valgono (per esempio) in Q. Per definire R occorre un altro assioma
che enunceremo fra poco e richiede qualche ulteriore nozione preliminare.

Definizione 1.1.2 (Valore assoluto) Per ogni x € R, si definisce il valore assoluto di
x, denotato con |x|, il numero

T sex >0
lz]=4¢ 0 sex =0
- sex <0

Proposizione 1.1.3 (Proprieta del valore assoluto) Per ogni r > 0 wvalgono le se-
quenti equivalenze:

(1.1.1) lz| <r = —r <z <r.

(1.1.2) |z| >r = r<—rVaz>r.
Inoltre, per ogni x,y € R:

( ) |z| >0, x| =0 & x=0;
(1.1.4) 2| =|—=|, [z -yl =|z| |yl;
(1.1.5) |z +yl <lz] + [yl;

(1.1.6) || = |yl < |z =yl
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Dim. Proviamo prima (1.1.1). Supponiamo dapprima |z| < r. Se z > 0 allora x > —r e

|z =2 <r;sex <0allorax <relz|=—z<r dacuiz>—r. Viceversa, supponiamo
—r <z <r. Allora, se > 0 si ha |z| = < r, mentre se x < 0 si ha z = —|z| > —r, da
cui |z] < r.

La (1.1.2) si dimostra in modo analogo. Le (1.1.3), (1.1.4) sono ovvie conseguenze
della definizione di valore assoluto. La (1.1.5), detta disequaglianza triangolare, si pud
dimostrare usando (1.1.1). Infatti, sommando le relazioni:

—lz| <z <z, |yl <y <yl

si deduce
—(Jz] + ly) <z +y < (Jz| + |y|)

da cui per la (1.1.1) segue |z +y| < |z| + |y|.
Infine, da (1.1.5) si deduce facilmente (1.1.6); infatti, risulta

lz| =z —y)+y| < |z —y|+ |y,

e da qui |z| — |y| < |x — y|; scambiando x con y si ottiene |y| — || < |z — y| e quindi
—lz —y| <|z|—|y| < |z —y| e la tesi segue da (1.1.1). QED
Definiamo una classe di sottoinsiemi di R che interverra in numerose considerazioni.

Definizione 1.1.4 (Insiemi limitati) Un sottoinsieme non vuoto X C R si dice:
1. limitato superiormente se esiste M € R tale che x < M per ogni v € X ;
2. limitato inferiormente se esiste m € R tale che x > m per ogni x € X ;

3. limitato se é limitato superiormente ed inferiormente.

Introduciamo una notazione per gli intervalli di R, che sono i sottoinsiemi con cui
prevalentemente (ma non esclusivamente!) lavoreremo, e per gli intorni di un punto, che
useremo per descrivere le proprieta di vicinanza tra numeri reali.

Definizione 1.1.5 (Intervalli e intorni) Datia e b in R, con a < b, si dice intervallo
chiuso di estremi a e b ['insieme

[a,b) ={z € R: a <z <b};
si dice intervallo aperto di estremi a e b l’insieme
la,b[={x €R: a <z <b};
st dice intervallo semiaperto a destra di estremi a e b l’insieme

la,b[={z € R: a <z <b};
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st dice intervallo semiaperto a sinistra di estremi a e b ["insieme
la,b] ={r eR: a <z <b}.
Dato a € R, si denota con |a, +oo[ linsieme
[a,4oo[={r e R: a <z},

e con |a, +oo[ l'insieme
la,+oo[={z € R: a<z};

analogamente:

| —o00,al = {zeR: z<a},
] —o0,af = {xeR: z<a}.

Dati xo € R er > 0, si dice intorno aperto di xq di raggio r [linsieme
I(zg)={zeR: xp—r<zx<zo+r}=lxg—120+7]

Nella definizione di intervalli con un estremo infinito, non si ¢ dato alcun significato
al simboli +o0o fuori dal contesto dell’intera espressione che li contiene. Questo accadra
spesso anche nel seguito. Notiamo anche che talvolta si scrive | — 0o, 400[ per denotare
R.

Molto spesso, parleremo genericamente di intervallo; se non viene specificato nulla,
s’intende che quanto detto vale per intervalli qualunque (aperti, chiusi, semiaperti limi-
tati, illimitati, indifferentemente). Accanto all'intorno aperto di z di raggio r possiamo
considerare I'intorno chiuso

L(zg)={zeR: xp—r<ax<zo+r}=xe—1,20+T7].

Notiamo inoltre che un insieme X ¢ limitato se e solo se ¢ contenuto in un intervallo
limitato, cioe se e solo se esistono m, M € R tali che X C [m, M]. Introduciamo due
importanti concetti legati alla limitatezza.

Definizione 1.1.6 (Maggioranti, minoranti, massimo, minimo) Sia X un sottoin-
sieme di R.

St dice che M € R ¢ un maggiorante per X se x < M per ogni x € X. Si dice che
M é il massimo di X, e si scrive M = max X, se M e un maggiorante ed inoltre M
appartiene ad X.

Si dice che m € R ¢ un minorante per X se x > m per ogni x € X. Si dice che m ¢
ol minimo di X, e si scrive m = min X, se m e un minorante ed m appartiene ad X .

Le considerazioni che seguono sono tutte conseguenze dirette delle definizioni.

Osservazioni 1.1.7
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1. Un insieme ammette maggioranti se e solo se e limitato superiormente, ed ammette
minoranti se e solo se ¢ limitato inferiormente.

2. Se un insieme ammette un maggiorante M allora ne ammette infiniti, poiché ogni
numero maggiore di M e ancora un maggiorante. Naturalmente, una considerazione
analoga vale per i minoranti.

3. A differenza dei maggioranti, il massimo e il minimo di un insieme, se esistono, sono
unici. Infatti, se M; ed My sono entrambi massimi di X allora M, M, appartengono
entrambi ad X ed applicando la definizione di massimo prima con M = M; ed
xr = My e poi con M = My e x = M; si trova My < M; e poi M; < M, da
cui M7 = My e I'unicita del massimo. Ovviamente un ragionamento analogo porta
all'unicita del minimo.

4. Un insieme limitato puo non avere massimo o minimo. Per esempio, l'intervallo
Ja,b] ha massimo b ma non ha minimo, perché i suoi minoranti sono gli elementi
dell’intervallo | — 00, a], e nessuno di essi appartiene ad |a, b].

5. Ogni insieme costituito da un numero finito di numeri reali ha sempre massimo e
minimo.

Tenendo conto delle osservazioni precedenti, diamo la seguente definizione.

Definizione 1.1.8 (Estremo superiore ed inferiore) Dato X C R limitato superior-
mente, e detto Mx [’insieme dei suoi maggioranti, diciamo estremo superiore di X il piu
piccolo dei maggioranti, cioé il numero

sup X = min Mx.

Dato X C R limitato inferiormente, e detto MY linsieme dei suoi minoranti, diciamo
estremo inferiore di X il piu grande dei minoranti, cioé il numero

inf X = max M.

Come osservato, in generale, un insieme, anche limitato, pudo non avere massimo o
minimo, ed infatti aver definito sup e inf permette di parlarne, ma non ne assicura 1’esi-
stenza. Il fatto che (in R) I'insieme dei maggioranti (rispettivamente, dei minoranti) di
un insieme dato abbia sempre minimo (risp. massimo) in R distingue in modo essenziale
R da Q. L’esistenza dell’estremo superiore (inferiore) per un insieme limitato superior-
mente (inferiormente) completa la nostra descrizione assiomatica dell’insieme dei numeri
reali. Notiamo che in tutta la trattazione precedente sono stati usati solo gli assiomi
gia enunciati, e quindi essa ¢ logicamente coerente, anche se la descrizione di R non era
ancora completa.

Assioma 11. (Completezza) Ogni insieme X C R non vuoto e limitato superiormente
ammette estremo superiore sup X in R.



10 Capitolo 1. Numeri reali e complessi

Osservazioni 1.1.9

1. Dall’Assioma 11 segue subito che ogni sottoinsieme di R non vuoto e limitato
inferiormente ammette estremo inferiore in R. Infatti risulta inf X = —sup(—X).

2. Abbiamo gia osservato che il massimo e il minimo di un insieme, se esistono, so-
no unici. Segue subito quindi dalla definizione 'unicita dell’estremo superiore e
dell’estremo inferiore.

3. Conveniamo di porre sup X = +oose ) # X C R e X non ¢ limitato superiormente,
einf X = —ocose() #X CRe X non ¢ limitato inferiormente. Come prima, non
diamo un significato ai simboli +00 isolati dal contesto, ma solo all’intera espressione
che li contiene.

4. E evidente che se () # A C B C R allora sup A <supB e inf A > inf B.

Discutiamo separatamente altre due importanti conseguenze dell’assioma di comple-
tezza, la cui dimostrazione e meno immediata.

Osservazione 1.1.10

1. (Proprieta archimedea): per ogni coppia di numeri reali a e b, con 0 < a <
b, esiste un numero naturale n tale che na > b. Segnaliamo anche la seguente
conseguenza: se un numero ¢ > 0 € minore di € per ogni € > 0 allora ¢ = 0. Infatti,
se fosse ¢ > 0, dato € > 0 esisterebbe n € N tale che nc > ¢, ossia ¢ > ¢/n,
che contraddice l'ipotesi che ¢ sia minore di ogn: numero strettamente positivo
prefissato. Tale risultato e talvolta utile per provare che due numeri reali a e b sono
uguali, applicandolo a ¢ = |a — b|. Se infatti si riesce a provare che |a — b| < & per
ogni € > 0, allora segue a = b.

2. (Densita dei razionali nei reali): per ogni coppia di numeri reali a, b, con a < b,
esiste un numero razionale r tale che a < r < b. Prendiamo prima a > 0. Allora per
n maggiore del piu grande fra i numeri % e ﬁ risulta 0 < % < a e per la proprieta
archimedea esiste m tale che ™ > a. Se si sceglie m in modo che mT_l < a, essendo
% < b—a, si ha anche ™* < b. Se b < a < 0 si ragiona come prima con —a e —b e
poi si cambia di segno il numero trovato. se a < 0 e b > 0 si trova come prima r

tra b/2 e b, se a < 0eb=0sitrovar tra a e a/2.

Si puo dare una utile caratterizzazione dell’estremo superiore e dell’estremo inferiore
di un insieme.

Proposizione 1.1.11 (Caratterizzazione del sup e dell’inf) Sia X C R [limitato.
Allora valgono le sequenti equivalenze:

r < L per ogni x € X

(L1L7)  L=spX < { per ogni € > 0 esiste z. € X tale che . > L —¢



1.1. L’insieme dei numeri reali 11

x> { perognizeX

(1.1.8) t=infX <= { per ogni € > 0 esiste . € X tale che z. < {+¢

DiM. Sia dapprima L = sup X. Allora, x < L per ogni x € X perché L ¢ un maggiorante
di X. Inoltre, nessun numero piu piccolo di L ¢ un maggiorante di X; poiché ogni
numero minore di L si puo scrivere nella forma L — e, con € > 0, negare che L — ¢ sia un
maggiorante di X equivale a dire che esiste un x. € X tale che x. > L —¢.

Viceversa, supponiamo che valgano le due condizioni a destra in (1.1.7); allora, la
prima dice che L e un maggiorante di X. La seconda afferma che nessun numero piu
piccolo di L, espresso nella forma L — e, con € > 0 arbitrario, ¢ un maggiorante di X.
Segue L = sup X.

La dimostrazione di (1.1.8) & analoga. QED

L’assioma di completezza non vale nell’insieme dei numeri razionali Q, e quindi Q e
contenuto propriamente in R. I numeri reali non razionali si dicono irrazionali.

Esempio 1.1.12 Sia X = {r € Q : r? < 2}; allora, X ¢ limitato superiormente, ma
sup X € Q; segue che 'assioma di completezza non vale in Q. Per giustificare la nostra
affermazione, procediamo in due passi: mostriamo prima che se L = sup X allora L? = 2,
e poi che se L? = 2 allora L ¢ Q. Per la prima parte, si puo ragionare cosi: supposto
L? < 2, esistono 0 < € < 1 tali che (L + ¢)? < 2 infatti risulta:

(L+e)=L"+2Le+e* < L*+2Le+e=L"+(2L+1)e <2

pur di scegliere

2 — L2

2L+1
Per tali valori di € risulta che (L + £)* < 2 e quindi per la densita di Q in R ci sono
elementi di X compresi tra L ed L + ¢, sicché, supposto L? < 2, L non pud essere il sup
di X.

Analogamente, supposto L? > 2, si vede che esistono ¢ > 0 tali che

e<

(L—¢e)*=1L*—2Le+¢&*>L*—2Le > 2,

pur di prendere

L? -2

2L
Per tali valori di ¢ risulta che (L — ¢)? > 2 e quindi esistono maggioranti di X compresi
tra L — e ed L, in particolare pilt piccoli di L. Questo prova che, supposto L? > 2, L non
puo essere il sup di X. In definitiva, (sup X)? = 2.

Proviamo ora che sup X ¢ Q. Supposto vero il contrario, sia sup X = p/q con

la frazione p/q ridotta ai minimi termini. Si vede facilmente che questo porta ad una
contraddizione. Infatti:

e<

(75’)2 = 2 implica p? = 2¢?, da cui p? pari, e quindi p pari, diciamo p = 2r

allora ¢ = 2r? pari, e ¢ pari.
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La precedente conclusione e impossibile perché la frazione era supposta ridotta ai minimi
termini.

1.2 Funzioni elementari

Prima di affrontare lo studio delle funzioni reali di variabile reale, che sara I’argomento
centrale del corso, richiamiamo alcune nozioni generali sulle funzioni tra insiemi generici.

1.2.a Generalita sulle funzioni

Definizione 1.2.1 Sia U un qualunque insieme (non vuoto), che consideriamo come
["universo del nostro discorso.

1. Una funzione e una terna costituita da due sottoinsiem: di U, il primo, che deno-
tiamo con A, detto dominio, il secondo, denotato con B, detto codominio, ed una
legge di corrispondenza che fa corrispondere ad ogni elemento x di A uno (ed un
solo) elemento di B, denotato con f(x). Simbolicamente, scriviamo f: A — B.

2. Si dice insieme immagine di f ["insieme

f(A) ={y € B: esiste x € A tale che f(z) =y} C B.

3. Si dice grafico di f linsieme

G(f)={(x,y) e AxB: z€ A, y=f(r)} C AxB.

4. Data f: A — B, e dato un sottoinsieme C C A, si dice restrizione di f la funzione
fle : € — B che ha per dominio C, per codominio B e come legge di corrispondenza
la stessa della f iniziale.

5. Una funzione f : A — B si dice iniettiva se x1,xo € A, x1 # xo tmplica f(x1) #

f(x2).

6. Una funzione f : A — B si dice surgettiva se f(A) = B, cioé se per ogni y € B
esiste x € A tale che f(z) =y.

7. Una funzione f : A — B si dice bigettiva se ¢ iniettiva e surgettiva.

8. Una funzione f : A — B si dice invertibile se esiste una funzione g : B — A tale
chey= f(zr) & x=g(y) per ogni x € A, y € B. Se [ ¢ invertibile, la funzione g
suddetta si dice inversa di f e si denota con f*.

9. Per ogni insieme A C U, si definisce la funzione identita idy : A — A ponendo
ida(x) = x per ogni x € A.
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10. Date le funzioni f : A — B e g : B — C, si definisce la funzione composta
go f:A— C ponendo (go f)(x) =g(f(z)) per ogni x € A.

Osservazioni 1.2.2 1. Una funzione e invertibile se e solo se ¢ bigettiva.

2. Data f : A — B, la funzione g : B — A ¢ 'inversa di f se e solo se go f =id, e
fog=idg, cioese (go f)(x) =x perogniz € Ae (fog)(y) =y per ogniy € B.

3. Una funzione e sempre surgettiva prendendo come codominio l'insieme immagine
f(A), quindi ogni funzione iniettiva & sempre bigettiva da A in f(A).

4. Se f: A — B ¢ invertibile e G(f) e il suo grafico, allora il grafico della funzione
inversa f~!: B — A ¢ 'insieme

G(f ) ={ly,x) e BxA: (z,y) €G(f)}.

1.2.b Funzioni reali di una variabile

D’ora in poi I'universo del nostro discorso, salvo avviso contrario, sara l'insieme dei
numeri reali, o qualche suo sottoinsieme. Considereremo percio funzioni reali di una varia-
bile reale, cioe funzioni definite in X C R ed a valori in R, simbolicamente f : X — R.
Useremo ovviamente la terminologia introdotta nella Definizione 1.2.1, ma, in questo caso
particolare, accanto alle proprieta generali delle funzioni gia viste possiamo segnalarne
altre, peculiari delle funzioni reali. Iniziamo dall’importante nozione di monotonia.

Definizione 1.2.3 Sia f: X C R — R; si dice che f é crescente se

r1,22 € X, 11 <xg = f(z1) < f(22);
si dice che f é strettamente crescente se

r1,02 € X, 11 <xg = f(11) < f(22);
si dice che f é decrescente se

T, € X, 11 <x9 = f(x1) > f(x2);
si dice che f e strettamente decrescente se

x, T € X, 11 <z = f(x1) > f(x2);

si dice che f € monotona se e crescente o decrescente, che é strettamente monotona se e
strettamente crescente o strettamente decrescente.

Osservazione 1.2.4 E chiaro che ogni funzione f: X C R — R strettamente monotona
¢ iniettiva, e percio ¢ invertibile da X su f(X). Useremo sistematicamente questo fatto per
studiare 'invertibilita delle funzioni. Inoltre, segue subito dalle definizioni che I'inversa di
una funzione crescente e crescente, e l'inversa di una funzione decrescente ¢ decrescente.
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Altre proprieta delle funzioni reali corrispondono alle proprieta dei sottoinsiemi di R
visti nella sezione precedente.

Definizione 1.2.5 (Funzioni limitate) Sia f : X C R — R. Si dice che f ¢ limitata
se f(X) é limitato, cioé se esistono m, M € R tali che m < f(x) < M per ogni x € X.

Come per la limitatezza, per definire massimo, minimo, estremo superiore ed inferiore
di una funzione si fa riferimento all’insieme immagine f(X).

Definizione 1.2.6 (max, min, sup ed inf di una funzione) Si definiscono il massi-
mo, i/ minimo, [’estremo superiore e [’'estremo inferiore di f su X ponendo:

m)e(xxf = max f(X) =max{f(z): z € X},

n}}nf = min f(X) =min{f(z): v € X},

sup f = sup f(X) =sup{f(z) : =€ X},
i&ff = inf f(X) =inf{f(x): x € X}.

Osservazione 1.2.7 Come per gli insiemi, una funzione f : X — R, anche limitata, puo
non avere minimo o massimo. La funzione f ha minimo se e solo se esiste x; € X tale che
f(z) > f(z1) per ogni z € X. In tal caso, z; si dice punto di minimo assoluto per f in X.
Analogamente, la funzione f ha massimo se e solo se esiste x5 € X tale che f(z) < f(x2)
per ogni z € X. In tal caso, xy si dice punto di massimo assoluto per f in X.

Naturalmente, il grafico di una funzione f : X C R — R & sempre un sottoinsieme
di R?, prodotto cartesiano della retta reale per sé stessa, in cui supponiamo fissato un
riferimento cartesiano ortogonale di assi = (asse delle ascisse) ed y (asse delle ordinate).
Conveniamo di rappresentare sull’asse delle ascisse la variabile indipendente e sull’asse
delle ordinate la variabile dipendente, sicché il grafico di una funzione f : X C R — R sara
I'insieme dei punti del piano che verificano le condizioni z € X e y = f(x). Dal punto
di vista geometrico, i grafici delle funzioni nel piano sono caratterizzati dalla seguente
condizione:

Sia G C R2. Allora, esistono X C Red f: X — R tali che G = G(f) se e
solo se l'intersezione di GG con ogni retta verticale, cioe del tipo x = costante,
contiene al piu un punto.

In tal caso, X e l'insieme dei punti x tali che I'intersezione di G con la retta verticale
passante per (x,0) contiene esattamente un punto. Tale punto, sia (x,y), permette di
definire la funzione f ponendo f(x) =y per ogni z € X.

Una condizione geometrica analoga caratterizza 1'iniettivita di una funzione; infatti,

Sia f : X — R; allora, f ¢ iniettiva se e solo se I'intersezione di G(f) con ogni
retta orizzontale, cioe del tipo y = costante, contiene al pitt un punto.

L’insieme delle y tali che I'intersezione di G con la retta orizzontale passante per (0,y)
non ¢ vuota costituisce f(X).



1.2. Funzioni elementari 15

1.2.c Funzioni elementari

In questo paragrafo definiamo le piu usuali funzioni di una variabile, a partire dalle
quali, con le operazioni algebriche e la composizione di funzioni, si otterranno la maggior
parte degli esempi che incontreremo. Le funzioni che andiamo a considerare saranno
definite attraverso espressioni analitiche, cioe algoritmi di calcolo che comprendono oper-
azioni algebriche oppure calcolo di estremi superiore od inferiore. Tali algoritmi consistono
in una procedura che, dato il numero reale x in un opportuno insieme, prescrive come si
debba calcolare il numero f(z), cioe il valore cha la funzione f assume in corrispondenza
del valore assegnato alla variabile indipendente. Non bisogna per altro confondere la
funzione f con la procedura per il calcolo di f(z), che chiamiamo espressione analitica.
Infatti, per dare la funzione f, pur dando per scontato che il suo codominio sia R, bisogna
dichiarare quale sia il dominio scelto, oltre ad assegnare 1’espressione analitica che contiene
la legge di corrispondenza richiesta per completare la definizione. Cio non ostante, talvolta
il dominio corrispondente ad una certa espressione analitica e taciuto: in tal caso, si
assume come dominio il cosi detto dominio naturale dell’espressione analitica, cioe il piu
grande sottoinsieme di R in cui tutte le operazioni richieste per il calcolo di f(x) si possono
eseguire.

Funzioni razionali

Le funzioni definite da espressioni analitiche che contengono solo operazioni algebriche
sono i polinomi e le funzioni razionali. Chiameremo polinomio di grado n nella variabile
x l'espressione

P(z) = ap + a1z + asx® + - - + a,a”,

definita per ogni x reale, dove gli ay,...,a, sono numeri reali dati, con a, # 0, detti
coefficienti del polinomio. 11 grado del polinomio ¢ quindi il massimo esponente della
potenza di x con coefficiente non nullo. Tra i polinomi hanno un ruolo particolare le
potenze intere, cioe del tipo f(x) = z™, in cui uno solo dei coefficienti & non nullo. I
polinomi di primo grado sono le funzioni affini, f(z) = axr + b e in particolare quelle
lineari, f(x) = ax. Notiamo che le funzioni affini e lineari, con a # 0, sono strettamente
monotone, e percio invertibili (crescenti per a > 0 e decrescenti per a < 0). Per quanto
riguarda le funzioni potenza, per n dispari esse sono strettamente crescenti su R (e quindi
invertibili), mentre per n pari sono strettamente crescenti le loro restrizioni all’insieme
dei numeri positivi {z € R: = > 0}.

Le altre funzioni razionali sono quelle espresse come rapporto di polinomi. Fra queste,
le pitt semplici sono le funzioni potenze negative =", con n € N, n > 1, definite per z # 0

come " = xln La generica funzione razionale sara del tipo
P(x)
flx) ==
Q(x)

dove P e () sono polinomi di grado qualunque. Il dominio naturale di f & in questo caso
I'insieme X = {x € R: Q(z) # 0}, dal momento che, delle operazioni richieste per il
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calcolo di f(z), I'unica che non si possa eseguire per ogni numero reale ¢ la divisione, per
la quale ¢ escluso che il denominatore possa essere 0.

Radici aritmetiche e potenze razionali

Per ogni n € N, con n > 2, e per ogni x > 0, poniamo

Vo =sup{y e R: y" <z},

funzione detta radice n-esima aritmetica di z. Notiamo che per ogni z > 0 risulta /z > 0.
L’esistenza della radice ¢ assicurata dall’assioma di completezza. Inoltre, ragionando come
nell’Esempio 1.1.12, si puo dedurre dalle proprieta dell’estremo superiore che ({/x)" = x,
cioe che la funzione radice n-esima e 1'inversa della restrizione della funzione potenza
n-esima all’insieme {x € R: x > 0}, che, come gia osservato, ¢ strettamente crescente.
Poiché le funzioni potenza n-esima per n dispari sono strettamente crescenti su R e non
solo su {x > 0}, si possono estendere le funzioni radice n-esima, per n dispari, ad R,
ponendo Yz = —/—x per ogni x < 0.

Per r € Q, posto per fissare le idee r = p/q con p € Z e ¢ € N, ¢ # 0, poniamo
2" = xP/9 = /2P per ogni 2 >0 (x > 0 se p < 0).

Esponenziali e logaritmi

Avendo definito l'espressione z", con x > 0 ed r € Q, possiamo pensarla con z
fissato ed r variabile, passando cosi dalla funzione potenza gia considerata alla funzione
esponenziale, per ora con esponente razionale. Siccome 1" = 1 per ogni r, considereremo
in questo paragrafo una base strettamente positiva e diversa da 1. Per sottolineare che
la base della potenza ¢ costante, scriveremo a”, supponendo fissato il numero reale a > 0,
a # 1. Vale il seguente importante risultato.

Proposizione 1.2.8 La funzione esponenziale a”, r € Q, gode delle sequenti proprieta:
1. a" > 0 per ogni a > 0 e per ogni r € Q;
per a €0, 1] la funzione a” é strettamente decrescente;

per a > 1 la funzione a” é strettamente crescente;

NS

vale l'uguaglianza a™ - a™ = a™*" per ogni ri,19 € Q.

Dalla Proposizione 1.2.8 segue che la definizione di esponenziale si puo estendere al
caso di esponenti reali qualsiasi. Sia a > 0, a # 1. Poniamo

(1.2.9) a® =inf{a": 7€ Q, r <z} se a €]0,1[;
(1.2.10) a® =sup{a": reQ, r<z} sea>l.
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Figura — 1.1: Grafico delle funzioni esponenziali

E molto importante notare che la funzione esponenziale con esponente reale appena
definita gode ancora delle proprieta elencate nella Proposizione 1.2.8 ed ¢ surgettiva su
10, +00[. Segue allora dall’Osservazione 1.2.4 che ¢ possibile definire la funzione inversa
dell’esponenziale.

Per a > 0, a # 1, si dice logaritmo in base a, e si denota log, : {x > 0} — R, la
funzione inversa di a”; risulta allora

log, 2=y <= d' =z Var>0,yekR

Sempre per 'Osservazione 1.2.4 si ha che log, ¢ strettamente crescente per a > 1 e
strettamente decrescente per a €]0,1[. Tra le funzioni esponenziali e i logaritmi, per
motivi che saranno chiari pit avanti nel corso, ha un ruolo importantissimo quella la cui
base ¢ il numero

1 n
(1.2.11) e=sup|l+—) .
neN n
Risulta che e e un numero #rrazionale e in particolare un suo valore approssimato e
e = 2,71828. Torneremo sulla definizione del numero e nell’Esempio 2.3.3.

Definizione 1.2.9 (Funzione esponenziale e logaritmo naturale) Si dice funzione
esponenziale la funzione €, e logaritmo naturale il logaritmo in base e, denotato sempli-
cemente log.

Notiamo che e > 1, quindi sia I'esponenziale e” che il logaritmo naturale log x sono
funzioni strettamente crescenti.

Infine, il procedimento esposto permette di definire anche le funzioni potenza con
esponente reale. In altri termini, fissato o € R, possiamo definire la funzione potenza
di esponente o ponendo, per ogni x > 0, z* come il valore dato dalle (1.2.9), (1.2.10),
secondo i casi. Notiamo che z® = e*los?
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Figura — 1.2: Grafico delle funzioni logaritmo

Funzioni iperboliche

A partire dalla funzione esponenziale ¢ possibile definire le funzioni iperboliche.

Definizione 1.2.10 (Funzioni iperboliche) Le funzioni iperboliche sono il coseno iper-
bolico, il seno iperbolico e la tangente iperbolica, definite su tutto R da
e +e % e’ —e " sinh z

coshx = — sinhx = — tanh x =

La relazione fondamentale tra le funzioni iperboliche e:
cosh? z — sinh®*z = 1.

Le funzioni sinh « e tanh  sono strettamente crescenti e dispari (cioe sinh(—z) = —sinh
e tanh(—z) = —tanhz) e le loro immagini sono rispettivamente R e | — 1, 1] mentre la
funzione cosh z € pari (cioé cosh(—z) = cosh x) e la sua immagine e l'intervallo [1, +oo].

4 4 4
2 2 2
-3-2- 123 -3-2-1 123 -3-2- 123

-2 -2 -2
-4 -4 -4

Figura — 1.3: Grafici di sinhz, coshz, tanhz.
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Definizione 1.2.11 Si dicono funzioni iperboliche inverse le funzioni:

e [a funzione settore seno iperbolico, settsinh : R — R, inversa della funzione
strettamente crescente sinh, definita da

r =settsinhy <= y=sinhx VeeR, VyeR;

e la funzione settore coseno iperbolico, settcosh : [1,+oco[— [0,400], inversa della
restrizione di cosh all’intervallo [0, 4+o0c[, definita da

r =settcoshy <= y=coshz Vazel0, +oof, Vyce][l +oof;

e [a funzione settore tangente iperbolica, sett tanh :]—1, 1[— R, inversa della funzione
strettamente crescente tanh, definita da

x =setttanhy <= y=tanhx VeeR, Vye]—1,1[

E possibile esprimere le funzioni iperboliche inverse in termini di altre funzioni elementari.
Infatti risulta

et —e™ 7T
sinhy = ——— =
5 Y

se e solo se, posto €* =t si ha t — % = 2y da cui t? — 2yt — 1 = 0. Risolvendo 'equazione

in t e tenendo conto che ci interessa solo la soluzione t > 0 risulta t = y + /y? + 1 ossia,
ricordando la definizione di ¢

xr = settsinhy = logt = log(y + v/y% + 1).

Analogamente si ottiene

x = sett coshy = log(y + \/y> — 1),

1 1
x = setttanhy = 3 log (1—|—_y) :
-y

Funzioni trigonometriche

Non ci soffermeremo sulle (tante) proprieta delle funzioni trigonometriche, che sup-
poniamo note. Ci limitiamo a darne brevissimi cenni, limitati agli aspetti piu legati alle
applicazioni che seguono. Fissiamo anzitutto un riferimento ortogonale nel piano e consi-
deriamo la circonferenza di centro I'origine O e raggio 1, di equazione 2% + y? = 1. I suoi
punti P possono essere identificati tramite 1’angolo che il raggio OP forma col semiasse
positivo dell’asse x. Definiamo ora I'unita di misura degli angoli.

Definizione 1.2.12 Si dice misura in radianti di un angolo la lunghezza dell’arco indi-
viduato dalle semirette che determinano [’angolo sulla circonferenza unitaria di centro il
punto d’incontro delle semirette stesse.
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Sottolineiamo che la precedente definizione, sebbene intuitiva, non puo considerarsi
rigorosa, dal momento che non abbiamo precisato come si possa definire e calcolare la
lunghezza di un arco di circonferenza. Questo si puo fare, sfruttando le proprieta della
circonferenza, in modo elementare (cioé seguendo gli Elementi di Euclide, dove 1'argo-
mento € trattato in modo esauriente), oppure come caso particolare di una trattazione
generale del problema della lunghezza delle curve, che viene studiata nel corso di Analisi
matematica II.

Vogliamo ora passare ad una misura orientata degli angoli, cosi come si fa per le
misura lineari quando si introduce la nozione di ascissa. Per prima cosa, scegliamo di
considerare positivo il verso antiorario di percorrenza della circonferenza, e misuriamo gli
angoli a partire dal semiasse positivo delle x.

Ricordiamo che il numero 7 & definito come rapporto tra la circonferenza unitaria e
il suo diametro, sicché la lunghezza della circonferenza unitaria ha il valore 2. Notiamo
inoltre che allo stesso punto sulla circonferenza sono associati infiniti valori dell’angolo
(positivi e negativi). Fissato un intervallo semiaperto di lunghezza 27 (cioe pari alla
lunghezza della circonferenza unitaria), per esempio | — 7, 7], uno e uno solo di questi
valori appartiene a tale intervallo, e tutti gli altri si ottengono da questo sommando
multipli interi di 27.

Queste proprieta si riflettono nella proprieta delle funzioni trigonometriche di essere
periodiche, secondo la seguente definizione.

Definizione 1.2.13 (Funzioni periodiche) Sia f : R — R; diciamo che f e periodica
di periodo T' (o T-periodica) se T' > 0 ¢ il pit piccolo numero reale tale che f(x +T) =
f(z) per ogni x € R. Se f ¢ T-periodica, T si dice periodo della funzione f.

Osserviamo che se f & T-periodica allora f(x + kT) = f(x) per ogni = € R e per ogni
k e Z.

Passiamo a definire le funzioni trigonometriche.

Definizione 1.2.14 Si dicono rispettivamente seno e coseno del numero o € R ["ordinata
e l'ascissa del punto della circonferenza unitaria con centro l’origine determinato dalla
semiretta per l'origine che forma un angolo di o radianti col semiasse positivo dell’asse
x.

Osservazioni 1.2.15

1. Nella definizione di seno e coseno abbiamo sottolineato che si deve parlare di seno e
coseno di un numero e non di un angolo: la costruzione geometrica basata sull’an-
golo & strumentale (e per altro non ¢ 'unica possibile), ma cio che viene definito
sono il seno e il coseno del numero che esprime la misura in radianti di un angolo,
e non dell’angolo stesso. Quest’osservazione ¢ importante al fine di evitare confu-
sioni quando si usino unita diverse dal radiante per misurare gli angoli. Anche per
questo, ¢ bene usare solo i radianti per misurare gli angoli. Come per la funzione
esponenziale, forse questa scelta puo apparire ora innaturale, mentre al contrario,
come vedremo, risultera essere la piu naturale possibile.
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0.5

Figura — 1.4: Definizione di sinz, cosx, tanzx.

2. Come abbiamo gia osservato, lo stesso punto della circonferenza unitaria e determi-
nato da infiniti valori della misura in radianti dell’angolo: due valori che differiscono
per un multiplo intero di 27, infatti, determinano lo stesso punto.

3. In base alle osservazioni precedenti, la definizione 1.2.14 definisce le due funzioni
seno e coseno, aventi dominio R. Come al solito, useremo d’ora in poi la lettera x
per denotare la variabile. Inoltre, sono funzioni periodiche di periodo 27 e la loro
immagine & l'intervallo [—1,1].

4. E chiaro dalla definizione che vale la relazione
sin?z +cos’z =1
per ogni z € R.

Accanto alle funzioni seno e coseno si definisce la funzione tangente ponendo

sinx

™
tan.R\{§+k7r. keZ}, tanx—cosx.
Geometricamente, detto P il punto sulla circonferenza unitaria determinato dal numero x
come al solito, per ogni x nel dominio di tan la tangente rappresenta 1’ordinata del punto
d’intersezione della retta x = 1 con la retta di origine O passante per P.

E evidente che la funzione tangente e definita per tutti i valori di  in cui il coseno
e diverso da zero. Dal punto di vista geometrico, questi valori corrispondono ai punti P
della circonferenza unitaria tali che la retta O P sia parallela alla retta z = 1. L’immagine
della funzione tangente e R.

Osserviamo anche che la funzione tangente ¢ periodica di periodo minimo 7 e non 27,
malgrado sia rapporto di funzioni 27-periodiche. Infatti tan(z 4+ m) = zi((zi?) = —sinz _
tan z. Ricordiamo infine alcuni valori fondamentali delle funzioni seno, coseno e tangente:
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Figura — 1.5: Grafici di sinz, cosz, tanz.

sin0 =20 cos0=1 tan0 =0
sing =1 cos g =0 Atan %
sin%z%i COS%z‘/T5 tan T =1
sin%z%g cos%z% tan%zx/g
T — 1 T _ V3 T _ V3
sin g = 5 cos g = 5 tan6—3.

Le proprieta delle funzioni trigonometriche sono numerose ed importanti, ma non ne
discutiamo ulteriormente qui perché esse si suppongono note dalla scuola superiore. Ci
limitiamo a presentare le funzioni arcsin, arccos e arctan e a mostrare in che relazione
SONO con seno, coseno e tangente.

Proposizione 1.2.16 La restrizione di sin all’intervallo [—7/2,7/2] é strettamente cre-
scente, la restrizione di cos all’intervallo [0, 7| é strettamente decrescente, e la restrizione
di tan all’intervallo | — /2, m/2] & strettamente crescente.

Non presentiamo la dimostrazione analitica della proposizione precedente, ma osservia-
mo che essa e chiara dalla costruzione geometrica delle funzioni trigonometriche. Dalla
proposizione precedente e dall’Osservazione 1.2.4 segue subito che le restrizioni conside-
rate sono invertibili. Diamo pertanto la seguente definizione.

Definizione 1.2.17 Si dicono funzioni trigonometriche inverse le funzioni:

e la funzione arcoseno, arcsin : [—1, 1] — [—7/2,7/2], inversa della restrizione di sin
all’intervallo [—m/2,7/2], definita da

r =arcsiny <= y=sinz Vrxel|l-n/2,n/2], Vye[-11];

e la funzione arcocoseno, arccos : [—1,1] — [0, 7], inversa della restrizione di cos
all’intervallo [0, 7], definita da

r =arccosy <= y=cosx Vazxel0n], Vyel[-11];

e la funzione arcotangente, arctan : R —] — /2,7 /2], inversa della restrizione di tan
all’intervallo | — 7 /2, w /2], definita da

r =arctany <= y=tanx Vaeel—n/2,7/2[, VyeER.
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Dalla Proposizione 1.2.16 e dall’Osservazione 1.2.4 segue che arcsin e arctan sono
strettamente crescenti e che arccos ¢ strettamente decrescente.

3
&
1
-1-0 0.5 1 -1-0.5 0.5 1 -6-4-2/ 2 46

-1 -1 1
-2 -2 -2

Figura — 1.6: Grafici di arcsinzx, arccosx, arctanz.

1.3 Numeri complessi

L’introduzione di un altro insieme numerico, oltre ai numeri reali, e giustificata dall’esi-
genza di trovare un insieme numerico in cui tutte le equazioni algebriche, cioe le equazioni
del tipo P(x) = 0, con P polinomio di grado arbitrario, abbiano soluzioni. Questo
non accade in R; il pit semplice esempio di equazione algebrica priva di soluzioni reali
& certamente 22 + 1 = 0. E forse sorprendente che, come vedremo, sara in un certo
senso sufficiente “aggiungere” ad R le soluzioni di quest’equazione per ottenere lo scopo
indicato di risolvere tutte le equazioni algebriche (vedi il successivo Teorema fondamentale
dell’algebra 1.3.10).

Definizione 1.3.1 (Campo complesso) Si dice campo complesso [’insieme R? in cui
sono definite le due operazioni di addizione e moltiplicazione sequenti:

(1.3.12) (a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(1.3.13) (a,b) - (c,d) = (ac—bd,bc+ ad)

Il campo complesso si denota con C.

Osservazioni 1.3.2

1. Le operazioni definite in (1.3.12), (1.3.13) godono delle stesse proprieta algebriche
indicate negli Assiomi da 1 a 6 per le analoghe operazioni in R.

2. Gli elementi neutri per le operazioni di addizione e moltiplicazione sono rispetti-
vamente 0 = (0,0) e 1 = (1,0), mentre 'opposto e I'inverso, quest’ultimo solo per
(a,b) # (0,0), sono rispettivamente

(@)= (o b, (b)) = (50 - ).

a? + b2’ a2 + b2
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3. Alla luce delle considerazioni precedenti, si ha che si possono identificare i numeri
reali col sottoinsieme di C dato da {(a,0) : a € R}. Ne segue che per a € R si ha
a-(b,c)=(a,0)-(b,c) = (ab,ac) per ogni (b,c) € C.

4. A differenza di R, ¢ possibile trovare numeri complessi (a, b) tali che (a,b)? = —1 =
(—1,0); per esempio, (0,1)? = —1.

5. In C non si puo definire alcuna relazione d’ordine > tale che valgano gli Assiomi 7,
8, 9 e 10 stabiliti per i numeri reali.

6. Avendo definito la somma e la moltiplicazione tra numeri complessi, si possono
considerare i polinomi complessi nella variabile complessa z nella forma

P(z) =ag+a1z+ ... +ayz", conay,...a, € C.

A proposito dei polinomi e delle equazioni algebriche in campo complesso, dal momen-
to che, come vedremo, essi hanno un ruolo importante nella teoria, ricordiamo le nozioni
di radice e molteplicita.

Definizione 1.3.3 (Radice di un polinomio e molteplicita) Sia P(z) un polinomio
nella variabile complessa z, sia zg € C e sia m € N, m > 1. Si dice che zy e radice di P
se P(zy) = 0; in tal caso, P(z) é divisibile per (z — zy), € si dice che zy ha molteplicita
m se P(z) ¢ divisibile per (z — z9)™ ma non per (z — z)™ .

Una conseguenza della definizione precedente ¢ che un polinomio di grado n non puo
avere piu di n radici (contate con le rispettive molteplicita).

La rappresentazione dei numeri complessi come coppie ordinate non ¢ molto comoda
nelle manipolazioni algebriche. Per questo introduciamo la seguente definizione.

Definizione 1.3.4 (Forma algebrica, Re, Im, modulo, coniugato) Denotato con i
il numero complesso (0,1), definiamo forma algebrica del numero complesso z = (a,b)
la scrittura z = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + ib. Il numero reale a si dice parte reale di
z, denotata Re z e il numero reale b si dice parte immaginaria di z, denotata Im z. Si
definisce inoltre il modulo di z come |z| = va® 4+ b? e il numero complesso coniugato di
z come Z = a — 1b.

I1 modulo complesso gode di proprieta analoghe a quelle del valore assoluto in campo
reale.

Proposizione 1.3.5 (Proprieta del modulo) Per ogni z,w € C wvalgono le sequenti
proprieta:

|z| >0, 2] =0 & 2=0;
ol =1 —=z], |z-wl = [2] - Jw];
|2+ w| < 2] + [w.
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Segue che per le operazioni tra numeri complessi si possono usare le usuali regole
algebriche, trattando il numero i come una variabile letterale, e tenendo conto che i? = —1.
La forma algebrica ¢ basata sulla rappresentazione dei punti del piano R? attraverso le
coordinate cartesiane ed e molto comoda per le addizioni, non e altrettanto comoda per le
moltiplicazioni. Introduciamo percio nel piano le coordinate polari, che ci consentiranno
di ottenere un’altra espressione dei numeri complessi, stavolta utile in modo particolare
per le moltiplicazioni. L’argomento sara ripreso nel corso di Analisi Matematica II.

Coordinate polari Le coordinate polari (g,1) sono definite come segue: p =
/22 + y? rappresenta la distanza del punto generico di coordinate cartesiane (z,y) dall’o-
rigine e coincide col modulo, mentre ¥ rappresenta ’angolo formato dalla semiretta di
origine (0,0) e passante per (z,y) con il semiasse {z > 0,y = 0} e si dice argomento o
anche anomalia del numero complesso z = x + iy. Ne segue che il punto (x,y) # (0,0) e
univocamente determinato da una coppia (g,1), con ¢ > 0 e ¥ che varia in un intervallo
semiaperto di ampiezza 27. Fa eccezione 'origine, che ¢ determinato dal valore o = 0, ma
non ha un ¥ determinato. In questo contesto e utile scegliere come intervallo di variabilita
per I'angolo 'intervallo | — 7, 7|, e si ha:

r = pcost
(1.3.14) { y = osin ¥

Definizione 1.3.6 (Forma trigonometrica) Ogni z € C si puo esprimere in forma
trigonometrica usando le coordinate polari; risulta z = p(cos ¥ + isin ).

Se z = x + iy allora la sua forma trigonometrica si ottiene scegliendo p = /22 + 32 e
( arctan ¥ se x> 0,
m+arctan?  sex <0, y >0,

0=¢ —m+arctan? sex <0, y<O0.

vl

sex =0, y>0.

I

sexr =0, y<0.

\

Vediamo come la forma trigonometrica permette di eseguire facilmente le moltiplica-
zioni. Dati z; = g1(costh +isindy) e zo = po(cos ¥y + isinvy), risulta:

2170 = 0102 [(cos V1 cos ¥y — sin vy siny) + i(sin ¥y cos ¥y + sin U, cos 191)]
= 0102[cos(V1 + V) + isin(V; + Us)],
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risultato che si puo descrivere dicendo che il prodotto di due numeri complessi ha per
modulo il prodotto dei moduli e per argomento la somma degli argomenti. In particolare,
per z = p(cosV + isind) ed n € N si ha la formula di De Moivre:

(1.3.15) 2" = " [cos(n¥) + isin(nd)].
Queste osservazioni suggeriscono di dare la seguente definizione.

Definizione 1.3.7 (Esponenziale complesso e forma esponenziale) Per z = x +
1y, St pone

(1.3.16) e® =e"(cosy + isiny);

i particolare, per x = 0 si ottengono 1 numert complessi di modulo unitario, sicché si
puod scrivere ogni numero complesso nella forma esponenziale z = |z|e™, dove ¥ & un
argomento di z.

Notiamo che usando la forma esponenziale la formula appena vista per il prodotto di
due numeri complessi e la formula di De Moivre si possono riscrivere

01 n . ind

(’L91-‘y—192)7 (Qei’ﬁ>’n =o"e 7

016" gge"2 = g0y €

due uguaglianze che formalmente rispettano le leggi degli esponenti per il prodotto di
potenze con la stessa base. Anche se la Definizione 1.3.7 ha delle giustificazioni ben piu
profonde (vedi anche il Paragrafo 7.3 di questi Appunti), questa coerenza formale si puo
considerare come una prima motivazione. Le notazioni introdotte saranno comode nel
calcolo delle radici complesse che ora definiamo.

Definizione 1.3.8 Datin € N, n > 2, e w € C, un numero complesso z si dice radice
complessa n-esima di w se 2" = w.

Notiamo che un numero complesso non puo avere piu di n radici complesse distinte,
essendo le radici n-esime di w le radici del polinomio P(z) = z" —w. Inoltre, & importante
capire che la nozione di radice complessa, a differenza della radice n-esima aritmetica in
campo reale, non definisce una funzione, anche quando si parta da numeri reali positivi.
Per esempio, la radice quadrata reale del numero 4 ¢ 2, e infatti in ambito reale si scrive
V4 = 2, mentre le radici complesse dello stesso numero 4 sono 2 e —2. Di che cosa si stia
parlando dev’essere pertanto sempre dichiarato o chiaro dal contesto.

Teorema 1.3.9 (Radici complesse) Per ognin € N, n > 2, e per ogni w € C, w # 0,
esistono n radici complesse distinte di w = |w| ¥, date dalla formula

, U+ 2k
(1.3.17) 2, = Y/|w| e, con ¢k:: ek=0,...,n—1.
n
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DiM. Posto w = pe| cerchiamo i numeri complessi z = r¢® tali che 2" = w. Dalla
formula di De Moivre, quest’equazione equivale a r™ e = pe? che a sua volta equivale
al sistema

™ =0

cos(ng) = cosv

sin(ng) = sin

nelle incognite reali r e ¢. Le soluzioni di questo sistema sono

_19+2k7r
=

r= {L/E, ¢k ke Z,
dove Y indica la radice aritmetica del numero positivo p. Quindi r, cioe il modulo di
z, € unico, mentre per l'argomento abbiamo trovato infinite soluzioni ¢,. In realta, esse
non danno luogo ad infiniti numeri complessi distinti (che sarebbe impossibile, come gia
osservato), a causa del fatto che 'argomento di un numero complesso ¢ determinato a
meno di multipli di 27. Infatti, z; = 2, se e solo se cos ¢y, = cos ¢; e sin ¢, = sin ¢;, cioe
se e solo se i due indici k£ e j differiscono per un multiplo intero di n. Ne segue che i
numeri 2o, ..., z,_1 sono tutti distinti tra loro e che ogni altra radice trovata coincide con
uno di questi numeri. QED
Come annunciato all’inizio della sezione, la possibilita di trovare soluzioni dell’equazio-
ne 2" = w, cioe radici complesse di tutti i numeri complessi, si estende a tutte le equa-
zioni algebriche. Infatti, il seguente importante (e difficile!) teorema assicura che ogni
polinomio complesso ammette almeno una radice complessa.

Teorema 1.3.10 (Teorema fondamentale dell’algebra) Per ogni polinomio comples-
so di grado almeno 1 P(z) esiste almeno un numero complesso zy tale che P(zy) =

0.

E facile trarre dal Teorema fondamentale dell’algebra numerose conseguenze: in par-
ticolare, usando la nozione di molteplicita di una radice, si puo concludere che ogni
polinomio di grado n ha esattamente n radici, pur di contarle con le rispettive molteplicita.

Teorema 1.3.11 Ogni polinomio complesso di grado n ha esattamente n radici, se st
conta m volte ogni radice di molteplicita m.

Non abbiamo al momento bisogno di queste ulteriori informazioni. L’argomento
sara ripreso nel corso di Analisi matematica II. Enunciamo invece subito un risultato
riguardante i polinomi a coefficienti reali.

Teorema 1.3.12 (Polinomi a coefficienti reali) Se P(z) ¢ un polinomio nella varia-
bile complessa z i cui coefficienti sono tutti numeri reali, allora zo € C ¢é radice di P(2)
se e solo se il suo coniugato Zy lo e, ed in tal caso zy e Zyg hanno la stessa molteplicita.
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DiM. Basta osservare che se P(zp) = 0 allora

P(%) = P(z) = 0.

QED
Osserviamo che dal Teorema precedente segue che ogni polinomio a coefficienti reali
di grado dispari ammette almeno una radice reale.



CAPITOLO 2

SUCCESSIONI

In questo capitolo introduciamo e studiamo i concetti di successione e di limite di una
successione di numeri reali, e discutiamo 'importante concetto di principio di induzione.

2.1 Limiti di successioni reali

Il concetto di successione ¢ molto generale: chiamiamo successione ogni funzione il
cui dominio sia 'insieme N dei numeri naturali. Siamo pero particolarmente interessati
ora alle successioni reali, cioe le funzioni f : N — R. E utile pero usare una notazione
differente dalle funzioni reali generiche, per evidenziare che I'insieme immagine di una suc-
cessione si puo pensare come un insieme di numeri reali ordinato attraverso la dipendenza
dalla variabile n. Percio si scrive a,, in luogo di f(n), sicché, se per ogni n € N & dato il
numero reale a,, risulta definita la successione di numeri reali (a,)nen, € in particolare,
a, ¢ detto termine n-esimo o di indice n della successione (ay,)nen

Definizione 2.1.1 Sia (a,)nen una successione di numeri reali.

(1) Diciamo che la successione (a,)nen converge ad a € R (o che tende ad a) per n che
tende a +00, e scriviamo

. n
lim a,=a o a,—a,
n—-400

se vale la sequente proprieta

Ve>03dv >0 tale che Vn e N, n>v = |a, —a|<e (& a—e<a,<a+e¢).

(2) Diciamo che la successione (a,)nen diverge positivamente (o tende a +00) per n
che tende a +00, e scriviamo

. n
lm a,=4+cc o a,— +00,
n—-+o0o

se vale la sequente proprieta

VM >0 dv >0 tale che Vn e N, n>v = a, > M.

29
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Diciamo che la successione (an)nen diverge negativamente (o tende a —oo) per n
che tende a +00, e scriviamo

. n
lim a,=-00 o0 a,— —00,
n—4o00

se vale la sequente proprieta

VM >0 dv € N tale che Vn e N, n > v = a, < —M.

(3) Diciamo che la successione (a,)nen € convergente se ammette limite finito; diciamo
che la successione (a,)nen € divergente se ammette limite uguale a +00 0 a —o0.

(4) Diciamo che la successione (a,)nen € regolare se ammette limite, altrimenti irrego-
lare. Infine, diciamo che la successione (a,)nen € infinitesima se converge a 0 e se
esiste v € N tale che a,, # 0 per ogni n > v; diciamo che la successione (ap)nen €
infinita se é divergente.

Se una successione ammette limite, questo € unico. Infatti, vale la seguente proprieta.

Teorema 2.1.2 (Unicita del limite) Supponiamo che la successione (an)nen tenda ad
a e a pern che tende a +oo. Allora a = ad.

DiM. Diamo la dimostrazione solo nel caso a, a’ € R.

Supponiamo che a # a'. Allora, scelto g9 = LQGI‘ > 0, applicando la Definizione
2.1.1(1) deduciamo che
(2.1.1) Jvy > 0 tale che Vn € N, n > 1y = |a, —al < &g
e
(2.1.2) Jvy € Ntale che Vn € N, n > 1p = la, —d| <eq .

Posto v = max{vy, 1, }, combinando (2.1.1) e (2.1.2) otteniamo che Vn € N, n > v
la—d| =|(a—a,)+ (a, — )| < l|a, —a| + |a, —d'| < eg+eo =260 = |a—d|,
cioe una contraddizione. QED

Esempi 2.1.3

1. Ogni successione (a,)nen tale che a, = a per ogni n € N ¢ convergente e ha per
limite proprio a.

+00 sea >0

lim n® = 0 sea <0
n—-+4oo
1 seav=0.
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3. la successione ((—1)"),en € irregolare: scelto un € < 1/2, per ogni a € R esistono
infiniti indici n per cui [(—=1)" —a| > «.

Questi esempi mostrano che esistono successioni convergenti, divergenti e irregolari.

Una prima proprieta delle successioni convergenti ¢ la loro limitatezza. Ricordiamo
che, in accordo con la Definizione 1.2.5, una successione di numeri reali (a,),en si dice
limitata superiormente se

4L € R tale che a, < LVn € N,
e si dice limitata inferiormente se
3L € R tale che a, > L'Vn € N,
e si dice limitata se e limitata superiormente e inferiormente, cioe se
dL, I’ e R taleche L' <a, <LVn €N
o equivalentemente, se

dM € R, tale che |a,| < MV¥n € N.

Esempi 2.1.4 E facile dimostrare che (L)nen, (%5 )nen e ((—1)")nen sono esempi di
successioni limitate e che (n?),cy ¢ un esempio di successione limitata inferiormente
ma non superiormente (analogamente, (—n?),cy ¢ un esempio di successione limitata
superiormente ma non inferiormente).

E bene osservare che esistono esempi di successioni limitate non convergenti come

((=1)")pnen, ma la convergenza implica sempre la limitatezza.
Teorema 2.1.5 (Limitatezza) Ogni successione convergente é limitata.

Dim. Supponiamo che (a,),en sia una successione convergente e che sia a € R il suo
limite. Allora, preso gy := 1, applicando la Definizione 2.1.1(1) di successione convergente,
deduciamo che

Jv>0taleche VneN, n>v= |a,—a| <1.

Questo implica che

VneN, n>v=|a,| =|(a, —a)+a|l <|a, —a|l+]a] <1+ |a.

Posto M = max{l + |a|, |a,| : n < v} (osserviamo che tale massimo esiste perché si
tratta di un insieme finito) otteniamo che |a,| < M per ogni n € N, cioe che (a,)nen €
limitata. QED

La strategia per il calcolo dei limiti di successioni sara la seguente: calcoleremo dei
limiti di “successioni campione”, che chiamiamo limiti notevoli, e poi utilizzeremo questi
risultati per calcolare i limiti di successioni pit complesse. Il modo in cui i limiti notevoli
si possono utilizzare per il calcolo di ulteriori limiti & descritto nei risultati seguenti. Il
primo problema che affrontiamo e la relazione tra i limiti e la relazione d’ordine in R.
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Teorema 2.1.6 (Teorema della permanenza del segno) Sia a, — a. Allora valgo-
no i sequenti risultati:

(i) sea >0 0a=+o0 allora esiste v > 0 tale che a,, > 0 per ognin > v;

(ii) se esiste v > 0 tale che a,, > 0 per ognin > v, allora a > 0.

Dim. (i) Supponiamo dapprima a € R. Fissato gy := a/2 > 0, applicando la Definizione
2.1.1(1) deduciamo che

Jv>0taleche Vn e N, n>v = |a, —a| <ey=a/2;
ne segue che
VneN, n>v= 0<a/2=a—-a/2<a,.
Se a = +00, si puo ripetere il ragionamento con g9 > 0 qualunque.
(ii) Supponiamo per assurdo che sia a < 0. Allora, applicando (i), otteniamo che

dvy >0taleche Vn e N, n> vy = a, <0;

posto ng = max{v, v1}, ne segue che 0 < a,, < 0 se n > ny, cioeé una contraddizione.
QED
Un’informazione molto importante riguarda il comportamento dei limiti rispetto alle
operazioni algebriche.

Teorema 2.1.7 (Operazioni con i limiti) Supponiamo che (a,)nen € (bn)nen siano

due successioni reali tali che lim a, =a e lim b, =0b con a, b € R. Allora valgono le
n—4o00 n—-4o00

sequenti proprieta:

(i) lim a,+b,=a=xb,

n—-+00

(ii) ngrfoo ay b, =a-b,

(iii) lim - = % purché b+ 0.

n——+oo bn

Dal Teorema della permanenza del segno e dal Teorema 2.1.7 si deduce il seguente
teorema di confronto.

Teorema 2.1.8 (Primo Teorema del Confronto) Siano a, — a e b, — b due suc-
cessioni regolari; allora:

(i) se a > b allora esiste v > 0 tale che a,, > b, per ognin > v;

(ii) se esiste v > 0 tale che a,, > b, per ognin > v allora a > b.



2.1. Limiti di successioni reali 33

DiM. Basta applicare il Teorema della permanenza del segno alla successione (a,,— b, )nen-
QED

Osservazione 2.1.9 Passando al limite le diseguaglianze, in generale, si indeboliscono:

ad esempio, per ogni n € N risulta % > 0, ma lim — = 0. Quindi la diseguaglianza
n—-+oo N,

della tesi nella (ii) dei Teoremi 2.1.6, 2.1.8, in generale, non ¢ stretta.
In molti casi ¢ utile anche un teorema di confronto fra tre successioni.

Teorema 2.1.10 (Secondo Teorema del Confronto) Date tre successioni (a,), (b,)
e (cn), se

(1) esiste vy > 0 tale che a,, < b, < ¢, per ognin > vy,

(ii) esistono lim a, = lim ¢, =/,
n—+o00 n—+oo

allora esiste il limite lim b, = /.
n——+00

DiM. Supponiamo ¢ € R. Allora, per (ii) possiamo affermare che (cfr Definizione 2.1.1(1))

(2.1.3) Ve >0dy; >0 talecheVneN, n>upy = (—e<a, </l+e¢,

(2.1.4) Ve>0dr, >0 taleche VneN, n>wm= l—c<c, < l+¢.

Fissato ¢ > 0 e scelto v := max{vy, 11,10}, dalle diseguaglianze (i), (2.1.3) e (2.1.4)
otteniamo che
VneN, n>v= l(—c<a,<b,<c,<l+¢.

Per I'arbitrariea di €, possiamo cosi concludere che 3 lim b, = £. QED
n—-+0o00

Osservazione 2.1.11 Vale I'implicazione

(2.1.5) lim a, =a = lim |a,|=|d]
n—-+00 n—-+00

Infatti, dalla proprieta (1.1.6) del valore assoluto segue che, fissato € > 0, se esiste v > 0
tale che n > v implica |a,, — a| < ¢, allora per ogni n > v vale anche

llan| = la]| < lan —a] <e.

La (2.1.5) si puo invertire solo se a = 0. Infatti, in tal caso si vede subito dalla definizione
che a,, — 0 se e solo se |a,| — 0, mentre per esempio |(—1)"| — 1 la dove, come gia visto,
la successione ((—1)"),en non e regolare.
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Esempio 2.1.12 Dati i polinomi P(z) = apa® + ap_12" 1 + ... + ao2® + a1x + ag e
Q(z) = bpa® + bp_12* 1+ ...+ box® + by + by con ap # 0 e by # 0, consideriamo la

successione a, = %. Applicando il Teorema 2.1.7 otteniamo che
P
lim a, = lim k()
n——+oo n—-+oo Qk(n)

I nk (ak -+ +ak_1n*1 + ...+ a2n2*’C + aml*’C + aon*k) a
= lim = —
n—+oo nF (by + +bp_1n=! + ...+ ban?=F 4+ bynt=F + bgn=F) by

Osservazione 2.1.13 Nel caso in cui le successioni (a, )nen € (b,)nen non siano entrambe
convergenti, il teorema precedente ¢ ancora valido sotto opportune condizioni su a e b. In
particolare:

an = +00, by 2 beER = a, £b, = 400

anﬁ>—oo, b, >beR =a,+tb, > —c0

A — 400, by, — +00 = a, + b, — +00
n n n

a, — —oo, b, - —oo0 = a, +b, - —0o0

a
an — a €R, b, = +oo :>b—n£>0

an — +00, b, = be R\ {0} = a, b, > +o0
&ngioo, b, = +0o0 = a, b, — +oo

an — +00, bnngR\{O}:%gioo

a, 5 a € R\ {0}, by 0, b, >0 (b, < 0) :»%&ioo

n
(si applica 'usuale regola dei segni per determinare

il segno di co negli ultimi quattro casi)

Inoltre, se (ay)nen — 0 € (bp)nen € una successione limitata, diciamo |b,| < M per ogni
n € N, la successione prodotto (a, - b,)nen € ancora una successione convergente a 0;
infatti, applicando il Secondo teorema di confronto si ha —M|a,| < a,b, < M|a,|, ed
entrambe le successioni (—M]a,|) ed (M|a,|) convergono a 0.

Esempi 2.1.14 Applicando tali proprieta possiamo discutere i seguenti esempi.

1.

lim (n® +2") = +o0

n—-+oo
1
. 3_ o n _ . 3 _(_ n_— —
nl—lgloom (—1)™) nl_lgloon (1 (—1) n3) +00
27" 41
lim + =0

n—-+oo n
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2.
liI_iI_l (arn® + ap_1n* ' 4+ .. 4 aon® + an + ay)
n—-—+0oo
= lim nf (ak +apn P+ Fan®FrantTF+ aon’k)
n—-+oo
_J H+oo sear >0
] —o0 seap<0
3.
lim apn® + a1 n* 1+ .+ an? 4+ an + ag
n—+oo bpnt + b_1nt—1 4 ...+ byn2 + byn + by
ank +oo sek>h
= lim bkh: 0 se k < h
e Opnt i sek=nh

4. Nulla si puo dire invece nei seguenti casi:

Uy — 400, by — —00 € ap + by — 7
an — 00, by, =0 e ay-b, — 7
a
an — +00, b, = oo e — 5 ?
by,
n n Ay,
a, — 0, b, =0 eb 507,

Infatti, esistono esempi di coppie di successioni reali tali che la relativa successione
somma (o prodotto o rapporto) risulta o convergente o divergente o irregolare, come

lim (n® +(=1)") =occe lim (—n?) = —oo ma la successione
n—-4o00 n—-+400o

somma ([n? + (=1)" + (=1*)])neny = ((—1)")nen & irregolare

lim n® =+ooe lim (—1)"n"? =0 ma la successione
n—+o0o n——+00

prodotto (n? - (=1)"n"?),eny = ((—1)"),en & irregolare

ete...

Questo ¢ il motivo per cui si parla di forme indeterminate per indicare i casi riportati
0

sopra e questi sono solitamente denotati nel modo seguente: oo — oo, 000, = e g.

Nei teoremi visti finora l’esistenza del limite delle successioni considerate era sempre

assunta come ipotesi. Il prossimo risultato riguarda invece [’esistenza di un limite. Le

successioni, come tutte le funzioni reali definite in un sottoinsieme di R, possono essere

monotone crescenti o decrescenti, in accordo con la Definizione 1.2.3. Nel caso delle
successioni pero la proprieta di monotonia si puo enunciare in un modo piu semplice.
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Osservazione 2.1.15 (Successioni monotone) Sia (a,,)nen Una successione di numeri
reali.

1. La successione (a,),en € Strettamente crescente (crescente) se e solo se a, < piq
(an < apyq) per ogni n € N.

2. Lasuccessione (ay, )nen € strettamente decrescente (decrescente) se e solo se a,, > 41
(an > any1) per ogni n € N.

Come sempre, diciamo che la successione (a,)nen € strettamente monotona (monotona)
se (an)nen € strettamente crescente o decrescente (crescente o decrescente).

Osserviamo che ogni successione strettamente monotona ¢ monotona. Aver riformu-
lato le proprieta di monotonia per le successioni in questo modo ha il vantaggio di ridurre
la verifica della monotonia ad una disequazione con un solo parametro n, avendo ridot-
to il confronto di ciascun valore a,, soltanto con il suo successivo a,.;. Le successioni
monotone godono della fondamentale proprieta di essere sempre regolari.

Teorema 2.1.16 (Teor. fondamentale sul limite delle successioni monotone)
Ogni successione monotona € regolare. In particolare, valgono le sequenti proprieta:

(1) (an)nen crescente = lim a, = supa,,
n—-+o00 neN
(i) (an)nen decrescente = nl_lgloo ay, = 71121{] (y,,
(iii) (an)nen monotona e limitata = (an)nen convergente.

DiM. Dimostriamo solo (i). Sia L = sup,,¢y @y,. Allora L € R 0o L = 400.

Nel caso in cui L € R, fissato € > 0, per la seconda proprieta dell’estremo superiore,
vedi Proposizione 1.1.11, esiste ng € N tale che a,, > L —e. Poiché (a,)nen ¢ crescente
ed L & lestremo superiore di (a,)nen, ne segue che

VneN, n>ny= L—e<ay, <a,<L<L+e¢.

Per I'arbitrarieta di e, possiamo concludere che lim a, = L.
—+00
Nel caso in cui L = +o00, la successione (a,),eny non € limitata superiormente (cioe,
non ammette alcun maggiorante) e quindi
VM > 0 dng € N tale che a,, > M .
Poiché (a,)nen € crescente, ne segue allora che

VM >0 3dng € N tale che Vn € N, n > ny = a, > ap, > M,

cioe lim a, = +oo. QED
n—-+00

Naturalmente, non tutte le successioni sono regolari: percio, e spesso utile studiare
il comportamento di una successione isolandone solo una parte dei termini, che da sé
possono dar luogo ad una successione regolare.
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Definizione 2.1.17 (Successioni estratte) Siano (a,) una successione reale e (ng)ken
una successione strettamente crescente di numert naturali. La successione (ank)keN st dice
successione estratta da (a,),en 0 sottosuccessione di (ay,)nen-

Notiamo che se si pensa alla successione (a,)nen in termini della funzione f definita
in N tale che a, = f(n), per definire una sottosuccessione bisogna assegnare un’altra
successione g : N — N, n, = g(k) nella notazione appena introdotta, in modo tale che
f og definisca 'estratta (a,, )ren. Una successione estratta non ¢ pero semplicemente una
successione i cui termini sono un sottoinsieme dell'insieme {a,, : n € N} dei valori assunti
dalla successione iniziale. Infatti, si vuole che nello scegliere i valori (ay, )ken s Tispetti
lordine in cui tali valori compaiono nella successione (a,),en iniziale. Questa richiesta
viene formalizzata imponendo la stretta crescenza alla legge di estrazione n; = g(k).
Osserviamo che (ny) strettamente crescente comporta ny > k per ogni k € N.

Esempio 2.1.18 Le successioni ((—1)*)ren = (ren € ((=1)** Npen = (=1)ren sono
. . . . n . . . 1 1 1
esempi di successioni estratte da ((—1)"),en; le successioni (k_Z)k;eN’ (Q—k)keN e (m)keN

1

sono esempi di successioni estratte da <E)neN'

Osservazione 2.1.19 Se la successione reale (a,),en tende ad a per n che tende a +o00
allora ogni successione estratta da (a,)nen ha per limite a. Tale osservazione ¢ ovvia, ma
puo essere riformulata in un modo molto utile per dimostrare che una successione non e
regolare. Infatti, 'enunciato precedente equivale a dire che una successione non é regolare
se e solo se ammette due estratte che non tendono allo stesso limite, quindi in particolare:

se una successione ammette due estratte aventi due limiti diversi allora non ¢
regolare.

In questo modo si pud nuovamente verificare che ((—1)"),eny non e regolare. Infatti,
I’Esempio 2.1.18 mostra che possiede due estratte convergenti a due limiti diversi.

Abbiamo gia osservato che esistono successioni limitate e non convergenti, come
((=1)™),en. Pero, risulta che

Teorema 2.1.20 (Teorema di Bolzano—Weierstass) Sia (a,)nen una successione li-
mitata. Allora esiste almeno una successione estratta da (a,)nen convergente.

Dim. Poiché (a,)nen € una successione limitata siano «, 8 € R tali che a,, € [«, 5] Vn € N.
Sia ¢ = (a+ f)/2 il punto medio di [«, ]. Per infiniti indici n risulta che a,, appartiene
all'intervallo [, ¢] oppure a [¢, 8]. Indichiamo con [aq, 1] tale intervallo e con ny il primo
indice per cui a,, € [aq, f1]. Sia ¢; = (a1 + £1)/2 il punto medio di [ay, £1], di nuovo per
infiniti indici n risulta che a,, appartiene all’intervallo [, ¢1] oppure a [cq, 51]. Indichiamo
con [ag, 53] tale intervallo e con ny il primo indice maggiore di ny per cui a,, € [ag, 5.
Continuando con questo procedimento otteniamo tre successioni (o), (an, ), (5k) tali che

o < ap, < By
akgakJrl Vk’GN

ﬁk_akzﬁzka
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Poiché la successione (ay) € crescente, per il Teorema 2.1.16 essa converge a g € [«, 5] ed

anche (fy) converge ad xy perche By = ay + L xo. Allora per il Secondo Teorema

ok
del Confronto 2.1.10 anche la successione (a,, ) converge a x, e il Teorema ¢ dimostrato.

QED

Questo teorema ¢ di fatto equivalente all’Assioma di completezza, cosi come anche il
seguente Teorema 2.1.22, che ¢ molto importante perché da una condizione di convergenza
Su una successione senza coinvolgere il valore del limite, ma basato solo sui termini della
successione stessa, che ovviamente e la condizione in cui ci si trova se si vuole conoscere il
comportamento di una successione prima di calcolarne il limite, e quando non si e affatto
in grado di calcolarlo. Premettiamo la definizione di successione di Cauchy.

Definizione 2.1.21 (Successioni di Cauchy) Diciamo che la successione (ap)nen €
una successione di Cauchy se

Ve >0 3Jv >0 tale che Vn,m e N, n,m >v = |a, —a,| <e.

Teorema 2.1.22 (Criterio di convergenza di Cauchy) La successione reale (a,)nen
e convergente in R se e solo se e una successione di Cauchy.

Osservazioni 2.1.23

1. 11 criterio di Cauchy stabilisce I'equivalenza tra due affermazioni: la convergenza
della successione (a,)nen € la sua proprieta di essere una successione di Cauchy,
quindi contiene due implicazioni. Di queste, una e ovvia, mentre 'altra ¢ difficile.
Quella ovvia e che se (a,, )nen € convergente allora e di Cauchy. Infatti, se a,, — ¢ € R
allora per ogni ¢ > 0 esiste v > 0 tale che n > v implica |a,, — ¢| < e. Quindi, per
n, m > v risulta

|, — an| = |am — L+ 10— an] <lam — |+ | — a,] < 2e,
e quindi (a,)nen € di Cauchy.

2. Come osservato, il Criterio di Cauchy e equivalente all’Assioma di completezza

(ed anche al Teorema di Bolzano-Weierstrass), quindi ¢ valido in R ma non in

Q. Infatti, esistono successioni di numeri razionali che sono di Cauchy, ma non
ammettono limite in Q come la successione (che studieremo) ((1 + %)n)neN.

Osservazione 2.1.24 Come abbiamo osservato, esistono successioni (a,)neny che non

ammettono limite, ma esistono sempre il limite superiore e il limite inferiore che sono

cosl definiti:

1. limsupa, = +o00 se e solo se a, non e limitata superiormente;
n—-+00
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2. limsupa, = ¢ € R se e solo se valgono le seguenti proprieta:
n——+00

Ve >0 dv >0talecheVn e N, n > v = a,<l+¢,
Ve > 0 per infiniti indici n € N = [(—ec<ay;

3. liminf a, = —o0 se e solo se a, non e limitata inferiormente;
n——+00

4. lim inf a, = ¢ € R se e solo se valgono le seguenti proprieta:
n——+0oo

{‘v’s>0§|y>0ta1eche‘v/n€N,n2y = [(—e<a,,

Ve > 0 per infiniti indici n € N = a,<l+¢.
Ad esempio lim }_nf (—1)" = —1 e limsup(—1)" = 1. Si verifica facilmente che
n—"+00 n——+00

3 lim a,=¢(€eR <= limsupa, = liminfa, = ¢,

n—+00 n——+oo n——+0oo

ed inoltre
liminf a,, = sup (ég]; (ak)> , limsupa, = inf (sup (ak)) .

n—r+00 n n—+o0 n k>n

Osservazione 2.1.25 Concludiamo osservando che si possono considerare anche succes-
sioni complesse (z,)nen. Per studiarne il comportamento, basta scrivere ogni termine
in forma algebrica, z, = a, + ib,, e studiare le due successioni reali (a,)nen € (bn)nen
separatamente. Ovviamente, non ha senso in C parlare di successioni positivamente o
negativamente divergenti, percio si considereranno solo successioni convergenti, cioe tali
che z, — z € C, divergenti, cioe tali che |z,| — 400, e irregolari.

2.2 Principio di induzione

In questo paragrafo discutiamo un teorema, noto sotto il nome tradizionale di “Prin-
cipio di induzione”, che ¢ spesso utile, come vedremo, per discutere la validita di una
successione infinita di proposizioni in un numero finito di passi. Equivalentemente, si
vuol provare che un enunciato dipendente dalla variabile naturale n € N (detto predica-
to) € vero per ogni valore di n (o, pilt in generale, per ogni valore di n a partire da un
valore iniziale ny che puo essere diverso da 0). Non presentiamo la dimostrazione, ma ne
discutiamo il significato dopo averlo enunciato.

Teorema 2.2.1 (Principio di induzione) Sia P(n) un predicato dipendente dalla va-
riabile n € N. Se

(1) esiste ng > 0 tale che P(ng) sia vera;
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(ii) per ogni n > ngy vale l'implicazione

(2.2.6) P(n) wera — P(n+1) wvera

allora P(n) é vera per ogni n > ny.

Un predicato & un enunciato che contiene una variabile (in questo caso, n € N), e
quindi di per sé non e né vero né falso, in quanto il suo valore di verita dipende dal valore
che viene attribuito alla variabile. Quando si assegna un valore ad ogni variabile presente
in un predicato si ottiene una proposizione, che sara vera o falsa. Per esempio, I’enunciato
“n ¢ un numero pari” ¢ vero se alla variabile n viene attribuito come valore un multiplo
di 2, ed ¢ falso altrimenti. La tesi del Teorema 2.2.1 (per semplicita, supponiamo ng = 0),
non & che il predicato P(n) é vero, ma che [’enunciato P(n) é vero per ogni n, cioé che
tutte le proposizioni che si ottengono fissando ad arbitrio il valore della variabile n € N
sono vere. E importante anche chiarire che nella (ii) I'ipotesi ¢ che sia vera [“implicazione
nella (2.2.6), che ¢ cosa diversa dall’assumere che P(n) sia vera: quello che si suppone
nella (2.2.6) ¢ che non possa accadere, per alcun valore di n > ng, che P(n) sia vera e
P(n+1) sia falsa. Questo infatti & 'unico caso in cui e falsa 'implicazione. D’altra parte,
la sola (ii) non puo bastare, come vedremo nell’Esempio 2.2.2.

Esempio 2.2.2 Consideriamo I’enunciato

P(n): 2" >n?,

e proviamo che “P(n) vera = P(n + 1) vera” per ogni n > 7. Infatti, per n > 7 risulta:

ontl — 9.9 >0 .3 =pd34+n.n?>nd+ 702

> nP+ 32 +3n+1=(n+1)>

e quindi per ogni n > 7, se 2" > n? allora 2" > (n+1)%. D’altra parte, semplici calcoli
mostrano che P(n) ¢ falsa per n = 7,8,9, mentre ¢ vera per n = 10. Sintetizzando, si
puo dire che P(n) ¢ induttiva, cioe verifica la (2.2.6), per ogni n > 7, mentre & vera per
ogni n > 10, dal momento che (i) ¢ verificata con ny = 10.

Presentiamo ora alcuni esempi di enunciati che si possono provare per induzione. Essi
saranno utili in successive applicazioni, nel Paragrafo 2.3 e nel Capitolo 3.

Esempio 2.2.3 Proviamo per induzione che per ogni n € N risulta

La formula ¢ banalmente vera per n = 0, mentre il passo induttivo si puo provare come

segue:
n+1

n(n+1) (n+1)(n+2)
Zk—2k+ n+1) S +t+1) = 5 .
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L’esempio seguente, che generalizza uguaglianze elementari come 1—z% = (1—xz)(1+x)
ol—a%=(1-2x)(1+z+2?), sara utile in connessione con la serie geometrica discussa
nell’Esempio 3.1.7.

Esempio 2.2.4 Proviamo per induzione che per ogni n € N e per ogni = # 1 risulta
1 — gl
x )
Z I
La formula e banalmente vera per n = 0, mentre il passo induttivo si puo provare come

segue:
n+1 n+2

1 ntl 11—z
n+1 _
Z_:x Zx + "t 1_x +x —1_$
La diseguaglianza dell’esempio seguente ¢ nota come disequaglianza di Bernoulli.

Esempio 2.2.5 Proviamo per induzione che per ogni n € N e per ogni x > —1 risulta
(I1+2)" > 1+ na.

La formula e banalmente vera per n = 0, mentre il passo induttivo si puo provare come
segue:

I+2)"'=0+2)1+2)">1+2)(1+nx) =1+ n+ Dz +nz®>1+ (n+ 1)z,
dal momento che nz? > 0.

L’esempio precedente si puo raffinare, ottenendo una diseguaglianza piu precisa.

Esempio 2.2.6 Proviamo per induzione che per ogni n € N e per ogni x > 0 risulta

nn—1
(I+z2)">1+ %x?
La formula e banalmente vera per n = 0, 1,2, mentre il passo induttivo si puo provare

come segue:

Q)™ = (14a)1ta) > 1+a)(1+ 0D 2y 2= ey sy 4y
2

2
n(n+1)x2+x[n(n—1) ) nn+1) ,

=1+ 5 5 x—nx—i—l]Zl—i—Ta:

dal momento che il trinomio in parentesi quadre ha discriminante negativo per ogni n > 2
e quindi ¢ positivo per ogni valore di z.
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L’idea dell’induzione ¢ alla base anche della definizione di successioni per ricorrenza, o,
appunto, per induzione. Per definire una successione, invece di usare una formula chiusa
del tipo a,, = f(n), si puo procedere cosi: Si definisce ag e poi si da una formula del tipo
ani1 = F(n,ao,...,a,). Per esempio, si puo porre (n fattoriale)

0l =1, (n+ 1) = (n+ 1)n! per ogni n € N.

Un procedimento di questo tipo si incontra, per esempio, quando i termini di una suc-
cessione vengano calcolati con un metodo ricorsivo in cui una variabile viene attualizzata
utilizzando il risultato ottenuto al passo precedente. Noi incontreremo almeno due im-
portanti esempi, nella Definizione delle somme parziali di una serie (vedi Osservazione
3.1.2) e (nel corso di Analisi Matematica IT) nella dimostrazione del Teorema di esistenza
globale in intervalli compatti relativo alle equazioni differenziali.

L’introduzione di n! permette di dare altri due esempi significativi che possono essere
dimostrati grazie al Principio di Induzione.

Esempio 2.2.7 Proviamo per induzione che per ogni n > 4 risulta
2" < nl.

Per n = 4 la diseguaglianza ¢ chiaramente soddisfatta. Il passo induttivo si puo provare
come segue:

2"t =2.2"<2.nl < (n+1)-nl=(n+1).

Esempio 2.2.8 Per ognin € Ne h € {0,1,...,n} poniamo

(n)_ n nn—1)...(n—h+1)

h ) Wn—h) Bl '

Il numero ( Z ) si dice coefficiente binomiale e soddisfa le seguenti proprieta:

(n) =0 (8) = ()= () +(3)

Dati a,b € R e n € N possiamo ora dare la formula di Newton per lo sviluppo di (a+ b)™:

(a+b)":i(2)a”_hbh.

h=0

Questa formula si dimostra per induzione.
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Per n = 1 e chiaramente verificata. Il passo induttivo si puo provare come segue:

(a+b)"+1:(a—i—b)-(a—f—b)”:(a—i—b)-Z(Z)a”_hbh

h=0

_ - n n+l—hih - n n—hph+1
_Z(h)a b+z<h>a b
h=0 h=0

n n—1

e Z ( Z ) a4 Z < Z ) qnhphtt 4ot
h=1 h=0

. e Zn: ( Z ) o hph +Xn: ( ) ﬁ . )anJrlhbh 4 pntt
h=1 h=1

=a"t! + i ( i ) a" Rl 4t

h

2.3 Limiti notevoli

In questo paragrafo calcoliamo i limiti di alcune importanti successioni; essi saranno
alla base del calcolo di tutti i limiti di successioni che incontreremo, e verranno utilizzati
sfruttando i risultati generali visti nel Paragrafo 2.1.

Esempio 2.3.1 Ogni successione del tipo (a"),en, con a € R, & detta successione geo-
metrica di ragione a. Osserviamo che la successione geometrica (a"),en € irregolare se
a < —1, come ad esempio la successione ((—1)"),en. Studiamo tutti i casi:

400 sea>1
n 0 se |a| <1
n——+oo 1 sea=1
A sea < —1.

Infatti, se a > 1 per la diseguaglianza di Bernoulli vista nell’Esempio 2.2.5 si ha
a"=(14+a—-1)">1+n(a—1) = +o0

e quindi a" — +oo per confronto. Se |a| < 1 allora 1/|a] > 1 e quindi (1/|a|)” — +o0.
Segue |a|® = 1/(1/]al])™ — 0 ed anche a™ — 0 per I’Osservazione 2.1.11. Se a < —1 invece
risulta a?* — +o00 e a?**! — —o0 per k — 400 e quindi (a"),ey ¢ irregolare.

Esempio 2.3.2 Per ogni a > 0 risulta lim /a = 1. Infatti, se @ > 1 si ha /a > 1 e,
posto b, = {/a— 1, risulta b, > 0 e, per la diseguaglianza di Bernoulli nell’Esempio 2.2.5,
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a=(1+b,)" >1+nb,, da cui
a—1
0<b, < —— =0 per n— +oo,
n
e quindi la tesi. Per 0 < a <1 si ha /a =1/({/1/a) — 1 per quanto appena detto.

Abbiamo definito il numero e in (1.2.11) come estremo superiore di una successione.
Grazie al Teorema 2.1.16, esso € anche il limite della stessa successione.

Esempio 2.3.3 La successione

e strettamente crescente e limitata.
. n N . .
Per dimostrare che ((1 + l) ) ¢ strettamente crescente, osserviamo che, per ogni
n neN ) ’

n € Nconn > 1:
\" 1 n-l n+1\" n nl n " n—1
n n—1 n n—1 n—1 n
n+1>n (n—l)n n—1
. >
n n n
1

P11

dove I'ultima diseguaglianza (1 — #)n > 1 —% e vera e segue applicando la Diseguaglianza

di Bernoulli nell’Esempio 2.2.5 con z = —1/n% Quindi la successione ((1 + %)n)neN e
strettamente crescente. Inoltre, per ogni n € N|

h=0

"1 1 1
< —=1414+=+...

gh! i +2+ +2-3~4-...-(n—1)-n

S UV B
2 22 23 on—1
1

=1+ 1_21" <1+
2

=3.

1
L=3
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Pertanto, per ogni n € N, n > 1, risulta

1 n
2<(1—|——) <3.
n

Per il Teorema fondamentale sul limite delle successioni monotone 2.1.16 possiamo con-
cludere che

\" 1\"
(2.3.7) 3 lim (1 + —) = sup <1 + —) =ec e R,
n

n—-+o00 neN n

per la (1.2.11). Il numero e ¢ irrazionale e quindi il suo sviluppo decimale ¢ infinito e
aperiodico; le prime cifre decimali sono le seguenti:

e=2,7182818284 ... .

Dal limite appena calcolato si potrebbe dedurre che per ogni x € R vale

e — lim (1 n f)”
n

n—-+00
ed anche che valgono le seguenti relazioni:

1\™
a, = +oo = lim (1+—) =e

n—-+oo an,
1
a, —0 = lim (1+4a,)= =e.
n—+4o00

Dall’esempio precedente si puo dedurre un altro limite notevole.

logn

Esempio 2.3.4 Proviamo che lim = 0. Si ha per ogni n > 3

n—-+4oo n
log(n+1) logn 1 (n+1)" 1

= 1 <
n+1 n n(n+1) 08 n(n+1)

e
log — < 0,
n

dove abbiamo usato la (2.3.7). Dalla decrescenza della successione segue 'esistenza del

limite ¢ = lim,, lngL . Siccome per le proprieta dei logaritmi risulta

log(n®)  2logn
“L=Z

n n n
e logn(—;ﬂ) — , per I'Osservazione 2.1.19, si ha che ¢ = 0. Piu in generale, si puo provare
che loizn — 0 per ogni p € R, ¢ > 0.

Usando la diseguaglianza 2.2.6 si ottiene un altro limite notevole.
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Esempio 2.3.5 Proviamo che lim <{/n = 1. Scriviamo /n = 1 + x,,, e applichiamo la

n—-+00

diseguaglianza 2.2.6:

—1

da cui 22 < 2/n — 0 e quindi {/n — 1. Analogamente si prova che per ogni b € R risulta

lim Vnb = 1.
n
Vediamo ora due limiti notevoli riguardanti le funzioni trigonometriche.

Esempio 2.3.6 Sia (a,),en una successione infinitesima. Allora

(i) lim sina, =0,
n—+00

sin a,,

=1.

Dimostriamo prima (i). Dato che |sinz| < |z| per ogni x € R, vale la seguente proprieta
VneNO < sina,| <|a,,

dove 0 = 0 e a,, — 0. Per il secondo teorema di confronto 2.1.10 possiamo concludere che

hrf sina, = 0. Applicando (i) e il Teorema sulle operazioni con i limiti 2.1.7 otteniamo
n——+00

. IRT . .9 _
che nl_lgloo cos a, = nl_lgloo (1—2sin’*(a,/2)) = 1.

Dimostriamo ora (ii). Poiché (a,),en € una successione infinitesima possiamo suppor-
re, per semplicita, che 0 < a,, < 7/2 per ogni n € N. Ricordando che 0 < sinz < z <
tanx per ogni 0 < z < 7/2, ne segue che

sin a,,

YneN 0<sina, < a, < tana,, =
COS @y,

e quindi
COS @, 1 1
: < — <<

YneN 0< - )
sina, a, Ssina,

Moltiplicando per sina,, (> 0), otteniamo che

sin a,,

vneN 0<cosa, < <1,

Qn

n n . . . sin Qp
dove cosa, — 1 e1 — 1. Sempre per il Teorema 2.1.10 concludiamo che hrf =
n—+00




CAPITOLO 3

SERIE NUMERICHE

Trattiamo ora il problema di associare ad una successione (infinita) di numeri reali
una procedura che generalizzi il calcolo della somma cosl come si esegue su un numero
finito di termini. Ovviamente, non e possibile neanche in linea di principio “sommare fra
loro infiniti numeri” e quindi bisognera fare ricorso ancora una volta al concetto di limite.
Iniziamo, come sempre, col definire I'oggetto del nostro discorso, cioe le serie numeriche.

3.1 Serie, convergenza, convergenza assoluta

Definizione 3.1.1 Data la successione reale (ay)gen, st dice serie di termine generale ay
loperazione che associa alla successione (ay)ren la successione (S,)nen definita per ogni

n €N da

(3.1.1) Sn :Zak,
k=0

che si dice successione delle somme parziali della serie. La serie di termine generale ay

st denota con la scrittura
[ee]

S an

k=0
Notiamo che la scrittura introdotta per denotare le serie, facendo uso del simbolo di

sommatoria, evoca il problema descritto all’inizio, ma non denota una somma.

Osservazione 3.1.2 La successione delle somme parziali si dice anche successione delle
ridotte, e si puo definire per ricorrenza cosi
(3.1.2) So = ayg, Spn = Sp_1+a,, n>1.

Vediamo ora qual e la proprieta piu rilevante delle serie.

Definizione 3.1.3 Si dice che la serie di termine generale aj é convergente se esiste
finito il limite

lim s,.
n—-+0o00

In caso affermativo, il valore di tale limite si dice somma della serie.
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Vediamo una prima proprieta delle serie convergenti; intuitivamente, ¢ naturale aspet-

tarsi che, se una serie converge, il termine generale debba diventare sempre piu piccolo.
Quest’idea e formalizzata nel seguente enunciato.

o)

Proposizione 3.1.4 Se la serie Z ay e convergente allora lim a; = 0.

k—o0
k=0

DiM. Per definizione, dire che la serie data converge equivale a dire che la successione
(Sn)nen delle ridotte converge; ma allora, detta S la somma della serie, si ha

S= lim s,= lim s,_1,
n—4o00 n—-4o00

da cui, essendo il limite finito,

lim a, = lim (s, —s,.1)=5—-5=0.
n——+00 n—-+o0o

QED

La proposizione precedente esprime una condizione solo necessaria per la convergenza

di una serie. Essa non e pero sufficiente, come mostra I’Esempio 3.2.2.

Osservazioni 3.1.5

1. Notiamo che la condizione di convergenza per la serie di termine generale a; e

'esistenza del limite di un’altra successione, quella delle ridotte (s,)nen-

Il nome somma riservato al limite delle somme parziali, quando esiste finito, evoca
di nuovo l'idea di generalizzare la somma tra numeri. In realta non si tratta di una
somma (cosa impossibile, come gia osservato) ma di un limite.

Se la serie di termine generale a; non e convergente, puo accadere che il limite delle
somme parziali sia infinito o non esista. Si dira in tal caso che la serie &
e positivamente divergente se lim s, = +00;
n——+0o00

e negativamente divergente se lim s, = —o0;
n—+o0o

e indeterminata se il limite lim s, non esiste.
n—-+4+oo

Se la serie di termine generale a; ¢ convergente, la sua somma si denota con
oo
>
k=0

e lo stesso simbolo si usa anche per indicare che la serie e divergente positivamente,
scrivendo

o0

Zak:+oo

k=0
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o negativamente, scrivendo
oo
E ap = —OQ.
k=0

Tale simbolo assume quindi due significati diversi (la serie o la sua somma), ma
si vedra che questo non genera alcuna confusione; infatti, assegnando una serie si
pone naturalmente il problema di sapere se essa sia convergente o no, e, in caso
affermativo, di determinarne la somma.

5. Si dice carattere della serie la sua proprieta di essere convergente, divergente o
indeterminata.

6. Se si modifica un numero finito di termini della serie > ;- a, non se ne altera
il carattere. In altri termini, due serie che differiscono per un numero finito di
termini hanno lo stesso carattere. Naturalmente, esse non hanno in generale la
stessa sommea.

7. Dati una serie ), a; e un numero reale ¢ # 0, si puo considerare la serie ), (cay).
Ovviamente, questa ha lo stesso carattere della ), aj e, in caso di convergenza,
la sua somma ¢ il prodotto di ¢ per la somma della serie ), a;. In particolare,
studieremo le serie a termini positivi, ma in realta e chiaro che la classe a cui si
riferiranno tutti i risultati e quella delle serie a termini di segno costante e non
importa se tale segno sia + o —.

8. Il discorso e piu delicato per le serie che sono somma di due serie. Per il momen-
to, quello che possiamo dire e che se ), a, ¢ convergente e ), b, ¢ convergente,
allora anche la serie ), (aj + by) € convergente, e questo segue subito dal teorema
sulla somma dei limiti applicato alle successioni delle ridotte. Invece, se Y, aj €
convergente e »_, by non & convergente, allora la serie ), (ay + by) non puo conver-
gere. Infatti, applicando il risultato precedente alle serie ), (ay + by) e >, (—ax)
dedurremmo che ), by, converge, che ¢ contrario all'ipotesi.

9. Accenniamo rapidamente alle serie a termini complessi. Non c¢’e niente di nuovo, dal
momento che, data la serie di termine generale z, = ay + 1by, il suo comportamento
¢ determinato dal comportamento delle due serie reali di termine generale ay e by.
Ovviamente, non ci sono serie complesse divergenti, ma solo convergenti (se ), aj
e Y, by convergono entrambe: in tal caso >, oz = D gk + @) peobi) € nON
convergenti (se almeno una tra ), a; e ), by non converge).

Il seguente risultato segue subito dal criterio di convergenza di Cauchy per le succes-
sioni.

Teorema 3.1.6 (Criterio di Cauchy per le serie) La convergenza della serie ), ay
¢ equivalente alla validita della sequente condizione di Cauchy:
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n+p
per ogni € > 0 esiste v > 0 tale che ‘ Z ak’ <e Vn>v, VpeN.
k=n+1

DiM. Ricordando il criterio di Cauchy per le successioni 2.1.22, basta applicarlo alla
successione (s,)nen delle ridotte, e si ha che (s,),en converge se e solo se per ogni € > 0
esiste v > 0 tale che Vn > v implica |s,4, — s,| < € per ogni p € N. A questo punto resta

solo da osservare che
n-+p

|Sntp — Sn| = ‘ Z ak‘.
k=n+1
QED
Studiamo in dettaglio un esempio molto importante che sara di guida in numerose
applicazioni.

Esempio 3.1.7 Per ogni x € R, consideriamo la serie di termine generale 2%, cio¢ la serie
o0
>

k=0

essa e detta serie geometrica di ragione x. E uno dei (pochi) casi in cui si riescono a
calcolare esplicitamente, al variare di x, le somme parziali s,,. Anzi, € in realta un lavoro
gia fatto: nell’Esempio 2.2.4 abbiamo ottenuto la formula
1 — xn-i—l

3.1.3 Sp = —— x # 1,

(3.1.3) i g #

(per z =1 ¢ ovvio che s, = n+ 1 e la serie & positivamente divergente). Possiamo allora
facilmente calcolare il limite della successione (s, ),en € determinare il carattere della serie
geometrica. Risulta:

non esiste r<-—1
1
lim s,{ = —-l<ax<l1
n—-+400 1 — X
= 400 z>1

e quindi la serie geometrica di ragione x converge se e solo se —1 < x < 1, diverge
positivamente per x > 1 ed e indeterminata per z < —1.

Vediamo un altro esempio di serie convergenti per cui ¢ possibile calcolare la somma.
[e.e]
Esempio 3.1.8 (Serie telescopiche) Sia E ay, una serie tale che esiste una successio-

k=1
ne infinitesima (by) per cui ay = by — b1 Yk € N. Allora risulta

Sy = Zak = Z(bk — biy1) = b1 — byya;
=1 =1
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da cui

o
g ap = lim s, =by — lim b,,1 = b;.
P} n—-+00 n—+00

Un esempio di serie telescopica ¢ la serie di Mengoli

[e.9]

k=1

Introduciamo ora la nozione di convergenza assoluta, piu forte della convergenza
semplice.

Definizione 3.1.9 (Convergenza assoluta) Si dice che la serie ), a; converge asso-
lutamente se la serie Y, |ay| converge.

Vediamo che la convergenza assoluta implica quella semplice.
Proposizione 3.1.10 Se >, |ax| converge allora anche ), ai, converge.

DiM. Usiamo il criterio di convergenza di Cauchy. Per ipotesi, fissato € > 0, esiste v > 0

tale che
n-+p

Z]ak|<€ Vn > v, Vp e N.

k=n+1

Poiché per la diseguaglianza triangolare (1.1.5) risulta

n+p n+p
‘ E ak’ﬁ E ||
k=n+1 k=n+1

in corrispondenza dello stesso v si ha pure

n+p
’Zak‘<e Vn>v, VpeN
k=n+1
e la tesi segue usando l'altra implicazione del criterio di Cauchy. QED

Vedremo nell’Osservazione 3.3.2.4 che invece esistono serie che convergono semplice-
mente ma non assolutamente.

3.2 Serie a termini positivi

Tra le serie, hanno un posto di rilievo quelle i cui termini hanno segno costante. Per
fissare le idee (vedi Osservazione 3.1.5.7), supponiamo che i termini delle serie che consi-
deriamo siano tutti positivi. Tali serie, dette per 'appunto serie a termini positivi, sono
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particolarmente importanti anche in relazione alla proprieta espressa dalla Proposizione
3.1.10: infatti, studiare la convergenza assoluta di una qualunque serie ), a; consiste
nello studiare la convergenza della serie a termini positivi ) , |ax| e, se la serie risulta as-
solutamente convergente, resta provata anche la convergenza semplice, sicché il problema
della convergenza ¢ completamente risolto. Inoltre, per le serie a termini positivi esistono
numerosi criteri di convergenza. Una prima loro proprieta e la seguente.

Proposizione 3.2.1 Una serie a termini positivi puo essere convergente o positivamente
divergente, ma non € mai indeterminata. In particolare, una serie a termini positivi €
convergente se e solo se la successione delle sue ridotte e limitata.

DiM. Data la serie ), ax, se ar > 0 per ogni k& € N allora la successione (s,),en delle
ridotte € monotona crescente, perché

Sp+1 = Sp + Apy1 = Sn VneN

e quindi, per il Teorema fondamentale delle successioni monotone (Teorema 2.1.16), am-
mette limite, pari a sup,, s,. Segue che la serie data non puo essere indeterminata, ed
¢ positivamente divergente se sup,, s,, = +00, € convergente se sup,, S, € finito, cioe se e
solo se la successione delle ridotte e limitata. QED

Studiamo ora una serie di fondamentale importanza, detta serie armonica. In par-
ticolare, essa ¢ una serie che non converge, malgrado il suo termine generale tenda a 0.
Questo, come gia sottolineato, mostra che la condizione nella Proposizione 3.1.4 & solo
necessaria per la convergenza di una serie, ma non sufficiente.

Esempio 3.2.2 (Serie armonica) La serie
>
k?

k=1

detta serie armonica, € positivamente divergente. Infatti, essendo una serie a termini
positivi, per la Proposizione 3.2.1 esiste il limite della successione delle ridotte,

1
S= 1l n=li —.
Jm e = m D

Proviamo che S = 4o00. In accordo con 1’Osservazione 2.1.19, possiamo conoscere S
calcolando il limite di una qualsiasi successione estratta da (s, ),en. Scegliamo estratta
(S9k )ken, cioe la sottosuccessione della (s,),en ottenuta arrestandosi di volta in volta



3.2. Serie a termini positivi 53

quando l'indice e una potenza di 2. Allora otteniamo

ppiplpty L L

S — — — — — .. — .

2 273741 "5 ) ok—1 T ok=1 1 ok
—1+1+<1+1>+<1+ +1>+ bl ( L +1)
N 2 3 4 5 8 k-1 2k=1 4 1 ok
SO G O S S S S
= 2" \4 "1 8 8 ok ok

k
1 1 1 1
= 14+ =+2-+4= ok—1__ —1 )
+o 2 g+ 2T +j21 >

1
= 1+k§—>—|—oo per k — 4o00.

Per quanto detto, l'intera successione (s, ),en delle ridotte tende a +o00, e quindi la serie
armonica diverge positivamente.

Per le serie a termini positivi vale il seguente criterio di confronto.

Teorema 3.2.3 (Criterio di confronto) Siano ), ay e ), by due serie a termini po-
sitivi, e supponiamo che esista v > 0 tale che a < by, per ogni k > v. Allora:

1. se Y, by converge allora anche ), a), converge;

2. se Yy, ay diverge allora anche ), by, diverge.

Dim. Poiché, come abbiamo visto, la convergenza di una serie non cambia modificando
un numero finito di termini, possiamo supporre che 0 < a; < b per ogni £ € N e non
solo per k > v. Chiamando (s,,)nen € (£, )nen le successioni delle ridotte di ), ag e >, bx
rispettivamente, ponendo cioe

n n
Sp = E g, t, = E bk7
k=0 k=0

entrambe le successioni (S, )nen € (£ )nen Sono crescenti e risulta evidentemente che s,, < t,,
per ogni n. La tesi allora segue dalla Proposizione 3.2.1.

Infatti, se ), by converge, la successione (¢, )nen € limitata, quindi lo ¢ anche la (s,,)nen
e la serie ), a; converge e questo prova 1.

Viceversa, se )y, a;, diverge, allora (per definizione) la successione (s, ),en diverge, ed
ugualmente diverge la (t,)nen. Segue che ), by diverge e questo prova 2. QED

Una semplice applicazione della teoria vista fin qui, basata sulla serie geometrica, ¢
nel seguente esempio.

Esempio 3.2.4 (Sviluppi decimali) Abbiamo tutti familiarita con la rappresentazione
decimale (anche con infinite cifre, si pensi a numeri come v/2, e o 7) dei numeri reali, di
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cui la conoscenza delle serie numeriche da una completa spiegazione. Un numero reale x
si puo rappresentare in forma decimale cosi:

(3.2.4) T =Mn,a10203...0. ..

ove n € Z ¢ la parte intera, le cifre a,, numeri interi compresi tra 0 e 9, costituiscono la
parte decimale di x. La scrittura (3.2.4) ha il significato dell'uguaglianza

(3.2.5) x :n—i-Z%,

che e coerente con il linguaggio usuale, secondo cui a; sono i decimi, as i centesimi,
ag 1 millesimi, eccetera. Notiamo che siccome ar < 9 per ogni k, risulta {55 < wik.
Quest’ultimo e il termine generale della serie geometrica di ragione 1—10 < 1 (moltiplicato
per 9), che converge. Per confronto, tutte le serie del tipo (3.2.5) che danno gli sviluppi
decimali convergono. Come applicazione, si possono dedurre senza difficolta le proprieta
degli sviluppi decimali periodici in relazione alla rappresentazione frazionaria. Il piu

semplice esempio & I'uguaglianza 1 = 0, 9, che si ottiene sommando la serie corrispondente:

- == 9 = 1 1 10
09=3 i =9 ==z ) =05 1) =t

k=1 10

In particolare, questo mostra che lo sviluppo decimale in generale non ¢ unico. Piu in
generale, la stessa teoria si applica agli sviluppt in base b qualunque: dato un numero
naturale b > 2 (i piu usati in questo contesto sono, oltre a 10, le potenze di 2), la
corrispondente rappresentazione in base b ¢ data dalla serie

x:nJri%,

k=1

dove stavolta le cifre aj sono interi compresi tra 0 e b— 1 e la serie converge per confronto
con la serie geometrica di ragione % < 1.

Osservazione 3.2.5 Siano ), a; e »_, by due serie a termini positivi, con by > 0, e
supponiamo che esistano v > 0 e due costanti ¢q, co > 0 tali che

a
(g <~ <
by
per k> v. Allora ), ai e Y, by hanno lo stesso carattere.
Infatti, se >, a) diverge o >, by, converge, la tesi segue dal teorema di confronto in
virtu delle diseguaglianze
ar < Caby,
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mentre se Y, a; converge o » by diverge la tesi segue dal teorema di confronto in virtu
delle diseguaglianze
Clbk S ayg..

Un risultato che si deduce facilmente dal criterio di confronto e il seguente criterio,
basato sul calcolo di un limite.

Teorema 3.2.6 (Criterio di confronto asintotico) Siano ), ar € ), b due serie a
termini positivi, con by > 0, e supponiamo che esista

Allora:

1. se 0 < c < 400 allora ), ar e Y, by hanno lo stesso carattere;

2. sec=0 e ), by converge allora anche ), a, converge;
3. sec=0 e ), a, diverge allora anche ), by diverge;
4. se c=+00 e Y, a, converge allora anche ), by converge;
5. sec= 400 ey , by diverge allora anche ), ai, diverge.
DiM. Per il punto 1, osserviamo che, usando la definizione di limite con ¢ = , per k
abbastanza grande risulta
c _ap _3
- < =< —c
27 by T2

e quindi

c 3
Qbk <ap < ¢ by,

e il risultato segue dall’osservazione 3.2.5.
Per i punti 2 e 3, fissato un € > 0 arbitrario, per k abbastanza grande risulta

a, < by,

e la tesi segue dal Criterio di confronto.
Analogamente, per i punti 4 e 5, fissato un M > 0 arbitrario, per k abbastanza grande
risulta
ay = Mby,

e la tesi segue ancora dal Criterio di confronto. QED

Presentiamo un ulteriore criterio di convergenza per le serie a termini positivi, noto
come criterio di condensazione (in realta ne esistono molti altri che tralasciamo), di cui ve-
dremo l'utilita nell’Esempio 3.2.8. In un certo senso, ¢ la forma astratta del ragionamento
seguito nell’Esempio 3.2.2.
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Teorema 3.2.7 Sia (ay)ken una successione decrescente di numeri positivi. Allora le due
serie

o0 [ee]
E ay, e E Zk_lagk
k=1 k=1

hanno lo stesso carattere.

Non riportiamo la dimostrazione del criterio, ma lo applichiamo negli esempi che
seguono.

Esempio 3.2.8

1. Consideriamo la serie armonica Y 1/k e applichiamo il criterio di condensazione.
Risulta che essa converge se e solo se la serie

2.2y -3
converge. Poiché quest’ultima chiaramente non converge (il suo termine generale
non tende a 0), non converge neanche la serie armonica.
2. Consideriamo la serie armonica generalizzata
[ee]
1
E —, a € R.
ka
k=1

Se o < 0 allora la condizione necessaria 3.1.4 ¢ banalmente violata e la serie non
converge. Se o > 0 allora si puo applicare il criterio di condensazione e concludere
che la serie data converge se e solo se o > 1:

i2k1 lf: 21a
k=1

k=1

\)

che converge se e solo se a > 1, essendo una serie geometrica di ragione 22,

3. Consideriamo la serie

= 1
Z Tlos® & a e R.
— V108
Se a < 0 allora vale la relazione m > % e quindi la serie diverge per confronto

con la serie armonica. Se a > 0 allora si puo applicare il criterio di condensazione
e concludere che la serie data converge se e solo se o > 1:

o0

I 1
Z 2klog (2k)_21oga2;ﬁ‘

k=




3.2. Serie a termini positivi 57

4. Consideriamo la serie

= 1
Z (10g k)log k

k=2

Applicando il Criterio di condensazione, se ne puo determinare il carattere studiando

la serie
1 — k
ok— 1— _
Z (/{ZlOg2 k10g2 2 ;(klog2 10g2 10g2)

che converge per confronto con la serie geometrica, dal momento che (per esempio)

2 < 1
klogQ(lOg 2)10g2 - 9

per k abbastanza grande (il primo membro tende a 0).

Si puo dare un criterio di convergenza basato sul confronto con le serie armoniche
generalizzate.

Corollario 3.2.9 Data la serie a termini positivi ) ., ay, se esiste finito

lim k%, =c >0
k—o0

allora ), ay converge se o« > 1 e diverge se o < 1.

DimM. 11 criterio di confronto asintotico (Teorema 3.2.6) implica che ), aj e >, k= hanno

lo stesso carattere, quindi il risultato segue subito usando i risultati dell’Esempio 6.5.18.

QED

Presentiamo ora due utili criteri di convergenza, basati sul confronto con la serie
geometrica.

Teorema 3.2.10 (Criterio della radice) Sia ), a; una serie a termini positivi; se e-
sistono v > 0 e h € [0, 1] tali che {/ay < h per ogni k > v allora la serie ), aj converge.
Se invece {/ay, > 1 per infiniti valort di k allora la serie non converge.

DiM. Dall’ipotesi segue immediatamente che a; < h* per ogni k > v e la tesi segue per
confronto con la serie Y, h*, che & convergente perché h < 1.

Viceversa, se {/a, > 1 per infiniti valori di k& allora la condizione a;, — 0 ¢ violata e
la serie non converge. QED

Teorema 3.2.11 (Criterio del rapporto) Sia ), a; una serie a termini strettamente
positivi; se esistono v > 0 e h € [0,1] tale che % < h per ogni k > v allora la serie
> ax converge. Se invece esiste v > 0 tale che a"“

diverge.

> 1 per k > v allora la serie ), ay
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DiM. Supponiamo per semplicita che sia v = 0. Dall’ipotesi segue la diseguaglianza

e la tesi segue per confronto con la serie Y, h*, che & convergente perché h < 1.
Se invece a’;—“ > 1 per ogni k > v allora agyq > ap ogni k > v, sicché la condizione
necessaria a; — 0 € violata e la serie non puo convergere. QED
I due precedenti criteri hanno una versione che ¢ spesso utile ed ¢ basata sul calcolo
di un limite, che puo risultare pitt semplice della ricerca di un maggiorante.

Corollario 3.2.12 Sia ), ay una serie a termini positivi, e supponiamo che esista il

limite
lim a, = £.

k—00

Allora:
1. se 0 < ¢ <1 allora la serie converge;
2. se l > 1 allora la serie diverge;
3. se L =1 allora non si puo trarre alcuna conclusione.

Dmm. Se ¢ < 1 allora, fissato £ < h < 1, esiste v > 0 tale che per k > v risulti {/a, < h e
la tesi segue dal Teorema 3.2.10.

Se £ > 1 allora esiste v > 0 tale che {/a; > 1 per ogni k& > v e la tesi segue dal
Teorema 3.2.10.

Infine, per provare il punto 3 basta considerare le serie . % e 1%2 Per entrambe
¢ =1, ma la prima diverge e la seconda converge. QED

Corollario 3.2.13 Sia ), a; una serie a termini strettamente positivi, e supponiamo
che esista il limite

. Ap+1
lim —*+L — ¢
k—o0 ag

Allora:
1. se 0 < ¢ <1 allora la serie converge;
2. se £ > 1 allora la serie diverge;
3. se L =1 allora non si puo trarre alcuna conclusione.

DiM. Se ¢ < 1 allora, fissato £ < h < 1, esiste v > 0 tale che per k > v risulti a’;—:l <he
la tesi segue dal Teorema 3.2.11.

Se ¢ > 1 allora esiste v > 0 tale che a/;_:l > 1 per ogni k > v e la tesi segue dal
Teorema 3.2.11.

Infine, per provare il punto 3, come per il Corollario 3.2.12 basta considerare le serie
>kt € > s Per entrambe £ = 1, ma la prima diverge e la seconda converge. QED
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Osservazione 3.2.14 Sia data la successione (a)ren, con ax > 0 per ogni k. Si puo
dimostrare il seguente risultato:

Se esiste

. Af+1
lim —+L — ¢
k—o0 ag

allora esiste anche il lim /ay e vale /.
k—o00
Di conseguenza, se si deve studiare la serie ), a, e il criterio del rapporto sotto forma
di limite da ¢ = 1, e inutile ritentare col criterio della radice, che non puo che fornire lo
stesso risultato. D’altra parte, segnaliamo che puo esistere il limite della radice senza che
esista quello del rapporto.

Esempio 3.2.15 (Serie esponenziale) Per x € R consideriamo la serie

Poiche per x < 0 e una serie a termini di segno variabile, studiamone la convergenza
assoluta mediante il criterio del rapporto. Risulta:

e L
im —— - —— = lim =
k—+oo (K + 1) |2k k=voo b+ 1

pertanto, per ogni x € R, la serie converge assolutamente e dunque anche semplicemente.
Come vedremo in seguito, la somma della serie vale e*. Otteniamo come conseguenza due
limiti notevoli di successioni:

1. vale la condizione necessaria di convergenza, pertanto

k

lim = =0 VzeR,
k—+oo k!

2. per l'osservazione 3.2.14, scelto x = 1 risulta lim = 0 da cui

1
k——+oo W

lim \'“/H:—i—oo.

k—4o0

3.3 Serie a termini di segno variabile

Nel paragrafo precedente abbiamo discusso vari criteri di convergenza per serie a ter-
mini positivi, che, come abbiamo gia osservato, sono anche criteri di convergenza assoluta
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per serie a termini di segno qualunque. Forse val la pena di spiegare che per “serie a
termini di segno qualunque” si intendono serie

oo
E Erar
k=0

dove ap > 0 per ogni k e gli g5 possono assumere i valori 1 e —1 con qualunque alternanza
di segno. Per tali serie non esiste una teoria, né esistono criteri di convergenza semplice.
Pertanto, tutto cio che si puo fare e studiare caso per caso ciascuna singola serie (il che
puo essere molto difficile, e quindi esula dagli scopi di un corso introduttivo come questo)
oppure studiare solo la convergenza assoluta con i metodi del paragrafo precedente, ben
sapendo che se la serie non ¢ assolutamente convergente resta aperto il problema di
stabilire se sia 0 no semplicemente convergente.

Un caso particolare delle serie a termini di segno variabile e quello delle serie a segni
alterni, cioe il caso in cui e, = (—1)*. Come dice la locuzione appena introdotta, sono
serie a termini di segno variabile, in cui pero la legge della variazione di segno ¢, non
e arbitraria, come nel caso generale, ma segue una regola semplicissima, che consiste
nell’alternarsi dei segni + e —. Per queste serie esiste un semplice criterio di convergenza,
ma prima di presentarlo ci sembra opportuno osservare che, malgrado siano di un tipo
particolarissimo, si incontrano molto frequentemente nelle applicazioni (per esempio, come
si vedra, in connessione con le serie di Fourier).

Teorema 3.3.1 (Criterio di Leibniz) Sia (ax)ren una successione di numeri stretta-
mente positivi, e supponiamo che

1. lim A — 0
k—o00

2. ap > apsq per ogni k € N.

Allora la serie a segni alterni
>_ (D'
k=0

e semplicemente convergente. Inoltre, se la serie e convergente, detta S la sua somma,
per ogni n € N risulta

n

(3.3.6) ‘S - Z(—l)kak’ < o

k=0

Dim. Consideriamo le due successioni estratte dalla successione (s,)neny delle somme
parziali della serie corrispondenti agli indici pari e dispari rispettivamente, e notiamo che
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sono monotone a causa della decrescenza della successione (ay)gen:

2p 2p—2
Sop = Z(—l)kak = Z(—l)kak — Q2p—1 + Q2p
k=0 k=0
2p—2
< Z(_l)kak = Sgp—2
k=0
2p+1 2p—1
sprr = Y _(—Dfap =Y (=1)far + ay, — g
k=0 k=0
2p—1
> Z(_l)kak = Sgp-1
k=0

Per il Teorema fondamentale sulle successioni monotone entrambe le estratte (sg,)pen
e (S2pt1)pen ammettono limite, siano S, ed Sy rispettivamente. Siccome l'unione degli
indici delle due estratte e tutto I'insieme dei numeri naturali, se proviamo che i due limiti
sono finiti e che S, = Sy, risultera provata la convergenza dell’intera successione (S, )nen €
quindi della serie. Iniziamo a vedere che i due limiti sono finiti. Siccome sg, ¢ decrescente
ed sgp41 € crescente, basta trovare un minorante di sg, e un maggiorante di s, 1; risulta

Sop = Sop_1 t G2p = Sgp—1 = S1

Sopr1 = Sop — Q2py1 < S2p < Sp = Qg

per ogni p € N ,e quindi sia S, che S; sono finiti. D’altra parte, per il teorema sulla
somma dei limiti e I'ipotesi 1:

0= lim —ag,+1 = lm (Sop41 — S2,) = lm Sopy1 — lm S9, = Sg— 5,
n—oo n—oo n—oo n—oo

da cui segue evidentemente che S, = Sy e che la serie converge. Detta allora S la sua
somma, si ha

S=5,=85,= iI;f S9p = SUP S9p41
p
e quindi per ogni p € N
Sop — Qopy1 = Sopr1 < S < sgp =  0< 59, =85 <agp
e analogamente

Sopr1 < S < Sgpro = Sopi1 + Aopio —  0<85 —s9,41 < agpyo,

sicché in ogni caso si ha (3.3.6). QED
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Osservazioni 3.3.2

1. Naturalmente, la scelta che i termini pari siano positivi e quelli dispari negativi e
una delle due possibili, I'altra essendo ovviamente del tutto equivalente. Inoltre,
osserviamo che come al solito le condizioni 1 e 2 del Criterio di Leibniz debbono
essere verificate da un certo indice in poi, per poter applicare il criterio stesso, e
non necessariamente per tutti gli indici.

2. L’errore piu frequente nell’applicazione del criterio di Leibniz ¢ 'omissione della
verifica che la successione (ag)ren sia decrescente. Questa verifica e invece essenziale,
dal momento che, ovviamente, esistono successioni positive infinitesime non decre-
scenti. Per avere un esempio esplicito, consideriamo la successione (infinitesima ma
non decrescente)

1 N
z se k e pari,

ajp —

1
yE se k e dispari.

Per I’Osservazione 3.1.5.8, la serie a segni alterni ,(—1)¥a; non pud convergere,

perché si puo scrivere come differenza tra la serie ), i, che diverge, e la serie
1
> @iy che converge.

3. Si possono aggiungere alcune interessanti considerazioni generali all’esempio prece-
dente (vedi anche il Teorema 3.3.3 seguente): se la serie a segni alterni Y, (—1)*ay
converge semplicemente ma non converge assolutamente, allora né la serie ), asy
dei termini positivi né la serie ), ag41 dei termini negativi possono convergere.
Infatti, una sola di queste ultime non puo convergere (I’argomento per provare que-
sta affermazione & quello dell’esempio precedente), e se convergessero entrambe si
avrebbe convergenza assoluta della serie di partenza.

4. Ora che abbiamo un criterio di convergenza semplice, possiamo vedere un esempio
di serie semplicemente convergente che non e assolutamente convergente. Basta
considerare la serie armonica a segni alterns zzk(—l)k%7 che converge semplicemente
per il criterio di Leibniz, ma non converge assolutamente, come abbiamo gia visto.

Terminiamo il capitolo con delle considerazioni che dovrebbero far capire quanta di-
stanza ci sia tra le serie e le somme finite. Una delle proprieta pit “ovvie” delle somme
finite ¢ la proprieta commutativa (Assioma 2 dei numeri reali). E naturale domandarsi se
essa valga anche per le serie. Per formulare correttamente il problema bisogna introdurre
il concetto di permutazione dei termini di una serie. Date la serie ), aj, ed una funzione
bigettiva 7 : N — N (permutazione), si dice serie ottenuta permutando i termini di ), ax
secondo m la serie ), arxy. Notiamo che i valori assunti dalla successione (ar(k))ren SONO
gli stessi di (ax)ren, € vengono assunti lo stesso numero di volte, per cui se avessimo a
che fare con una somma finita passare da ), ap a Y, ar(k) si ridurrebbe a “cambiare
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I'ordine degli addendi”, ed e ben noto che in tal caso “la somma non cambia”. Per le
serie infinite le cose vanno in modo completamente diverso, a meno che non si abbia
convergenza assoluta.

Teorema 3.3.3 Sia ), a; una serie semplicemente convergente. Allora:

(i) se la serie Y ;- ap converge assolutamente e la sua somma € S, allora per ogni
permutazione T la serie Y, ax) converge assolutamente ed ha per somma S.

(ii) se la serie Y ,- ap non converge assolutamente, allora nessuna serie permutata con-
verge assolutamente, ed inoltre per ogni S € R esiste una permutazione 7 tale che
la serie permutata . ark) converga (semplicemente) ad S.

Non presentiamo la dimostrazione di questo risultato, che per altro non richiede stru-
menti che vadano oltre la presente trattazione, ma ci limitiamo a sottolineare ancora la
differenza tra le somme finite e le serie non assolutamente convergenti: queste, cambiando
I'ordine degli addendi, possono dare qualunque sommal



CAPITOLO 4

LIMITI E CONTINUITA

In questo capitolo introduciamo dapprima il concetto di limite di funzioni reali di una
variabile reale e ne studiamo le principali proprieta, e poi trattiamo le funzioni continue.

4.1 Limiti di funzioni

Per introdurre il concetto di limite ¢ necessario dare la seguente

Definizione 4.1.1 Siano X CR, X # 0, e zp € R.

1. Diciamo che xy € un punto di accumulazione di X se

Ve >0 XN]zg —e, 0 +e[\{xo} #0.

2. Diciamo che xq € un punto isolato di X se

380 >0 Xﬂ]xo — &0, %0 + 80[: {ZE()} .

3. Diciamo che xy ¢ interno ad X se esiste un intorno I.(xy) di xo contenuto in X.

Osservazione 4.1.2
1. Se xzy € un punto di accumulazione di X, allora xy puo o no appartenere ad X.
2. Se x(y € un punto isolato di X, allora zy € X.
3. xp non puo essere un punto di accumulazione di X e anche un punto isolato di X.

4. Se X = U}_,(ax,br) dove (a,by) denota un intervallo qualsiasi di estremi ay e by,
allora X non ha punti isolati e I'insieme dei punti di accumulazione di X e dato da
X = Uzzl[ak, bk]
Se, invece, X = {z, : n € N} dove (z,),en € una successione convergente a g € R e
tale che x,, # x( per ogni n € N, allora X ha zy come unico punto di accumulazione
e l'insieme dei punti isolati di X ¢ X stesso.

64
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5. Si puo dimostrare che xy € un punto di accumulazione di X se, e solo se, esiste
(2n)new € X\ {zo} tale che x,, = xq.

6. Se X e un intervallo di estremi a e b, 'insieme dei punti interni di X e I'intervallo

aperto ]a, b[, indipendentemente dal fatto che gli estremi a e b appartengano o no
ad X.

Possiamo ora definire il concetto di limite di funzioni reali di una variabile reale.

Definizione 4.1.3 Siano X C R e xg € R un punto d’accumulazione di X. Sia f: X —
R una funzione.

1. Diciamo che la funzione f ha limite uguale a £ € R per x che tende a xq, € scriviamo

lim f(x) ={, se vale la sequente proprieta
T—T0

Ve > 030 =0(g,m9) >0 tale cheVr e X : 0 < |z —xo| <0=|f(x)—{| <e.

2. Diciamo che la funzione f ha limite uguale a +00 (—o0) per x che tende a xq, e
scriviamo lim f(x) = +o00 (= —00), se vale la sequente proprieta
T—T0

VM > 035 =0(M,x9) >0 tale cheVe e X : 0< |z —xo| < = f(z)>M
(f(z) < =M).

Poiché molti risultati che vedremo valgono sia che i limiti considerati siano reali,
oppure +00 0 —oo, introduciamo la seguente notazione, che ci consentira enunciati piu
sintetici: poniamo R = R U {+00, —00}.

Osservazione 4.1.4 Nella definizione di limite lim f(z) il valore di f nel punto xy non
T—T0
viene considerato, dal momento che si richiede sempre |z — 25| > 0. In effetti, esso e

irrilevante. Per esempio, data la funzione f: R — R cosi definita

x sex >0
fl)y=4¢ 1 sex =0
—r sex <0,

¢ facile dimostrare che lir% f(z) = 0. Infatti, fissato ¢ > 0, osserviamo che, per ogni
T—

z € R\ {0},
lf(z) =0l <ee0< |z <e;

posto 0 = £ > 0, ne segue che
VeeR: 0<|z|]<d=c=|f(z)—0|<e.

Vediamo qualche altro semplice esempio.
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Esempi 4.1.5

1. Per ogni xy € R risulta lim sinx = sinxzg. Per dimostrare tale affermazione,
T—T0

osserviamo che, per ogni x € R,

94 T — X T+ Xo
sin €OS
2 2
. T — X T+ Xg
<2
( 2 ) ( 2 )]_

(abbiamo utilizzato sopra la seguente diseguaglianza: |siny| < |y| per ogni y € R
gia usata nell’Esempio 2.3.6). Fissato € > 0, ne segue che

sinz — sinzg| =

T — X

<2 = |z — x|

d0=e>0taleche Vx €R: 0 < |z — 29| <0 = |sinz —sinz| < €.

1
2. lim — = +o00.
z—0 132

Fissato M > 0, osserviamo che

1 , 1 /1
E>M<:>O<x <M<:>O<|a:|< e

Allora, posto 6 = ,/ﬁ > (, ne segue che

1 1
VxER\{O}:O<|m|<\/M:>E>M.

Definizione 4.1.6 Siano X C R non limitato superiormente (non limitato inferiormen-
te) e f: X — R una funzione.

1. Diciamo che la funzione f ha limite uguale a ¢ € R per x che tende a +o00 (—o0),
e scriviamo lir+n flx)=4¢ ( lim f(z)=1{), se vale la sequente proprieta
T—>+00 T—r—00

Ve > 03K =K(e) >0 tale cheVr e X : x> K = |f(z) — /]| <¢
(r < —K)

2. Diciamo che la funzione f ha limite uguale a +o0o per x che tende a +0o (—o0), e
scriviamo lirf f(z) = +oo (lim f(x) = +400), se vale la sequente proprieta
T—r+00 T—r—00

VM >03K =K(M) >0 tale cheVx € X : o > K = f(x) > M
(x < —K)



4.1. Limiti di funzioni 67

3. Diciamo che la funzione f ha limite uguale a —oo per x che tende a +00 (—o0), e
scriviamo lirf f(z) = —o0 (lim f(x)=—00), se vale la sequente proprieta
T—r+00 Tr—r—00

VM > 03K =K(M) >0 tale cheVx e X : x> K = f(z) < —M

(r < —K)
Esempi 4.1.7
1. (i) liIJ]ra arctanz = 7/2 e (ii) lim arctanz = —m/2. Per dimostrare la (i)
T—r+00 T—r—00

procediamo come segue.

Fissato 0 < ¢ < /2, osserviamo che

|arctans — /2| < e <= 7w/2—¢c <arctanx < 7w/2+¢
< 7/2—¢ < arctanz
— tan(r/2 —¢) <uz.

Posto K = tan(n/2 — ¢) > 0, ne segue che
VeeR: o> K = |arctanz — /2| < €.

(ii) si dimostra in modo analogo.

2. Per ogni a > 1, (i) hrf a® = 400 e (ii) lim a® = 0. Per dimostrare la (i)
T—+00 T——00

procediamo come segue.

Fissato M > 0, osserviamo che
VreR a* > M & x> log, M ;
posto K = max{log, M,0} > 0, ne segue che
VieR: z>K=a">M.
(ii) si dimostra in modo analogo.
3. In modo analogo, si dimostra che

lim z" = +o0
T—+00

lim 2" =
xr—r—00

+00 sen e pari
—oo se n e dispari.

Adesso diamo un teorema fondamentale che permette di ricondurre il concetto di
limite ora introdotto a quello del limite di successioni.
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Teorema 4.1.8 (Caratterizzazione dei limiti con successioni) Siano X C R, 2, €
R un punto di accumulazione di X e f: X — R una funzione. Allora

Jlim f(z) =0 ER <= V(2p)peny C X \ {zo}: lim z, =20 = lim f(x,)="¢.
T—=rxo n—+00 n—+o00

DiM. Diamo la dimostrazione solo nel caso in cui £ € R.

“=": Fissato € > 0, per ipotesi

(4.1.1) 30 =d(g,x9) >0taleche Ve € X : 0 < |z —xo| <0 =|f(x)—{ <e.
Sia (25 )neny C X \ {20} una successione convergente a xy. Allora, in corrispondenza di ¢
(4.1.2) Jv=v(d) eNtaleche VneN: n>v= 0< |z, — x| <9,
sicché per (4.1.1) risulta
VneN: n>v= |f(z,) —{ <e.

Per I'arbitrarieta di e, possiamo cosi concludere che lim f(x,) = £.
n—+o0o

“«<": Supponiamo, per assurdo, che f non abbia limite ¢ per x tendente ad xg, cioe che
J2 > 0 tale che V0 > 0 Jz € X tale che 0 < |z — 2| < d e |f(x) — (] > E.

Di conseguenza, per ogni n € N possiamo scegliere z,, € X tale che 0 < |z,, — 29| < 1/n
€ |f(xn> _€| = E.
Abbiamo cosi determinato una successione (x,,)nen di elementi di X'\ {zo} per la quale

si ha 0 < |z, — xo| < 1/n per ogni n € N, e quindi per il Teorema 2.1.10 lir+n Ty = .
n—-+0oo

Ma |f(x,) — €] > € per ogni n € N, quindi la successione (f(x,))nen non converge a ¢ ed
abbiamo ottenuto cosi una contraddizione. QED

Osserviamo che vale una analoga caratterizzazione per limiti di funzioni con x tendente
a +00 (—o0). Infatti, si pud dimostrare

Teorema 4.1.9 Siano X C R un insieme non limitato superiormente (inferiormente) e
f: X — R una funzione. Allora

3 lim f(z)=0ER<=VY(Tp)pexn C X : lim =z, =400 = lim f(x,) =/

T—r+00 n——+00 n—-+00

(EI lim f(z) =(ER <= Y(zp)nen C X : lim 2, = —00 = lim f(z,) = €> :
T—>—00 n——+00 n——+00

Osservazione 4.1.10 I Teoremi 4.1.8 e 4.1.9 forniscono un utile strumento per rico-
noscere se una data funzione f: X — R non ammette limite per = che tende zy (0 a
+00); basta infatti determinare due successioni (,,)nen € (Yn)nen di elementi di X \ {zo}

convergenti a xo tali che lim f(z,) # lim f(y,).
n—-+00 n——+oo
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Esempio 4.1.11 A lim sinz. Infatti, posto z,, = 7/2 4+ 2n7 e y,, = 2nmw per ogni n,

T—+00
si ha che lim =z, = lim y, = 400, ma sinz, = 1 e siny, = 0 per ogni n e quindi
n—+oo n——+00
lim sinz, =1%# 0= lim siny,. Analogamente, non esiste lim sin —.
n——+o0o n—+o0o z—0 x

Esempio 4.1.12 Nel Capitolo 2.1 abbiamo dimostrato che, per ogni successione infinite-
sin a,

sima (ap)pen, lim sina, = 0, lim cosa, = 1 e lim = 1. Applicando il
n—-+oo n——+oo n—-+oo an,
: o . . sinz
Teorema 4.1.8 possiamo allora concludere che lim sinx = 0, lim cosx = 1 e lim =1
x—0 x—0 z—0

Per semplicita i teoremi che adesso daremo sono enunciati solo nel caso in cui zy €
R sia un punto di accumulazione di X. Ma gli stessi risultati continuano a valere se
consideriamo limiti per x che tende a +o0o0.

Applicando il Teorema 4.1.8 deduciamo subito che

Teorema 4.1.13 (Unicita del limite) Siano X C R e xy € R un punto di accumula-
zione di X. Sia f: X — R una funzione tale che

3 lim f(z) =¢€R.

T—T0

Allora il limite € unico.

DiM. Supponiamo, per assurdo, che risulti anche lim f(z) = ¢ con £ # (.
T—T0

Sia (Zp)neny C X \ {20} tale che lim z,, = zq. Per il Teorema 4.1.8 e per ipotesi de-

n—-+00

duciamo che liril flzp) ="Le liT f(z,) = ¢'. Per 'unicita del limite per le successioni
n—-+00 n—-+0o0

ne segue che ¢ = ', e otteniamo una contraddizione. QED
Il Teorema 4.1.8 permette di estendere facilmente anche i risultati riguardanti le ope-
razioni con i limiti di successioni ai limiti di funzioni. Si ha infatti:

Teorema 4.1.14 Siano X C R e 9y € R un punto di accumulazione di X. Siano
f,9: X — R due funzioni tali che

dlim f(x)=¢eR, 3 lim g(x)=meR.

Allora
13 lim (@) + g(@) = £+ m;
2. 3 lim f(z)-g(z)=0-m;
T—T0
3. 3 lim M = ﬁ, purché m # 0.
a=w g(x)  m



70 Capitolo 4. Limiti e Continuita

Questi risultati si estendono al caso in cui £ o m siano 0o, purché le operazioni indicate
non diano luogo a forme indeterminate.

DiM. A titolo di esempio, dimostriamo solo 1. Sia (x,,),eny C X \ {70} tale che hIJP T, =
n—-+0o0

xo. Per ipotesi e per il Teorema 4.1.8 abbiamo che

lim f(z,) =¢, lim g(x,) =m.

n—+00 n—-+4o00

Per il Teorema 2.1.7 possiamo allora concludere che lir+n (f(zn) +g(zn)) =€+ m. Per
n—-+0o0

larbitrarieta della successione (z,)nen, la tesi segue. QED

Esempi 4.1.15 Applicando il Teorema 4.1.14 e ricordando i risultati degli esempi del
Capitolo 2, deduciamo immediatamente quanto segue.

tan x

1. lim

z—0

= 1.
Infatti, per ogni z € R\ {0},

sinz
__ cosT __

tan x sin x 1

x x r  cosx’

e quindi, per il Teorema 4.1.14 e 'Esempio 4.1.12, possiamo affermare che

t
ML 11 =1.

lim
x—0 €x

2. Consideriamo un polinomio:

. k k—1 2
lim (akx + ap_1x + ...+ ax” + a1+ Clo)
Tr——+00
= lim 2" (ak. +ap 1 a4 a4 aox_k)
T—+00

Y

_J 400 sear >0
| —o0 seap <0

3. Consideriamo una funzione razionale:

i akmk + ak_lwk*1 + ...+ CLQJZZ + a1+ ag
z—+oo b + b_1x" 1 4 ... 4 bex? + bz + by
400 se k> heay e b, sono concordi

o apa” —o00  se k> h e ay e by, sono discordi
= lim — =
T—+00 bhl‘h 0 se k< h
o sek=nh
h

Un risultato analogo vale per z tendente a —oo.
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Anche il seguente teorema puo essere dimostrato applicando il Teorema 4.1.8.

Teorema 4.1.16 (Teorema sul limite della funzione composta) Siano X,Y C R,
f: X >Reg:Y = R. Siano xg € R un punto di accumulazione di X e yo € R
un punto di accumulazione di Y tali che esiste r > 0 con f(x) # yo per ogni x €
XN)zg —ryxo + r[\{x0}.
Se 3 ILm fz) =yo e Ilim,_,,, g(y) = ¢, allora 3 lim g(f(z)) = L.
T—T0

T—T0

Esempi 4.1.17

o 1l—cosxz 1 . .
1. glgr(l) — = =5 Infatti, per ogni = € R\ {0},

Y

|cosa  2sin(zf2) 1 (%)2

x? x? 2
e quindi, per i Teoremi 4.1.14 e 4.1.16 possiamo concludere che

1 —cosx 1 1
lim —— % 2=
x—0 [E2 2 2
| £
2. (i) lim XM ) () Tim S
x—0 €T x—0 X

Dimostriamo solo (i). Posto y = arcsin z, risulta che y tende a 0 quando z tende a
0 e x = siny cosicché
. arcsinw ) Y
lim = lim —
z—0 € y—0 Sy

=1.

In verita, tutte le proprieta dei limiti di successioni date nel Capitolo 2.1 continuano
a valere per i limiti di funzioni. Infatti, risulta:

Teorema 4.1.18 (Proprieta dei limiti) Siano X C R e xp € R un punto di ac-
cumulazione di X. Sia f : X — R una funzione tale che esista lim f(z) =/ € R,

T—T0
Allora

1. [Permanenza del segno]
(i) Se £ >0 ol = 400, allora esiste r > 0 tale che, per ogni x € XN|zg — r,xo +
r\{zo} risulta f(z) > 0.
(i1) Se esiste r > 0 tale che per ogni x € XN]xg — 1, x0+r[) \ {xo} risulti f(x) > 0,
allora £ > 0.

2. [Limitatezza locale] Se ¢ € R, allora esistono r > 0 ed M > 0 tali che, per ogni
x € XN|xg —r,xo + r\{zo} risulta |f(z)| < M.
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DiM. A titolo di esempio, diamo solo la dimostrazione di 2. Scelto € = 1, per ipotesi
esiste 0 = d(1,29) > 0 tale che

Vee X:0<|z—xzo| <d=|f(x)—{ <1.

Posto M = |¢|+1 > 0er =0 > 0, ne segue che per ogni © € XN|xg — r,x¢g + r[\{zo}
risulta
[f (@) =1(f(z) = O+ < |f(x) =l + (] <1+ (] = M.

QED

Teorema 4.1.19 (Primo Teorema del Confronto) Siano X C R e xy € R un punto

di accumulazione di X. Siano f,g: X — R due funzioni tali che esistano lim f(x) =/
T—xT0

e lim g(x) = m. Allora
T—T0
(i) Se £ > m, allora esiste r > 0 tale che, per ogni x € XN|xg — r,x0 + r[\{zo} risulta
f(x) > g(x).
(i1) Se esiste r > 0 tale che per ogni x € XN]xg —r,x0 +7[) \ {xo} risulti f(x) > g(x),
allora 0 > m.

Teorema 4.1.20 (Secondo Teorema del Confronto) Siano X C R, xy € R un pun-
to di accumulazione di X. Siano f,g,h: X — R tre funzioni tali che

(i) 3r > 0 tale che per ogni x € XN)xg —r,x0 + r[\{zo} risulti f(x) < g(x) < h(z),
(ii) Elmlgglo flz) = zlig;lo h(z) = ¢.

Allora 3 lim g(z) = ¢.

Tr—xT0
Osservazioni 4.1.21

1. Anche per i limiti di funzioni vale 'implicazione

lim f(x) = ¢ = Tim [f()| = |4

Tr—T0
Il viceversa € vero solo nel caso in cui ¢ = 0.

2. Se lim f(x) = 0ed esiste r > 0 tale che |g(z)| < M per ogni x €|xg—r, xo+7r[\{z0},

T—T0
allora dal Secondo Teorema del Confronto 4.1.20 segue che lim f(z)-g(x) = 0, dato
Tr—x0
che 0 < |f(x)-g(z)| < M|f(x)| per ognix €|xg—r, xo+r[\{zo}. Quindi, per esempio,

. . . I
limzsin— =0 e lim —sinx =0,
z—0 €T T—400 12

1
malgrado i limiti lim sin — e lim sinz non esistano e quindi non sia applicabile il

x—0 x T—+00
Teorema 4.1.14.
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4.2 Limite destro e limite sinistro

Introduciamo ora il concetto di limite destro e di limite sinistro. Per fare cio &
necessario dare la seguente

Definizione 4.2.1 Siano X CR, X # 0, e 2y € R.
1. Dictamo che xo ¢ un punto di accumulazione a destra di X se

Ve >0 Xﬂ]$0,$0+€[7£ 0.

2. Diciamo che xq € un punto di accumulazione a sinistra di X se

Ve >0 Xﬂ}l’o —€,$0[7é 0.

Osservazione 4.2.2 Osserviamo che se xg € un punto di accumulazione a destra o a
sinistra di X, allora zy € anche un punto di accumulazione di X. Inoltre, un insieme X
puo avere punti di accumulazione solo a destra o solo a sinistra. Ad esempio, 'insieme
X ={1/n: n € N} ha un unico punto di accumulazione a destra che ¢ 0; se X = [a, b],
tutti i punti che appartengono a |a,b[ sono punti di accumulazione sia a destra sia a
sinistra di X, mentre a ¢ un punto di accumulazione solo a destra di X e b € un punto di
accumulazione solo a sinistra di X.

Possiamo ora introdurre

Definizione 4.2.3 (Limite destro) Siano X C R, zy € R un punto di accumulazione
a destra di X e f: X — R una funzione.

1. Dictamo che la funzione f ha limite destro uguale a £ € R per x che tende a xq da

destra, e scriviamo lim f(x) = {, se vale la sequente proprieta
fE—}ZI!O

Ve >0 30 =0(g,29) > 0 tale che Ve € X txg <z <z + = |f(2) — | < €.

2. Diciamo che la funzione f ha limite destro uguale a +oo (—o0) per x che tende a

xo da destra, e scriviamo lim+ f(z) = +o0 (= —0), se vale la sequente proprieta
.T_>x0

VM >0 35 =0(M,z9) >0 tale cheVe € X txp<x <z90+9d = f(x)>M
(f(x) < =M).

Definizione 4.2.4 (Limite sinistro) Siano X C R, 2y € R un punto di accumulazione
a sinistra di X e f: X — R una funzione.
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1. Diciamo che la funzione f ha limite sinistro uguale a £ € R per x che tende a xg

da sinistra, e scriviamo lim f(x) = ¢, se vale la sequente proprieta
=Ty

Ve > 030 =0(g,29) >0 tale che Ve € X :xp —d <x <z = |f(x) — (| <e.

2. Diciamo che la funzione f ha limite sinistro uguale a +00 (—o0) per x che tende a
xo da sinistra, e scriviemo lim f(z) = +oo (= —00), se vale la sequente proprieta
T—=T
VM >0 30 =0(M,x9) >0 tale cheVe € X 1z —0 <z <zy = flx)>M
(f(z) < =M).
Esempi 4.2.5

1. Data la funzione f: R — R cosi definita

se x <0,

risulta che lim f(z) =1e lim f(z)= —1.

z—0t x—0~
2. lim tanx =4oc0e lim tanxr = —oc.
x—T/27 z—m/2t
3.
I 1 +00 sen ¢ pari
im — = <. .
20— T —o00 se n e dispari,

mentre, per ogni n € N,

Nel caso in cui xg sia un punto di accumulazione sia a destra che a sinistra di X,
I’esistenza del limite per x che tende a xy dipende dall’esistenza del limite destro e sinistro,
cioe
Teorema 4.2.6 Siano X C R, zy un punto di accumulazione sia a destra sia a sinistra

di X e f: X — R una funzione. Allora:

Jlim f(x)=(€R = 3 lim+f(x) = lim f(x)="¢.

T—=T0 T—x T—Ty

Esempi 4.2.7 Per il Teorema 4.2.6 e gli esempi dati in 4.2.5 possiamo subito concludere

che Alim, ./ tanw, Alim, zin se n e dispari, e lirr(l) — = 400 se n ¢ paril.
x—0 r

Inoltre, per le funzioni monotone vale il seguente risultato, analogo al Teorema fon-
damentale per le successioni monotone 2.1.16.
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Teorema 4.2.8 (Teorema fondamentale sul limite delle funzioni monotone)
Siano X C R, xg € R e f: X — R una funzione monotona. Allora valgono le sequenti
proprieta.

1. Se xy ¢ un punto di accumulazione a destra di X e f e crescente, allora esiste

lim flz)=inf{f(zx): v € X, x>z}

:p~>x0

2. Se xg € un punto di accumulazione a sinistra di X e f é crescente, allora esiste
lim f(x) =sup{f(z): v € X, v < xo}.

z—)xo

3. Se xg ¢ un punto di accumulazione a destra di X e f € decrescente, allora esiste
lim f(z) =sup{f(x): z € X,z > z0}.

:pﬁxo

4. Se xg € un punto di accumulazione a sinistra di X e f é decrescente, allora esiste
lim f(z) =inf{f(z): 2 € X,z <uxo}.

z—)xo

Osserviamo che tutte le proprieta dei limiti di funzioni sopra introdotte continuano a
valere sia per il limite destro sia per il limite sinistro.

4.3 Limiti notevoli

In questo paragrafo ricordiamo alcuni limiti per mezzo dei quali e dei risultati visti
nei paragrafi precedenti si possono calcolare i limiti di funzioni pit generali.

. sinx
1. lim =1,
z—0 2

. tanx
2. lim
z—0 X

=1

Y

. 1—cosx 1
3. lim —— = —,
x—0 1'2 2
. arcsinz
4. llim —— =

z—0 T ’

arctan x
5. lim — =1,
x—0 x

xT

:e7

1
6. lim <1+—
T

r—F00

N—————

1
x

7. lim (1+x)° =e,
z—0
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9. lim
x—0 €x

|
10. lim &% _

Tr—400 €T

0,

I limiti 1. = 5. sono stati gia calcolati nel paragrafo 4.1. I limiti 6. e 10. seguono
applicando il Teorema di Caratterizzazione dei limiti con successioni 4.1.8 e ricordando
gli Esempi 2.3.3, 2.3.4 del Capitolo 2.

Per il calcolo del limite 7. basta osservare che, posto y = % cosicché y — +oo se
x— 0" ey — —oosex— 07, risulta che

: 1 : 1\*
lim(14+2z)> = lim (1+—-] =e

z—0t Yy—>+00 )

1 Yy
lim (1+2)7 = lim <1+—) —e.
x—0~ Yy——0o0 Yy
La conclusione segue dal Teorema 4.2.6.
Il limite 8. ¢ una immediata conseguenza di 7. perché

log(1
lim 1080 +2)

. 1
iy P2 o142 g =1

Infine, per verificare 9. basta porre y = e —1 e osservare che y — 0 se x — 0 e
z = log(1 + y) ottenendo cosi
e’ —1 Yy

lim =lim— =1
a0 T y—0 log(1 + y)

4.4 Funzioni continue

Come abbiamo gia osservato, il valore f(xg) ¢ a priori slegato dal valore del lim f(x).
Tr—xQ

D’altra parte, ¢ naturale aspettarsi che la coincidenza di tali valori possa avere conse-
guenze rilevanti. E cosi, come vedremo in questo paragrafo.

Definizione 4.4.1 Sia X C R. Sia f: X — R una funzione e sia xq € X. Si dice che
f & continua in xg se xg € un punto isolato di X oppure

3 lim f(z) = f(xg),

Tr—xTQ

o equivalentemente, se

(4.4.3) Ve>0 3d=0d(e,z0) >0 t. c.Vee X: |z —xo] <d= |f(x)— f(xg)] <e.
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Inoltre, si dice che f é continua in X se essa e continua in ogni punto di X.

Esempi 4.4.2

1. Tutte le funzioni elementari che abbiamo introdotto nel Capitolo 1 sono continue
in tutto il loro insieme di definizione. Quindi, ad esempio, le funzioni sinx, cosx,
a® (a > 0) sono continue in R, la funzione log, z (1 # a > 0) ¢ definita e continua
in ]0, +00[, le funzioni arcsin z e arccos z sono definite e continue in [—1, 1].

2. La funzione f: R — R cosi definita

1 sex >0

f(x)_{ —1 sex<0

¢ continua in R\ {0} e non & continua nel punto 0.

Osservazione 4.4.3 Siano f: X — R una funzione e ¢y € X un punto di accumulazione

di X. Osserviamo che f non e continua in zg, cioé f & discontinua in g, se 3 lim f(z) = ¢
T—T0

con ¢ # f(x), oppure se A 1i_>m f(z).

1. Nel caso in cui 3 lim f(x) =¢ € R, con ¢ # f(xg), diciamo che la funzione f ha una
T—T0

discontinuita eliminabile in xq. In particolare, la funzione f : X — R cosli definita

Fla) = { flz) sexe X \{xo}

l se r = xg,

e continua in zg. Ad esempio, la funzione cosi definita

f(x):{ ML oge xR\ {0}

0 sex =20

sinx

=1 con 1#0.

ha una discontinuita eliminabile in 0 poiché lin%
r—r €T

2. Nel casoin cui A lim f(z), zo € un punto di accumulazione sia a destra sia a sinistra
T—TQ
di X e d lim, flx) =l € Red lim f(z) = ¢ € R (ovviamente risulta ¢, # {5),

33-}3)0 33-}1'0
diciamo che zy & un punto di discontinuita di 1° specie per f. In particolare, {5 — {1
si dice salto di f in xo. Ad esempio, la funzione cosi definita

1 sex >0

f(x):{—l se z < 0

ha un punto di discontinuita di 1* specie in 0 con salto 2, dato che lim f(z)=1e

z—0t
lim f(z)=—1.
z—0~
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3. Nei rimanenti casi, cio¢ quando 3 lim f(x) = +oo, 0o 3 lim+ flz) =6, € Re
T—T0o T,
3 lim f(x) = 00, 0 3 lim f(z) = oo e J lim f(z) =6 € R, 0 A lim f(z) e

3 lim f(z) = 44, etc., diciamo che zy € un punto di discontinuita di 2* specie per
=T
f. Ad esempio, la funzione cosi definita

sint sex>0
f(x)_{—l sex <0

ha un punto di discontinuita di 2* specie in 0 dato che, come abbiamo visto
nell’Esempio 4.1.11, il limite lim f(z) non esiste e lim f(x) = —1.
z—0F z—0~
Osserviamo che, per il Teorema fondamentale sul limite delle funzioni monotone
4.2.8, le funzioni monotone possono avere solo discontinuita di 1* specie nei punti di
accumulazione sia a destra sia a sinistra del loro insieme di definizione.

Osservazione 4.4.4 Siano f: X — R una funzione e 5 € R\ X un punto di accumu-
lazione di X. Se esiste finito il
lim f(z)=1/¢,

Tr—x0

diciamo che la funzione f ¢é prolungabile per continuita in xo. In tal caso, la funzione
f: X U{xo} — R cosl definita

7(33)—{ f(x) sexeX

14 se x = xg

& continua in g poiché lim f(x) = lim f(z) = = f(xo).
T—T0 T—T0

sin x

22 2z € R\ {0} ¢ prolungabile per continuita in 0

Ad esempio, la funzione f(z) =
poiché esiste finito il hH(l) flx)=1.
z—

Dalla definizione stessa di continuita e dai teoremi fondamentali sui limiti si deducono
immediatamente le seguenti proprieta delle funzioni continue.

Teorema 4.4.5 (Proprieta delle funzioni continue) Valgono le sequenti proprieta.

1. [Caratterizzazione della continuita con le successioni| Siano f: X — R
una funzione e xy € X un punto di accumulazione di X. Allora f e continua
in xy se, e solo se, per ogni successione (Tp)pey C X con lim x, = xg, risulta

n—-+00
lim f(z,) = f(0).
n—-+00

2. [Permanenza del Segno] Sia f: X — R una funzione continua in xqg € X con xg
punto di accumulazione di X. Se f(xg) > 0, allora esiste r > 0 tale che, per ogni
x € XN|xg —r,xzo+ 1], f(z)>0.
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3. [Operazioni] Siano f,g: X — R due funzioni continua in xo € X. Allora le
funzioni |f|, f £g e f+g sono continue in x.

Inoltre, se g(xo) # 0, allora anche la funzione f/g é continua in .

4. [Continuita della funzione composta] Siano f: X — R una funzione continua
inxg € X eg: Y — R una funzione continua in yy = f(x¢) € Y. Allora la funzione
composta go [ € continua in x.

Ovviamente, tutte le proprieta enunciate per funzioni continue in un punto valgono
in tutto il dominio X se valgono in ciascun punto di X.

4.5 Proprieta globali delle funzioni continue

Tutte le proprieta delle funzioni continue viste nel paragrafo precedente sono relative
ai singoli punti del dominio o valgono in intorni dei punti considerati, sono cioe locali,
nel senso che dipendono dal fatto che la funzione sia continua nel punto considerato
di volta in volta, indipendentemente dal comportamento della funzione negli altri punti
del dominio. In questo paragrafo consideriamo funzioni continue nel loro dominio, che
supponiamo essere un intervallo, e dimostriamo delle proprieta globali di fondamentale
importanza, cioe asserzioni che riguardano l'insieme dei valori che la funzione assume
nell’intero dominio, e dipendono in modo essenziale dal fatto che la funzione sia continua
nell’intero dominio.

Teorema 4.5.1 (Teorema di Weierstrass) Sia f: [a,b] — R una funzione continua
in [a,b]. Allora f é limitata ed é dotata di massimo e minimo in [a,b], cioé

dxq, x2 € [a,b] tali che Vx € [a,b] f(x1) < f(x) < f(z2).

Dim. Dimostriamo che f ¢ limitata superiormente ed & dotata di massimo in [a, b].

Poniamo L = sup,¢, f(2) e osserviamo che o L € R o L = +oc. In ogni caso, per le
proprieta dell’estremo superiore, possiamo determinare una successione (2, )nen C [a, b]
tale che lim f(x,)= L. Infatti:

n—-+400

1. se L = +o0, allora f non & limitata superiormente (cio¢ l'insieme f([a,b]) non &
limitato superiormente) e quindi, per ogni n € N,

n non € un maggiorante di f = dz,, € |a,b] tale che f(x,) >n.

Abbiamo cosi determinato una successione (x,,)nen C [a, b] tale che, per ogni n € N,
f(z,) > n; ne segue che lim f(z,) = L.
n—-+00
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2. se L € R, allora, per le proprieta caratteristiche dell’estremo superiore, per ogni
n € N, in corrispondenza di &, = 1/n,

1
Jdz,, € [a,b] tale che L —— < f(z,) < L.
n

Abbiamo cosi determinato una successione (2, )nen C [a, b tale che, per ognin € N,
L —1/n < f(x,) < L; ne segue, per il Teorema 2.1.10, che lirf f(z,) = L.
n——+0o0

In ogni caso, la successione (x,,)nen € limitata poiché e contenuta nell’intervallo chiuso
e limitato [a, b]. Per il Teorema di Bolzano—Weierstrass 2.1.20 esiste allora una successione
(2, Jken estratta da (x,)nen € convergente a qualche zy € [a,b]. Per la continuita di f,
ne segue che

i f () = f(20)

d’altro canto klim f(xn,) = Lpoiché (f(x,,))ren € una successione estratta da (f(x,))nen
—+o00

che, per costruzione, tende a L. Per I'unicita del limite deduciamo che L = f(z() ¢ un
numero reale, e quindi che f ammette massimo (in particolare, f & limitata superiormen-
te).

Si dimostra in modo analogo che f e limitata inferiormente ed e dotata di minimo in
[a, b]. QED

Teorema 4.5.2 (Teorema dell’esistenza degli zeri) Sia f: [a,b] — R una funzione
continua in [a,b] tale che f(a) - f(b) < 0. Allora esiste almeno un xo €la,b| tale che

Se, inoltre, f ¢ strettamente monotona in |a,b|, allora esiste un unico xy €|a,b| tale

che f(xg) = 0.

DiMm. Dato che f(a) - f(b) < 0, possiamo supporre f(a) < 0 e f(b) > 0. Allora, posto
¢ = (a+b)/2 il punto medio di [a,b], se f(c) = 0 abbiamo trovato la radice. Altrimenti
f(e) < 0 oppure f(c¢) > 0. Indichiamo con [ay,b;] Uintervallo dove f cambia di segno,
cioé

se  f(c) >0 alloraa =a, by =c

se  f(c) <0 alloraa, =c¢, by =0.

Allora abbiamo trovato un intervallo [ay, b;] di lunghezza (b — a)/2 per cui f(a;) < 0
e f(by) > 0. Definiamo ¢; = (a; + b1)/2 e ripetiamo il ragionamento. Otteniamo tre
successioni (ay,), (bn), (¢,) tali che, se per qualche ¢, risulta f(c,) = 0 ci si ferma, perché
abbiamo trovato una radice, altrimenti f(a,) < 0 e f(b,) > 0. Inoltre risulta
b—a
bn — ap = 2—n Vn € N
Per costruzione la successione (a,,) ¢ crescente e limitata, perché contenuta in |a, b]. Per
il Teorema sulle successioni monotone ammette limite o € [a,b]. Anche la successione
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(b,) espressa da
b—a
on

b, = a, +

converge ad xy. Dalla continuita di f si ha
fzo) =1lim f(a,) <0, f(zo) =lim f(b,) > 0.

Pertanto, possiamo concludere che f(xg) = 0 e il teorema & provato.
Se f e anche strettamente monotona, allora f e iniettiva e quindi l'unicita segue
immediatamente. QED
Pitt in generale, vale un risultato analogo in un qualuque intervallo, anche non chiuso
o non limitato.

Corollario 4.5.3 Siano I un intervallo e f: I — R una funzione continua in I. Se
esistono a, b € I tali che f(a) - f(b) < 0, allora esiste almeno un xo € I tale che

DiM. Per provare il corollario, basta applicare il Teorema 4.5.2 all’intervallo di estremi a
e b, che per l'ipotesi che I sia un intervallo ¢ contenuto nel dominio di f. QED

Esempi 4.5.4 Il Teorema dell’esistenza degli zeri 4.5.2 € un utile strumento per stabilire
l'esistenza di soluzioni (e anche un’eventuale approssimazione) di equazioni non risolubili
in modo esplicito. Infatti, per determinare se un’equazione del tipo f(x) = 0, con f
funzione definita e continua in un intervallo I, ha qualche soluzione in I, ¢ sufficiente
stabilire 'esistenza di due elementi x1, 2o € I, con x; < xq, tali che f(z1) - f(x2) < 0.
Infatti, in tal caso, grazie al Corollario 4.5.3, si puo subito concludere che esiste z €|z, 3|
tale che f(zo) = 0. Ad esempio:

1. 'equazione e” + arctan z = 0 ha almeno una soluzione in | — 1, 0[ perché la funzione
f(z) = e® +arctan x & definita e continua in R, f(—1) =e 1 —(7/4) <0e f(0) =
1 > 0; notando che f e somma di due funzioni strettamente crescenti e quindi ¢ a
sua volta strettamente crescente, la soluzione e unica.

2. L’equazione algebrica a,z"+a,_12" '4+...a1z+ag = 0, con n € N dispari e a,, # 0,
ha almeno una soluzione reale. Supposto per fissare le idee che a,, > 0, la funzione
f(x) = apa™ + a, 12" '+ ... ayz + ag ¢ definita e continua in R, hI_P flz) =+

T—>r+00
e lim f(zr) = —oo (quindi, per il Teorema della permanenza del segno, esistono
xr—r—00
Ky, Ky € R tali che f(x) < 0 per ogni x < Kj e f(x) > 0 per ogni z > Ks).
Naturalmente, e essenziale che il grado del polinomio sia dispari. Per esempio, il
polinomio #? + 1 non ha zeri in R.

Dal Corollario 4.5.3 del Teorema dell’esistenza degli zeri 4.5.2 segue immediatamente
il seguente risultato.
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Teorema 4.5.5 (Teorema dei valori intermedi) Sia I un intervallo, ed f : [ — R
una funzione continua in I. Allora f assume in I tutti i valori compresi tram = inf{f(z) :
x €I} ed M = sup{f(xz): x € I}, cioé: per ogni yy €)m,M]| esiste xy € I tale che
f(z0) = yo.

Dim. Fissato yo €]m, M|, per le proprieta dell’estremo superiore e dell’estremo inferiore
esistono xy, xo € I tali che m < f(z1) < yo < f(x2) < M. Posto allora g(x) = f(x) — yo,
la funzione g & continua in I e risulta g(z1) = f(x1) —yo < 0 e g(z2) = f(x2) — yo > 0.
Per il Corollario 4.5.3 esiste x¢ € I tale che g(zo) = 0, il che significa che yy = f(z¢). Per
I’arbitrarieta di yo, il teorema ¢ dimostrato. QED

Osservazione 4.5.6 Il teorema dei valori intermedi si puo riformulare dicendo che se
X C R ¢ un qualunque insieme, f: X — R ¢ una funzione continua in X, ed I ¢ un
intervallo contenuto in X, allora f(I) e ancora un intervallo.

Inoltre, se il dominio di f nel Teorema 4.5.5 ¢ un intervallo chiuso e limitato, diciamo
I = [a,b], allora per il Teorema di Weierstrass f assume i valori m (che non ¢ quindi solo
Iestremo inferiore di f in I, ma anche il minimo), ed M (che non & quindi solo Iestremo
superiore di f in /, ma anche il massimo), quindi f([a,b]) = [m, M].

La continuita delle funzioni monotone puo essere caratterizzata come segue.

Teorema 4.5.7 (Continuita della funzioni monotone) Sia f : I — R una funzione
monotona nell’intervallo I. Allora le sequenti proprieta sono equivalenti:

1. f e continua in I;

2. f(I) é un intervallo.

Osservazione 4.5.8 Sein particolare I = [a, b] allora possiamo dire che f(I) = f([a,b]) =

[f(a), f(b)] se f & crescente, e f(I) = f(la,b]) = [f(D), f(a)] se f & decrescente.

Il Teorema 4.5.7 permette di dimostrare che

Teorema 4.5.9 (Continuita della funzione inversa) Sia f : I — R una funzione
continua e strettamente monotona in I. Allora la sua funzione inversa f=*: f(I) — I ¢
continua in f(I).

Dim. Per la continuita di f sappiamo che f(I) = J ¢ un intervallo. Di conseguenza,
la funzione inversa f~! ¢ definita nell'intervallo J ed ¢ ivi strettamente monotona con
f~Y(J) = I. Dal Teorema 4.5.7 segue che f~! & continua in J. QED

In virtu di questi ultimi risultati possiamo affermare che le funzioni inverse delle
funzioni elementari sono tutte continue nel loro insieme di definizione, cioe la funzione
log, x (1 # a > 0) & continua in |0, +00[, la funzione arctan z ¢ continua in R, le funzioni
arcsin x e arccos x sono continue in [—1, 1], etc.
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Osservazioni 4.5.10 Osserviamo che in tutti i teoremi presentati in questo paragrafo
4.5 nessuna delle ipotesi puo essere rimossa. Facciamo qualche esempio.

1. Se una funzione f e continua in un intervallo / e [ non e chiuso o non e limitato, non
possiamo affatto concludere che f ammetta massimo e minimo in /. Per esempio,
la funzione f(x) = 1/x & continua in ]0, 1], ma non ammette massimo in |0, 1]; la
funzione g(x) = a® (a > 0, a # 1) ¢ continua in R, ma non ammette ne massimo ne
minimo in R.

2. Se una funzione f e definita ma non continua in un intervallo I e esistono a, b € I
tali che f(a)- f(b) < 0, non possiamo affatto concludere che f si annulli in qualche
punto di I. Per esempio, la funzione f cosi definita

-1 sexze[-1,0]
f(m):{ 1 sex€]0,1]

non si annulla in nessun punto di [—1, 1] anche se f(—1) - f(1) < 0.

3. Se f e una funzione continua e invertibile in un insieme generico X, non ¢ in generale
vero che la sua inversa f~! sia ancora continua in f(X). Infatti, la funzione f cosi

definita

= e
¢ continua e invertibile in X = [—1,0]U]1, 2], ma la sua funzione inversa f~!, che &
data da

pro-{27 el

non ¢ continua in f(X) = [0, 2] perché ha un punto di discontinuita (di 1* specie)
nel punto 1.

Concludiamo questo capitolo discutendo i due concetti presentati nella Definizione che
segue, in cui si considerano versioni “globali” della continuita.

Definizione 4.5.11 Siano X CR e f: X — R una funzione.
1. Diciamo che f e uniformente continua in X se vale la sequente proprieta

Ve >0 35 =0(g) > 0 tale che

(4.5.4) Vo, o/ € Xt lz—a/| <8= |f(z)— f(&)] <e.

2. Diciamo che f lipschitziana in X se wvale la sequente proprieta
AL > 0 tale che Vx, ' € X, |f(x) — f(2')| < Lz — 2/|.

In tal caso, L é detta costante di Lipschitz.
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Osservazioni 4.5.12

1. Spieghiamo in che senso I'uniforme continuita ¢ una versione globale della continuita,
come si vede confrontando le definizioni 4.4.1 e 4.5.11.1, ed in particolare (4.4.3) e
(4.5.4). Data una funzione f : X — R continua in X, la differenza tra continuita
ed uniforme continuita consiste nel fatto che, fissato € > 0, si trova un 0 > 0 che
se f e solo continua dipende anche dal punto xyg € X considerato, mentre se f ¢
uniformemente continua dipende solo da € e dal dominio X, ma non varia da punto
a punto (in questo senso la scelta e globale).

2. La lipschitzianita implica la uniforme continuita e la uniforme continuita implica
la continuita. D’altra parte, esistono funzioni lipschitziane, funzioni uniformemente
continue ma non lipschitziane e funzioni continue non uniformemente continue.

La funzione f(x) = z & lipschitziana in R; anche le funzioni sinz e cosz sono
esempi di funzioni lipschitziane in R. La funzione g(z) = \/r & uniformemente
A/ L1 — /T2 B

continua in [0, +00[, ma non lipschitziana in [0, +0o], infatti i rapporti
1
/X1 + /T2

la funzione h(z) = 1/x ¢ continua in R\ {0}, ma non uniformemente continua in

R\ {0}.

Per le funzioni uniformemente continue vale il seguente risultato:

X1 — X2

non sono limitati superiormente quando x; e x5 sono vicini a 0. Infine,

Teorema 4.5.13 Sia f: ]a,b[— R una funzione uniformemente continua in un intervallo
limitato ]a,b[. Allora

1. f e limitata;
2. [ si puo prolungare a una funzione uniformemente continua in |a, b].

La continuita in intervalli chiusi e limitati implica I'uniforme continuita. Infatti, vale
il seguente risultato.

Teorema 4.5.14 (Teorema di Heine—Cantor) Sia f: [a,b] — R una funzione conti-
nua in |a,b]. Allora f é anche uniformemente continua in |a, b|.

DiM. Dimostriamo il teorema per assurdo. La tesi e

Ve >0 39 = d(e) > 0 tale che
Ve, o' € [a,b]: |z —2'|<d= |f(z)— f(2')| <e.

La sua negazione e

d2 > 0 tale che V6 > 0

(4.5.5) 3z, 7 € [a,0]: |z — 2| < 6= |f(z)— f(a)| > &.
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Per ogni n € N scegliamo § = % e siano z,,z], € [a,b] tali che |z, — ]| < L e
\f(z,) — f(2,)| > &. Poiché la successione (x,) € limitata, per il Teorema di Bolzano—

. . . k. - .

Weierstrass 2.1.20 esiste una sottosuccessione convergente x,, — = € [a,b]. Considerata
. / . .. .. . 1 / 1 .,

la sottosuccessione x7, con gli stessi indici risulta z,, — or < Ty, < Ty -, PEICIO per

il secondo teorema del confronto 2.1.10 anche 7, % Z. Per la continuita di f risulta
lim [ f(zn,) = f(@,)| = |f(2) = f(2)] = 0

contro la condizione (4.5.5) |f(xy,) — f(z], )| > &> 0. QED

ng



CAPITOLO 5

CALCOLO DIFFERENZIALE

In questo capitolo introduciamo la nozione di derivata e studiamo le sue principali
proprieta.

5.1 Derivate di una funzione

Siano I C R un intervallo aperto, f: I — R una funzione e 2o € I. Se h € R\ {0} ¢
tale che xg + h € I, possiamo considerare il seguente rapporto

f(zo+h) — f(20)
- :

Esso e detto rapporto incrementale della funzione f in x( relativo all’incremento h della
variabile.
A questo punto possiamo dare la seguente

Definizione 5.1.1 Se esiste finito il
lim f(xo +h) — f(x0)

h—0 h ’

allora diciamo che la funzione f ¢é derivabile in xq. In tal caso, il limite si dice derivata
di fin xq e st indica con uno dei sequenti simboli

re () e (Dfew Dit)

Quindi

Inoltre, diciamo che la funzione f é derivabile in I se essa € derivabile in ogni punto di
I. In tal caso, é ben definita la funzione che associa ad ogni x € I la derivata f'(x); tale
funzione si dice derivata di f e si indica solitamente con f'. In altri termini, la funzione
derwata di f e cosi definita

fiI =R, rel— fl(x).

86
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Osservazioni 5.1.2

1. Osserviamo che, posto x = x¢ + h, possiamo scrivere il rapporto incrementale come

segue
flzo+h) — f(xo)  f(x) — f(x0)

h T — T

x)— f(x
e quindi f e derivabile in z( se, e solo se, esiste finito il lim M.
T—x0 T — Iy
2. Supponiamo che la funzione f: I — R sia derivabile in zy e poniamo, per ogni
x €1, con x # x,

fz) = flzo)

Tr — 2o

w(x) = — fl(xg) e w(xg) =0.

Allora possiamo scrivere che, per ogni = € I,

f(@) = f(zo) = f'(20)(x — m0) + w(2) (7 — 20)

dove lim w(z) =0 = w(xy).
T—rT0

Come nel caso dei limiti e della continuita, quando una funzione non e derivabile in
un punto si puo parlare di derivata destra e di derivata sinistra.

Definizione 5.1.3 (Derivata destra e derivata sinistra) Siano I C R un intervallo,
f: I — R una funzione e xy € I un punto di accumulazione a destra di I (a sinistra di
I). Se esiste finito il

x%xar T — Xy T—Ty T — Xy

x) — f(x x) — f(x
b £@) = F(@0) (hm fw) = J( o>> |
diciamo che f ammette derivata destra in zo (derivata sinistra in xq). In tal caso, tale
limite ¢ detto derivata destra di f in z( (derivata sinistra di f in xg) e si indica con uno
dei sequenti simboli

fa(xo),  Dif(xo) — (filwo), D-f(x0)).

Osserviamo che, se xo € I € un punto interno di I, f & derivabile in x( se, e solo se, f
ammette derivata destra e derivata sinistra in zg e, in tal caso, f'(zo) = fi(zo) = fi(x0).

Una prima conseguenza della derivabilita ¢ il seguente risultato, che lega il concetto
di derivata a quello di continuita.

Proposizione 5.1.4 Siano I C R un intervallo, zo € I e f: I — R una funzione. Se f
e derivabile in xg, allora f e continua in xg.
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DiM. Osserviamo che

lim (£(2) — fao)) = lim PEIE) (o) = ) 0= 0,
T—T0 T—T0 T — X
quindi esiste le f(z) = f(xg), cioe f & continua in . QED

Osservazione 5.1.5 In generale, una funzione continua non ¢ detto che sia derivabile.
Per esempio, la funzione valore assoluto f(z) = |z| non ¢ derivabile in 2y = 0, dato che

e 1| QR e
z—=0t T — Xy z—0t T z—=0- T — X z—=0- T
— Alim =12l

In realta, si potrebbero costruire funzioni continue in tutto un intervallo ma non derivabili
i alcun punto.

Il rapporto incrementale e la derivata hanno un importante significato geometrico, che
discutiamo nella seguente osservazione.

Osservazione 5.1.6 (Significato geometrico della derivata) Dati un intervallo a-
perto I, g € I e una funzione f: I — R, osserviamo che, per ogni h € R\ {0} tale che
xo + h € I, la retta passante per i punti P = (z¢ + h, f(xg + h)) e Py = (zo, f(z0)) ha
equazione cartesiana data da

m oy - flag) = LN ZI@) .

il cui coefficiente angolare m(h) e uguale a w, cioe ¢ uguale al rapporto incre-

mentale di f in xg relativo all'incremento h della variabile. Se h tende a 0, cioe se P
si avvicina a Py lungo il grafico di f, la sua pendenza varia. Al limite, si possono avere
situazioni differenti.

1. Nel caso in cui f sia derivabile in zy, esiste finito il lllin% m(h) = f'(x9). Questo
%

significa che la retta r, assume una posizione limite, non parallela all’asse y al
tendere di h a 0. Tale posizione limite e detta retta tangente al grafico di f nel
punto Py e la sua equazione cartesiana ¢ data da

y — f(xo) = f'(w0)(z — 20) .

Pertantof'(zg) € il coefficiente angolare della retta tangente al grafico di f nel punto
P,.
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2. Se f non e derivabile in z, allora

fxo+h) = (o)
h

o Jlim
h—0

f(xzo +h) = f(x0)
- .

= 400 oppure A }llir%
o

f(xo +h) — f(xo)

assume una posizione limite, parallela all’asse y, al tendere di A a 0. Tale retta
¢ ancora tangente al grafico di f nel punto Py = (zo, f(z9)) e la sua equazione
cartesiana e data da = = xg. Per questo motivo, si dice che f ha in zy un punto di
flesso a tangente verticale. Ad esempio, la funzione f(x) = ¢z, € R, ha un punto
di flesso a tangente verticale in 0.

3. Nel caso in cui f sia continua in xg e dlim = +o0, la retta ry,
h—0

4. Nel caso in cui f sia continua in x( e
f(zo+h) — f(zo) /

3 fim L@ = F@) o cp g —m'
h—0+ h h—0~ h

con m # m' (cioe, m = fi(xg) e m" = fl(zo)), la retta r, non assume alcuna
posizione limite al tendere di h a 0. Infatti, se h tende a 0 da destra, la retta r,
assume una posizione limite ¢4(x), non parallela all’asse y e di equazione cartesiana
y — f(zo) = fi(zo)(x — x0). La retta ty(xo) ¢ tangente a destra al grafico di f nel
punto Py. Se h tende a 0 da sinistra, la retta rj, assume una posizione limite (o),
non parallela all’asse y e di equazione cartesiana y — f(zo) = fi(xo)(z — x0). Essa
¢ tangente a sinistra al grafico di f nel punto Fy. In particolare, le rette t4(z¢) e
ts(zp) non coincidono avendo coefficienti angolari diversi. In tal caso, si dice che
f ha in zg un punto angoloso. Ad esempio, la funzione f(z) = |z|, z € R, ha un
punto angoloso in 0.

5. Nel caso in cui f e continua in xg e
f(xo +h) — f(x0)

d lim f(@o + 1) — f(wo) = 400, d lim = —00
h—0t+ h—0~ h

(o viceversa), la retta r, non assume una posizione limite al tendere di h a 0. Infatti,
se h tende a 0 da destra, la retta r, assume una posizione limite ¢4(z), parallela
all’asse y e con verso di percorrenza dal basso verso l'alto. Essa ¢ tangente a destra
al grafico di f nel punto Fy. Se h tende a 0 da sinistra, la retta r, assume una
posizione limite t4(x(), parallela ancora all’asse y e verso di percorrenza dall’alto
verso il basso. Essa e tangente a sinistra al grafico di f nel punto F,. Pertanto
le rette t4(zo) e ts(zp), pur avendo la stessa equazione cartesiana x = zj, non
coincidono. In tal caso, si dice che f ha in xy un punto di cuspide. Ad esempio, la
funzione f(z) = ¢/|z], * € R, ha un punto di cuspide in 0.

Vediamo ora le relazioni esistenti tra 1'operazione di derivazione e le principali ope-
razioni tra le funzioni.
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Il seguente risultato e una conseguenza della definizione di derivata e delle operazioni
tra i limiti.
Teorema 5.1.7 (Regole di derivazione) Siano I un intervallo, xo un punto interno

ad I ed f, g: I — R due funzioni derivabili in xqo. Allora, f g, f-g e § (se g(xo) #0)
sono derivabili in xo e valgono le sequenti formule:

(5.1.1) (f £ 9) (o) = f'(0) £ g'(0) ;

(5.1.2) (f - 9)'(x0) = f'(w0) - g(wo) + f(20) - ¢ (20) ;

65.13) (£) o = Lz lon) = o))

9*(x0)

In, particolare, dalla (5.1.2) si deduce che

VeeR (¢ f)(xg) =c- f(x0)

e dalla (5.1.3) si deduce, ponendo f =1, che

1y g'(x0)
(-) (33'0) =" .
Y 9% (o)
Dim. La formula (5.1.1) ¢ una immediata conseguenza della definizione di derivabilita e

del fatto che il limite di una somma di funzioni ¢ uguale alla somma dei limiti.
Proviamo la formula (5.1.2). Osserviamo che, per ogni x € I, con x # o,
(f-9)(x) = (f -g)(xo) _ flx)-g(x) = f(xo) - 9(x) + f(x0)g(x) — f(20)g(20)
Tr — 2o r — Xy
x)— f(z x)— gz

T — Xo T — Xo

Per ipotesi e tenuto conto che la derivabilita implica la continuita (vedere la Proposizione
5.1.4), deduciamo che

iy LD =000 _ ) (FD=1) o) . 2000
T—T0 T — o T—T0 Tr — Xy T — X
= f'(o) - g(xo) + f(wo0) - g'(20) -
In modo analogo, si dimostra la formula (5.1.3). QED

Accanto alle operazioni algebriche, consideriamo le operazioni di composizione e in-
versione funzionale.
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Teorema 5.1.8 (Teorema di derivazione della funzione composta) Siano I, J C
R due intervalli aperti e f: I — R e g: J — R due funzioni tali che f(I) C J. Se f é
derivabile in xg € I e g € deriwabile in yo = f(xo) € J, allora la funzione composta g o f
e deriwabile in xy e vale la sequente formula

(5.1.4) (go f)(zo) =g (f(x0)) - (o).

DiM. Poiché g e derivabile in gy, possiamo scrivere che

9) — 9(yo) = 9'(y0) (v — yo) + w(¥) (¥ — wo)

per ogni y € J, dove w & una opportuna funzione definita su J tale che lim w(y) =0 =
Y—Yo

w(yo) (vedere I'Osservazione 5.1.2.2). Dato che f(I) C J e yo = f(xo) ne segue che, per
ogni x € I, con x # xy, vale la seguente identita

(go f)(x) = (g0 f)lxo) _ g(f(x)) = g(f(x0))

P ) (@) — flan)) + (@) (@) — Flo)
= (e LDIED g S S0,

Poiché f ¢ derivabile in xq e la derivabilita implica la continuita (vedere la Proposizione
5.1.4), deduciamo che

(g0 f)(x) = (g0 f)(xo)

lim
= lim |g/(f(20)) w +w(f(z)- f(I;(); - QQEO)

= g,(f(xo)) ) f/<I0) .

QED

Teorema 5.1.9 (Teorema di derivazione della funzione inversa) Siano I C R un
intervallo aperto e f: I — R una funzione continua e strettamente monotona in I. Se
[ ¢ derivabile in xog € I e f'(xg) # 0, allora la sua funzione inversa f=: f(I) — R ¢
derivabile in yo = f(xo) e vale la sequente formula

1
f'@o)
DiM. Per I’Osservazione 1.2.4 e i Teoremi 4.5.7, 4.5.9, f~! ¢ una funzione continua in
f(I) ed f(I) ¢ un intervallo aperto. Inoltre, per 'iniettivita e la continuita di f e di f~1,

(5.1.5) (f1)'(wo) =

Vy € f(I)\ {w}, Tz €\ {x} tale che y = f(x) o, equivalentemente, f~'(y) =
e x — xo se e solo se y — Y.
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Di conseguenza, per ogni y € f(I)\ {yo} possiamo scrivere che

) =) @)~ S ) w1
v =0 f(@) = f(z0) F(@) = flwg) — Te=fGol

Poiché y — yq se, e solo se, x — xg e f'(xg) # 0, ne segue che

N i ) O 1 !
lim = lim — .
y=ryo Y — Yo eowe L@=F@) " f1(x)

T—x0

QED

Osservazione 5.1.10 I teoremi precedenti continuano a valere in tutti i punti degli
intervalli di definizione delle funzioni in cui le ipotesi sono soddisfatte.

Esempi 5.1.11 (Derivate delle funzioni elementari)

1. [Costanti]| Sia f(z) =k per ogni x € R con k € R fissato. Allora f ¢ derivabile in
R e f'(x) = 0 per ogni x € R. Infatti, fissato = € R, risulta che

i L) = f o) _ oy ok

T—x0 xTr — LEO r—x0 L — xo

0.

2. [Potenze naturali] Per ogni n € N, sia f,(z) = 2™ per ogni x € R. Allora f, ¢
derivabile in R e f/ (x) = nz" ! per ogni z € R. Si puod dimostrare cid per induzione.
Infatti, per n = 1, fissato zy € R, si ha che

r — Xy

lim fi1(z) = fi(zo) — lim =—— 20 1.

T—T0 T — X r—zo T — T

per larbitrarieta di z(, possiamo concludere che la funzione f; € derivabile in R e
la sua derivata f{(x) =1 per ogni x € R.

Supponiamo ora che la funzione f,, sia derivabile in R e che la sua derivata sia
[/ (z) = nz"! per ogni x € R.

Fissato xy € R, per l'ipotesi induttiva, usando la (5.1.2) deduciamo che
D for1(w0) = D(fi- fo)(20) = fu(x0)+f1(20)nfo1(20) = 25+a0(nag™) = (n+1)ag.

Per l'arbitrarieta di xg, la funzione f, 1 e allora derivabile in R e la sua derivata e
r1(x) = (n+1)a"™ per ogni z € R.

3. [Polinomi e funzioni razionali] Dal Teorema 5.1.7 deduciamo anche che:

e (a) ogni polinomio P(x) = a,z" + a, 12" ' + ...+ a1z + ap & derivabile in R
e la sua derivata ¢ data da

P'(z) = napa™ ' 4+ (n — Dap_12" 2 + ... +as;
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e (b) ogni funzione razionale, cioe¢ del tipo

™ + Q1" .+ aT + ag

fla) = b ™ + by g™ L+ .+ bz + by’

¢ derivabile in R\ {z € R : b,2™ + by, 2™ ' + ... + byz + by = 0}; in
particolare, se f(z) = -, la sua derivata ¢ f'(x) = ——"+ per ogni z € R\ {0}.

4. [Funzioni trigonometriche| Sia f(z) = sinx per ogni € R. Allora f ¢ derivabile
in Re f/(z) = cosz per ogni x € R. Infatti, fissato 2y € R, dall’Esempio 4.1.12
risulta che

f(x) = f(xo)

sin x — sin xg

lim = lim
T—T0 r — T T—T0 r — 2o
. 2-sin £ . cos TEIO . sin £5R0 T + Zo
= lim = lim ——=— - cos = CoS g .
T—T0 T — X T—T0 TO 2

Per Parbitrarieta di xg, la tesi ¢ dimostrata. Analogamente, se f(x) = cosz allora
['(z) = —sin z; infatti, basta osservare che cos z = sin(5 —x) e dedurre dal Teorema
di derivazione della funzione composta 5.1.8 che:

Dcosz = D(sin(g —x)) = D(g — ) sin’(g — )
= —sin’(g —x)=— cos(g —x) = —sinx.

¢ derivabile in tutto il suo insieme di definizione e

La funzione f(z) = tanx =
la sua derivata e

CosS ™

y COS T COoST + sinxsinx 1 9
fl(x) = 5 =——=1+tan"z.
Cos* cos*

5. [Funzioni trigonometriche inverse| La funzione f(z) = arcsinz ¢ derivabile in
] = 1,+1[ e la sua derivata ¢ data da

1 1 1

Vo €] — 1,41 f(g) ooene _ _ :
xr ] + [ f(x> cos Y \/1—Sin2y \/1—1}2

in modo analogo si dimostra che
1
V1—22’

1
1422

Vo €] — 1,41 (arccosz) = —

Ve € R (arctanz) =
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[Esponenziali] Si dimostra facilmente usando il limite notevole 9 nel Paragrafo
4.3 che le funzioni esponenziali sono derivabili in R e che, posto f(z) = a”, vale la
relazione f'(z) = a®loga. Infatti,

) ax—i—h —a® e eh loga .,
hmT =a hmT = a" loga.
h—0 h—0

[Logaritmi] Si dimostra facilmente usando il limite notevole 8 nel Paragrafo 4.3
che la funzione f(z) =log,z (0 < a # 1) & derivabile in |0, +o0] e la sua derivata e
data da 1/(xloga). Infatti,
lim IOga(fE + h) - 1Oga<x) = lim loga(l + h/[E) _ 1 )
h—0 h h—0 h xloga

[Funzioni iperboliche] Si verifica immediatamente dalla definizione che

1

cosh? z

D(sinhx) = coshz, D(coshz)=sinhz, D(tanhz) =

[Funzioni iperboliche inverse| La funzione f(x) = settsinh x ¢ derivabile in R e
la sua derivata ¢ data da

y=sett sinh z 1 1

1
coshy 1+sinh2y a V1+a2’

Ve e R f'(x)

in modo analogo si dimostra che

1
Vo €]1,+00] (settcoshz) = ———,
x?—1
Vo €] —1,1] (setttanhz) = !
) - 1 . .ZUQ )

come si puo verificare anche usando le espressioni per le funzioni iperboliche inverse
trovate nel capitolo 1.

[Potenze reali] Dal Teorema 5.1.8 e dagli esempi precedenti deduciamo che la
funzione f(z) = 2% = e*1°8% (a € R) ¢ derivabile nel suo insieme di definizione
]0. + oo e la sua derivata ¢ data da

Vo €]0, +oo[ f'(z) = e*8%.a— = 2% . a— = az*".
T

Notiamo che la formula precedente e stata ottenuta in vari passi e con vari metodi,
partendo dal caso o € N, ma in definitiva e valida per ogni o € R.

Concludiamo questo paragrafo introducendo la
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Definizione 5.1.12 (Derivate successive) Siano f: I — R una funzione derivabile
nell’intervallo aperto I ed f': I — R la sua derivata prima.

Se la funzione derivata f' é a sua volta derivabile in xq € I, si dice che f ammette
derivata seconda in g e tale derivata seconda si indica con D*f(xg) oppure con f"(xo).
In particolare, risulta che

() = f(w0)
":E:":L':limf( .
[ (o) = (f') (20) e
Se tale derivata seconda esiste in ogni punto di I, si dice che f e derivabile 2 volte in [
e la funzione cosi definita

"I =R, o xel— f'(x),

¢ detta derivata seconda di f.

In modo analogo, si definiscono le derivate successive di f. Dato k € N, si dice che f
ammette derivata k—esima in xo € I se f & derivabile (k — 1) wvolte in I e la sua derivata
f%=V di ordine (k—1) ¢ derivabile in zy. Tale derivata k-esima si indica con D* f(xq) o
con f*) (). In particolare, f*)(xq) = (f* VY (x0). Se tale derivata esiste in ogni punto
di I, si dice che f e derivabile k volte in I e la funzione cosi definita

fO 1R, zel— fPO)),

¢ detta derivata k-esima di f. Se inoltre f*) ¢ una funzione continua in I allora si scrive
f € C¥(I) e si dice che f ¢ di classe C-k in I. Se f ¢ di classe C* in I per ogni k € N
allora si scrive f € C*°(I) e si dice che f ¢ di classe C-infinito in I.

Ad esempio, ogni polinomio P(z) = a,z™ + 12"+ ...+ a1z + ay & derivabile k
volte in R per ogni k € Ne P"(z) =n(n—1)a,2" 2+ (n—1)(n—2)a, 12" 3+ ... + 2as,
PO (2) =n(n—1)(n—2)a,a" 3+ (n—1)(n—2)(n—3)a,_12"*+...+6as, ..., PM(z) =
nla,, P®)(x) = 0 per ogni k > n.

5.2 Proprieta delle funzioni derivabili

Diamo ora i teoremi fondamentali del calcolo differenziale per funzioni reali di una
variabile reale. Questi risultati sono un utile strumento per la ricerca dei massimi e
minimi e per lo studio qualitativo del grafico delle funzioni. Oltre agli estremi assoluti
introdotti nella Definizione 1.2.6, la cui esistenza e discussa nel Paragrafo 4.5, definiamo
gli estremi relativi di una funzione.

Definizione 5.2.1 (Estremi relativi) Siano X C R, zo € X e f: X — R una funzio-
ne. Diciamo che f ha un massimo relativo in xy se esiste & > 0 tale che

Vo € XN]xg — 6,20 + I[: f(x) < flo);
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Figura — 5.1: Massimi e minimi relativi.

diciamo che f ha un minimo relativo in zy se esiste d > 0 tale che
Ve € XN|xg — d,z9 + d]: f(z) > f(xg).

Se f ha un massimo o un minimo relativo in xy, allora diciamo che ha un estremo relativo
in xg. Se le due disequaglianze precedenti valgono per x # xoq con < (risp. >) anziché <
(risp. >) diciamo che l’estremo relativo é proprio.

Osservazione 5.2.2 Ricordiamo che se f: X — R ammette massimo (o minimo) in X
allora esiste 7 € X (esiste 5 € X) tale che, perogniz € X, f(z) < f(x1) (f(z) > f(x2)).
In tal caso, si dice che f ha un massimo assoluto in x1 (un minimo assoluto in x,). E chiaro
che se 1 € X ¢ un punto di massimo assoluto (se x € X ¢ un punto di minimo assoluto)
per f, allora x; € un punto di massimo relativo (z5 € un punto di minimo relativo) per f.
Il viceversa non ¢ vero. Ad esempio, la funzione f(z) = 3z* — 1623+ 1822, con x € [—1,4],
ha un massimo relativo nel punto 1 e f(1) = 5, mentre ha un massimo assoluto (e quindi
relativo) nel punto —1 e f(—1) = 37. Inoltre, f ha un minimo relativo nel punto 0 e
f(0) = 0, mentre ha un minimo assoluto (e quindi relativo) nel punto 3 e f(3) = —27.
Osserviamo anche che una funzione f puo ammettere diversi massimi relativi e minimi
relativi, ma il massimo assoluto e il minimo assoluto (se esistono) sono unici. Infatti, la
funzione precedente ammette come massimi relativi f(1) = 5e f(—1) = 37 e come minimi

relativi f(0) =0e f(3) = —27.

Il seguente risultato fornisce un criterio per determinare i punti dove una funzione f
potrebbe assumere un estremo relativo.

Teorema 5.2.3 (Teorema di Fermat) Siano I C R un intervallo, xo € I un punto
interno, ed f: I — R una funzione. Se xy é un punto di estremo relativo di f ed f é
derivabile in xq, allora f'(zq) = 0.

DiM. Supponiamo che x( sia un punto di massimo relativo per f. Allora esiste 0 > 0 tale

che
Vo €|z —d,x0+0[C I : f(xz) < f(xo).
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Poiché f & derivabile in z, ne segue che

‘v’xe]mo—cS,xo[:MZO = lim M:f'(xo)zo,
r — T Ty r — I
YV €]xg, xo + d]: —f(ix) — i(%) <0 = lim+ —f(xa)j — i(m0> = f'(z0) <0.
— 40 T — 40
Di conseguenza, f'(zq) = 0. QED

Vista I'importanza che avranno nel seguito i punti in cui si annulla la derivata prima
di una funzione, introduciamo una speciale locuzione per indicarli.

Definizione 5.2.4 Sia f : I — R derivabile in I; i punti interni di I in cui si annulla
la derivata f' di f si dicono punti stazionari o punti critici di f.

Esempio 5.2.5 Consideriamo il problema di stabilire l'esistenza del massimo e del mi-
nimo assoluti della funzione f(z) = sinz — x cosz nell'intervallo [0, 7], e, nel caso che
esistano, di trovarli e di calcolare i punti di estremo.

Per risolvere problemi di questo tipo € sufficiente verificare se la funzione data
e continua nellintervallo chiuso e limitato assegnato. In tal caso, il Teorema
di Weierstrass 4.5.1 ci assicura l’esistenza del massimo e del minimo assoluti.

Poiché la funzione data ¢ continua nell’intervallo chiuso e limitato [0, 7] possiamo
concludere che essa ammette massimo e minimo assoluti in tale intervallo. Adesso rimane
il problema di determinare tali valori.

Per determinare tali valori, osserviamo che f puo assumere il massimo e mi-
nimo assoluti o agli estremi dellintervallo oppure all’interno dell’intervallo.
Se f e derivabile nell’interno dellintervallo, per il Teorema di Fermat 5.2.3
gli eventuali punti interni di massimo e minimo relativo annullano la sua de-
riwata. Quindi é sufficiente risolvere l'equazione f'(x) = 0 e calcolare il valore
di f su tutte le soluzioni di questa equazione che sono interne all’intervallo.
Infine, basta calcolare il valore di f agli estremi dell’intervallo e confronta-
re tutti 1 valori cosi ottenuti. Osserviamo che se la funzione da studiare ha
qualche punto in cui non e derwabile, allora bisogna calcolare il valore della
funzione anche in questi punti e fare il confronto con gli altri valori ottenuti.

Poiché la funzione data ¢ derivabile in |0, 7] risolviamo la seguente equazione
cosr —cosr+xsine =0 < x=0 o sinx=0 < x=km keZ.

Dato che tale equazione non ha alcuna soluzione all’interno dell’intervallo [0, 7], possiamo
concludere che la funzione f(z) = sinx — x cosx assume il massimo e il minimo assoluti
agli estremi dell'intervallo. Precisamente, f(0) = 0 € il minimo assoluto e f(7) = 7 ¢ il
massimo assoluto di f in [0, 7.
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Osservazione 5.2.6 Osserviamo che il Teorema di Fermat 5.2.3 rappresenta solo una
condizione necessaria affinché un punto interno all’intervallo sia di estremo relativo. In-
fatti, la funzione f(x) = 2® non ammette alcun punto di estremo relativo in R, ma la sua
derivata f’(x) = 322 si annulla in 0. II Teorema di Fermat quindi afferma che esiste la
seguente relazione tra i punti di estremo relativo e i punti stazionari di una funzione:

o punto di estremo relativo =  xy punto stazionario.

Il viceversa non ¢ vero in generale come mostra 1’esempio appena dato.

Diamo adesso un risultato (e sue conseguenze) che ci assicura ’esistenza di almeno un
punto stazionario.

Teorema 5.2.7 (Teorema di Rolle) Sia f: [a,b] — R una funzione. Se wvalgono le
sequenti proprieta

1. f ¢é continua in [a,b],
2. [ é derivabile in |a, b,

3. fla) = f(b),

allora esiste xy €la, b| tale che f'(xy) = 0.

Dim. Per la continuita di f in [a, b] possiamo applicare il Teorema di Weierstrass 4.5.1
e cosi concludere che f ammette massimo e minimo in [a, b], cioe esistono xy, xs € [a, b]
tali che

M = f(z1) = max f(z), m = f(z2) = min f(z).

x€|a,b] z€la,b|

Si possono verificare due casi: 7 e x5 coincidono entrambi con uno degli estremi, oppure
almeno uno tra z; e x5 & interno all’intervallo [a, b].
Se sia x1 che x5 coincidono con uno degli estremi, ad esempio x1 = a e x5 = b, allora
per l'ipotesi 3.
M = f(x1) = f(a) = f(b) = f(z2) =m

e questo significa che la funzione f ¢ costante in [a, b] e quindi f'(x) = 0 per ogni x € [a, b].
Se almeno uno tra x; e xo ¢ interno all'intervallo [a, b], ad esempio x; €la, b, allora

x1 € un punto interno di estremo relativo per f e quindi, per il Teorema di Fermat 5.2.3,

f'(xz1)=0. QED
Dal Teorema di Rolle si deducono facilmente i seguenti risultati.

Teorema 5.2.8 (Teorema di Cauchy) Siano f, g: [a,b] — R due funzioni continue
in [a,b] e derivabili in ]a,b]. Allora esiste xy €]a,b[ tale che

g (zo)[f(b) — f(a)] = f'(w0)[g(b) — g(a)].
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Figura — 5.2: Punto z; con tangente orizzontale.

DimM. Sia h: [a,b] — R la funzione cosi definita

Vo €la,b] hz)=g(@)[f(b) = fla)] = f(x)g(b) — g(a)].

Per le ipotesi su f e g possiamo affermare che la funzione h € continua in [a, b] e derivabile
in ]a,b[. Inoltre, si verifica facilmente che h(a) = h(b). Quindi, per il Teorema di Rolle
5.2.7 esiste xq €|a, b[ tale che

W(zo) =0 & g'(x0)[f(b) = fla)] = f'(x0)lg(b) — g(a)] =0
& g(xo)[f(b) = f(a)] = f'(x0)lg(b) — g(a)].

QED

Teorema 5.2.9 (Teorema di Lagrange) Sia f: [a,b] — R una funzione continua in
[a,b] e derivabile in |a,b[; allora esiste xy €|a,b| tale che

DiM. Basta applicare il Teorema di Cauchy 5.2.8, con g(z) = x per ogni x € [a,b]. [QED

Osservazioni 5.2.10

1. Il teorema di Lagrange ha un’interessante interpretazione geometrica: infatti il rap-
porto W e il coefficiente angolare della retta r che congiunge i punti estremi
del grafico di f su [a,b], cioe i punti (a, f(a)) e (b, f(b)), quindi il teorema afferma

che ¢’e un punto zq in cui la retta tangente al grafico e parallela ad r.

2. Osserviamo che il Teorema di Rolle (e quindi i Teoremi di Cauchy e di Lagrange)
non ¢ piu vero se una (e basta una) delle ipotesi non e soddisfatta. Facciamo qualche
esempio.
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(a) Se una funzione f ¢ continua in un intervallo [a, b], assume agli estremi di [a, 0]
lo stesso valore, ma non ¢ derivabile in ogni punto di |a, b[, non possiamo affatto
concludere che la sua derivata f’ si annulla in qualche punto di ]a, b[. Infatti,
la funzione f(z) = |x| & continua in [—1,1], f(1) =1 = f(—1), & derivabile in
| — 1,1[\{0}, ma la sua derivata f’ (dove esiste), che ¢ data da

(1 se x €]0, 1]
f(x>_{_1 se x €] —1,0[,

non si annulla in alcun punto di | — 1, 1[\{0}.

(b) Se una funzione f ¢ continua in un intervallo [a,b] e derivabile in |a, b[, ma
f(a) # f(b), non possiamo affatto concludere che la sua derivata f’ si annulla
in qualche punto di ]a,b[. Infatti, la funzione f(x) = 1/x & continua in [1, 2],
derivabile in |1,2[ e f(1) =1 # f(2) = 1/2, ma la sua derivata f'(z) = —1/z?
non si annulla in alcun punto di |1, 2[.

Diamo adesso alcune conseguenze del Teorema di Lagrange 5.2.9.

Proposizione 5.2.11

1. Sia f: |a,b] — R una funzione continua in [a,b] e derivabile in |a,b[. Se f' =0 in
la,b[, allora f é una funzione costante in [a,b].

2. Siano f, g: [a,b] — R due funzioni continue in |a,b] e derivabili in ]a,b[. Se f' = ¢
in la,bl, allora f — g é una funzione costante in |a, b].

Dim. 1. Osserviamo che, per ogni x €]a, b, la funzione f ¢ continua in [a, x] e derivabile in
la, z[. Si puo cosi applicare il Teorema di Lagrange concludendo che esiste zq €|a, x| tale
che % = f'(zo). Poiché f'(zo) = 0, ne segue che f(z)— f(a) =0, cioe f(z) = f(a).
2. segue applicando il risultato 1. alla funzione h = f — g.

Osservazione 5.2.12 Osserviamo che la Proposizione 5.2.11 non ¢ vera su insiemi piu
generali degli intervalli. Infatti, la funzione f, data da

1 sel0<a<1
f(m)_{Q se2<x<3,

¢ continua e derivabile in ]0, 1{U]2, 3] e la sua derivata f' = 0 in |0, 1{U]2, 3], ma f non &
costante in tale insieme.

Teorema 5.2.13 (Test di monotonia) Sia f: [a,b] — R wuna funzione continua in
[a,b] e derivabile in ]a,b]. Allora valgono le sequenti proprieta.

1. Se per ogni x €la,b[ f'(x) > 0 allora f é strettamente crescente in [a,b.

2. Se per ogni x €la,b] f'(x) <0 allora f é strettamente decrescente in [a,b].
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Dim. Dimostriamo solo 1. Fissati z1, x5 € [a,b] con x1 < x4, osserviamo che la funzione
f & continua in [z, 25| e derivabile in |z, z5]. Possiamo allora applicare il Teorema di
Lagrange 5.2.9 per concludere che esiste x¢ €]z, xo[ tale che

f(z2) — f(z1)

To — X7

= f'(w0),

dove f’(x¢) > 0. Tenuto conto che x; < w5, ne segue che f(x1) < f(x3). Per I'arbitrarieta
di 21 e x9, abbiamo dimostrato che f ¢ strettamente crescente in [a, b].
In modo analogo si dimostra la 2. QED

In modo analogo si dimostra anche

Teorema 5.2.14 (Criterio di monotonia) Sia f: [a,b] — R una funzione continua
in [a,b] e derivabile in |a,b[. Allora valgono le sequenti proprieta.

1. Vx €]a,b] f'(x) >0 < f ¢ crescente in |a,b).
2. Vx €la,b] f'(x) <0 <« f é decrescente in [a,b].

Ricordiamo che una funzione ¢ Lipschitziana (vedi Definizione 4.5.11.2) se ha rapporti
incrementali limitati. Se consideriamo funzioni derivabili, tale condizione segue dalla
limitatezza della derivata.

Teorema 5.2.15 Sia f : I — R una funzione continua nell’intervallo I e derivabile net
punti interni di 1. Se la funzione derivata f' é limitata allora f é lipschitziana in I.

DiM. Per ogni x, 2’ € I esiste xg punto interno ad I tale che

T =) ) < swp ),
e quindi, posto L = sup; | f'(z)|, risulta | f(z') — f(x)| < L]z’ — x|. QED

Un’altra utile proprieta e espressa nella seguente proposizione.

Proposizione 5.2.16 Sia f : [a,b] — R continua in [a,b] e derivabile in |a,b|. Se esiste

finito il lirg f'(z) = ¢, allora f ¢ derivabile a sinistra in b e fi(b) = (.
T—b~

Dim. Fissata una successione (z,,) in [a, b] che converge a b, per il Teorema di Lagrange
per ogni n esiste t,, €]x,, b tale che

f(0) — f(an)

!
- tn )

o ()
sicché ) — ()

— f(x

lim ————" = '(t,) = 1.
T i ()

Poiché questo vale per ogni successione (z,)nen come sopra, la tesi € provata. QED

Inoltre, usando i Test di monotonia 5.2.13 e facile dedurre che vale
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Teorema 5.2.17 (Test della derivata prima) Siano f: [a,b] — R una funzione con-
tinua in [a,b] e derivabile in |a,b] e xo €]a,b[ un punto stazionario di f. Allora valgono
le sequenti proprieta.

1. 36 > 0 tale che Yz €|xg — 6,20 f'(x) > 0 e Va €|z, xo + 0] f'(z) < 0 allora zo ¢é
un punto di massimo relativo di f.

2. 30 > 0 tale che Vx €|xg — d,z0[ f'(x) <0 eV €|xg,x0+ 6] f'(x) > 0 allora xq é
un punto di minimo relativo di f.

3. 30 > 0 tale che Vx €lxg — 6,20 + 0] f'(x) <0 (o f'(x) > 0) allora o non & né un
punto di massimo ne di minimo relativo di f.

Osserviamo che i punti del teorema precedente si possono utilizzare anche se la
funzione f € continua ma non derivabile nel punto z.

Esempio 5.2.18 Consideriamo il problema di determinare gli intervalli di monotonia e
2

stabilire 'esistenza dei massimi e minimi assoluti e relativi della funzione f(x) = e>-T nel
suo insieme di definizione.

Per risolvere problemi di questo tipo é sufficiente verificare che la funzione
data sia derivabile nel suo insieme di definizione. In tal caso, per i Test di
monotonia e della deriwata prima lo studio del segno della sua derivata per-
mette di individuare gli intervalli di monotonia e gli eventuali estremi relativi.
Infine, tramite lo studio del comportamento della funzione agli estremi del
suo insieme di definizione si puo stabilire se la funzione data ammetta o no
massimo o minimo assoluti.

La funzione data & definita e derivabile in X =] — oo, 1{U]1, 400[. La sua derivata f’ &
data da ( ) , )
2 20(r—1)—x 2 x° — 21
e @17 EENE
cosi che f/(z) > 0 se e solo se 22 — 22 > 0 se e solo se v < 0 o x > 2. Allora f
¢ strettamente crescente in | — 00, 0[ e in |2, 400[, mentre ¢ strettamente decrescente
in ]0,1[ e in ]1,2[. Inoltre 0 ¢ un punto di massimo relativo e f(0) = 1, mentre 2 ¢

un punto di minimo relativo f(2) = e*. Possiamo gia concludere che f non ammette

massimo e minimo assoluti dato che f(0) =1 < e* = f(2). In ogni modo, osserviamo che
lim f(z) =400, lim f(z)=0, lim f(z)=0e lim f(z)= +oc.
z—+00 T——00 z—1~ x—1t

Ne segue che supy f = 4oo einfy f = 0.

I Teorema di Cauchy permette di dimostrare il seguente risultato che ¢ un utile
strumento per il calcolo di limiti che si presentano sotto la forma indeterminata 0/0 o
00/ 00.
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Teorema 5.2.19 (Teorema di de I’Hoépital) Siano f, g: ]Ja,b[— R due funzioni deri-
vabili in la,b]. Se ¢'(x) # 0 in un intorno destro di a e

1. lim+ f(z) = lim g(x) =0 oppure £oo,

T—a z—at
/
2 1im L&) _y
z—at g/(.fE)
allora esiste
lim M =/.
z—at g(x)

Dim. Diamo la dimostrazione solo nel caso in cui lim flz) = lim, g(x) = 0. Allora
Tr—ra T—ra

possiamo estendere per continuitd f e g nel punto a ponendo f(a) = g(a) = 0. In tal
caso, fissata una successione (,),eny Cla, b[ convergente ad a, risulta che, per ogni n € N,
f e g soddisfanno le ipotesi del Teorema di Cauchy 5.2.8 nell'intervallo [a, z,] e quindi
esiste t,, €|a, z,[ tale che

g ) (xn) = fla)) = f'(t)g(xn) — g(a)] & ¢'t)f(2a) = f'(ta)g(zs)
o f(x,) _ f'(tn)
9(wn) g (tn) .

Ora t, — a* (dato che t, €]a,z,[ e z, — a¥) cosi che g:g:; % ¢ per il Teorema di
(zn

. . . . oy . . . n
caratterizzazione dei limiti con successioni 4.1.8 e di conseguenza anche ch(Tg — (. Per

larbitrarieta di (z,,)nen la tesi segue grazie al Teorema di caratterizzazione dei limiti con
successioni 4.1.8. QED

Esempi 5.2.20 Applichiamo adesso il Teorema di de I'Hopital per calcolare alcuni limiti
notevoli.

1. lim % = 0 per ogni 3 > 0; infatti

r——+o00 ePT

/
1
im - i =0 = lim — =0.
T—+00 (eﬁac>/ T—+00 6eﬁ$ z—+oo0 BT

Questo risultato si generalizza subito come segue

Vo, >0 lim % — lim (L)azo.

z—+oo BT T—+00 e(ﬁ/a)a}

1 «
2. Da 1. segue lim M
Tr—400 :EB

t =log, = cosi che z = a).

= 0 per ogni o, B > 0 e 0 < a # 1 (basta porre

Osservazioni 5.2.21
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1. Anzitutto, osserviamo esplicitamente che il Teorema 5.2.19 vale anche se ¢ = +o0.

2. 1l teorema continua a valere se a = —oo oppure se si considera il limite per z — b,
con b € R o b= 400, e anche se si considera il limite per x — xy con zy un qualsiasi

punto dell'intervallo ]a, b].

tano nella forma indeterminata co — oo 0 0 - co.

. Il teorema di de I’'Hopital puo essere usato anche nel calcolo di limiti che si presen-

Supponiamo che si voglia calcolare il lim_ [f(z) 4+ g(x)], dove lim flz) = 40 e
T—ra r—a

lim+ g(z) = —oo. Allora basta porre la funzione f + g nella seguente forma
Tr—ra

G IIC)
fl@) +g(z) = ==

f(@)g(x)

e poi applicare il Teorema di de I’'Hopital alle funzioni ﬁ + ==

1, 1
. fl@) 7 f@)g(x)
esempio
. 1 2 . x—2sinx
lim ——| = lim ——;

z—0t [ sinx T z—0t  xsSinT

applicando il Teorema 5.2.19 otteniamo

. (x—2sinz) , 1—2coszx
lim ~————> = lim ——+———— = —0
z—0+  (xsinx) e—0+ sinx + x cosx

e quindi

SR
lim — —| = —00.

z—0+ |sinx x

Supponiamo ora che si voglia calcolare il lim+ f(x)g(x) dove lim+ flx) =
r—a r—a

Ad

0e

lim g(x) = +o0o0. Allora basta porre la funzione f - g in una delle seguenti forme

rz—a™t
f(z) g(x)
f(x)g(ac) =1 Y f(x)g(x) = 1
g(x) f(@)
e poi applicare il Teorema di de I'Hopital alle funzioni f(z) e ﬁ oppure alle funzioni
g(x) e ﬁ Ad esempio
. . logx
lim rlogr = lim ——;
z—0t z—0t P
applicando il Teorema 5.2.19 otteniamo
log )’ .
(log ) = lim - =0

z—0t 1y’ r—0t —=
T z?
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e quindi
lim zlogx =0.

z—0t

4. 1l procedimento indicato nel Teorema 5.2.19 si puo iterare, a patto che le funzioni
f e g siano derivabili piu volte: se il rapporto f’/¢’ da ancora luogo ad una for-
ma indeterminata del tipo visto, si puo procedere ad una ulteriore applicazione e
studiare il limite del rapporto f”/g”, e cosi via.

5. Anche le forme indeterminate 1°°,0° oo” si possono ricondurre alle precedenti uti-
lizzando 1'uguaglianza f(x)9®) = e9(®)18f(*) In questo caso infatti 'esponente pre-
senta una forma indeterminata dei tipi visti ed allora basta prendere I’esponenziale
del limite.

5.3 Funzioni convesse e concave

Introduciamo adesso una ulteriore proprieta delle funzioni reali di una variabile reale
utile ai fini dello studio qualitativo del relativo grafico.

Definizione 5.3.1 Siano I C R un intervallo e f: I — R una funzione derivabile in I.

1. Dictamo che la funzione f e convessa in I se

(5.3.6) Ve, zg €1 f(x) > f(xo) + f'(z0)(x — x0) .

2. Diciamo che la funzione f e concava in I se

(5.3.7) Vo, xo €I f(x) < fxo) + f'(x0)(x — x0)

Se le due disequaglianze precedenti valgono per x # xo con > (risp. <) anziché > (risp.
<) diciamo che la funzione f ¢é strettamente convessa in [ (risp. strettamente concava
inI).

Osservazioni 5.3.2

1. La diseguaglianza (5.3.6) significa che per ogni zy € I la retta tangente al grafico
di f nel punto (z, f(z0)) (di equazione y = f(xo) + f'(zo)(z — o)) € al di sotto del
grafico di f. Mentre, la diseguaglianza (5.3.7) significa che per ogni g € I la retta
tangente al grafico di f nel punto (xg, f(x¢)) (di equazione y = f(xo)+f'(xo)(x—x0))
¢ al di sopra del grafico di f.
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-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

Figura — 5.3: Grafico di una funzione convessa e della retta tangente.

2. Si puo dare la definizione di convessita e concavita anche nell’ambito della classe
delle funzioni non derivabili. Precisamente, data una funzione f: I — R, diciamo
che f & convessa (risp. concava) nell'intervallo I se il suo epigrafico (risp. ipografico)

Eri={(z,y): v el,y> f(x)} (visp. Dy :={(z,y): x€l,y<f(x)})

¢ un sottoinsieme convesso di R?, cio¢ tale che per ogni coppia di suoi punti P, Q
I'intero segmento di estremi P e () appartiene ancora all’insieme dato. Se esplicitia-
mo questa condizione con P e @) sul grafico di f, la richiesta diviene che il segmento
della retta secante il grafico di f che passa per P e () sia contenuto in £f (risp. Dy).
Ricordando l'equazione della secante (vedi Osservazione 5.1.6), cio vuol dire che

i f(ﬁz) - f(xl)

To — I

(5.3.8) f(x) < fla)

(x — 1)

se 17 < x < To. Poiché ogni punto z siffatto si puo scrivere nella forma =z =
tro + (1 —t)xy, con t = 222 1a (5.3.8) diviene

oy + (1 =t)zr) <tf(ze) + (1 —1)f(21),

condizione che dev’essere verificata per ogni coppia di punti x1,29 € I e per ogni
t € [0,1]. Ovviamente, considerazioni analoghe valgono per le funzioni concave, e
conducono alla diseguaglianza di concavita

fltro+ (1 —t)xq) > tf(xe) + (1 — 1) f(xq).
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Si puo anche dimostrare che ogni funzione convessa (o concava) in un intervallo
aperto e ivi continua e che la precedente definizione e la Definizione 5.3.1 sono
equivalenti nell’ambito della classe delle funzioni derivabili.

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

Figura — 5.4: Funzione 22, x; = —0.5, x5 = 1.

3. La funzione esponenziale a” & un esempio di funzione strettamente convessa in R,
mentre la funzione logaritmo log, x & un esempio di funzione strettamente concava
in ]0, +o00[ se a > 1 (strettamente convessa in |0, +oo[ se 0 < a < 1).

Il segno della derivata seconda (qualora esista) permette di determinare gli intervalli
di convessita e/o di concavita di una data funzione come il seguente risultato mostra.

Teorema 5.3.3 (Criterio di convessita/concavita) Sia f: [a,b] — R una funzione
derivabile in [a,b] e 2 volte derivabile in |a,b[. Allora valgono le sequenti proprieta.

1. Le sequenti condizioni sono equivalenti:

(a) f & convessa in [a, D]
(b) [’ é crescente in |a, b
(c) f"(x) >0 per ogni x €la,b|.

2. Le sequenti condiziont sono equivalenti:

(a’) f & concava in |a, b

(b’) f' e decrescente in [a, D]
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(¢’) f"(x) <0 per ogni x €|a,bl.

DiM. Dimostriamo solo il punto 1.
Per il Criterio di monotonia 5.2.14 applicato alla funzione derivata f’ possiamo concludere
che f’ & crescente in [a,b] se e solo se f”(x) > 0 per ogni z €]a, b].

Per completare la dimostrazione basta dimostrare che le affermazioni (a) e (b) sono
equivalenti.

Dimostriamo prima che (a) implica (b). Fissati z1, 22 € [a,b] con x1 < x5 e posto zg
uguale a x; e poi uguale a x5 in (5.3.6), risulta che per ogni x € [a, b|

(5.3.9) f(@) > flz1) + fl(x) (2 — 21)
(5.3.10) f(@) > fx) + f'(z2)(x — 22) .

Scelto © = x5 in (5.3.9) e x = z; in (5.3.10) otteniamo

Q) > fon) + f(@1)(xe —21) e flz1) > flx) + f(x2) (w1 — 22) .

Sommando membro a membro, deduciamo che

f@2) + f(z1) > f(o1) + f'(21)(we — 21) + f(22) + f'(2) (21 — 72)
& 02> fl(v1) (w2 —21) + ['(22) (21 — 22)
& [f'(xe) = f'(z1)] - (22 —21) > 0.

Dato che 21 < x9, ne segue che f'(x1) < f'(x3).

Dimostriamo infine che (b) implica (a). Fissati z, zg € [a,b] con = # xq, per il
Teorema di Lagrange 5.2.9 esiste un punto x; interno all’intervallo di estremi zy e z tali
che

(5.3.11) f(@) = f(xo) = (1) (2 — x0)

Se x > xg, anche x1 > x¢ e quindi f'(x;) > f'(x¢) per la monotonia di f’. Questo insieme
a (5.3.11) implica che

f(@) = f(zo) > f'(xo)(x —w0) & f(x) > f(xo) + f(20)(x — o) .

Se x < xg, anche z7 < x¢ e quindi f'(x1) < f'(x¢) per la monotonia di f’. Dato che
x — xo9 < 0 questo insieme a (5.3.11) implica ancora che

f(@) = fxo) = fl(xo)(x —0) & [flx) = flwo) + f(20) (2 — o) . [QED

Concludiamo questo paragrafo con la definizione di punto di flesso.
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Definizione 5.3.4 Siano I C R un intervallo, xy € I un punto interno ad I ed f: I — R
una funzione (derivabile in I). Diciamo che xo é un punto di flesso per f se esiste § > 0
tale che f & convessa (risp. concava) in |xg — d§,x0[(C I) e concava (risp. convessa) in
|20, xo + 0[(C I).

Per determinare gli eventuali punti di flesso di una data funzione e utile la seguente
condizione necessaria.

Proposizione 5.3.5 Siano I C R un intervallo aperto, xo € I e f: I — R una funzione
derwabile in I. Se xq ¢ un punto di flesso per f e f e deriwabile 2 volte in xqy, allora

f”(l’o) =0.

5.4 Il metodo di Newton per il calcolo degli zeri di
una funzione

In questo paragrafo presentiamo un metodo per la soluzione dell’equazione f(x) =
0 piu efficiente del metodo di bisezione utilizzato nella dimostrazione del Teorema di
esistenza degli zeri. Esponiamo questo metodo nel caso di una funzione f : [a,b] — R,
derivabile con f'(z) > 0 e convessa in [a, b] con f(a)-f(b) < 0. Dal Teorema 4.5.2 sappiamo
che esiste un’unica soluzione zy €la, b] dell’equazione f(z) = 0. Per la crescenza di f si
ha f(a) < 0e f(b) > 0. Scelto un punto z; con f(z1) > 0 il metodo di Newton consiste
nel trovare il punto x, di intersezione della retta tangente al grafico della funzione nel
punto (z1, f(x1)) con l'asse delle ascisse. La retta tangente ha equazione

y = flz1) + f'(z1)(x — 21),
e incontra ’asse y = 0 nel punto

_ f(@)
L)

(5.4.12) Tog =12

Per la convessita di f si ha

f(w2) > f(a1) + f(z1)(v2 — 21) = 0 = f(70).

Siccome f ¢ strettamente crescente risulta zo < x e, poiche f(z1) > 0, f'(z1) > 0,
da (5.4.12) abbiamo x5 < x; < b. Allora possiamo ripetere ’argomento a partire da
ottenendo una successione definita per ricorrenza da

f(zn)
f(@n)

(5.4.13) 1 =0b, Tpy=x,—

Vale il seguente teorema.
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Figura — 5.5: Due iterazioni del metodo di Newton.

Teorema 5.4.1 (Metodo di Newton) Sia f una funzione di classe C*([a,b]), conves-
sa e supponiamo f(a) - f(b) < 0 e f'(x) > 0 per ogni x € [a,b]. Allora la successio-
ne (x,) definita per ricorrenza da (5.4.13) converge decrescendo all’unica soluzione xg
dell’equazione f(x) = 0.

Dim. Come per i primi due termini si dimostra che (z,) & decrescente e zy < x,, per ogni
n € N. Allora esiste limz,, = Z € [z, b]. Dalla (5.4.13), per la continuita di f e f’ si ha
n

@
f'(x)’
da cui f(Z) = 0 e per I'unicita della soluzione = = xy. QED

5.5 Formula di Taylor

Dati una funzione f: I — R e xy € I punto interno all’intervallo I, se f e derivabile
in x( possiamo scrivere che, per ogni x € I,

(5.5.14) f(x) = f(xo) + f'(w0)(x — m0) + w(@)(x — 20)

dove w ¢ una opportuna funzione definita in I tale che lim w(x) = 0 = w(xy) (vedere
T—T0

w(z)(r —x
Osservazione 5.1.2.2). Quindi lim M = 0 e questo si esprime talvolta dicendo
T—x0 T — :L'O

che la funzione w(z)(x — o) € un infinitesimo di ordine superiore a x — xy per x — .
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Introduciamo ora un simbolo (detto di Landau) che permette di descrivere in maniera
sintetica questa situazione.

Definizione 5.5.1 (“0” piccolo ) Date due funzioni f e g definite in un intorno di x,
si dice che

f(x) =o(g(z)) per = — xo
e si legge “f(x) € o piccolo di g(x) per x — xy” se

im @ =
(5.5.15) xl%xo o(2) 0.

Se g ¢ una funzione non nulla in '\ {zo} e lim g(x) = 0, cioe g é un infinitesimo per
T—T0

r — xp, il fatto che f(z) = o(g(x)) per + — zo implica che anche f(x) tende a 0 per
x — xo ma piu velocemente rispetto a g(z). Ecco perché in tale caso si dice che f(x) ¢é
un infinitesimo di ordine superiore a g(x) per x — xo. Deve essere chiaro che il simbolo o
non esprime una relazione funzionale, ma, data g, descrive una classe di funzioni, quelle
f per cui vale (5.5.15). Le proprieta che stiamo per enunciare vanno pertanto intese in
questo senso.

La relazione “o piccolo” adesso introdotta verifica le seguenti proprieta: per ogni
ceR,conc#0,eacR

- o(g) +olg) = olg),

c-o(g) = o(g),

N =

g1 - 0(g2) = o(g1 - g2),

- W

o(g1) - 0(g2) = o(g1 - g2),
5. lo(g)|* = o(lg|*),

6. o(g +o(g)) = o(9),

7. o(o(g)) = o(g).

Indicata con Rj(z;xg) la funzione w(x)(x — xp) che compare in (5.5.14), possiamo
scrivere
f(@) = flzo) + f'(wo)(x — wo) + Ru(; 70)
dove Ry (x; o) = o(x —x0) per z — xy. Questo significa che, se approssimiamo la funzione
f con il polinomio di 1° grado f(xg) + f'(x)(x — x0), cioe

f@) = f(xo) + f'(zo)(x — x0),

commettiamo un errore Ry (x;x¢) = o(x — ) che ¢ un infinitesimo superiore a (z — o)
per x — xq, dato che
. Ry(x;xg
Jim T %0)
T—=z0 T — X0

=0.
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Notiamo anzi che f e derivabile in x( se e solo se esiste a € R tale che

J(x) = f(wo) + alz = xo) + ox — o).

Ovviamente, in tal caso a = f'(zg).
A questo punto e naturale porsi il problema se, data una funzione f n volte derivabile
in un punto o, si possa approssimare con un opportuno polinomio P,(z) di grado n
commettendo un errore R, (x;xo) che tende a 0 piu rapidamente di (z — ()" quando
xr — xo. Tale problema ha una risposta positiva, come vedremo dopo aver introdotto i
polinomi di Taylor.
Data una funzione f: I — R n volte derivabile in un punto zy € I interno all’intervallo
I, si dice polinomio di Taylor di ordine n e di centro (o punto iniziale) xo di f il polinomio
cosl definito
k) (o)

Ty (x: 20) = f(xo) + f (20)(z = 20) + ...+ = =z — 2o)f 4.+ (1 — )"

I
e
’Q
|
8
N

=0

Nel caso in cui zg = 0, T,,(z) = T,,(z;0) si dice polinomio di MacLaurin di ordine n di f.

Si puo dimostrare che il polinomio di Taylor 7T),(z; x¢) € 'unico polinomio di grado n
per cui f*¥)(zy) = TP (xo;z0) per ogni k =0,1,...,n.

Inoltre osserviamo che, se f(r) = a,2" + a,_ 12" ' + ... + a1x + ap & un polinomio
di grado n, allora f coincide con il suo polinomio di Taylor T, (x;xg) di ordine n e di
centro o per ogni fissato xo € R. Quindi, in questo caso f e T, (x;xy) rappresentano la
stessa funzione e sostituire I'una con 'altra non comporta alcun errore, dando cosi una
giustificazione intuitiva al fatto che i polinomi di Taylor sono gli opportuni polinomi che
permettono di risolvere positivamente il problema appena posto, come mostra il seguente
risultato.

Teorema 5.5.2 (Formula di Taylor con il resto di Peano) Sia f: I — R una fun-
zione (n — 1) wolte deriwvabile nell’intervallo aperto I e derivabile n wvolte in un punto
xo € 1. Allora, per ogni x € I,

™ (2
f(xo) + f(xo)(x —x0) + ... + f—()(x — 20)" + Ry (x;x0)

n!
— " (o)
k!

()

(5.5.16) 2 (x — 20)" + Ru(w;20)

ol

=0

dove R, (x;x0) = o((x — xo)"), cioeé

(5.5.17) lim (i 20)

T—T0 (:E — 1’0)”

=0.
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Per (5.5.16) e (5.5.17) possiamo cosi scrivere che, per ogni x € I,

(x — o)™

(5.5.18) f(@) = f(xo) + f'(zo)(® — m0) + ... + [f" (20) + w()]

n!
con w(z) = % perx € I e x # xg, w(xg) = 0. La (5.5.18) si dice formula di Taylor
di ordine n e punto iniziale x (formula di MacLaurin di ordine n se xy = 0) con il termine
complementare, o resto, di Peano.

DiM. Per dimostrare la (5.5.17) basta verificare che

f(x) = T (; o)

li =0
e (x — x0)"
0, equivalentemente, che
(n=1) (g n—
) fx) = f (o) = ['(wo)(w — o) — ... = L5 (& — o)
im
o (x — xo)"
(n)
(5.5.19) P A
n!

Se n = 1 il risultato segue dalla definizione di derivabilita in xy. Se n > 1, osserviamo
che le funzioni al numeratore e al denominatore del limite in (5.5.19) soddisfanno tutte
le ipotesi del Teorema di de L’Hopital 5.2.19 e quindi il suo calcolo puo essere ricondotto
al calcolo del limite per x — x( delle rispettive derivate, cioe al calcolo del

(5.5.20) lim f(@) = f'(w0) = f"(w0)(x — 20) — ... — %(w 2o ? |

T—x0 n(x _ xo)nfl

Anche nel limite (5.5.20) le funzioni al numeratore e al denominatore soddisfanno tutte
le ipotesi del Teorema di de L’Hopital 5.2.19 e quindi il suo calcolo puo essere ricondotto
al calcolo del limite per x — z delle rispettive derivate. Questo procedimento puo essere
iterato (n—1) volte (vedi Osservazione 5.2.21.4) riconducendo il calcolo del limite (5.5.19)
iniziale alla seguente relazione

o T@) = F D) [0 )

a0 nl(z — xq) n!

Y

FO7D (@)= f 7D (o)
(z—z0)
derivata (n — 1)—esima di f nel punto xy e f ¢ n volte derivabile in x. QED

che ¢ vera, dato che non ¢ altro che il rapporto incrementale della

Esempi 5.5.3 Per calcolare lo sviluppo di Taylor di una funzione f ad un ordine pre-
fissato n, in generale non si puo far altro che calcolare le derivate di f fino all’ordine n
ed usare i risultati trovati per ottenere i coefficienti del polinomio di Taylor 7,,. In molti
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casi pero si riescono ad ottenere formule che forniscono, in dipendenza dal parametro
k=0,1,...,n, il valore di tutte le derivate f*), almeno nel centro dello sviluppo; in tal
caso si puo scrivere il polinomio di Taylor cercato senza ulteriore fatica. Nel caso delle
funzioni elementari, poi, che sono di classe C'**°, si possono scrivere i polinomi di Taylor di
ogni ordine. Un’ulteriore semplificazione si ha spesso se il centro dello sviluppo ¢ 2o = 0.

Diamo adesso lo sviluppo in formula di MacLaurin di ordine n di alcune funzioni
elementari:

1. [Esponenziale] Poiché D*e” |,y = e |,—¢1 per ogni k € N, si ottiene facilmente

2 l,3 n

(5.5.21) e _1—|—:c+2+3!—|—...—|—n!—|—0(x)

2. [Funzioni trigonometriche| Le derivate di ordine pari della funzione seno sono
D*sinx = (—1)*sinz e quelle di ordine dispari D**!sinz = (—1)* cos x, sicché
per x = 0 tutte le derivate pari si annullano, mentre la derivata di ordine 2k + 1
vale (—1)%. Ne segue lo sviluppo

3 2 x

2n+1
+o(a*"),

ove si ¢ tenuto conto che D?*"*2sinz = 0 per x = 0. Analogamente, per il coseno
risulta D?* cosz = (—1)¥cosz e D**!cosz = (—1)*sinx, da cui

ZL‘2 1'4 :L,Zn

(5.5.23) cosT = 1——+—+...—|—(—1)"(2n>!

5 4' 4 O(I2n+1)

ove si & tenuto conto che D?*"*cosz = 0 per z = 0.

-1t

Figura — 5.6: Grafici dei polinomi di Taylor di grado 4 e 12 di cosz.
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3. [Formula del binomio] Per a € R consideriamo la funzione f(z) = (1 + z)*. Un
calcolo elementare mostra che D¥f(0) = a(a — 1) -+ (o — k + 1), da cui

1
5.5.24 o —ltaegs 0D
2

+a(a—1)...(a—n—|—1)

o " + o(x™).

4. [Logaritmi] La funzione f(z) = log(l + x) ha per derivata (1 + x)~!, quindi
possiamo usare lo sviluppo del binomio (5.5.24) per &« = —1 per ottenere
2 3 4 n
(5.5.25) log(1 +2) =z — % + "% - “””Z T (—1)"*1% +o(a™).

5. [Funzioni trigonometriche inverse] Anche le funzioni trigonometriche inverse
hanno derivate di tipo binomiale (pur di sostituire 22 al posto di ), e quindi se ne
possono ottenere gli sviluppi di MacLaurin dalla (5.5.24). La derivata della funzione
arcotangente ¢ (1 + 2?)~!, e quindi

1'3 2n+1

(5.5.26) arctane =x — — + ...+ (—1)" ’

2(n+1)
3 2n +1 +olx )

Analogamente, la derivata della funzione arcoseno ¢ (1 —2?)~/2 e la derivata della
funzione arcocoseno & —(1 — 22)~/2  da cui

128 132° (2n — 1! 2+l
5.5.27 inr = Sl e I 242
( ) arcsinx = x + 53 + 51 E +...+ @l 2n g1 + o(z*"+?)
e 1;1;3 13:1}5 (2n_ 1>” :EQn'H
5528 = — — - — = 2n—+2
( ) arccosx 5T "53 " 21F @l 2011 + o(x*" 1),

dove abbiamo introdotto per comodita il simbolo del semifattoriale k!!, definito da
(2n)!! =2-4---(2n) per k =2n pari,e 2n+ ! =1-3---(2n+1) per k =2n+1
dispari.

Il termine complementare di Peano fornisce solo una informazione qualitativa dell’erro-
re che si commette nell’approssimare una funzione data con il relativo polinomio di Taylor
di ordine n e punto iniziale xy. Per avere qualche informazione di tipo quantitativo su tale
errore occorre ovviamente richiedere che la funzione data soddisfaccia qualche ulteriore
proprieta. Precisamente, risulta:

Teorema 5.5.4 (Formula di Taylor con il resto di Lagrange) Siano I un interval-
lo aperto, zg € I ed f € C"T(I); allora per ogni x € I esiste & € I, con |x—z| < |z — =0,
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tale che
®) (4 ™) (20 (n+1) (7 .
+—f k(‘ >(x—x0)k+...—|——f n(' )(x—xo)”+—Jzn+£)!)(x—m0)”+ )

La (5.5.29) si dice formula di Taylor di ordine n e punto iniziale x (formula di MacLaurin
di ordine n se xy = 0) con il termine complementare, o resto, di Lagrange.

Osserviamo che se la funzione f, oltre a soddisfare le ipotesi del Teorema 5.5.4, ha
derivata £V di ordine (n+41) limitata in I, cioe esiste un M > 0 tale che | f"+)(z)| < M
per ogni z € [ allora
f(n+1)< :Z') M

o N (e n+1 I PO n+1
(1) (x — ) < |x — zo|" .

HFiu(; m0)| = (n+1)!

Questa diseguaglianza permette di valutare il resto R, (x; zo) e quindi di stimare quantita-
tivamente 1’errore che si commette approssimando la funzione f con il relativo polinomio
di Taylor di ordine n e punto iniziale x(, come negli esempi che seguono.

Esempi 5.5.5

e Supponiamo di voler valutare I’errore che si commette nell’approssimare e col poli-
nomio di MacLaurin di ordine 4 della funzione f(z) = e”.

Tale polinomio & Ty(x;0) = 1 4+ = + ‘%2 + ”:”3—? + ﬁ—? e quindi, applicando il Teorema
5.5.4, possiamo scrivere che

i 2?2 2d at e

e :1+x+?+§+z+ax ,
con 0 < |z — x| < |z|. Sostituendo = = 1 otteniamo che 0 <z <1 e

emt1r1s b by e o3 @
n 2 31 4 5 7 57

dove R5(1;0) = 1‘% < 1370 =0,025 e 1370 > 1072, Questo ci permette di affermare

che, approssimando e con 2, 7083, solo la prima cifra decimale ¢ certamente esatta.

e Supponiamo invece di voler approssimare e con un errore non superiore a 1074
(e questo significa che le prime quattro cifre dopo la virgola del numero trovato
corrispondono a quelle dello sviluppo decimale del numero e).

La formula di McLaurin di ordine n con il termine complementare di Lagrange della
funzione f(x) = e* ¢ data da

e =1+ +x2+ +xk+ IS
2 k! n! " (n+1)! ’
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con 0 < |z — x| < |z|. Sostituendo x = 1 otteniamo che 0 <z < 1 e

ei
(n+1)17

S I T
— R R sy

dove B
e* 3
< .
(n+1)! = (n+1)!

Affinché I'errore che si commette nell’approssimare e con 1+1+ % +...+ % +...+ #
non sia superiore a 10~* basta determinare n in modo tale che

|Rn(150)| =

3 —4
l .10%
CFSL <10 < (n+1)!>3-10".

Ora il piu piccolo n che soddisfa la diseguaglianza di sopra e uguale a 7. Quindi la
somma (calcolarlal)

IS T I
26 24 120 720 ' 5040

fornisce una approssimazione del numero e con 4 cifre decimali esatte.

e La formula di Taylor ¢ anche un utile strumento per calcolare i limiti. Facciamo
qualche esempio:

1.
. Itz —er (1430 —32°+0(z?) — (14 32 + g2° + o(z?))
lim ————— = lim
x—0 ;152 x—0 xz
. —3a? + o(2?) 1
= lim —4+———~ = -~
z—0 x2 4
2.
sina —arctanz (¢ — g2 +o(z")) — (x — 32° 4 o(z"))

im = lim
=0 /T +z —sinz  *0 z(1 + Lz 4 o(x)) — (z — g2 + o(z?))
1.3 4
sr° +olw
i B )
=0 522 4 o(x?)

Un’altra importante applicazione della formula di Taylor e la seguente condizione
sufficiente di estremalita.

Teorema 5.5.6 (Condizione sufficiente di estremalita) Siano I un intervallo aper-

to, f € C™(I) e xy € I tale che f'(x0) = f"(20) = ... = f™ D(xy) = 0 e f™(x0) # 0.
Allora:
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1. sen ¢&pari e f™(x0) > 0 allora zy & punto di minimo relativo proprio per f in I,
2. sen ¢ pari e f™(x0) < 0 allora x¢ & punto di massimo relativo proprio per f in I,

3. sen e dispari allora xo non € né un punto di minimo né un punto di massimo
relativo per f in I.

Dim. Poiché la funzione f soddisfa le ipotesi del Teorema 5.5.2 possiamo scrivere che

f// (xo)

f@) =f(wo) + f(wo)(x — wo) + 9 (z—20)® +...
- Lo —1 r—2)"
—|—f(nf(1)!)(fl?—l"o)n +%[f( Nzo) +w(x)], wel,

dove lim w(z) =0 = w(zo) (cfr con (5.5.18)). Tenuto conto che f'(xg) = f"(xg) = ... =

T—rT0
f™=Y(z9) = 0, ne segue che

(x — )"

oy [F™(20) + w(z)], zel.

(5.5.30) f(@) = flwo) =

Osserviamo ora che lim [f™ (zg) + w(z)] = f™(x0) # 0 e quindi, per il Teorema della

T—x0
Permanenza del Segno, esiste un § > 0 tale che |z — 6, 29 +6[C I e la funzione [f™ (xq) +
w(z)] ha lo stesso segno di f(™(x) in tale intervallo.

Se n ¢ pari e f™(z9) > 0, da (5.5.30) segue che f(z) — f(x0) > 0 per ogni = €
|z — 6,20 + 8[\{zo} e questo significa che xy & un punto di minimo relativo proprio per
fin I.

Se n & pari e f™(z9) < 0, da (5.5.30) segue che f(z) — f(x0) < O per ogni z €
lzo — 8,20 + 6[\{z0} e questo significa che xg & un punto di massimo relativo proprio per
fin I.

Se n ¢ dispari e f™(x) > 0 (< 0), da (5.5.30) segue che f(z) — f(z¢) < 0 (> 0) per
ogni x €|xg — d,z0] e f(x) — f(xo) > 0 (< 0) per ogni = €]z, Ty + J[; questo significa che
2o non € né un punto di minimo né un punto di massimo relativo per f in I. QED

5.6 Grafici di funzioni

Una delle principali applicazioni del calcolo differenziale trattato in questo capitolo
consiste nello studiare 'andamento qualitativo di una funzione e di tracciarne il relativo
grafico. A tal fine si puo procedere secondo lo schema seguente.

e Determinare ['insieme o dominio di definizione: in generale, e data un’espressione

analitica (vedi il Paragrafo 1.2.c) di cui bisogna determinare il dominio naturale
Dom(f).
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e Stabilire se la funzione gode di qualche simmetria, cioe stabilire se f e dispari o pari
o se f e periodica.

e Determinare il segno della funzione e le intersezioni del grafico con gli assi quando
e semplice farlo.

e Clalcolare 1 limiti agli estremi del dominio di f, cioe calcolare i limiti di f per
x — %00 se Dom( f) non ¢ limitato superiormente e/o inferiormente e i limiti (destro
e/o sinistro) per z — xo per ogni zo ¢ Dom(f) punto di accumulazione di Dom(f).
In questa fase, si determinano anche gli eventuali asintoti orizzontali, verticali e
obliqui e i punti in cui la funzione ¢ prolungabile per continuita. Ricordiamo che

1. la retta di equazione y = ¢ si dice asintoto orizzontale per f se lirf flz)=1¢,
T—r00

2. la retta di equazione x = =z si dice asintoto verticale (risp. destro, risp.
sinistro) per f se lim f(x) = oo (risp. lim f(x) = oo, risp. lim f(z) = 00),
T—x0 x_m(')* =T
3. la retta di equazione y = max + q con m # 0 si dice asintoto obliquo per f se
lim [f(@) = (ma+ )] =0,
Osserviamo che 'esistenza dell’asintoto orizzontale per x — +oo (risp. per z —
—00) esclude Desistenza dell’asintoto obliquo per z — 400 (risp. per x — —00).
Inoltre, si procede come segue per determinare l'esistenza dell’asintoto obliquo: si
verifica prima che
3 1im 29 e R {0},

xr——+00 X

in tal caso, si verifica poi che

3 1 — = R.

i [f(x) ~ma] =g €
Se ambedue queste condizioni sono soddisfatte, allora si puo concludere che y =
max + ¢ € un asintoto di f per x — 4o00. Si procede in modo analogo per x — —oo.

e Cualcolare la deriwata prima e successivamente determinare il suo segno cosi che si
possono stabilire gli intervalli dove la funzione & crescente o decrescente e i punti
di estremo relativo. In questa fase, si determinano anche i punti del dominio di
definizione in cui la funzione non ¢ derivabile e quindi gli eventuali punti angolosi
o di cuspide o di flesso a tangente verticale.

e Cllcolare la derivata seconda e successivamente determinare il suo segno cosi che
si possono stabilire gli intervalli dove la funzione € convessa o concava e i punti di
flesso.

e Disegnare il grafico con 'aiuto delle informazioni raccolte nei punti precedenti.



CAPITOLO 6

CALCOLO INTEGRALE

Con lo studio del Calcolo integrale ci prefiggiamo di risolvere due problemi apparen-
temente distinti, ma che in realta si vedranno essere intimamente legati. Essi sono:

Problema 1 (antiderivazione) Sia I C R un intervallo; data f : I — R, dire se
esiste una funzione G derivabile in I tale che G' = f.

Problema 2 (quadratura) Date f,g : [a,0] = R, con f(z) < g(x) per ogni
x € |a, b], assegnare un valore numerico che esprima 1’area dell’insieme

E={(r,y) €R: a<z<b, fl)<y<gla)}

Per quanto riguarda il problema 2 si vuole definire ’area di una regione piana in modo che
certi (naturali) requisiti siano soddisfatti: per esempio, si vuole che 'area di una regione
A contenuta in una B sia piu piccola dell’area di B, o che I'area dell’'unione di due regioni
disgiunte sia la somma delle aree, e cosi via. Non formalizziamo tutte le richieste, ma e
importante avere in mente che una funzione che esprima [’area non puo essere arbitraria.

Definizione 6.0.1 (Primitive) Date f,G : I — R, si dice che G é una primitiva di f
in I se G ¢ deriwabile in I e risulta G'(x) = f(x) per ogni x € I.

Osservazioni 6.0.2 Le seguenti proprieta delle primitive sono immediate conseguenze
della definizione.

1. Se G ¢ una primitiva della funzione f in I, ogni funzione del tipo G(zx) + ¢, con
c € R, ¢ ancora una primitiva di f in I. Infatti, D(G +¢) = G' = f.

2. Se G1 e G5 sono primitive della stessa funzione in un intervallo I, allora la funzione
differenza Gy — G € costante in /. Infatti, risulta D(G; — Gs) = G} — Gy =0in I,
e quindi Gy — G4 e costante in I per la Proposizione 5.2.11.

3. Tenendo conto delle precedenti osservazioni, il problema del calcolo di tutte le primi-
tive di una funzione f in un intervallo si riconduce al calcolo di una sola primitiva.
Infatti trovatane una, sia G, le funzioni G + ¢, al variare della costante ¢ in R, sono
tutte e sole le primitive di f in [.

120
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Esempio 6.0.3 Ricordando le derivate delle funzioni elementari, possiamo dire che:

a+1
F(z) = x—i—l (# —1) ¢ una primitivadi  f(z) =2% in ]0,4o0|
«
1
F(z) =log,x ¢ una primitiva di f(z) = in 0, +o0]
rloga
F(z) =cosx ¢&una primitiva di f(z) = —sinz in R

F(z) =sinz ¢ una primitiva di f(z) =cosz in R.

6.1 Funzioni integrabili secondo Riemann

In questo paragrafo considereremo sempre funzioni definite in un intervallo chiuso
e limitato che denoteremo [a,b]. Daremo una definizione di integrale di una funzione,
ma precisiamo che questa non e I'unica definizione possibile per affrontare i problemi
su esposti. Le idee presentate in questo capitolo sono state sviluppate dal matematico
tedesco Bernhard Riemann (1826-1866), ed e per questo che l'integrale che definiremo
viene detto integrale di Riemann.

Definizione 6.1.1 (suddivisione) Si dice suddivisione dell'intervallo [a, b] la scelta di
un numero finito di punti xo, ..., x, tali che

a=2)g <1 < Ty <---<xp,=0
Per la generica suddivisione di [a,b] useremo la notazione P = {a = xq, ..., x, = b}.

Notiamo che fra le suddivisioni di un intervallo sussiste ’ovvia relazione di inclusione.
Costruiremo l'integrale di una funzione con un procedimento di approssimazione basato
sulle nozioni introdotte nella seguente definizione.

Definizione 6.1.2 (Somme integrali) Sia data f : [a,b] — R limitata, e fissiamo una
suddivisione P = {a = xq,...,x, = b} di a,b]. Per k=1,...,n poniamo

(6.1.1) my = inf{f(z): xp1 <z <}
My, = sup{f(z): xp1 <z <m}

e defintamo la somma integrale inferiore di f relativa a P ponendo
(6.1.3) s(f,P) = ka(xk — Tp_1)

k=1
e la somma integrale superiore di f relativa a P ponendo

(6.1.4) S(f.P) =Y M(wy — z1).
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Tutta la costruzione e basata sulle proprieta delle somme integrali esposte nella
proposizione seguente.

Proposizione 6.1.3 Sia f : [a,b] — R limitata, e siano P,Q suddivisioni di [a,b], con
P cQ. Allora
s(f,P) <s(f,Q) <S(f,Q) <S(f,P).

DiM. Proviamo I’enunciato per () ottenuta da P aggiungendo un punto, poiché nel caso
generale bastera ripetere I'argomento per ogni punto appartenente a () e non a P. Siano

allora P ={a =29 <--- <z, =0b},e Q= PU{z}. Se, com’e ovvio, assumiamo che &
non appartenga a P, esiste un indice j € {1,...,n} tale che z;_; <z < z;. Posto

m; = inf{f(x): z;_1 <z <7}, m;f =inf{f(z): z <z <u;},

M; = sup{f(x): z;_1 <w <}, M =sup{f(z): 7 <z <a},

risulta, dall'osservazione 1.1.9.4, m; > m;, m7 > m;, M; < M;, M} < Mj, e quindi

s(f,Q) —s(f,P) = mj(x — ;1) +mj(x; —2) —my(x; —x;.1) >0,
S(f, Q) - S(f, P) = M/(j] - ZEj_l) + MJ/»,(.%']‘ — j]) - Mj(l’j - xj—l) S 0.

J

Poiché la diseguaglianza s(f, Q) < S(f, Q) ¢ ovvia dalla definizione per ogni suddivisione
Q, la tesi & dimostrata. QED

Definizione 6.1.4 (Funzioni integrabili) Data f : [a,b] — R limitata, definiamo il
suo integrale inferiore in [a, b] ponendo

b
/ f(z)dz = sup{s(f, P) : P suddivisione di [a, b|}
e il suo integrale superiore in [a, b] ponendo
b
/ f(z)dx = inf{S(f, P) : P suddivisione di [a, b]}.
Diciamo che f ¢ integrabile in [a, b] se

/Lbf(x)dx = ff(:c)dx

In tal caso, il loro comune valore st denota con

/abf(a:)da:

e si dice integrale definito di f in [a, b].



6.1. Funzioni integrabili secondo Riemann 123

Notiamo che nella notazione appena introdotta per gli integrali la variabile z ¢ muta,
puo cioe essere sostituita con qualunque altro simbolo senza alterare il significato dell’e-
spressione. In particolare, se f ¢ integrabile in [a, b] allora le scritture fab f(x)dz e fab f(t)dt
indicano lo stesso numero.

Osservazione 6.1.5 Mostriamo con un esempio che non tutte le funzioni sono integra-
bili. Come si vedra, I’esempio e piuttosto “artificiale”, rispetto agli esempi considerati
fin qui, che sono sempre stati costruiti usando le funzioni elementari, malgrado sia pro-
babilmente il piu semplice possibile. Questo fa capire che in generale le funzioni che
incontreremo saranno tutte integrabili negli intervalli chiusi e limitati. D’altra parte, e
importante essere consapevoli che una definizione ha senso solo se qualche oggetto sfugge
alla classe che si sta definendo; altrimenti, la definizione ¢ quanto meno inutile. Vediamo
I’esempio di funzione non integrabile, che in genere viene chiamata funzione di Dirichlet,
dal nome di un matematico dell’ottocento. Sia f : [0,1] — R definita da

w={s  LIEkie

Poiché fra due qualunque numeri reali ci sono sempre un numero razionale ed un numero
irrazionale, per ogni suddivisione P = {0 = x¢, ..., 2z, = 1} di[0,1] eperognik =1,...,n

risulta (con la solita notazione) my = 0 e M), = 1, e quindi s(f,P) =0e S(f,P) = 1.
Segue

/Llf(x)d:c =0, /Olf(x)dx =1

e quindi f non ¢ integrabile.

L’integrale definito gode di alcune semplici proprieta, che valgono in modo ovvio per
le somme integrali e seguono facilmente per I'integrale.

Proposizione 6.1.6 (Proprieta degli integrali) Siano f,g : [a,b] — R integrabili, e
sitano o, f € R. Allora:

1. [Linearita] La funzione af + Bg ¢é integrabile, e risulta
b b b
/ (af + Bg)dr = a/ fd:c—i—ﬁ/ gd.

2. [Additivita rispetto all’intervallo] Se ¢ €]a,b[ allora

/acfdx+/cbfd:c:/abfd:c.
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3. [Confronto] Se f(z) < g(x) per ogni x € |a,b] allora

b b
/fdxg/ gdx.

Osservazione 6.1.7 E utile definire I'integrale anche quando il primo estremo d’integra-
zione e un numero reale maggiore del secondo estremo. Il modo piu coerente di definire

I'integrale ¢ il seguente:
a b
/ fdxr = — / fdx
b a

per ogni f : [a,b] — R integrabile. Con questa definizione, la proprieta di additivita
rispetto all’intervallo vale qualunque sia ’ordine dei punti a, b, c.

La verifica dell’integrabilita di una funzione, piu che sulla definizione, fa spesso uso
del seguente risultato.

Teorema 6.1.8 (Caratterizzazione delle funzioni integrabili) Una funzione limi-
tata f : [a,b] — R é integrabile in [a,b] se e solo se per ogni e > 0 esiste una suddivisione

P di [a,b] tale che S(f,P) —s(f,P) < e.

Dim. Sia f integrabile, sia I € R il valore dell’integrale e sia ¢ fissato. Siccome [ ¢ sia il
valore dell’integrale superiore che quello dell’integrale inferiore, dalla Proposizione 1.1.11
(con €/2 al posto di €) segue che esistono due suddivisioni P, e P, tali che

S(f7P1)<I+%7 8(f7P2)>I_§‘

Per P = P, U P, risulta allora, grazie alla Proposizione 6.1.3,
S(f,P)—S(f,P) < S(f,P1)—S(f,P2) <e

e la prima implicazione ¢ dimostrata.

Viceversa, se per ogni € > 0 esiste una suddivisione P di [a,b] tale che S(f, P) —
s(f, P) < e, poiché la differenza tra integrale superiore ed integrale inferiore & minore
della differenza S(f, P) — s(f, P) per ogni suddivisione, risulta

Zf—/ibfﬁe

per ogni € > 0, e, per ’Osservazione 1.1.10, cio e possibile solo se fabf = f;f, cioe se f ¢
integrabile. o QED

Usando il precedente risultato, si puo dimostrare che ampie classi di funzioni sono
integrabili. Vediamo alcuni risultati abbastanza generali.
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Teorema 6.1.9 (Integrabilita delle funzioni continue) Se f : [a,b] — R ¢é continua
in [a,b] allora ¢ integrabile in |a, b].

DiM. Useremo la caratterizzazione dell’integrabilita data nel Teorema 6.1.8. Fissato
e > 0, poiché f & uniformemente continua in [a, b] in virtu del Teorema di Heine-Cantor
4.5.14, esiste un § > 0 tale che |z — y| < ¢ implica |f(z) — f(y)| < e. Di conseguenza,

se fissiamo una suddivisione P = {zq,...,z,} di [a,b] tale che xy — zx_1 < 0 per ogni
k=1,...,n, con la solita notazione risulta M, — m; < ¢, e pertanto
S(f, P)—s(f, P) = Z(Mk —my) (T — 1) < 52(3% —x-1) = £(b—a).
k=1 k=1
QED

Definizione 6.1.10 (Funzioni continue a tratti) Diciamo che f : [a,b] — R ¢ conti-
nua a tratti in [a, b] se é continua per ogni x in [a,b] eccetto un numero finito di punti in
cut ha discontinuita di prima specie.

In modo equivalente, si puo dire che f € continua a tratti se ¢ continua per ogni x in
[a, b] eccetto un numero finito di punti, siano 1, ..., x,, e le restrizioni di f agli intervalli
la,z1], [x1,22],...,[Tn,b] sono continue.

Osservazione 6.1.11 (Integrabilita delle funzioni continue a tratti) Se f ¢ con-
tinua a tratti in [a,b] allora & integrabile in [a,b]. Infatti, con la notazione appena
introdotta, f & integrabile negli intervalli [a, z1], |1, 23], ..., [T,, ] e risulta

/abfz/jlf+/:2f+---+/:1f+/;f

Le funzioni monotone in un intervallo possono presentare un numero infinito di punti
di discontinuita, ma sono ancora integrabili.

Teorema 6.1.12 (Integrabilita delle funzioni monotone) Se f : [a,b] — R ¢é mo-
notona in |a,b] allora é integrabile in |a, b].

DiM. Useremo anche in questo caso la caratterizzazione dell’integrabilita data nel Teore-
ma 6.1.8. Per fissare le idee, supponiamo f crescente. In tal caso, per ogni suddivisione

P = {xg,...,z,} di [a,b] risulta, con la solita notazione, My, = f(xx) e my = f(xr_1).
Dato allora € > 0, basta scegliere P tale che x; —x,_1 < ¢ per ogni k =1,...,n, cosi che
si abbia
S(f.P)=s(f,P) = Z(Mk —my)(Tk — Tp—1) = Z(f(xk) — f(@p-1)) (T — Tp21)
k=1 k=1

< ey (flan) = flawa)) = (f(b) = f(a)).
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QED
Il seguente risultato ci permettera di estendere notevolmente la classe delle funzioni
integrabili.

Proposizione 6.1.13 Siano [ integrabile in [a,b] e g : R — R lipschitziana in ogni
intervallo limitato. Allora g o f & integrabile in [a,b.

Dim. Poiché f ¢ integrabile in [a, b], f € limitata, diciamo |f(z)| < M per ogni x € [a, b].
Sia L la costante di Lipschitz di g nell'intervallo [—M, M], sicché risulti

(6.1.5) lg(y1) — 9(y2)| < Llys — 2| Vyi,y2 € [=M, M].

Dato € > 0, per ipotesi esiste una suddivisione P = {a = xy,...,x, = b} dell'intervallo

[a, b] tale che S(f, P) — s(f,P) <e/L. Posto, per k =1,...,n

my = inf{f(z):
My, = sup{f(z): zp_1 <x < x4}
m, = wi{g(f(x))
My = sup{g(f(2)) :

per (6.1.5) risulta M, —m) < L(M) — my). Quindi

o1 < x < 1}

o1 < x <}
Tpo1 < o <y}

n

> (M} — mi)(zx — 2p1)

k=1

LY (M —mp)(zp — 251) = L(S(f, P) = s(f. P)) <&

k=1

S(go f,P)=s(gof,P) <

IN

e per I'arbitrarieta di € la tesi segue dal Teorema 6.1.8 di caratterizzazione delle funzioni
integrabili. QED

Il precedente risultato e molto generale: vediamone alcune semplici conseguenze. E
utile introdurre le seguenti notazioni. Poniamo

_ y se y=>0
g = {O se y<0
_ B 0 se y=>0
g (y) o { —y se y<0
e, per f: I =R,
_ [ f@) se f(z) =20
fr@) = {O se f(z) <0
_ B 0 se f(z)>0
J(z) = {—f(x) se f(x) <0
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Le funzioni f* ed f~ si dicono rispettivamente parte positiva e parte negativa di f. No-
tiamo che le funzioni f* ed f~ sono entrambe positive e che f = f© — f~, mentre
\fl = fT + f~. Dal momento che risulta fT = g" o f, f~ =g o f e le funzioni g*, g~
sono lipschitziane, si ha subito che se f & integrabile in [a, b] allora anche f*, f~|f| sono
integrabili. Inoltre, vale la diseguaglianza

(6.1.6) ‘/abf(;z:)dx‘ < /: ()] d.

Infatti, —|f| < f < |f|, per la proprieta di confronto, implica

—/abeIS/abe/ab!fl,

e da (1.1.1) segue (6.1.6). Applicando ancora la Proposizione 6.1.13 si ottiene che se f &
integrabile anche f? ¢ integrabile (f? = go f, con g(y) = % lipschitziana sugli intervalli
limitati) e, se f e g sono integrabili, lo & anche il prodotto fg; infatti,

fo=[(F+97 (7~ 97|

e, se f e g sono integrabili, sia f + g che f — g lo sono, cosi come i loro quadrati.
Naturalmente, e possibile completare questi risultati, estendendoli al caso di potenze
diverse da 2 e al prodotto di piu di due funzioni.

Possiamo ora dare una soluzione (parziale) al Problema 2 posto all’inizio del capitolo.

Definizione 6.1.14 (Area di figure piane) Siano date f,g : |a,b] — R integrabili,
con g(x) < f(x) per ogni x € [a,b]. Si dice area dell’insieme

E={(z,y) eR*: a<z<b, g(z) <y< flz)}

il numero fab(f — g)du.

Osserviamo che gli insiemi del tipo descritto nella definizione precedente (cioe gli
insiemi di punti compresi tra i grafici di due funzioni integrabili) possono essere usati in
situazioni piu generali: dato un insieme qualunque del piano, si puo infatti tentare di
scomporlo nell’'unione disgiunta di un numero finito di insiemi del tipo detto, e la sua
area sara data dalla somma delle aree dei singoli sottoinsiemi, ciascuna calcolata come

spiegato.

Abbiamo visto che 'integrale e, in un certo senso, un’estensione dell’operazione di
somma. Come per un numero finito di numeri ay, ..., a, si definisce la media aritmetica
m ponendo

1
m:_§ ag,
n

k=1

si puo definire un concetto di media integrale.
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Definizione 6.1.15 Sia f : [a,b] — R integrabile; si definisce la media integrale di f in
[a,b] ponendo

b
mif) =y [ S

Teorema 6.1.16 (Teorema della media integrale) Sia f : [a,b] — R integrabile, e
s1amno

m=inf{f(z): a <z <b}; M =sup{f(z): a <z <b};

allora m < m(f) < M. Se inoltre f ¢é continua in [a,b] allora esiste xo € |a,b] tale che

[ (wo) = m(f).

Dim. Per provare la prima affermazione, basta integrare le diseguaglianze m < f(z) < M
in [a, b], tenendo conto della proprieta di confronto. Si ottiene

m(b— a) S/ f(z)dz < M(b—a),

da cui, dividendo per b — a, la tesi.
Per quanto riguarda la seconda affermazione, basta applicare il Teorema dei valori
intermedi 4.5.5 al numero m(f) € [m, M]. QED
Osserviamo che, se f(z) > 0, il numero m( f) ¢ I'altezza del rettangolo di base [a, b] che
ha la stessa area del trapeziode di f definito da {(z,y) € R?*: a <z <b, 0 <y < f(z)}.

6.2 Teorema fondamentale del calcolo e integrali
indefiniti

In questo paragrafo mostriamo come si risolve il Problema 1 del calcolo delle primitive
di una funzione, e quali sono i legami tra i due problemi enunciati. Iniziamo osservan-
do che, data una funzione f integrabile in [a,b], per ogni z € [a,b] si puo considerare
I'integrale tra a ed = di f, ottenendo un risultato che (ovviamente!) dipende solo da
x, e pertanto definisce una nuova funzione con dominio [a,b]. Vediamone una prima
importante proprieta.

Proposizione 6.2.1 Sia f : [a,b] — R integrabile; definiamo la sua funzione integrale
F ponendo

(6.2.7) F(z) = /9C f(t)de, x € [a,b].

La funzione F ¢é lipschitziana in [a,b].
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Dim. Sia M = sup{|f(z)| : a <z < b}. Notiamo che per I'Osservazione 6.1.7 e per la
proprieta (6.1.6) risulta

IF(21) — Fay)| = ‘/:2f(t)dt’ < ’/:2|f(t)|dt‘ < ‘/ Mdt( < M|z1 — ).

QED

La precedente proposizione mostra che la funzione integrale di f ¢ piu regolare della
f stessa. Utilizzando F' si possono costruire le primitive di f, sotto I'ulteriore ipotesi che
f sia continua. E questo il contenuto del seguente importante risultato.

Teorema 6.2.2 (Teorema fondamentale del calcolo) Sia f : [a,b] — R continua in
[a,b]. Allora la funzione

F(z) = /w f(t)dt, x € |a, b,

¢ derivabile in [a,b] e risulta F'(z) = f(x) per ogni x € |a,b).

Dim. Fissiamo zg € [a,b] e proviamo che F'(zq) = f(xo). Per I'arbitrarieta di xy questo
prova la tesi. Esplicitando la definizione della derivata, dobbiamo mostrare che

hm F(ZL’O + hf)L — F(ﬂfo) _ f(l'o),

h—0

cioe, esplicitando anche la definizione di limite, che per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che
per |h| < § risulta

(6.2.8) Fzo+ h]z —F@) i <

Sia quindi € > 0 fissato. Per ipotesi, f € continua in [a, b] e in particolare in g, sicché, in
corrispondenza del numero ¢ fissato,

(6.2.9) 30 > 0 tale che |z — zo| <9 = |f(z) — f(zo)] <e.

Notiamo che risulta

1

zo+h
(6.2.10) f(zo) = E/ f(xo)dx

Zo

(¢ la media integrale della costante f(z() nell'intervallo di estremi xy e zo + h) e che, per
I’Osservazione 6.1.7, possiamo scrivere il rapporto incrementale di F' nella forma:

F(ao + h})L — Flzo) _ % [ / . / ¥ ()i

zo+h
= % / f(z)de.

Zo

(6.2.11)
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Da (6.2.11) e (6.2.10) deduciamo

o219 EAEMEEE g o L () )i

Se ora prendiamo |h| < 0, con § dato da (6.2.9), risulta anche |z — x| < 0 per & compreso
tra xo ed xg + h, sicché, usando (6.1.6), otteniamo

ot WP ) < 2 [ 1)~ staofao < § [ tw=e

X0 xo
cioe (6.2.8). QED

Osservazione 6.2.3 E importante notare che nel teorema fondamentale del calcolo non
e necessario che l'intervallo [ in cui la funzione f e definita sia chiuso e limitato. Infatti,
anche se il dominio di f ¢ un intervallo aperto o illimitato (anche R, che anzi ¢ un
caso frequentissimo), pur di fissare (arbitrariamente, ma una volta per tutte) un punto
a € I, tutti gli integrali che abbiamo scritto sono calcolati su intervalli chiusi e limitati,
in accordo con la trattazione precedente.

Il teorema fondamentale del calcolo mostra come si puo calcolare una primitiva di una
assegnata funzione continua in un intervallo. In realta, grazie alle Osservazioni 6.0.2, il
procedimento fornisce tutte le primitive cercate. Il teorema mostra lo stretto legame che
c¢’e tra i Problemi 1 e 2 enunciati all’inizio del capitolo: il procedimento usato per risolvere
il Problema 2, che fornisce ’area delle regioni di piano descritte nel Paragrafo precedente,
permette infatti di costruire, facendo variare ’estremo superiore d’integrazione, le pri-
mitive di una funzione continua data. Notiamo che, com’e evidente dalla dimostrazione,
avremmo potuto definire una funzione integrale diversa, ponendo

Fio) = [ st

con ¢ punto qualunque di |a, b], ed avremmo ottenuto ancora una primitiva di f (e quindi
tutte le primitive). La costruzione appena vista da ragione della seguente definizione.

Definizione 6.2.4 (Integrale indefinito) Sia I un intervallo, e sia f: 1 — R; si dice
integrale indefinito di f ["insieme di tutte le primitive di f. Si denota con

/ f(@)dz.

1. Non bisogna confondere 'integrale definito con quello indefinito, che sono evidente-
mente oggetti del tutto diversi: ["integrale di f tra a e b é un numero reale, mentre
l"integrale indefinito di f € un insieme di funzioni. Il legame tra i due, che giustifica
i nomi, e nella costruzione del secondo, che ¢ basata sulla definizione del primo.

Osservazioni 6.2.5
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2. Abbiamo dato la definizione di integrale indefinito per una generica funzione f, ma
saremo quasi sempre interessati all’integrale di funzioni continue sull’intervallo [.
In questo caso possiamo scrivere

(6.2.13) /f(x)dx: {/jf(t)dt—i—c: CER},

dove a ¢ un qualunque punto di /. Infatti, la funzione integrale di f ¢ una primitiva
di f per il Teorema fondamentale del calcolo, e tutte le altre primitive si ottengono
sommando un’arbitraria costante, come spiegato nelle Osservazioni 6.0.2.

3. Se il dominio di f non e un intervallo, ma, per esempio, I'unione di piu intervalli, al-
lora la descrizione dell’integrale indefinito cambia. Per esempio, sapendo che log |z|
¢ una primitiva della funzione 1/x, definita per = €] — 0o, 0[U]0, +o0[, 'integrale
indefinito di 1/z ¢ dato da tutte le funzioni del tipo

logx + ¢4 se x >0
log(—z) +cy sex<0

al variare di tutte le possibili scelte di ¢; e ¢y in R, che non c¢’e alcun motivo di
scegliere uguali. In particolare, la descrizione completa dell’integrale indefinito non
dipende da una sola costante arbitraria (come nel caso in cui il dominio sia un
intervallo) ma da piu di una, in questo caso due. La ragione ¢ che nell’Osservazione
6.0.2.2 abbiamo usato la Proposizione 5.2.11, che vale per funzioni derivabili in un
intervallo.

4. Il Teorema fondamentale del calcolo 6.2.2 afferma che ogni funzione continua am-
mette primitive. Bisogna tener distinta quest’affermazione, che € molto generale,
dal problema del calcolo effettivo delle primitive di una funzione data. Anzi, anche
I’espressione “calcolo effettivo” ¢ da definire con chiarezza. In generale, il proble-
ma sara di determinare le primitive di una funzione elementare, che, com’e noto,
¢ sostanzialmente il risultato di (un numero finito di) operazioni algebriche e di
composizione sulle funzioni elencate nel Capitolo 1. Anche in questo caso, pero,
non é detto che le primitive della funzione data siano ancora funzioni elementari
in quest’accezione. Possiamo dare esempi semplicissimi, come e"”/’27 %, Si;”, o le
funzioni irrazionali del tipo 2™ (a + bz™)?, con a,b € R non nulli, m,n,p € Q tali

che nessuno dei tre numeri

m+1 m+1

D, , p+
n n

sia intero.

Il legame tra l'integrale indefinito e quello definito ¢ ulteriormente illustrato dal se-
guente risultato, che e il principale strumento per calcolare integrali definiti senza ricorrere
alla definizione.
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Teorema 6.2.6 (Secondo teorema fondamentale del calcolo) Se f: I — R ¢é con-
tinua in I e G ¢ una qualunque primitiva di f, allora per ogni intervallo [a,b] C I
risulta

/ F@)dz = G(b) — Gla).

DiM. Posto al solito Fi(z) = [ f(t)dt, per I'Osservazione 6.0.2.2, esiste ¢ € R tale che
G(z) = F(z) + ¢, e quindi

| #la)ds = F ) = [60) - d - [6(a) ] = G(b) - Gla).

QED

6.3 Metodi d’integrazione

In questo paragrafo affronteremo il problema del calcolo effettivo degli integrali inde-
finiti e definiti, cioe della determinazione delle primitive di una funzione data e dell’appli-
cazione di questo al calcolo degli integrali definiti. Dal momento che il teorema fonda-
mentale del calcolo dice sostanzialmente che l'integrazione indefinita e il procedimento
inverso della derivazione, e lecito aspettarsi che i metodi di calcolo degli integrali indefi-
niti siano fondati su un’opportuna elaborazione dei metodi di calcolo delle derivate. Cosi
¢, infatti, ed i due principali metodi d’integrazione, detti per parti e per sostituzione, so-
no, rispettivamente, i procedimenti inversi del calcolo delle derivate del prodotto e della
composizione di funzioni.

Teorema 6.3.1 (Integrazione per parti) Siano f e g due funzioni di classe C' nell’in-

tervallo I. Allora
/fg’ dr = fg - /f’gd:c.

Dim. Basta osservare che la funzione fg e una primitiva della funzione f¢’ + f'g. [QED

Osservazioni 6.3.2

1. 1l teorema precedente puo sembrare inutile ai fini del calcolo effettivo di integrali,
dal momento che al primo ed al secondo membro appaiono due integrali simili. In
realta, come si vede su esempi concreti, se usata in modo opportuno, la formula
puo fornire un integrale piu semplice di quello di partenza. Per esempio, sia a # 0
e consideriamo l'integrale

/ xe'dx.

Posto f(z) = z, g(z) = e, risulta evidentemente f'(z) =1 e ¢'(z) = a e**, sicché
si ha:

. e(ICC eax eax eax
e dr=r—— [ —dr=1——— +¢, ceR
a a a a
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ed e evidente che al primo passaggio si ¢ ottenuto un integrale piu semplice di quello
dato.

2. Anche quando dall’integrazione per parti si ottiene un integrale molto simile a quello
dato, non e detto che il calcolo sia stato inutile. Ad esempio, consideriamo l'integrale

/ cos®  dz.

Posto f(z) = ¢'(z) = cosz, risulta f'(z) = —g(z) = —sinz, e si ha:
/COSQZEdJ] =sinxcosx + /Sianda:
=sinxcosx + /(1 — cos? ) dx
=sinzcosx +x — /coszxdx

da cui
2 1 .
cos”x = 5(% + Slnxcosx) + c.

3. La formula di integrazione per parti si applica ovviamente anche agli integrali
definiti. Con la notazione del teorema, se [a,b] C I, allora

[t @ s = (@), - [ Fads
b
— [f(b)g(b) — F(a)g(a)] - / F(@)g(a) d.

Teorema 6.3.3 (Integrazione per sostituzione) Siano I, J due intervalli, f: [ — R
continua, ¢ : J — I di classe C'. Risulta:

(6.3.14) [ t@ar= [ sewe @

Per quanto riguarda gli integrali definiti, risulta

o(d) d
(6.3.15) /() f(:r)dxz/ flo(t)e(t) dt

per ogni intervallo [c,d] C J.

DiMm. Se G ¢ una qualunque primitiva di f, allora G o ¢ € una primitiva della funzione

(f o). Infatti: ;

%(Gw)z(G’ow)w’z(fw)w’
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e quindi la formula dice semplicemente che I'integrale indefinito di f ¢ {G + ¢} se e solo
se l'integrale indefinito di (f o )¢’ & {G o+ c}. QED

Esempio 6.3.4 (Integrali quasi immediati) Dalla formula di cambiamento di varia-
bile segue che se f € C:

f(l’)a—"_l
a+1

log, f(z)+¢ = /% dx
cos (f(z)) +c = /— sin (f(z)) f'(z) dx
sin (f(z)) +¢ = /cos (f(2)) f'(z)dx
f'()

tan (f(z)) +¢ = de

oSO Lo — / @) f(2) da
arctan (f(z)) +¢ = /Lw)d:p

vo = [r@ @ @t

arcsin (f(z)) +¢ = ————dz

Osservazioni 6.3.5

1. Il modo forse piun semplice (almeno dal punto di vista mnemonico) di applicare il
Teorema 6.3.3 ¢ il seguente. Ricordando la notazione ¢’ = fl—f per la derivata della
funzione x = (1), si puo ricavare (formalmente) dx = ¢'(t)dt, e questa sostituzione,
assieme alla x = ¢(t), fornisce 'enunciato corretto del teorema, malgrado non sia
giustificata dalle conoscenze presentate fin qui.

2. Il Teorema 6.3.3 si puo usare nei due versi. Per esempio, consideriamo l'integrale
/ V1—a22dx.

Ponendo = = ¢(t) con ¢(t) = sint si ottiene, procedendo come appena indicato,
dx = costdt e quindi

/\/1—x2dx:/\/1—sin2t COStdt:/COS2tdt

e 'ultimo integrale e stato calcolato nell’Osservazione 6.3.2.2. Invece, se si considera

I'integrale
/ tantdt,
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per esempio per t €| — 7w/2,7/2[, conviene porre x = p(t) = cost, sicché dx =
¢ (t)dt = —sintdt e si ottiene

int —1
/tantdt:/sm dt:/—da::—log|x|+c:—log|cost|+c.
cost x

3. Nel calcolo per sostituzione degli integrali definiti si puo procedere in due modi.
Dovendo calcolare I'integrale fa f(x)dx, si possono prima calcolare le primitive in
termini della variabile z e sostituire alla fine i valori a e b, oppure calcolare le
primitive in termini della variabile ¢ e sostituire alla fine i valori c e d tali che p(c) = a
e o(d) = 0. E essenziale pero verificare Iapplicabilita del teorema nell’intervallo
[a,b]. Per esempio, consideriamo 'integrale

T 1
J———
o 14 cos?t

E facile verificare che la sostituzione x = tant fornisce

1 1 1 1 1
— 5 dt = dt = | — dor = — arct 5 ‘
/1 + cos?t /2+tan2t cos? t /2+x2 v V2 arctan(z/v'2) + ¢

Se ora proviamo a sostituire gli estremi, otteniamo che t =0dax =0et =7 da
ancora x = 0, e da questi calcoli dedurremmo che l'integrale ¢ nullo, risultato assur-
do dal momento che l'integrale di una funzione strettamente positiva ¢ strettamente
positivo. L’errore ¢ dovuto al fatto che la funzione tan non é definita nell’intervallo
di integrazione [0, | perché 7 /2 non ¢ nel suo dominio. La sostituzione indicata si
puo ancora adoperare, ma il calcolo corretto ¢ quest’altro (in cui si tiene conto che
cos?(m —t) = cos?t):

T 1 w/2 1 T 1
—dt = ——dt + 5 dt
o 1+ cos?t o 1+cos?t =2 1+ cos?(m —t)

7r/2 1 “+00 1
- 2/ —dt:2/ dr = /212,
0 0

1+ cos?t 2 + x2

dove I'ultimo passaggio ¢ giustificato nell’esempio 6.5.14 del paragrafo 6.5.

4. A volte e dato da calcolare un integrale definito nella forma

/abf(a:)dx

e si vuol cercare una funzione ¢ che ne semplifichi il calcolo. Gli estremi c e d
dell’integrale nella nuova variabile ¢ tale che z = ¢(t) saranno due punti del dominio
J di @ tali che a = p(c) e b = ¢(d) e in generale non sono univocamente determinati,
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dal momento che nell’enunciato del Teorema 6.3.3 non abbiamo supposto che ¢ sia
invertibile. Se pero ¢ ¢ invertibile, possiamo scrivere (6.3.15) nella forma

b e 1(b)
(6.3.16) /fwmz/%fmwmmw

A tal proposito, osserviamo che se la funzione ¢ e decrescente allora I'ordine degli
estremi di integrazione viene scambiato, cio¢ se a < b allora p~'(a) > ¢ 1(b).
Se si vuole conservare 'ordine crescente negli estremi d’integrazione, detto [c, d]
I'intervallo di estremi ¢~ !(a) e ¢ 1(b), la formula (6.3.16) va scritta

| r@yde= [ o) 1o 01

6.4 Integrali indefiniti di funzioni razionali

N

E sempre possibile, in linea di principio, calcolare I'integrale indefinito del rapporto

x
QE 3 purche si conoscano le radici del denominatore
x
Q(z). Se il grado p del numeratore ¢ maggiore o uguale al grado ¢ del denominatore, si
deve effettuare la divisione dei due polinomi ottenendo un quoziente S(x) e un resto R(z)

che e un polinomio di grado h < ¢. Allora possiamo scrivere

di due polinomi a coefficienti reali

P(x) = Q(x) - S(x) + R(x),

ossia

Quindi otteniamo

[ fsoa 25

dove l'integrale del polinomio S e immediato e nell’integrale razionale il grado di R e
strettamente minore del grado di (). Per calcolare quest’ultimo integrale si usa il metodo
dei fratti semplici. Per i teoremi 1.3.11 e 1.3.12 il polinomio @ si fattorizza come:

Q) =ag(z —a)™ - (x—x,)™ - (2® + prz+ @)™ - (@7 + psx + )™,

conmy+...+m,+2n; +...2n, = ¢ e i polinomi (2* + p;x + ¢;) hanno il discriminante
negativo. Illustriamo il metodo dei fratti semplici con un esempio in cui ) ha una radice
reale doppia e due radici semplici complesse coniugate.

Esempio 6.4.1 Consideriamo l'integrale indefinito:

/ 2¢+ 1 d
T .
a4+ 222 —8x + 5
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Il denominatore ha la radice doppia x = 1 e si fattorizza come

Q(z) = (z — 1)*(2* + 22+ 5).
Allora si introducono delle costanti da determinare mediante la seguente uguaglianza:

2041 A n B n Cx+D
vt 4222 -8 +5 w—1 (z—12 22+4+20+5

Effettuando la somma nel membro destro e riducendo i termini simili si ha:

20 +1
x4+ 222 —8xr +5
(A+C)a*+ (A+B—2C+ D)a*+ (3A+2B+C —2D)x —5A+5B+ D
x4+ 222 —8rv +5 '

Uguagliando i coefficienti delle potenze di x dello stesso grado si arriva al sistema:

A+C=0
A+B-20+D=0
3A+2B+C —2D =2
—b5A+5B+D=1

Risolvendo il sistema lineare si ottiene:

Dunque

/ 20 +1 J / 1 d +/ 3 d
r =[] ——dz ——dx
xt 4222 -8z +5 16(x — 1) 8(z —1)?

1 9
—/—21_6$+1_6 dx
x? +2x+5
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Calcoliamo i tre integrali separatamente.

/ L e = Ly
6 -1 %@ = qgleele 1l
3 3
% oy = -2
/8(:5—1)2 ‘ 8(z—1)

1 9
—/—Ex—i_E dx
224+ 2x+5
1 20 +2 -2+ 18
32 24+ 22 +5

1/ 2r + 2 1/
= —— dr —
32 ) 22+2x+5 32 m2—|—2x+5

= g 20 45) — =
- 32(’“ v 32

e 'ultimo integrale vale

1/1 1 q L ootan (£ 1
—= | -7V dx = —— arctan .
2 4(r+1)2+1 4 2

2

6.5 Integrali impropri

Finora abbiamo trattato solo integrali di funzioni limitate su intervalli limitati. Vedia-
mo ora come sia possibile generalizzare la teoria per considerare casi piu generali, che fra
I’altro sono connessi con la teoria delle serie numeriche studiate nel Capitolo 2. Distin-
guiamo due casi, quello di funzioni non limitate su intervalli limitati e quello di intervalli
non limitati, che si chiamano integrali generalizzati (o impropri) di prima e di seconda
specie, rispettivamente. Naturalmente, tutta la trattazione si basa sui procedimenti gia
visti. Come nel caso delle serie numeriche, esiste una nozione di convergenza assoluta
accanto a quella di convergenza semplice.

Definizione 6.5.1 (Integrali impropri di 1° specie) Sia f : [a,b]— R integrabile in
la, | per ogni ¢ < b; diciamo che f ¢é integrabile in senso improprio in [a, b se esiste finito
il limite

lim C f(z)dx

c—=b= Jq

Diciamo che f ¢é assolutamente integrabile in senso improprio in [a, b se esiste finito il

limite
hm / |f(z)|da.
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Se f :Ja,b] — R ¢ integrabile in [c,b] per ogni ¢ €]a,b], allora i limiti considerati sopra
vanno sostituiti con

c—at c—at

b b
lim / f(z) da, lim / ()] da.

Sulle relazioni tra integrabilita assoluta e non assoluta torneremo nell’Osservazione
6.5.8 e nell’Esempio 6.5.16.

La proprieta che la funzione f sia (assolutamente) integrabile in senso improprio in
[a, b] dipende da quanto velocemente f(z) diventa grande per z che tende a b da destra.
Ritroviamo questa considerazione qualitativa nel fondamentale esempio che segue.

Esempio 6.5.2 Studiamo l'integrabilita in senso improprio nell'intervallo ]0, 1] della fun-
zione f(z) = x~¢ al variare del parametro a € R. Ovviamente, per a < 0 la funzione
¢ continua nell’intervallo chiuso [0, 1] e quindi & integrabile, grazie al Teorema 6.1.9. 11
problema dell’integrabilita in senso improprio si pone per a > 0. Usando la definizione
otteniamo:

1— C—a+1
lim —— a#1
1 1
1 1 c — 1
—dr = lim —dr = oor et
0 T¢ =0t J. x® )
lim —logc a=1
c—0F
1
a <1
_ —a+1
+00 a>1

e quindi = & integrabile in senso improprio in ]0, 1] se e solo se o < 1.

Come abbiamo accennato prima, una funzione che tenda all’infinito troppo veloce-
mente in un estremo dell’intervallo di definizione non sara integrabile in senso improprio.
Infatti, z7¢ tende all’infinito per x — 0 tanto piu velocemente quanto piu il parametro
a ¢ grande. La soglia per 'integrabilita, come spiegato nell’esempio, e il valore a = 1: se
« e piu piccolo la funzione = e integrabile, se « € piu grande non lo e. Questo punto
di vista e utile per comprendere il seguente teorema di confronto. Trattiamo il caso di
una funzione che puo essere illimitata in prossimita dell’estremo destro dell’intervallo di
definizione. Nel caso in cui il problema dell’integrabilita si ponga nell’estremo sinistro, le
modifiche da apportare sono ovvie.

Teorema 6.5.3 (Criterio di confronto per gli integrali impropri di 1° specie)

Siano f,q : [a,b[— R integrabili in [a,c| per ogni ¢ < b, e supponiamo |f(z)| < g(z)
per ogni x € [a,b]. Se g é integrabile in senso improprio in [a,b[ allora f é assolutamente
integrabile in senso improprio in |a, b|.
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Osservazione 6.5.4 Dal teorema precedente segue subito che se f > g > 0 e g non ¢
integrabile in senso improprio allora neanche f lo e.

Combinando la proposizione e I'osservazione precedenti con I’Esempio 6.5.2 si ottiene
il seguente corollario.

Corollario 6.5.5 (Criterio d’integrabilita) Sia f : [a,b[— R integrabile in [a,c| per
ogni ¢ € [a,b]. Allora:

(i) se esistono C' >0 ed a < 1 tali che |f(x)| < C(b—x)~ per ogni x € [a,b] allora f
e assolutamente integrabile in senso improprio;

(ii) se esistono C' >0 ed a > 1 tali che |f(x)| > C(b—x)~* per ogni x € [a,b| allora f
non e assolutamente integrabile in senso improprio.

Osservazione 6.5.6 Quanto visto finora per funzioni definite in un intervallo semiaperto
a destra [a, b] si puo facilmente riformulare per funzioni definite in un intervallo semiaperto
a sinistra del tipo |a, b] o per funzioni definite in un intervallo privato di un punto interno.

Se f :]a,b] — R & integrabile in [c,b] per ogni ¢ €]a, b], le condizioni nel Corollario
6.5.5 divengono

[f(2)] < Clx—a)™*, [f(2)] = Cle—a)™%;

la prima, con o < 1 garantisce 'integrabilita, e la seconda, con a > 1, garantisce la non
integrabilita.

Consideriamo ora ¢ €|a, b, e sia f : [a,b]\ {¢} — R integrabile in [a,c—d] e in [c¢+ 6, b]
per ogni § > 0. Allora, f & integrabile in senso improprio in [a, b] se ¢ integrabile in senso
improprio sia in [a, c] che in [¢, b], cioe se esistono finiti entrambi i seguenti limiti:

c—4d b
lim / f(z)dz, lim f(z)de.

6—0+ 6—0t +6

Una definizione analoga vale ovviamente per ’assoluta integrabilita. In altri termini, nel
caso di uno (o piu) punti singolari interni all'intervallo di integrazione, si deve studiare
un punto per volta, e ciascuno separatamente da destra e da sinistra.

Passiamo ora a considerare I'integrabilita di funzioni su semirette. Anche in questo
caso, studiamo in dettaglio il caso della semiretta [a, +00[, ed esponiamo poi le modifiche
da fare nel caso della semiretta | — 0o, b]).

Definizione 6.5.7 (Integrali impropri di 2° specie) Sia f : [a,+00|— R integrabile
in [a,b] per ogni b > a; diciamo che f é integrabile in senso improprio in [a, +00| se esiste
finito il limite

lim / o) dr.

b—+00
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Diciamo che f ¢é assolutamente integrabile in senso improprio in [a, +00[ se esiste finito
il limite

b
lim / ()] de.

b—+oo

Come nel caso delle serie numeriche (vedi Proposizione 3.1.10), la convergenza assoluta
implica quella semplice.

Osservazione 6.5.8 Si puo dimostrare che, sia nel caso degli integrali impropri di pri-
ma che di seconda specie, se f ¢ assolutamente integrabile in senso improprio in [a, b|
(o [a,4+0o0]) allora ¢ anche integrabile in senso improprio (senza valore assoluto) nello
stesso intervallo. Nell’esempio 6.5.16 vedremo che il viceversa non e vero. Questo tipo di
fenomeno e analogo a quanto accade per le serie numeriche, vedi Proposizione 3.1.10 ed
Osservazione 3.3.2.4.

Esempio 6.5.9 Studiamo l'integrabilita in senso improprio nell'intervallo [1, 400 della
funzione f(x) = 2~ al variare del parametro o € R. Usando la definizione otteniamo:

Cfonrl_l
% q ¢ m — 7 7!
c—+00 —
/ —dr = lim —dx = @
1 x© c—>too f1 ¢
lim logec a=1
c——400
! > 1
o
_ a—1
+00 a<l

e quindi = ¢ integrabile in senso improprio in [1, 00| se e solo se o > 1.

In questo caso, una funzione che tenda a zero troppo lentamente per x — +o00 non
sara integrabile in senso improprio. Infatti, 27 tende a zero per x — 400 tanto piu
velocemente quanto piu il parametro o ¢ grande. La soglia per I'integrabilita, anche in
questo caso, e il valore a = 1: stavolta, se « € pitt grande di 1 la funzione x~* e integrabile,
se «a ¢ piu piccolo non lo €. Vediamo ora un’altra interessante classe di esempi.

Esempio 6.5.10 Studiamo l'integrabilita in senso improprio nell’intervallo [2, +o0o[ della
funzione f(t) = @ al variare del parametro o > 0. In base alle proprieta dei logaritmi,
non ¢ possibile applicare teoremi di confronto con le funzioni studiate nell’esempio 6.5.9.

Possiamo pero usare 1’esempio 6.5.9, dopo aver calcolato I'integrale con la sostituzione

x = logt, e otteniamo:
< 1 <1
/ S dt = / —dx
9 tlog™t log2 T

¢ integrabile in senso improprio in [2,400[ se e solo se av > 1.

1

(§ qU.lHdl Fgat
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Anche per gli intervalli illimitati vale un teorema di confronto, analogo al Teorema
6.5.3.

Teorema 6.5.11 (Criterio di confronto per gli integrali impropri di 2* specie)

Siano f,g : [a,+oo[— R integrabili in [a,b] per ogni b > a, e supponiamo |f(z)]
g(x) per ogni x € [a,+oo[. Se g é integrabile in senso improprio in [a,+oo| allora f
assolutamente integrabile in senso improprio in [a, +oo|.

<
e

Osservazione 6.5.12 Dal teorema precedente segue subito che se f > g > 0e g non e
integrabile in senso improprio in [a, +oo[ allora neanche f lo .

Come prima, combinando la proposizione e l'osservazione precedenti con I'Esempio
6.5.9 si ottiene il seguente corollario, analogo al Corollario 3.2.9 valido per le serie.

Corollario 6.5.13 (Criterio d’integrabilitd) Sia f : [a, +oo[— R integrabile in [a,b]
per ogni b > a. Allora:

(i) se esistono C' >0 ed a > 1 tali che |f(x)] < Cx™® per ogni x € [a,+oo] allora f é
assolutamente integrabile in senso improprio in [a,+00|;

(ii) se esistono C' > 0 ed o < 1 tali che |f(x)| > Ca™ per ogni x € [a,+oo[ allora f
non ¢ assolutamente integrabile in senso improprio in [a,+00|.

Il seguente esempio e interessante anche in relazione all’Osservazione 6.3.5.4.

Esempio 6.5.14 Consideriamo l'integrale

+oo 1
/ — de,
0 m°+x

con m > 0. Il Corollario 6.5.13 ci dice subito che l'integrale & convergente, ma e ancora
pitu semplice procedere al calcolo diretto:

too 1 1 too 1 1 T
/ ——— dr = —2/ —————dz = — lim arctan(b/m) = —.
o mi+tz m? Jo 1+ (x/m)? M b—+00 2m

Osservazioni 6.5.15 Consideriamo ora il caso in cui l'intervallo d’interesse sia una
semiretta del tipo | — 0o, b] o tutta la retta | — oo, +oo[. Come nel caso degli integrali di
prima specie, sara sufficiente indicare in breve le modifiche da fare. Distinguiamo i due
casl.

1. Sia f :] — 00,b] — R integrabile in [a, b] per ogni a < b. I limiti considerati nella
Definizione 6.5.7 vanno sostituiti con

b b
lim f(z)dz, lim / |f(x)| dz,

a— —00 a a——0o0
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e le condizioni nel Corollario 6.5.13 con
|f(z)| < Clz|™7, |f(x)| = Clz[™%

la prima, con a > 1 garantisce l'integrabilita, e la seconda, con o < 1, garantisce la
non integrabilita in | — oo, ).

2. Siaora f: R — R integrabile in [a, b] per ogni a < b. Allora, f € integrabile in senso
improprio in R se & integrabile in senso improprio sia in [0, +oo[ che in | — 00, 0],
cioe se esistono finiti entrambi i seguenti limiti:

b 0
lim / f(z)dz, lim f(z)dz.
b—+o00 0 a——oco [,
Una definizione analoga vale ovviamente per I’assoluta integrabilita. Naturalmente,
I’estremo finito d’integrazione nelle formule precedenti e del tutto arbitrario, e si e
scelto 0 solo per non introdurre altri parametri. Qualunque numero reale andrebbe
bene.

sin x

Esempio 6.5.16 Consideriamo la funzione *2%, per x € R (com’e noto, la funzione vale
1 per x = 0, trattandosi di una discontinuita eliminabile). Allora 'integrale improprio

+00 o
(6.5.17) / Y

T

o0

¢ convergente (e vale 7), mentre 'integrale improprio

+0o0 | o3
(6.5.18) / ‘Snf )dx

o)

non ¢ convergente. Questo prova che esistono funzioni integrabili in senso improprio
che non sono assolutamente integrabili in senso improprio. E abbastanza facile vedere la
divergenza dell’integrale in (6.5.17), mentre non ¢ altrettanto facile provare la convergenza
dell’integrale in (6.5.17). La difficolta risiede nel fatto che le primitive della funzione 22,
che ovviamente esistono per il Teorema fondamentale del calcolo, non sono esprimibili
in termini delle funzioni elementari (come gia osservato nell’Osservazione 6.2.5.4), per
cui il calcolo esplicito, come negli esempi precedenti, ¢ impossibile. Possiamo mettere in
relazione quest’esempio con l’esempio 3.3.2.4 relativo alle serie a segni alterni, notando

che, grazie al criterio di Leibniz, la trattazione relativa alle serie ¢ molto piu semplice.

Come accennato all’inizio, ci sono molte somiglianze tra la teoria degli integrali im-
propri e quella delle serie, tanto che sotto opportune condizioni lo studio di un integrale
improprio e di una serie sono equivalenti, come mostra il seguente criterio. Esso ¢ partico-
larmente efficace perché, mentre ¢ in generale molto difficile trovare una formula esplicita
per le ridotte di una serie, e spesso possibile determinare le primitive di una funzione
usando il teorema fondamentale del Calcolo.
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Teorema 6.5.17 Sia f : [0,00[— R wuna funzione positiva e decrescente. Allora la serie

> f(k)

00
k=0

converge se e solo se l'integrale improprio

/0 " @) da

DiM. Siccome f ¢ decrescente, risulta f(k + 1) < f(z) < f(k) per ogni = € [k, k + 1] ed
inoltre f ¢ integrabile in ogni intervallo [0, z], z > 0. Poiché f ¢ positiva, la funzione

CONverge.

x
o / oL
0
¢ monotona crescente e quindi esiste (finito o no) il

(6.5.19) im [ F()dt,

T—00 0
che possiamo calcolare per valori interi di = considerando la successione ([ f(t)dt). Se
per ogni n € N consideriamo la suddivisione P, = {0,1,...,n — 1,n} dell'intervallo [0, n
e le relative somme integrali inferiore e superiore, detta (s,) la successione delle ridotte

della serie Z f(k), risulta
k

n n n—1
SR = Y00 = s = FO0) < [ J@)de < SR = 3 F0) = 001
k=1 0 k=0
sicché il limite in (6.5.19) ¢ finito se e solo se la successione (s,) converge. QED

Vediamo come il precedente criterio si possa applicare in due casi particolari impor-
tanti, gia visti in altro modo.

Esempi 6.5.18 In quest’esempio discutiamo due famiglie di serie che sono utili anche
come riferimento per i teoremi di confronto.

1. Sappiamo dall’Esempio 3.2.8.2 che la serie armonica generalizzata
= 1
Z k—a, a€eR
k=1

converge se e solo se & > 1. Per ogni o > 0 si puo applicare il criterio di confronto

con l'integrale improprio con f(z) = x% e concludere che la serie data converge se e

solo se v > 1.
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Figura — 6.1: Metodo dei trapezi, n = 4.

2. Sappiamo dall’Esempio 3.2.8.2 che la serie

= 1

R
Zk’logak’ @€
k=2

converge se e solo se a > 1. Per ogni a > 0 si puo applicare il criterio di confronto
con l'integrale improprio con f(z) = m e concludere, in base all’esempio 6.5.10,
che la serie data converge se e solo se o > 1.

6.6 Cenni sull’approssimazione numerica degli in-
tegrali

In questa sezione diamo dei brevissimi cenni al problema dell’approssimazione numeri-
ca di integrali definiti. Infatti non sempre e possibile trovare esplicitamente una primitiva
della funzione integranda in termini di funzioni elementari e quindi si ricorre a formu-
le che consentono di approssimare il valore dell’integrale e alla relativa stima dell’errore
commesso. Presenteremo solo due metodi detti dei trapezi e di Cavalieri-Simpson. Sia
data una funzione f : [a,b] — R continua in [a, b] e sia I(f) = fabf(m) dx. Suddividiamo
il dominio in n intervalli di uguale lunghezza, cioe posto h = b_Ta definiamo z, = a + kh
(k =0,1,...,n). Il metodo dei trapezi consiste nell’approssimare l'integrale della fun-
zione f nell'intervallo [x_1, x| con U'integrale della funzione avente come grafico la retta
passante per i punti (zz_1, f(ze_1)) € (x5, f(z1)). B facile verificare che, ripetendo questa
operazione in ciascun intervallo, si ottiene la formula:

h n
(6.6.20) Tu(f) =5 > (flan) + Flai).
k=1
Per poter stimare l'errore commesso abbiamo bisogno di maggiore regolarita sulla fun-
zione f. Vale infatti il seguente risultato.
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Figura — 6.2: Metodo di Cavalieri-Simpson, n = 4.

Teorema 6.6.1 (Metodo dei trapezi) Sia f : [a,b] — R una funzione di classe C*([a, b))
e sia

[f"(@)<Cr Vo€ lab].
Posto T,,(f) come in (6.6.20), si ha

¢\ (b= ay

1) - Tulhl < T2

II metodo di Cavalieri-Simpson consiste nel suddividere ancora lintervallo [a,b] in n
parti uguali mediante i punti (xj) definiti in precedenza e nel considerare anche i punti

TeA T )1, ). Lintegrale della

funzione f nell'intervallo [xy_1, zx] viene allora approssimato con l'integrale del polinomio
di secondo grado passante per i tre punti (xg_1, f(2x_1)), (2&, f(2x)) € (xk, f(zx)). Non &
difficile verificare che in questo modo si ottiene la formula

medi degli n intervalli [xj_1, xy], dati da 2z, =

(6.6.21) S.(f) = %Z(f(xk_1)+4f(zk)+f(fﬂk))

- 3 (fm) )23 fa) 43 f<zk>>

k=1

Per stimare 1’errore commesso usando la formula S, (f) occorre ancora maggiore regolarita
sulla funzione f.

Teorema 6.6.2 (Metodo di Cavalieri—Simpson) Sia f : [a,b] — R una funzione di
classe C*([a, b)) e sia
1@ ()| < Cs Vo € a,b].

Posto S, (f) come in (6.6.21), si ha

CQ (b - (1)5

[1(f) = Sulf)] < 2880 i



CAPITOLO 7

SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

7.1 Successioni di funzioni

Indichiamo con I un sottoinsieme non vuoto di R.

Definizione 7.1.1 Sia I C R e per ogni h € N sia data la funzione f, : I — R; risulta
cost definita la successione di funzioni reali (fy,) in I.

1. Diciamo che la successione (f,) converge in xy € I se la successione numerica
(fn(zo)) ha limite reale.

2. Diciamo che la successione (f) converge puntualmente in J C I alla funzione
f:J—R sesiha

lim f,(z) = f(x) Vo e J.
h—o0
La funzione f ¢é detta limite puntuale della successione (fy).

3. Diciamo che la successione (fy,) converge uniformemente in J alla funzione f : J —
R se si ha

lim sup | fu(z) — /()| = 0.

h—o0 e

Esempi 7.1.2 E facile verificare che se le funzioni frn sono tutte crescenti nell’insieme [
e convergono puntualmente alla funzione f, allora anche la funzione f e crescente in I.
Non valgono considerazioni analoghe per altre proprieta delle funzioni f;, come mostrano
1 seguenti esempi.

Siano I = [0,27] e fi(x) = sin” x; allora, f,(7/2) = 1 per ogni h, f,(37/2) = (—1)"
non converge, e f,(z) — 0 per ogni valore di = diverso da 7/2, 37/2. Di conseguenza, la
funzione limite f ¢ definita in J = I\ {37/2}, e vale f(x) =0 per z # n/2, f(7/2) = 1.

Siano I = [0,1], fu(z) = e™"*. Allora il limite puntuale di (f;,) ¢ la funzione che vale
1 per z = 0 e 0 altrimenti.

Siano I = [0,7/2[, fn(x) = min{tanz,h}. Allora il limite puntuale di (f;) ¢ la
funzione tan x.

Questi esempi mostrano che in generale 'insieme di convergenza di una successione
e piu piccolo dell’insieme ove le f;, sono definite, e che proprieta come la limitatezza,

147
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la continuita e (a maggior ragione) la derivabilita, non sono stabili per la convergen-
za puntuale. Questa ¢ la motivazione principale che porta ad introdurre la nozione di
convergenza uniforme.

Osservazione 7.1.3 La convergenza uniforme in J implica la convergenza puntuale per
ogni xy € J: basta osservare che per ogni g € J si ha

[fu(z0) = fxo)| < sup|fu(z) — f(2)]

zeJ

che tende a 0 se f; converge uniformemente ad f in J. Il viceversa non ¢ vero, neanche
se si considerano funzioni continue ed insiemi compatti: sia infatti I = [0,1] e

(7.1.1) fu(z) = 2" 0<z<l1.

La successione converge puntualmente alla funzione

f(:c):{o se0<z<l1;

1 se x = 1.

ma non vi converge uniformemente, dal momento che usando la disuguaglianza di Ber-
noulli 2.2.5

sup | fn(x) — f(z)| > fn(1 —1/(2h)) > 1/2 non tende a zero.

zel

Osservazione 7.1.4 Se esplicitiamo le richieste sulla successione (f;) affinché essa con-
verga puntualmente o uniformemente ad f, otteniamo le seguenti equivalenze:

fr — f puntualmente in J << Ve>0,VeeJIv>0:|fn(x)— f(x)| <eVh>v,
mentre
frn — f uniformemente in J < Ve >03v>0:|fu(z) — f(x)| <eVh>v, Yo el

In altri termini, nel primo caso il v trovato dipende sia da € che da z, mentre nel secondo
dipende solo da e. Tornando all’esempio (7.1.1), vediamo che, fissati € €]0,1[ e z € [0, 1],
risulta 2" < € se e solo se x = 0 e h & qualunque, oppure z > 0 e h > v = %, sicché
non si puo scegliere un v indipendente da z.

La convergenza uniforme di una successione di funzioni ha numerose conseguenze sulle
proprieta della funzione limite.

Teorema 7.1.5 (Continuita della funzione limite) Supponiamo che la successione
di funzioni fj, : I — R converga uniformemente in I alla funzione f; se tutte le f, sono
continue nel punto xg € I, allora anche la funzione f e continua in xy; di consequenza,
se le fn sono tutte continue in I, la funzione f e continua in I.
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Osservazione 7.1.6 1. Il teorema precedente fornisce un’altra prova del fatto che la
successione (z") non pud convergere uniformemente in [0, 1]; infatti, il suo limite
puntuale non € una funzione continua.

2. Si potrebbe dimostrare il seguente enunciato:

Sia I = [a,b], siano f, continue in I, e supponiamo che fr, — f uniformemente in
la,b]; allora si ha convergenza uniforme in [a,b].

Questo risultato e spesso utile nella discussione della convergenza uniforme: infatti,
se € noto che la successione non converge nel punto a, si ha subito che non puo
convergere uniformemente in |a, b].

Teorema 7.1.7 (Passaggio al limite sotto il segno di integrale) Supponiamo che la
successione di funzioni fr, : I — R converga uniformemente in I alla funzione f e che
tutte le fy, siano continue in I; allora, per ogni intervallo [a,b] C I risulta

h—00

(7.1.2) lim / b Fulz)de = / b f(x)dz.

Dim. Notiamo che tutti gli integrali sono definiti, perché le f; sono funzioni continue
per ipotesi (quindi integrabili su ogni intervallo compatto), e la f & pure continua per il
Teorema 7.1.5. Sia fissato € > 0, e sia v > 0 tale che

My, =sup|fn(x) — f(z)|<e Vh>v

xzel

(tale v esiste per la convergenza uniforme delle f;, ad f). Allora:

’/abfh(x)dx—/abf(x)dx‘ S/ablfh(a:)—f(a:)\dxg/athdx<5(b—a)

per ogni h > v. QED

Esempi 7.1.8 1. L’eguaglianza (7.1.2) non vale in generale su intervalli che non sono
chiusi e limitati. Per esempio, la successione di funzioni

1

ful(z) = { 8_h

per —h<z<h
altrimenti

converge uniformemente a f(z) =0in R, ma 1= [, fu # [ f =0.

2. La sola convergenza puntuale non basta ad assicurare la validita della (7.1.2).
Infatti, le f,(x) = 2hze " convergono puntualmente a 0 per ogni x € 0, 1],
ma

h—+o0 h—+o0

lim /01 fu(z)dr = lim (1 —e") # /01 f(z)dx = 0.
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3. In generale, non ¢ vero che, se una successione di funzioni derivabili converge uni-
formemente, la funzione limite e essa pure derivabile. Per esempio, la successione di
funzioni derivabili per ogni = € R data da fj,(xz) = /22 + 1/h converge uniforme-
mente alla funzione f(z) = |x| che non ¢ derivabile per = 0. Inoltre, anche se la
funzione limite ¢ derivabile, in generale la sua derivata non ¢ il limite delle derivate
delle f. Per esempio, le funzioni f,(z) = w sono tutte derivabili, convergono

a 0 uniformemente in R, ma le loro derivate, f;(x) = cos(hx), non convergono alla

derivata del limite.

Teorema 7.1.9 (Passaggio al limite sotto il segno di derivata) Supponiamo che la
successione di funzioni f : I — R converga puntualmente in I alla funzione f, che le f,
siano tutte derivabili in I con derivate prime continue, e che la successione (f}) converga
uniformemente in I alla funzione g. Allora la funzione f é deriwabile in I, la sua derivata

¢ g, e la successione (fy) converge uniformemente ad f in ogni intervallo chiuso e limitato
[a,b] C I.

7.2 Serie di funzioni

Come nel paragrafo precedente, indichiamo con I un sottoinsieme non vuoto di R. Da-

ta una successione di funzioni (uy) in I, consideriamo la serie ad essa associata, denotata
oo

come nel caso delle serie numeriche con la notazione g ug(x).
k=0

Definizione 7.2.1 Sia I C R; per ogni k € N sia data la funzione u, : I — R, e
consideriamo la serie di funzioniy - uy. Definiamo la successione delle somme parziali

(o ridotte) della serie ponendo, per ogni h € N e per ogni x € I, fr(z) = ZZZO ug(x).

1. Diciamo che la serie Y -, uy, converge in g € I se la successione (fr(xo)) ammette
limite reale.

2. Diciamo che la serie Y, uj, converge puntualmente alla funzione f : J — R se
la successione (f,) converge puntualmente ad f in J C I. La funzione f ¢ detta
somma della serie in J e si denota anche Y, uy.

3. Diciamo che la serie Y-, uj, converge uniformemente in J alla funzione f : J — R
se la successione (fy,) converge uniformemente ad f in J.

Osservazione 7.2.2 Si puo formulare la definizione precedente dicendo che la serie
> W, converge puntualmente o uniformemente se si verificano, rispettivamente le condi-
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zioni:

h
lim Zuk(x) = f(x) VeeJ <=
k=0

h—o0
h
Ve >0,Vr e J3Iv>0: ‘f(a:)—Zuk(x)‘ <eVh>v,
k=0
h
;}Lrgoi‘;?‘f(x) - Zuk(w)’ =0
h
V8>03V>O:sup‘f(x)—2uk(:c))<€‘v’h2u =
zeJ 5—0

h
Ve>0dv >0: ‘f(x)—Zuk(:v)‘ <eVh>wvVxe
k=0

Come nel caso delle successioni, anche nel caso delle serie di funzioni la convergenza
uniforme in J implica la convergenza puntuale per ogni x € J.

Come per le serie numeriche, si puo dare per le serie di funzioni una nozione di
convergenza assoluta, che non ha un’equivalente nella teoria delle successioni (ed infatti
la definizione seguente non ricorre alla successione delle ridotte). Si puo inoltre dare
un’ulteriore nozione di convergenza, detta convergenza totale, che permette un uso diretto
dei criteri di convergenza noti per le serie a termini positivi, ed implica, come vedremo,
tutti gli altri tipi di convergenza.

Definizione 7.2.3 Sia I C R; per ogni k € N sia data la funzione u, : I — R, e
consideriamo la serie di funzioni Y p- o uy.

1. Diciamo che la serie Y ;- u, converge puntualmente assolutamente o, rispetti-
vamente, uniformemente assolutamente in J C I se la serie Y, |ug| converge
puntualmente (risp. uniformemente) in J.

2. Diciamo che la serie Y ;- ,uy converge totalmente in J C I se la serie numerica
o0
> ko SUPLey |ur(z)| converge.

Osservazione 7.2.4 E immediato che, come nel caso delle serie numeriche, se una serie
di funzioni converge assolutamente puntualmente (risp. uniformemente) allora converge
puntualmente (risp. uniformemente); inoltre, & pure immediato per confronto che se la
serie converge totalmente allora converge assolutamente uniformemente.

Una serie di funzioni puo convergere assolutamente ma non uniformemente e viceversa.
Per esempio,

o0
Z 2% converge assolutamente in [0, 1]
k=0
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ma non converge uniformemente (altrimenti dovrebbe convergere anche per x = 1),
mentre usando il criterio di Leibniz si puo verificare che la serie

_1)k
+ k

—~

2.

1

o0
converge uniformemente in [0, +00]
k=

8

ma non converge assolutamente per alcun x € [0, +o00[ (per confronto con la serie armo-
nica).

Per verificare la convergenza totale di una serie, non occorre sempre necessaria-
mente calcolare 1'estremo superiore delle u; in I; se si riesce a darne una valutazione
sufficientemente accurata, cio puo bastare.

Teorema 7.2.5 (Criterio di Weierstrass) Sia I C R e per ogni k € N sia data la
funzione uy, : I — R. Se esiste una successione numerica (My) tale che |ug(x)| < My per
ogni x € I e per ogni k € N e la serie Y, My, é convergente, allora la serie di funzioni
ZZOZO ug converge totalmente in 1.

Per la somma di una serie di funzioni uniformemente convergente valgono proprieta
analoghe a quelle viste per il limite uniforme di una successione, di cui sono conseguenze
immediate.

Teorema 7.2.6 (Continuita della funzione somma) Se la serie di funzioni ) - u
converge uniformemente in I alla funzione f e tutte le uy sono continue nel punto xg € I,
allora anche la funzione f é continua in xo; di consequenza, se le uj sono tutte continue
in I, la funzione f e continua in I.

Teorema 7.2.7 (Integrazione per serie) Sela serie di funzioniy ;. uy converge uni-
formemente in I alla funzione f e tutte le uy sono continue in I allora, per ogni intervallo

[a,b] C I risulta
b < b
/ Zuk(x)dx:Z/ ug(x)dz.

@ k=0

Teorema 7.2.8 (Derivazione per serie) Se la serie di funzioniy -, uy converge pun-

tualmente in I alla funzione f, le uy sono tutte derivabili in I con derivate prime continue,

e la serie > o u), converge uniformemente in I alla funzione g, allora la funzione f é
k=0 "k g g,

derivabile in I, la sua derivata é g, e la serie Y, up converge uniformemente ad f in

ogni intervallo chiuso e limitato [a,b] C I.

7.3 Serie di potenze e serie di Taylor

Le serie di potenze sono particolari serie di funzioni, precisamente quelle il cui termine
generale uy(z) & del tipo cx (2 — 1), con (i) successione reale e 7y € R. Ne segue che la
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ridotta h-esima di una serie di potenze e un polinomio di grado al piu h. Tali serie godono
di particolari proprieta: I'insieme di convergenza e sempre un intervallo (mentre cio non
e vero per una serie di funzioni generica), la convergenza ¢ assoluta in tutti i punti del
suddetto intervallo, esclusi al piu gli estremi, la somma ¢ una funzione indefinitamente
derivabile, ecc.

Definizione 7.3.1 Si dice serie di potenze di centro zg € R e coefficienti (¢;) C R la
serie di funzioni

(0.)
(7.3.3) Z cr(r — x0)", z € R.
k=0
Osservazione 7.3.2 1. Il primo termine di una serie di potenze per x = x( € sempre
(sostituendo formalmente) co0°, ossia un’espressione priva di significato. Poiché per

ogni altro valore di x esso vale ¢, gli si attribuisce il valore ¢y anche per x = x,.

2. E bene tener presente, anche in vista di una corretta applicazione dei risultati esposti
nel seguente Teorema 7.3.5, che il coefficiente ¢, nella (7.3.3) e il coefficiente della
k-esima potenza di x e non il coefficiente del k-esimo termine non nullo nella serie.
Per esempio, se si considera la serie >, (—1)*z% risulta:

0 se k ¢ dispari
Cp = 1 se k = 2p, con p pari
-1 se k = 2p, con p dispari

3. L’insieme di convergenza J di una serie di potenze non ¢ mai vuoto, in quanto esso
contiene sempre almeno il punto zy. Vi sono casi in cui la serie converge solo per
x = x, per esempio per la serie Y, klz* vale J = {0}. Tenendo conto che J non &
mai vuoto, la seguente definizione ¢ ben posta.

Definizione 7.3.3 (Raggio di convergenza) Si dice raggio di convergenza della serie
(7.3.3) il sequente estremo superiore

= sup{|x] : Z |ex] |2|* converge}.

k=0

Osservazione 7.3.4 1l valore p sopra definito puo essere 0 (come nel caso della serie nel
punto 3 dell’osservazione precedente), un qualunque numero positivo oppure +oo. Per

esempio, le serie

g &k e >0, e E —

k!
k=0 k=0

hanno raggi di convergenza rispettivi p = 1/c e p = 400, come si pud agevolmente
verificare, per esempio usando il criterio del rapporto (vedi Osservazione 7.3.6.4).
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Notiamo anche che il raggio di convergenza dipende solo dai coefficienti della serie, e
non dal loro centro. Infatti, cambiando il centro della serie (7.3.3) si trasla 'intervallo di
convergenza, ma non se ne altera ’ampiezza.

Le proprieta delle serie di potenze sono raccolte nel seguente enunciato.

Teorema 7.3.5 (Proprieta delle serie di potenze) Data la serie di potenze (7.3.3),
sia p € [0, +00] il suo raggio di convergenza.

(i) Se p =0 allora la serie converge solo per x = xy.

(ii) Se p = +oo allora la serie converge assolutamente per ogni x € R e converge
totalmente in ogni intervallo chiuso e limitato di R.

(iii) Se 0 < p < 400 allora la serie converge assolutamente per ogni x €|xg — p, o + pl,
converge totalmente in ogni intervallo chiuso e limitato contenuto in |xg — p, xo+ p|
e non converge per alcun x tale che |x — xo| > p.

(iv) Supposto p > 0, sia [ :Jzg — p,xo + p[— R la somma della serie; allora f €
C>®(lxg — p,xo + p|) e vale l'equaglianza:

(7.3.4) £ (a i k(k (k= h+ Dex(z — xo)* "
k=h

per ogni h € N e per ogni x €lxg — p,xo + p[. In particolare, la serie al secondo
membro ha raggio di convergenza p per ogni h.

(v) Se esiste il limite klim \ |ckl, detto € il suo valore, si ha p =1/, con le convenzioni
— 00

che se £ =0 allora p =400 e se { = +o00 allora p = 0.

Osservazione 7.3.6 1. Il teorema precedente non contiene alcuna affermazione sul
comportamento delle serie di potenze negli estremi x¢o — p e x¢ + p dell’intervallo
di convergenza. Infatti, si possono verificare tutti i casi, come mostrano i seguenti
esempi, in cui il raggio di convergenza ¢ sempre p = 1:

Z converge in | —1,1[;
oo 33 .

Z - converge in [—1,1];
! " .

Z 7= converge in [—1,1].
k=0

Vale il seguente risultato:
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Teorema 7.3.7 (Abel) Se la serie di potenze (7.3.3) ha raggio di convergenza
0 > 0 e converge nel punto xo + o, allora la serie converge uniformemente in ogni
intervallo chiuso del tipo [xo — r,xo+ o] con 0 < r < p. Analogo risultato vale se la
serie converge in xo — 0.

2. Dal Teorema 7.3.5 e dal Teorema 7.2.7 segue che una serie di potenze si puo integrare
termine a termine nel suo intervallo di convergenza; supponendo che (7.3.3) abbia
raggio di convergenza p > 0, risulta

flz) = ch(:ﬁ—xo)k = /x: f(t)dt = g /x: cr(t—xo)rdt = ; k:i]j 1(x—x0)k+1

k=0

per ogni z €|xg — p, xg + pl.

3. Supponiamo che la serie (7.3.3) abbia raggio di convergenza p > 0. Dal teorema
7.3.5(v) segue che sostituendo at™ (con o # 0 en € N, n > 1) al posto di x — xg si
ottiene un’altra serie di potenze con raggio di convergenza pari a {/p/|a].

4. Notiamo che se esiste il limite
. |Ck:+1|
k—+o00 |CI€| ’

lim +/|cxl,

k—o0
tali due limiti sono uguali, e, detto £ il loro valore, si ha che il raggio di convergenza
di (7.3.3) € p = 1/¢, con le convenzioni dette. Come gia osservato per le serie

numeriche (vedi Osservazione 3.2.14), pud pero accadere che esista il limite delle
radici k-esime, ma non dei rapporti.

allora esiste anche

5. Si puo dimostrare un risultato pid forte del Teorema 7.3.5(v), che puo essere enun-
ciato come segue:

Sia

(= sup{r > 0: esiste un'estratta (cy,) tale che lm  %/|ck | = T}
! Jj—+o0 ’

Allora, il raggio di convergenza della (7.5.3) é 1/€ (con le solite convenzioni).

Il numero ¢ ¢ il limite superiore della successione {/|cx| e I'assioma di completezza
assicura che il limite superiore di una successione esiste sempre (vedi Osservazione
2.1.24).

. . . o0 7’L2 . . o .
Per esempio, la serie di potenze ) >~z ha raggio di convergenza p = 1. Infatti,
i coefficienti sono ¢, = 1 se k = n? ¢ il quadrato di un numero naturale, ¢; = 0
altrimenti e quindi il limite della successione {/|cx| non esiste. Poiché la successione
Y/ |ex| assume solo i valori 0 e 1, e ciascuno di essi infinite volte, il limite di ogni sua
estratta convergente e 0 o 1,/ =1e p=1.
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Abbiamo osservato che le serie di potenze, in un certo senso, generalizzano i polinomi.
Inoltre, abbiamo visto nella Parte I che ad ogni funzione f di classe C" in un intervallo
I, si puo associare, per ogni xy € I, il polinomio di Taylor di grado h di centro x,. E
quindi ora naturale associare ad una funzione f di classe C'™° una serie di potenze. Ci
aspettiamo che in molti casi la somma della serie, i cui coefficienti sono definiti con la
stessa logica dei coefficienti dei polinomi di Taylor, sia proprio la funzione f da cui siamo
partiti. Cio in effetti accade in molte situazioni, ma non sempre.

Definizione 7.3.8 (Serie di Taylor) Sia I un intervallo di R, zq interno ad I, e sia
f e C>®(I); si dice serie di Taylor di f di punto iniziale zq la serie di potenze

<18 (2,
(7.3.5) > fk,—(!)(w — )"

(i) Si dice che f ¢ sviluppabile in serie di Taylor di centro x¢ in I se la serie (7.5.5)
converge ad f in I.

(ii) Si dice che f ¢é analitica reale in I se per ogni xo € I esiste p > 0 tale che la serie
(7.3.5) converge ad f in |xg — p,xo + pl.

Esempi 7.3.9 Per ogni funzione C'*° e evidentemente possibile scrivere la serie di Taylor.
Il fatto che la serie converga, e che la somma sia la funzione di partenza, e invece da
verificare.

1. La somma di una serie di potenze ¢ sempre sviluppabile in serie di Taylor nel suo
intervallo di convergenza.

2. La funzione a2
| oetl® per x # 0
f<x)_{0 per x =0

appartiene a C*°(R) e verifica f*)(0) = 0 per ogni k € N, sicché la sua serie di Taylor
di centro 0 e la serie con tutti i coefficienti nulli. Tale serie converge banalmente in
R, ma la sua somma e 0, e non coincide con la funzione f.

3. La funzione f(x) = H%’ vedi (7.3.10), ¢ analitica reale in R, ma non ¢ sviluppabile
in serie di Taylor in R, in quanto per nessun xg € R la serie di Taylor di f con
centro xy converge in R.

Vale il seguente teorema di sviluppabilita in serie di Taylor in un intervallo I.

Teorema 7.3.10 (Sviluppabilita in serie di Taylor) Sia f: I — R una funzione di
classe C*(I) e supponiamo che valga la sequente condizione:

(7.3.6) Je>0,IM >0, te. VneN, Ve eI : |f"(z) < cM™

Allora f é sviluppabile in serie di Taylor in 1.
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Dim. Poiche f € C*(I) vale la formula di Taylor con resto di Lagrange 5.5.4 per ogni
n € N e per ogni xg,x € [

— f®)(zo k () (2 n+1
737) ) =3 I o S e,

con T compreso tra xgp e x. Indicato con T),(x; ) il polinomio di Taylor di f di ordine n
centrato in xo, da (7.3.7) e dalla stima (7.3.6) segue

10 (@)

(M]z — o)™+
(n+1)! '

(@ — @)™ < ¢ (n+1)

| () = Tu(; 0| =

Passando al limite per n — 400 tenendo conto del limite 1 nell’esempio 3.2.15 otteniamo

lim |f(x) —T.(z;20)| =0 Vzel,
n—-+0o
da cui segue la tesi. QED
Utilizzando il teorema precedente, si vede che molte funzioni elementari sono analitiche
reali, ed alcune sviluppabili in serie di Taylor sull’intera retta reale R. Elenchiamo alcuni
sviluppi, precisando l'intervallo di validita

> 1
3. b — —1.1[.
(7.3.8) ;x — re]l—1,1]

Quest’esempio ¢ di fatto gia noto (vedi esempio 3.1.7), € la serie geometrica. Da questa
formula si possono dedurre altri sviluppi, cambiando variabile. Sostituendo x con —x si
ottiene

(7.3.9) i(—n%k =

x €]l —1,1],

2

mentre sostituendo x con —z* si ottiene (vedi Osservazione 7.3.6.3):

- 1
_Vk2k _
(7.3.10) > (1) o re]—1,1[
k=0
Integrando termine a termine la (7.3.9) si ottiene
(7.3.11) i (_1)kxk+1 = log(1 + x) re]—1,1]
3. 2 T 1,
ed integrando termine a termine (7.3.10)
(7.3.12) i (-1)* 2+ = arctan x rel—1,1]
" o+ 1 b

k=0
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Il calcolo diretto dei coefficienti permette di ottenere facilmente gli sviluppi di Taylor delle
funzioni e, sinz e cos z, che valgono per ogni x € R:

(7 3 13) e’ = i I_k sinx = i ﬂka‘H cos T = i (_1>k$2k
- kD k)T RPN T
k=0 k=0 k=0

Notiamo che, coerentemente con le proprieta di parita e disparita del seno e del coseno,
i rispettivi sviluppi contengono solo potenze pari o dispari. L’uso dello sviluppo della
funzione esponenziale consente di ottenere gli sviluppi di Taylor delle funzioni sinhz e
cosh x, che valgono per ogni z € R:

2kl O 2k
3.14 inhx = —_— hx = .
(7.3.14) sinh Z(Zk—i—l)!’ cosh x Z(2k)!
k=0 k=0

7.4 Serie di Fourier

Un tipo di sviluppo in serie rispetto a funzioni elementari completamente diverso da
quello di Taylor e fornito dagli sviluppi in serie di Fourier. Questa volta le funzioni
di partenza non sono potenze, ma funzioni trigonometriche elementari del tipo sin(kz) e
cos(kx). Glisviluppi in serie di Fourier si prestano ad approssimare le funzioni periodiche,
che ora definiamo.

Definizione 7.4.1 (Funzioni periodiche) Sia f : R — R; diciamo che f é periodica
di periodo T' (o T-periodica) se T' > 0 ¢ il pit piccolo numero reale tale che f(x +T) =
f(z) per ogni x € R. Se f é T-periodica, T si dice periodo della funzione f.

Osservazione 7.4.2 1. Osserviamo che se f ¢ T-periodica allora f(z + kT) = f(z)
per ogni z € R e per ogni k € Z.

2. Fissato T > 0 e posto w = 2%, le funzioni sin(kwz) e cos(kwz) sono T-periodiche
per ogni k € Z. Il numero w si dice pulsazione.

Al contrario degli sviluppi in serie di Taylor, che presuppongono di partire da funzioni
di classe C*°, gli sviluppi in serie di Fourier si possono considerare per funzioni anche
assail poco regolari. Infatti i coefficienti degli sviluppi in serie di Fourier si ottengono
calcolando degli integrali, e non delle derivate. Definiamo una classe funzionale in cui e
possibile considerare gli sviluppi di Fourier, anche se essa non e certamente la piti ampia
possibile.

Definizione 7.4.3 (Funzioni continue a tratti) Una funzione f : R — R si dice con-
tinua a tratti se per ogni intervallo limitato I C R essa e continua in I eccetto un numero
finito di punti dv I, ed in tali punti ammette limiti finiti a destra ed a sinistra. Se f é
continua a tratti, per ogni punto xo di discontinuita poniamo

f(xo+) = 1im+ f(z), f(zo—) = lim f(x).

14)270 z%mo
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Notiamo che una funzione continua a tratti ¢ integrabile in ogni intervallo limitato,
quindi possiamo dare le seguente definizione.

Definizione 7.4.4 (Serie di Fourier) Sia f : R — R continua a tratti e T-periodica,
e st w = 2% Poniamo

2 T/2
ag = — f(x)dx,
T —1/2 )
e, perke Nk >1,
9 [T/2 o T/
ag = = (x) cos(kwx)dx, by =— f(z) sin(kwz)dz.
T —T/2 T —T/2

I numeri ag, ay, by, st dicono coefficienti di Fourier della funzione f. Si dice serie di Fourier
associata ad f la serie

Qo - .
(7.4.15) 5 T kZ:O (ak cos(kwx) + by, sm(k;wx)).

Come nel caso delle serie di Taylor, in generale non si puo affermare che la serie di
Fourier converga, né, se converge, che la sua somma sia f. Cio vale sotto ipotesi pit
restrittive su f della sola continuita a tratti.

Definizione 7.4.5 (Funzioni regolari a tratti) La funzione f : R — R si dice rego-
lare a tratti se e continua a tratti e, inoltre, valgono le condizioni sequenti:

(i) f e derivabile in ogni intervallo di continuita, eccetto un numero finito di punti;

(ii) n ogni punto di discontinuita xo di f o di f' esistono finiti i limiti

lim f'(x), lim f'(z).

$—>$O x—>x0

Teorema 7.4.6 (Convergenza della serie di Fourier) Sia f : R — R regolare a
tratti e T-periodica. Allora, la serie di Fourier di f converge puntualmente per ogni

z € R al valore

Inoltre, la convergenza ¢ uniforme in ogni intervallo chiuso in cui f é continua. Se f é
continua in R allora la serie converge uniformemente in R.

Osservazione 7.4.7 1. Si vede facilmente con un cambiamento di variabili che per
calcolare i coefficienti di Fourier non bisogna necessariamente integrare sull’inter-
vallo (=7"/2,T/2), ma qualunque intervallo di lunghezza T', cioe pari ad un periodo,
fornisce lo stesso risultato.
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2. 1l termine ag/2 che compare nella serie di Fourier di f esprime la media integrale di

f nel periodo (vedi 6.1.15).

Ricordiamo che f si dice pari se f(x) = f(—x) per ogni = € R e si dice dispari se
f(x) = —f(—=x) per ogni z € R, e che le funzioni cos(kwx) sono pari, le funzioni
sin(kwz) sono dispari. Possiamo osservare che se f ¢ pari allora tutti i coefficienti by
sono nulli, mentre se f e dispari sono nulli tutti i coefficienti ay. Infatti, in entrambi
i casi nelle formule della Definizione 7.4.4 detti coefficienti si ottengono attraverso
integrali di funzioni dispari su intervalli simmetrici rispetto all’origine, che danno
risultato nullo.

Data una funzione f definita in un intervallo limitato qualunque, che senza ledere la
generalita possiamo supporre sia del tipo [0, b], si puo definire una estensione perio-
dica arbitraria di f e studiare la convergenza della serie di Fourier dell’estensione.
Il Teorema 7.4.6 implica, in particolare, che se due funzioni sviluppabili in serie di
Fourier coincidono in un intervallo J allora le loro serie convergono allo stesso limite
in J. Di conseguenza, se si considerano due estensioni periodiche differenti di f, e
le rispettive serie di Fourier convergono entrambe ad esse, si ottengono due serie
di Fourier diverse convergenti, nell’intervallo (0,b), alla stessa funzione f. Que-
ste considerazioni portano ad associare una serie di Fourier anche ad una funzione
non periodica, passando per una sua estensione periodica. Le estensioni periodiche
naturali di una f : [0,b] — R sono le seguenti:

(i) Destensione f* di periodo b cosi definita:
fra)=flz—kb),  weR,

dove per ogni x € R, k € Z ¢ I'unico intero tale che = — kb € [0, b).

(ii) Pestensione pari f, di periodo 2b cosi definita:

fp(x) = f(—x) perze[-b,0), f(x)=f(v—2kb), xeR,

dove per ogni x € R, k € Z ¢ I'unico intero tale che x — 2kb € [—b,b). Tale
estensione, essendo pari, da luogo ad una serie di Fourier contenente solo i
termini in cos(kwz), detta sviluppo in soli coseni di f.

(iii) Destensione dispari f; di periodo 2b cosi definita:

fa(x) = —f(—x) perze[-b,0), fa(x)= fo(x—2kD), v €R,

dove per ogni x € R, k € Z ¢ I'unico intero tale che x — 2kb € [—b,b). Tale
estensione, essendo dispari, da luogo ad una serie di Fourier contenente solo i
termini in sin(kwx), detta sviluppo in soli seni di f.
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5. A volte si scrive la serie di Fourier di f in modo equivalente nella forma

Z Ay, cos(kwzx + ¢p,),

k=0

che mette in evidenza i coefficienti di ampiezza Ay e di fase ¢. 1 legami tra i coeffi-
cienti si deducono facilmente dalla formula di addizione cos(a 4 ) = cos acos f —
sin acsin (3, e sono dati da:

ag = Ag cos ¢, ay = Ay cos ¢y, by = —Apsingg, k> 1.

6. Quanto detto finora vale senza cambiamenti per funzioni a valori complessi (un
caso utile in varie applicazioni), dal momento che si puo ragionare separatamente
sulla parte reale e sulla parte immaginaria. Per le funzioni a valori complessi val-
gono quindi ancora le formule nella Definizione 7.4.4, ma si puo scrivere la serie di
Fourier in modo piu naturale usando esponenziali complessi anziché funzioni tri-

gonometriche reali. Tenendo conto delle relazioni di Eulero sinz = 5 (™ —e ™),

cosx = (e +e7), si ottiene la serie di Fourier complessa
+oo
E Ch ezkwx
k=—o00
con .
cx = 5(ap —iby) ap = ¢, +ic_y,
C_p = %(&k + Zbk) bk = C — iC_k
e i coefficienti ¢, possono essere calcolati tramite le
1 (72
k= — (z) ek dy, kelZ.
T J 1

7. Usando le formule di prostaferesi si verificano facilmente le seguenti uguaglianze:

T/2
/ sin(kwx) cos(hwz)dx = 0,
~T/2

T/2 T
/ sin(kwz) sin(hwz)dr = opr—,
~T/2 2

T/2 T
/ cos(kwz) cos(hwz)dr = opp—,
~1/2 2

da cui, passando al limite sotto il segno di integrale, si puo dedurre I’equaglianza di

Parseval -
T (lao|? - 2 2
F@)Pde = o (Fo- + 3 larl® + o).
/—T/Z 2\ 2 =
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Per il calcolo delle serie di Fourier e a volte utile il seguente risultato, che lega i
coefficienti di f a quelli delle sue primitive.

Teorema 7.4.8 (Integrazione della serie di Fourier) Sia f : R — R continua a
tratti e T-pertodica, e poniamo

Flz) = / (F(t) — ao/2)dt.
—T/2

Allora, F' ¢ T-periodica, continua e regolare a tratti, sicché la sua serie di Fourier converge

uniformemente ad F in R. Inoltre, i suoi coefficienti di Fourier Ay e By sono legati ai

coefficienti ay, by di f dalle relazioni

bk Qe
O g =
wk’ Mok

Osserviamo che nel teorema precedente non si suppone che la serie di Fourier di f sia
convergente, ed infatti quest’ipotesi non e necessaria.

Ay =

Esempi 7.4.9 1. Sia f: R — R la funzione m—periodica che nell’intervallo [—7/2, 7 /2]
vale f(z) = 2|z|. Poiché f(—7/2) = f(m/2) la funzione f ¢ continua e regolare a
tratti, dunque la sua serie di Fourier converge uniformemente ad f in R. Poiché la
funzione e pari i coefficienti b, valgono tutti zero.

Calcoliamo ag. Risulta

ag :—/ —|t|dt:—/ Ztdt =
T ) gppm T™)y w

] t2 w/2
R H =1
0

Calcoliamo ora ay per k € N, k£ > 0. Risulta w = 2 e pertanto

/2 2 4 w/2 2
ay :—/ — |t] costtdt:—/ —t cos 2kt dt =
0

T ) gjppm T us

/2 w/2
= é i15 sin 2kt —/ i sin 2kt dt » =
2 2k 0 o 2k

8 [7? - } 1 ( 2ht) /2 B
=3\ |ag S0AT 1z (—cos (T
81 1 2 .

= [E cos k —m} = gz (D=1

Si ottiene quindi

400 2 ((_1>k o 1) +o00

1 1 4



7.4. Serie di Fourier 163

Per 2 = 0 troviamo la formula

WQ
8__

+oo 1
£ (2h +1)%’

mentre 'eguaglianza di Parseval fornisce

|M8

2h+1

=

0. 8¢

0.\4r

-6 -4 -2 2 4 6

Figura — 7.1: Grafico della somma dei primi 100 termini della serie di Fourier.

2. Sviluppare in serie di soli seni la funzione f che nell’intervallo [0, 1] vale 1. Per
ottenere questo dobbiamo prolungare f ad una funzione f; dispari e 2—periodica
che nell'intervallo [—1, 1] vale

1 se0<ax<l1,
fa(z) = 0 sex=—1,0,1,
—1 se —1<x<0.

I coefficienti ay, della serie di Fourier di f; sono tutti nulli. Calcoliamo by per k > 0.

1 1
fa(t) sinkntdt = 2/ sin kmt dt =
-1 0

—coskmt]" 11— cosknm 1—(=1)*
—_— =2 =2 .
km 0

km - km
Dunque

fa(z) = Z W sinkmx = Z ﬁ sin(2h + 1)7z.

k=1 h=0
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1
Per z = 3 troviamo

-0.5¢

H

Figura — 7.2: Grafico della somma dei primi 100 termini della serie di Fourier.
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1 Compito di Analisi Matematica I del
9/12/08 (DM509)

. Tracciare il grafico della funzione cosi definita

1-|—|x—1|>

72

f(@) = log (

. Studiare il seguente limite

sinxz® —atanx

lim
z—0+ X

al variare del parametro o € R...

. Calcolare il seguente integrale indefinito

/x+\/:v+1
——dz

22+ 1

. Studiare il carattere della seguente serie

S~ VLV

— logn



1.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica I
del 9/12/08

1. e (Dominio e simmetrie) La funzione ¢ definita per ogni = # 0 per-
tanto il Dominio ¢ R\ {0} e f ¢ continua nel suo dominio. Non ci
sono simmetrie.

e (Intersezioni con gli assi e segno) Poicheé compare la funzione valore
assoluto consideriamo le due funzioni

1 —1 1
fi(z) = log —+:c2 = log —) per z > 1
x x
l—2z+1 2—x
fo(z) = log — = log po ) perz <1,z #0

e studiamole separatamente.

1

Risolvendo fi(z) = 0 troviamo — = 1 e dunque = = 1. Inoltre
x

fi(z) < 0 per ogni x > 1.

Studiamo ora f; in (—oo, 0)U(0, 1]. Risolvendo f5(z) = 0 troviamo

9 _
Qx = 1 e dunque 2> + x — 2 = 0. Otteniamo la soluzione
x
r = —2 e ritroviamo la soluzione z = 1 Inoltre fo(x) > 0 se e
9 _
solo se TS 1, cioe 22 + 2 — 2 < 0. Allora fy(x) > 0 per ogni

22
z € (—2,0) U (0,1) mentre fo(z) < 0 per x € (—o0, —2).

e (Asintoti) Si ha liI_IFl fi(x) = —oo e non c’¢ asintoto obliquo.
T— 100
Risulta lir% fa(z) = +oo pertanto x = 0 ¢ asintoto verticale e
r—

lim fy(z) = —o00 e non ¢’e asintoto obliquo.
r——00

e (Derivata prima e monotonia) Risulta fj(x) = —% < 0 per ogni
x > 1 percio f; € decrescente in [1, 400).
r—4

(2 —

per x € (—o00,0) mentre fj(z) < 0 per x € (0,1]. Quindi f, ¢

crescente in (—o00,0) e decrescente in (0, 1].

Calcolando f}(z) troviamo fi(x) = e si ha fi(x) > 0

1
e (Derivata seconda e convessita) Infine fi'(x) = 5> 0 per ogni

x > 1 percio f; ¢ convessa in [1, 400).

4
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Figura 1: Grafico della funzione f.

x? —8r+8
2% (x — 2)?
che & positiva in (—oo,0)U(0, 1] pertanto f; & convessa in (—o0, 0)
e in (0, 1].

e (Grafico) Tornando alla funzione assegnata f osserviamo che fI(1) =
—3e fi(1) = —1 pertanto z = 1 ¢ un punto angoloso. La funzione
f € crescente in (—o00,0) e decrescente in (0,400). La funzione
f € convessa in (—o0,0) e, poiche fi(1) = =3 < fi(1) = -1 ¢
convessa anche in (0, 400). La funzione ¢ illimitata superiormen-
te e inferiormente e non ha punti di estremo locale. Il grafico e
riportato in Figura 1.

Calcolando la derivata seconda di fy si ottiene f3 (z) =

2. Per lo studio del limite si ha:

lim = lim — -«

sinxz® — atanx sin % x¢ tan x
z—0+ T z—0+ I T

Se 0 < a < 1 il limite & 400, se a = 1 il limite & 0, se o > 1 il limite e
—a.

3. Per calcolare I'integrale usiamo la sostituzione 41 = #2, cioe x = t>—1
da cui dx = 2t dt. L’integrale diventa:

22— 1+t
/2152—+12tdt'

Effettuando la divisione tra polinomi e usando il metodo dei fratti



semplici si ottiene

1 vV2-1 1 1442
/t—|—1+—\/_ _L14v2 dt.
22t -2 22142

Calcolando gli integrali elementari si ottiene:

12 2—-1 2+1
5+t+\/_4 10g<2t—\/§>—\/_4+ log<2t+\/§)+c.

Ritornando nella variabile x si ottiene

2 4 4

. La serie e a termini positivi. Moltiplicando numeratore e denominatore

per (v/n+ 1+ 4/n) otteniamo

[e.9]

1
Z (Vn+1+/n)logn

n=2

Il termine generale di questa serie € un infinitesimo di ordine superiore
rispetto a — ma di ordine inferiore rispetto a — per ogni 1 /2 <a<
n n

1. Scelto ad esempio o = 2/3 risulta:

1
lim n?/? =0
n—-+4oo 1 ’

(vn—+1++/n)logn

o0

Poiche la serie Z 7 diverge, per il Teorema del confronto asintotico
n

n=2
anche la serie data diverge.
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2 Compito di Analisi Matematica I del
12/01/09 (DM509)

. Tracciare il grafico della funzione cosi definita

f(z) = arcsin /|1 — 22| .

. Studiare il seguente limite

v zV1+ 22 —sinz
im .
2=0 (1 4 2%)* — V1 + 23

Calcolare il seguente integrale indefinito

/\/1+sinxdx.

. Studiare il carattere della seguente serie

Z n+2 '

n=1



2.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica I
del 12/01/09

1. e (Dominio) Poiche il radicando ¢ non negativo la condizione da
imporre per individuare il Dominio di f ¢ /|1 — 22| < 1 cioe
|1 — 2% < 1 ossia

~1<1-2"<1.
Aggiungendo 1 ad ambedue le disuguaglianze otteniamo 0 < 2 —
2% < 2. La seconda ¢ sempre verificata mentre la prima compor-
ta 22 < 2 e quindi —v/2 < z < /2. Allora il dominio di f &
I'intervallo chiuso e limitato [—v/2, v/2].

e (Segno, simmetrie e comportamento negli estremi) Nel dominio
f € continua e non negativa, negli estremi del dominio assume il
valore 7/2 pertanto f ha massimo pari a 7/2 e minimo pari a 0.
La funzione ¢ pari. Abbiamo f(0) = 7/2 e f(z) = 0 se e solo se
r = =£1.

e (Derivata e monotonia) Poiche compare la funzione valore assoluto
consideriamo le due funzioni

fi(x) = arcsiny/1 — 22 per1—2%>0
fo(x) = arcsiny/z2 —1  per 1 —2? <0

cioe
fi(z) = arcsiny/1 — 22 per x € [—1,1]
falw) = axcsin Va? =1 pera € [~v2,~1U[L, V2

e studiamole separatamente. Inoltre poiche le funzioni sono pari
possiamo limitarci a studiarle solo per x > 0.

Risulta

() 1 - 1 - 1 vz € (0,1)
xT) — - - - x )

' Vi—(I—-2)Vi—22 V2 V122  J1-a?

e risulta f,(0) = —1 e in 2 = 1 il limite del rapporto incremen-

tale da sinistra ¢ —oo. Poiche f{(z) < 0 in (0,1) la funzione ¢
decrescente in [0,1]. Poiche ¢ pari risulta crescente in [—1,0] e
f1,(0) = 1 percio = 0 ¢ punto angoloso e di massimo assoluto
mentre x = +1 sono punti di cuspide e di minimo assoluto.

8



e (Derivata seconda e convessita) La derivata seconda in (0,1) é:

2 x

1 _ lf.fE -
fl (l’) - 1 — xQ - (1 - $2)3/2

che & sempre negativa percio f; e concava in [0, 1] e per simmetria
anche in [—1, 0], dunque in complesso poiche f;.(0) =1 > f1,(0) =
—1 la funzione f; & concava in [—1,1].

Studiamo ora f, in [1,/2]. Risulta

1 T 1 T
_\/1—(x2—1) V2 —1 V222 VaZ -1

e risulta che i limiti dei rapporti incrementali di f in x = 1 e in
x = /2 valgono +oc. Poiche f5(z) > 0 in (1,4/2) la funzione &
crescente in [1,v/2] e, per simmetria, ¢ decrescente in [—v/2, —1].
Come gia detto i punti z = +£1 sono di cuspide e nei punti x =
++/2 la tangente ¢ verticale. La derivata seconda in (1, \/5) e

f5(x) Va € (1,V/2)

x? 1 x?
— 4 —
2—22)*?Va2 =1 V22—V -1 2—22(22—1)"?
xt—2

(2 —a2)*? (22 = 1)**

f2 ()

Il denominatore e sempre positivo mentre il numeratore si annulla
per = v/2 ed & negativo in (1, v/2) e positivo in (v/2,v/2), percio
f2 & concava in [1, v/2] e convessa in [v/2,v/2]. Per simmetria f; ¢
convessa in [—\/5, —\4/5] e concava in [—\‘75, —1]. Tpunti z = +/2
sono di flesso.

e (Grafico) Mettendo insieme tutte le informazioni, il grafico della
funzione f e riportato in Figura 2.



0.5 1

Figura 2: Grafico della funzione f.

2. Utilizzando gli sviluppi di Taylor si ottiene:

y xV1+ 22 —sinx

im -

w0 (14 2%)" — V1 + 23

1 1
r(1+ 52" +0(a?)) — (v — —2® + o(a"))

lim 2 : N
: =

xz—0 o log(1+22) _(1 + §$3 —+ O($3))

1 1
4+ —2% +o(2?) — 2+ —2* + o(z?)

lim 2 T 6 =
z—0 ex’(x2+0(1’2)) 1 5553 + 0($3)

1 1 2

—2® 4+ 2 + o(2?) “g? A
lim 2 6 — lim 3— = =
z—0 1 z—0 1 3 3 '

r — 5.%3 + o(z?) 57

3. La funzione integranda e definita su tutto R, 2w-periodica, non nega-
tiva, continua, con zeri isolati, percid la sua primitiva ¢ di classe C*!
strettamente crescente. Calcoliamola su un intervallo di lunghezza pari

a un periodo. Consideriamo l'intervallo (—7/2,7/2) ed effettuiamo la
dt

¢
V1—1t?

sostituzione sinx = t, cioe x = arcsint. Abbiamo dr =

10



dunque dobbiamo calcolare I'integrale:
Vl—i—tdt_ vV1+t g —
V1—+t2 VI—iV/I+1

/\/%dt:/(l—t)_lﬂdt:—2\/1—t+c.

Ritornando nella variabile = otteniamo le primitive definite in [—7/2, 7/2]
(la derivata negli estremi vale 0):

—2v1 —sinx + c.

Per trovare la primitiva definita sull’intervallo (7/2,37/2) usiamo la

o . . t
sostituzione x = 7 + arcsint per cui ancora dr = e Usando la
-
formula di addizione per il seno troviamo:
sinx = sin 7 cos(arcsint) + cos 7 sin(arcsint) = —t.

L’integrale da calcolare ¢ allora

vi—t dt = | —— Vl_tdt—
N NN

1
dt= [(1+8)"?dt =21+t +c.
/ — /( + 1) +t+c

Ritornando nella variabile = otteniamo le primitive definite in [7/2, 37 /2]
(la derivata negli estremi vale 0):

2vV1 —sinx + c.

Usando la stessa costante nelle due espressioni otteniamo una primitiva
Fy(x) definita in [—7/2,37/2]. Questo ¢ soddisfacente come soluzione
del quesito. Negli altri intervalli [2km — 7/2,2knw + 37/2] (k € Z) la
primitiva ha la stessa espressione Fy(z) pitt una opportuna costante
pari all'incremento di Fj tra gli estremi dell’intervallo moltiplicata per
k, cioe in [2km —7/2, 2km+ 37 /2] la primitiva con ¢ = 0 ha 'espressione

F(z) = Fy(x) + 4V2k .

11



4. La serie ¢ a termini di segno alterno ma possiamo studiarne la con-
vergenza assoluta. Infatti semplificando i fattoriali al numeratore e
denominatore otteniamo:

=~ i
Z (n+1)(n+2)

n=1

Per il termine generale di questa serie abbiamo:

iy

(n+1)(n+2) — n> nd?2

1

o0
Poiche la serie E —373 converge, per il Teorema del confronto la serie
n
n=1

data converge assolutamente e quindi anche semplicemente.

12



3 Compito di Analisi Matematica I del
16/02/09

1. Tracciare il grafico della funzione cosi definita

f(z) = 2(log |z| + 1)%.

2. Studiare il seguente limite

I 6" —cosx
im )
x—>0\/1+x2_\3/1+x2

3. Stabilire se il seguente integrale improprio e convergente e, in caso
affermativo, calcolarne il valore

+00 1
[
R

4. Studiare la convergenza puntuale e totale della seguente serie di funzioni

Z_log(H‘”—).
— n n

13



3.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica I

—_
[ ]

del 16/02/09

(Dominio e simmetrie) Il dominio della funzione f ¢ R\ {0}. Ri-
sulta f(—z) = —f(z), cioe la funzione ¢ dispari e il suo grafico
e simmetrico rispetto all’origine. Possiamo allora studiare la fun-
zione soltanto per x > 0 e ottenere il comportamento per x < 0
per simmetria.

(Intersezioni con gli assi e segno) Per z > 0 la funzione ¢ f(x) =
z(1 + logz)? pertanto ¢ f(x) > 0 e f(z) = 0 per 1 + logz = 0,
1

cioe per r = —.
e

(Asintoti) Studiamo il comportamento negli estremi della semiret-
ta (0, 4+00). Si ha lirf (1 +logz)? = +oo e h‘f M = 400
T—+00 z—+00 T

pertanto non ci sono asintoti orizzontali o obliqui. Inoltre si ha

lim+ z(1 + log z)* = 0 perche lim+x| log x| = 0 per ogni a > 0.

z—0 z—0

Poiche anche lim f(z) = 0 il punto = 0 ¢ un punto in cui la
z—0~

funzione puo essere prolungata per continuita con valore 0.

(Derivata prima e monotonia) Studiamo la derivata prima di f.
Risulta

f'(x) = (1 +logz)? +2(1 +logz) = (1 +logz)(3 + logz),

1
pertanto f'(z) = 0 per logx = —1 e logz = —3, cioe per x = .
1
eperz = —. Studiando il segno dei due fattori di f’(z) risulta
1 1 11
f'(x) > 0 in (O’e_3) e in (E’+OO) mentre f'(x) < 0 in (e—g,g).

1
Dunque la funzione & crescente in (0, g) ed in <E’ +00) mentre

. 1 . .
e decrescente in (—3, —). Il punto z = — ¢ un punto di massimo
el e e

: . 1 S
relativo e la funzione vale — mentre = — ¢ un punto di minimo
e e
relativo e la funzione vale 0. Osserviamo che si ha 1iII(l) f(z) = 400
xTr—>

quindi la tangente al grafico in (0,0) & verticale.

14
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Figura 3: Grafico della funzione f.

e (Derivata seconda e convessita) Studiamo la derivata seconda di

f. Risulta
2(1 +logx 2 2(2+logx
f”(x) — w + — = w’
x x x
quindi f”(z) = 0 per logx = —2, cioe per x = mentre si

§7
1 1
ha f’(x) > 0 in (e_27+oo) e f"(z) < 0 in (0,§>. Dunque
1 1
la funzione e concava in (0, §> ed € convessa in (e_2’ —i—oo). 11

unto x = — ¢ di flesso.
2
e

e (Grafico) Mettendo insieme tutte le informazioni ottenute per x >

0 e la simmetria rispetto all’origine, il grafico della funzione f e
riportato in Figura 3.

2. Per calcolare il limite proposto usiamo i seguenti sviluppi di Taylor:
o ¢ =1+a2+o(a?),

1
e cosx =1— 5332 + o(z?),

15



1

o V1+a2=(1+2)"2=1+ 5952 + o(x?),
1

o Vi+a2=(1+2)3=1+ 5332 + o(z?).

Sostituendo queste espressioni nel limite proposto otteniamo

1'2
) e’ —cosx
lim =

$—>0\/1+x2_\3/1+x2

1+ 22+ o(a?) — (1 - “% + 0(3:3))
(

R 1 -
1+ §m2 +o(x?) - (1+ §m2 + o(xQ))
2
3
2%+ = 4 o(a?) “g?
lim +—— — lim 2— =9
xr— - 2

T— 1
5%~ §x2 + o(z?) ’ axQ

3. L’integrale proposto e di seconda specie. La funzione integranda e
continua in [1,400) e per x tendente a infinito ¢ un infinitesimo dello

stesso ordine di — pertanto l'integrale converge. Determiniamo una

primitiva. Usando il metodo dei fratti semplici si ottiene

S SN S B
B+r2 22(z+1) oz 22w+l
da cui . )
/mdx:—logx—z—i-log(x—l—l).
Allora

. c 1 . 1 c+1

1 2
4. Le funzioni f,(z) = — log (1 + ) sono definite su tutto R e non
n n

negative. Per x = (0 tutti i termini della serie valgono zero e dunque

16



essa converge. Per studiare la convergenza puntuale per x # 0 possiamo
usare il criterio del confronto asintotico. Infatti dal limite notevole

i 08+ )
y—0 Yy

. z?
segue che possiamo confrontare f,(r) con — ottenendo

;g>

lim
n—-—+00
n2
Poiche la serie E = =2 E — ¢ convergente per ogni x, segue che

la serie data converge puntualmente in R.

Per la convergenza totale notiamo che per ogni n risulta sup f,(x) =
z€eR
+00, dunque non ci puo essere convergenza totale in R. Se consideriamo

a > 0 risulta
1 a?
max fn(r)=—log |1+ —
z€[—a,al n n
e per quanto visto prima la serie di questi massimi ¢ convergente,
pertanto la serie data converge totalmente in ogni intervallo chiuso
e limitato [—a, a].

17



4 Compito di Analisi Matematica I del
2/03/09

. Tracciare il grafico della funzione cosi definita

flx) =]z + 2| —x.

Utilizzare i risultati ottenuti per stabilire il numero di soluzioni dell’e-
quazione f(z) = k al variare di k € R.

. Studiare il seguente limite

2

lim (sinx + cos 33) tanx

z—0

. Stabilire se il seguente integrale improprio € convergente e, in caso
affermativo, calcolarne il valore

—+oc0o
e VL dy

. Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale della seguente serie
di funzioni

= 3z +2)"

e calcolarne la somma.

18



4.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica I

1.

del 2/03/09

e (Dominio e simmetrie) I1 Dominio della funzione f ¢ tutto R ed

essa ¢ continua. Non presenta simmetrie.

(Segno e intersezione con gli assi) Poiche compare la funzione va-
lore assoluto e si ha 22 +z > 0 se e solo se x €] — oo, —1]U|0, +-00]
consideriamo le due funzioni

filx)=vVa2+z—2x per z €] — 00, —1] U [0, +00]
fo(z) =v—22—x—2 perxe(—1,0)

e studiamole separatamente.

Risolvendo fi(xz) = 0 troviamo solo la soluzione z = 0. Infatti
fi(z) > 0 per ogni < —1 e per x > 0.

Studiamo ora f5 in (—1,0). Risulta sempre fo(z) > 0.

(Asintoti) Si ha

2 2
— 1
lim fi(x)= lim i

z——+00 T—+00 ‘/$2+$’+ZL’—2

1
per cui y = 3 ¢ asintoto orizzontale. Invece lim fi(z) = +oo

T——00

per cui vediamo se c¢’e asintoto obliquo. Otteniamo

V2t z—1z —x,/1+%—x )

lim —— = lim =
T——00 x T——00 x
e
. > _ 22+ — 22 _ x
lim Va2 +z—2+2x = lim ———— = lim

z——00 ego—oo\/x2 4 x —x T —z\/1+1 -2
x

1
pertanto la retta y = —2x — 5 e asintoto obliquo.

e (Derivata prima e monotonia) Risulta

20 +1 1_2x+1—2\/952+3:
2Va? +x 2Vri+x

19

filz) =




percio fi(x) < 0 per ogni x < —1 e f{(x) > 0 per ogni x > 0,
pertanto f; & decrescente in (—oo, —1] ed & crescente in [0, +00).
Osserviamo che fi(—1) =1e lim f](z) = —oo mentre f1(0) =0
r——1"
. / -
e xlirg{r fi(x) = +o0.

Calcolando f5(z) troviamo

, 2¢ 4+ 1 2+ 1+2vV—22—x
fila) =~ -1 = - :

2V —x% —=x 2V —x

— X

e si ha
24142V —a2 —r =0 < 2V — —(22+1) = 4(—2*—2) = (22+1)%

Risolvendo l'equazione di secondo grado si ha che solo la radice

2+V2 2+x/§>

T =—

¢ accettabile e f5(z) > 0 per z € (—1, 7

2+ /2
PR

mentre fj(z) < 0 per z € [ —

2 2 2
te in ( +\/_> e decrescente in <— +4\/_,O>. Si ha

. Quindi f; & crescen-

24 1
fa 4 =5t 7 Inoltre xEHi f5(x) = +oo mentre
lim f5(x) = —oo0.
z—0~
(Derivata seconda e convessita) Risulta

//( ) 1 (233' + 1)2 4(1‘2 + l‘) — (21‘ + 1)2 1 <0
xT) = — = — -
' Vit oz 4(x? 4 )32 4(x2 + x)3/? A(22 + 2)3/2

per ogni z < —1 e per ogni x > 0 percio f; & concava in (—oo, —1]
e in [0, 4+00).
Calcolando la derivata seconda di fy si ottiene

b (=20 —1)? 1 1
2 (1) = CA(—a2 -2 2 —x A== z(z? + x)

che & negativa in (—1,0) pertanto f, & concava in (—1,0).

20



e (Grafico) Tornando alla funzione assegnata f osserviamo che z =
—1 e un punto di minimo relativo e una cuspide. Il punto z =
—%ﬁ ¢ un punto di massimo relativo. Il punto x = 0 € un punto
di minimo assoluto e una cuspide. La funzione f e decrescente
in (—oo,—1) e decrescente in (—2+Tﬁ,0) mentre ¢ crescente in
(—1, —2+4ﬂ) e in (0, +00). La funzione f & concava in (—oo, —1),
in (—1,0) e in (0, 400). La funzione ¢ illimitata superiormente e
ha minimo assoluto f(0) = 0. Il grafico della funzione e gli asintoti
sono riportati in Figura 4.

e Per rispondere all’'ultima domanda abbiamo che f(x) = k ha

(0 soluzioni per k <0

1 soluzione per k£ =10

2 soluzioni per 0 < k < %

1 soluzione per % <k<l1

2 soluzioni per k=1

3 soluzioni per 1<k <1+ \/ig

2 soluzioni per k = % + \/Li

| 1 soluzione per k > % + \/Li

2. Per studiare il limite assegnato osserviamo che

2

2 .
lim (sin x + cos x) tanx — ljm efanz %8 (sm wcos I)

z—0 z—0

quindi basta studiare il limite dell’esponente di e. Otteniamo, usando
per esempio il Teorema di de I’'Hopital,

2log (sinx + cos :c)

lim =
z—0 tanx
. 2(Cosx—sinx)
lim = 2,

0 (sina: + Cosx)
cos?

quindi il limite cercato vale e2.
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Figura 4: Grafico della funzione f.

3. La funzione integranda & continua e, per esempio, lim z?e V¥t =

T——+00
0 pertanto l'integrale converge. Per calcolare una primitiva usiamo

la sostituzione x + 1 = t2 da cui do = 2tdt e quindi sostituendo e
integrando per parti

/Qte_t dt = —Qte_t+/2e_t dt = —2te t —2¢7t |

Tornando nella variabile x otteniamo

+oo c 4

0o e

e Vel dpy = lim [—2\/334—16”‘”1—26’”“]

0 c——400

4. La serie data si riconduce a una serie di potenze centrata in 0 con la
+oo

sostituzione y = 3x + 2 pertanto studiamo la serie Z y_' Questa serie
n

n=1
ha raggio di convergenza uguale a 1 e non converge per y = 1 mentre

converge per y = —1 (per il Teorema di Leibniz). Dunque questa
serie converge puntualmente in [—1,1) e assolutamente puntualmente
in (—1,1). Converge uniformemente in [—1,7] con 0 < r < 1 per
il teorema di Abel e converge totalmente in [—r,r]. Inoltre la serie

22



+oo
; - : . 1
e ottenuta integrando termine a termine la serie E "l = ——

Y

n=1 1= Y
pertanto
‘oo +o0 y y
Y —1 1
25 ; /O e g(1—y)

Ritornando nella variabile x otteniamo che la serie data converge pun-

tualmente per —1 < 3z + 2 < 1 cioe per x € [—1, —%) e assolutamente

puntualmente in (—1, —%) Converge uniformemente in [—1, —% — 7]

con 0 <r < % e converge totalmente in [—1 + 7, —% —r].

¢}

3 2)"
La sua somma & g Br+2)7 = —log(—1 —3x) per z € [-1,—3).
n
n=1

23



5 Compito di Analisi Matematica I del
23/03/09 (DM509)

1. Tracciare il grafico della funzione cosi definita

f(z) =log(1++/|z —1|)

e studiare la derivata destra e sinistra di f negli eventuali punti di non
derivabilita.

2. Studiare il seguente limite

. osinx —av1+x
lim .

z—0 1 —cosxz

3. Calcolare il seguente integrale indefinito

/ rarctan z dz.

4. Studiare il carattere della seguente serie

S s (14 )]

n=1

al variare del parametro oo € R,.
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5.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica I
del 23/03/09

1. e (Dominio, segno e asintoti) La funzione ¢ definita e continua su
tutto R, & non negativa e lllm f(z) = 400. Non ha asintoti. Per
[e.9]

x =1 essa vale 0.

e (Derivata prima e monotonia) La sua derivata prima per x > 1 &

1
f@) = i va=T
€ sempre positiva e Ilir?+ f'(z) = +o0. La sua derivata prima per
r<le )
f@) = = i—avi=s
¢ sempre negativa e I,IE{E f'(z) = —oo. Dunque z = 1 ¢ un punto

di minimo assoluto e una cuspide.

e (Derivata seconda e convessita) La derivata seconda e

1 1
_ - ,
4 <1+ Ix—ll) |z — 1[2 4<1+\/\x—1|) |z — 1

ed e sempre negativa per z # 1, dunque la funzione e concava in
| —o0,1] ein [1,4o0].

(x #1)

e (Grafico) Il grafico di f e riportato in Figura 5

2. Usando la formula di Taylor si ottiene:

3 1 )
sinex —xv/1+ 2 $—E—$(1+§x)—l—0(1‘)
lin(l) ] = liH(l) 5
T— — cos T— x
‘ 1—1—{—?—1—0(3:2)

=1
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1.2

0.6
0.4
0.2

-4 -2 2 4

Figura 5: Grafico della funzione f.

3. Integrando per parti si ottiene

x? 2 1
rarctanzdr = —arctanz — [ — dx

2 21422
x? . 1/x2+1—1d

= —arctanz — - [ —————dx
2 2 1+ 22
2 1 1

= %arctanx—§/<1—1+x2>d:r
72

1
= —arctanxz — 5 (x — arctan a:)

4. La successione in parentesi quadra e positiva, decrescente e infinitesima
dello stesso ordine di —. Dunque per a > 1 la serie e assolutamente
n

convergente, mentre per 0 < a < 1 ¢ convergente per il Teorema di
Leibniz.
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6 Compito di Analisi Matematica I del
6/04/09 (DM509)

. Tracciare il grafico della funzione cosi definita

fx) =2(l —x)er=

e studiare la derivata destra e sinistra di f negli eventuali punti di non
derivabilita.

. Studiare il seguente limite

2
, 2(1 — cosz) —xe®
lim -
2—0+ r —sinz

. Calcolare il seguente integrale indefinito

sin x
cosx —sinzx

. Risolvere nel campo complesso la seguente equazione

2|z = 9iz =0.
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6.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica I
del 6/04/09

1. e (Dominio e segno) Il dominio della funzione ¢ R \ {1}. Nei punti
del dominio la funzione e derivabile. La funzione si annulla in 0,
¢ positiva in |0, 1] e negativa in | — oo, 0[U]1, 4-o00].

e (Asintoti) Studiamo il comportamento negli estremi del dominio:

lim f(z)=—o0,

T——00

lim f(z) =400,

r—1—

lim f(z)=0,

r—17+

lim f(z)=—o0.

T— 00

Non ci sono asintoti obliqui.

e (Derivata prima e monotonia) Calcoliamo la derivata di f. Risul-
ta:

fl(x) = (1_25@6&4‘(1’—%2)6171‘@:

. x — x?
= eT= (1—-2 7 ) =
‘ ( ‘”(1—@2)
: (1-22)(1 —2)?+ 2z — 2?

= el—xz (1_:1:)2 e
_ o= (1 —2)(1 — 2x + 22?) _
(1—2)?
= 1 —2x+ 227
fr el-z —— —
1—2

Poiche il numeratore ¢ sempre positivo, f'(z) > 0 per z €] —o0, 1],
mentre f'(z) < 0 per z €]1, +00[, dunque f ¢ crescente in | — oo, 1]
e decrescente in |1, +o00].
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e (Derivata seconda e convessita) Per la derivata seconda si ottiene:

Y)

HeoN o 1 1—2r+222 (4o —2)(1—2)+ (1 -2z + 2z
f'(a) = ((1_@2 e A

o (1—23:'—1—21‘2—1—(4:1:'—2)(1—:5')2—1—(1—295—1—2952)(1—1')
B 1 —uz)3

s x(22% — 4z + 3)

o (Fa)

Poiche il trinomio al numeratore ¢ sempre positivo, f”(z) > 0 per
x €]0, 1], mentre f”(z) < 0 per z €] — 00, 0[U]1,4+00[. Dunque la
funzione € convessa in |0, 1] ed € concava in | — 00, 0[ e in |1, +00.
Il punto z = 0 € un punto di flesso.

e (Grafico) Il grafico della funzione e dell’asintoto verticale e ripor-
tato in Figura 6.

-3 -2 -1 1 ‘2\3

Figura 6: Grafico della funzione f.

2. Usando gli sviluppi di Taylor e tenendo conto che ¢ x > 0 abbiamo:

4

V2(1 — cosx) \/ 1—1+——§—4+0(m5))
2 1/2 3
:x(l—%—l—o(xg)) —m—%+o( zt),
ze” =+ 2%+ o(zh),

3
r —sinx = 5 +o(z?).

29
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Sostituendo nel limite, otteniamo:

3
r 3 4
_ 2(1 —cosx) —xe® Ty 7 +o(z7) 25
lim — 24 - =
a—0+ T —sinw 23 4 4
6 + o(z")

. Mettendo in evidenza cosx al denominatore otteniamo

sinx tan x
—_— dz = | ——dx.
CosST —sinx 1 —tanx

dt
Usando la sostituzione tanx = ¢, da cui do = T otteniamo
t 1
— ——dt.
1—t1+4¢2

Usando il metodo dei fratti semplici abbiamo

t A Bt+C
(1-t)(1+) = 1t
A+ At? + Bt+C — Bt* — Ct
(1 —t)(141¢2) '

da cui
A—B=0
B-C=1
A+C=0.

Risolvendo il sistema otteniamo
t 1 1 1 t—1
— dt = = — dt =
1—t1+1¢2 Z/(l—t+1+ﬁ)

1 1 1
= —§log(1 —1)+ 1 log(1 + %) — §arctant +c.

Ritornando nella variabile x troviamo:

1 1 1
—3 log(1—tan IH_Z log(1+tan? x)—g—l—c =—3 log(cos x—sin x)—gch.
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4. Evidentemente z = 0 e una soluzione. Moltiplicando I’equazione per z
otteniamo:

222 =9z =0 <<= |z]*(x* - 9)=0.
Dunque, oltre a 0, le soluzioni sono le radici quadrate di 9i = 9¢'™/2,
che sono z = 3¢/ e z = 3eP™/4 cioe:

V2 V2 V2 V2
z=0, z:3<7+27>, z:—3<7+17>.
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7 Compito di Analisi Matematica I del
4/05/09

. Tracciare il grafico della funzione cosi definita

f(x) = (log” 2] — 1)

e studiare la derivata destra e sinistra di f negli eventuali punti di non
derivabilita.

. Studiare il seguente limite

1
lim {x —x%log (1 + —)]
r——+00 €T

al variare del parametro o € R,..

. Stabilire se il seguente integrale improprio

* r —arctanx
- 3 dx
1 x

e convergente e, in caso affermativo, calcolarlo.

. Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale della serie

“+oo

e determinarne la somma.
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7.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica I

1.

del 4/05/09

e (Dominio e simmetrie) Il dominio della funzione ¢ R\ {0}. Nei

punti del dominio la funzione ¢ derivabile. La funzione ¢ dispari,
percio la studiamo prima per x > 0.

(Asintoti) Studiamo il comportamento negli estremi del dominio:

lim f(z) = +o0,

T—400

lim f(z)=0,

z—0t

grazie al limite notevole lim+xlog°‘x = 0, per ogni a > 0. Per-
z—0

tanto la funzione si puo prolungare per continuita in 0 dandole il
valore 0.
f(z)

Non ci sono asintoti obliqui in quanto lim “——+ = +o0.
Tr—-+00 €T

(Derivata prima e monotonia) Calcoliamo la derivata di f sempre
per z > 0. Risulta:

1
f'(z) = log2x—1+x2loga:E:
= log’z +2logz —1.

Osserviamo subito che lim+ f'(x) = 400 quindi il prolungamento
z—0

della funzione non ¢ derivabile in 0, in cui la tangente al grafico e

verticale.

Per studiare il segno della derivata prima poniamo ¢t = logz e
risolviamo 'equazione > 4+ 2t — 1 = 0. Le radici sono

M:_li\/ﬁ_

t1p = 5

Ritornando nella variabile z abbiamo che f'(z) > 0 per 0 < 2 <
e '"V2 e per z > e V2 mentre f/(z) < 0 per e”1"V2 <z <
e 1V2 Allora f & crescente in [0,e717V2] e in [em1TV2, 400),
mentre & decrescente in [e"1VZ e V2] 1l punto z; = e V2 &
un punto di massimo relativo e f(z;) & 0.431 mentre z, = e~ 1+V?2
¢ un punto di minimo relativo per f e f(z2) ~ —1.253.
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e (Derivata seconda e convessita) Per la derivata seconda si ottiene:

1 2 1 1
f(x) =2logax — +— = g8t 1
r oz x
Dunque f”(z) > 0 per z €]1, 4-00[, mentre f”(x) < 0 per z €]0, %[
pertanto f & concava in |0, £[ ed & convessa in ]+, +oo[. Il punto
z5 = 1 & un punto di flesso e f(z3) = 0.

e (Grafico) Il grafico della funzione per x < 0 si ottiene per rifles-
sione rispetto all’origine ed e riportato in Figura 7.

) -2 2 4
-1

Figura 7: Grafico della funzione f.

2. Usando lo sviluppo di Taylor del logaritmo (poiche % — 0 per z — +00)

abbiamo:
lo 1+1 L 11+ !
-l ==—=—=40(—=].
& T r 2 x? 2

Sostituendo nel limite, otteniamo:

lim {x—xa(l—lijLo(i))}:
z——+oo x 2 a2 2

lim {x—ﬁ—klx—a—l—O(x—a)}.
T——00 T 2 2 2
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Dunque risulta

1 400 sel<a<?2,
lim {x—x‘ﬂog(l%——)} =41 se o =2,
r—-+00 X

-0 sea > 2.

. La funzione integranda ¢ continua e infinitesima all’infinito come x% per-
tanto I'integrale converge. Calcoliamo l'integrale indefinito. Integrando
per parti si ottiene:

xr — arctanx arctan x
= :/_dx_/ 0z,
T x

1 _arctana:+/ 1 J (1>
oz 212 222 (22 + 1) v

Usando il metodo dei fratti semplici abbiamo

1 A B Cz+D
222 (2% + 1) B ;+?+ 2?2 +1
A2’ + Az 4 Bz’ + B+ C2® + Da?
B x2(2?2 +1) ’
da cui
A+C=0
B+D=0
A=0
B=1

5
Risolvendo il sistema otteniamo

/;dx_l/ Loty
202(z2 4+ 1)~ 2 2 1+a2) @

_ ot
= o 2arcanx.

Sostituendo nell'uguaglianza (1) troviamo:

1 arctan x +/ 1 J
—_— — — —_—— e — l‘
x 2x? 222(22 + 1)

1+arctanx+ 1 +1 ;
=+ —— + — + —arctanx
x 212 20 2

1 arctanx 1

= —§+2—x2+§arctan:c.
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Allora I'integrale vale

* x —arctanx
- 3 dx
1 T

i 1 L arctan x n 1 ¢
= lim |—— + ——— + —arctanz
c——+00 2x 2:E2 2 1

Cc

i 1 +arctanc+1 ; . 1 1 tom 1 1 tan 1 1
= lim [ —-— + ——— + —arctan — — —arctan 1 — — arctan = —.
Jim 50 52 2acac 5 2aca 2aca 5

4. Con la sostituzione y = otteniamo
+00
—1)" n

Questa serie di potenze converge assolutamente per y € (—1,1), con
convergenza totale negli intervalli chiusi [—r, 7] con 0 < r < 1 e non
converge negli estremi. Tornando nella variabile x abbiamo la conver-
genza assoluta per |r — 1| > 1. Dunque la serie converge puntual-
mente assolutamente in (—o00,0) U (2,4+00) e converge totalmente in
(—o0, =] U [2 4 r,4+00) per r > 0. La somma della serie ¢

f(—l o1 Zny —yzny —yD<§y”>

n=1
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8 Compito di Analisi Matematica I del
29/06/09

. Tracciare il grafico della funzione cosi definita

f(a) =log(a® +z+1) — |z].

. Studiare il seguente limite

1
lim (1 + tan? x> 1 —cosx,

z—0

. Calcolare il valore del seguente integrale
/3 sin
[7n
x/4 COS™T + cosw

. Determinare la serie di Fourier della funzione 27-periodica che nell’in-
tervallo [—m, 7] & data da

f(x) = {O per x € [—,0)

x(m—x) perxel0mn].

Precisare la convergenza puntuale e uniforme della serie ottenuta.
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8.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica I

1.

del 29/06/09

e (Dominio e simmetrie) Poiche I'argomento del logaritmo ¢ un tri-

nomio con discriminante minore di zero, esso e sempre positivo,
percio la funzione e definita e continua su tutto R. Essa non pre-
senta simmetrie. Evidentemente f(0) = 0 mentre lo studio delle
altre radici e del segno e problematico, percio lo tratterremo alla
fine dello studio della funzione.

(Asintoti) Risulta lirll f(z) =—o0e lim f(z)= —oo. Non ha
asintoti obliqui in quanto 1121 @) = —1ma liril flx)+x=
rz—+o00 I T—+00
+00. Analogamente lim M =1 ma hrll f(z) —x = 4o0.
T——00 €T T—+00

(Derivata prima e monotonia) Poiché ¢ presente il valore assoluto
consideriamo le due funzioni

fi(z) =log(x* +x+1)—x perax>0,
fo(x) =log(x®* +x+ 1)+ perax<0.

La derivata prima di f; per x > 0 ¢

14+2x x — 22

/ = —_— - = —_—
filz) 1+ + 22 1+az+22°

Essa si annulla per x =0 e x = 1, e positiva per 0 < x < 1 ed e
negativa per z > 1. Dunque f & crescente in [0, 1] e decrescente
in [1,400). Percio x = 1 & un punto di massimo relativo e f(1) =
—1 + log 3, pertanto esiste un punto z > 1 dove la funzione si
annulla.

La derivata prima di f; per x <0 e

1+2x 1_2+3x+x2

/ .~ Tres _zresre
f2<x>_1+x+x2+ 1+ 2+ 22

L’equazione fj(x) = 0 ha le soluzioni x = —1 e x = —2. Si ha

fo(x) > 0 per x € (—o0,—2) e per x € (—1,0] e fi(x) < 0 per
r € (—2,—1). Dunque la funzione f ¢ crescente in (—oo, —2] e
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in [—1,0] e decrescente in [—2, —1], percido * = —2 & un punto di
massimo relativo con f(—2) = —2+1log4 e z = —1 & un punto di
minimo relativo con f(—1) = —1. Poiche f5(0) =2 allorax =0 ¢
un punto angoloso.

e (Derivata seconda e convessita) La derivata seconda di f; e
2 (1+2x)?  1-2x—22?

= — = x>0
l+o+a2  (1+z+22)° (1+a+a2) ( )

V3-—1 V3-1
2

, positiva per 0 < z < 5

1(7)

ed e uguale a zero per x =

V3-1 vﬁ—l]

negativa per x > , dunque la funzione e convessa in |0, 5

V3-1 V3-1

¢ di flesso.

e concava in [ ,+oo) . 1l punto = =

La derivata seconda di f; e

2 (14 2x)° 1—2z — 222
él(x>: 9 22: 2 (SL’<0)
l+x+=x (1+ 2+ 2?) (14 2+ 2?)
. V3+1 V341
che si annulla per x = — 5 © positiva per — 5 <z <

V341

0, negativa per x < — , dunque la funzione e convessa

: V3+1 _ V3+1

in |— 5 ,0| e concava in | —o0, — 5 Il punto z =
3+1

— V3t e di flesso.

2
e (Grafico) Il grafico di f e riportato in Figura 8 per cui x = 1 & un
punto di massimo assoluto.

2. 1l limite si presenta nella forma indeterminata 1°° percio consideriamo
I’esponenziale del logaritmo della funzione da studiare, cioe:

1
<1 +tan2x> 1 —cosx —el —cosx

log(1 + tan® z)
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-2

Figura 8: Grafico della funzione f.

e studiamo il limite dell’esponente. Risulta, moltiplicando e dividendo
per 22 e per tan? z e utilizzando i limiti notevoli:

¢ tan®w log(l + tan®z) 5

1
lim —lo (1—|—tam2 x) = lim
z—01 — cosx & t—01 —cosx 22 tan? x

Pertanto il valore del limite cercato ¢ e2.

. Per calcolare l'integrale utilizziamo il cambiamento di variabile y =
cosx, da cui risulta dy = —sinx dz. Sostituendo troviamo
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/Tr/3 sin /1/2
/4 cos2x+cosx 2 Y2 +y
1/2
/f/Q y(y+1)

1/2 1
P s
vz \y+1 'y

1 1 1/2
1 }
[og(zﬂr %Y| o

— log (1 + %) ~log (%) ~los (1 ! \/7§> s <§>
=log3 +log(v2 - 1).

. La funzione non e pari né dispari dunque dovremo calcolare tutti i
coefficienti di Fourier. Risulta w = 1 e dunque abbiamo, tenendo conto
che la funzione vale zero in [—, 0]:

1 [7 2
aoz—/(ﬂx—x2)d:c:7r—
0 6

T
1

(mz — 2?) cos(kx)dr (integrando per parti)

S

I

3 |
S—

S
Eal
|
IR

7 cos(k) . 2sin(km)) 1+ (=1)"
k k? k3 B k?

/T\

[\

(rz — 2°) sin(kz) dz  (integrando per parti)

( 2 2cos(kn) 7 sin(lmr)) L= (D

I

K k2 k3

|
|

dunque la serie di Fourier di f e

T4 Z <_M cos(kz) + 2ﬂ sin(kx)) .

12 k2 k3
k=1

Poiche la funzione & continua e regolare a tratti, la serie converge
uniformemente ad f su R.
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Figura 9: Somma parziale della serie di Fourier di f per & = 100.

La somma dei primi 101 termini della serie e riportata in Figura 9.
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9 Compito di Analisi Matematica I del
13/07/09

1. Tracciare il grafico della funzione cosi definita

f(z) = x|z —1].

Determinare I’equazione della retta tangente al grafico nell’origine.

. Studiare il seguente limite
) 2 arctan 2x
lim (————) .
a0 \ 22 3
. Calcolare il valore del seguente integrale improprio

+oo 1
/ 5 dx
1 e’ +1

. Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale della seguente serie
di funzioni

[e.9]

Z :‘;—Z (logx)"

n=0

e calcolarne la somma.
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9.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica I

1.

del 13/07/09

e (Dominio, simmetrie, segno) La funzione & definita e continua su

tutto R. Essa non presenta simmetrie, ¢ non negativa per z > 0
ed e negativa per x < 0.

(Asintoti) Risulta hIJP f(z) = 400 e lim f(z) = —oo. Non
ha asintoti obliqui in quanto lim M = 400. Per x = 0 e per

r—too I
x =1 essa vale 0.

(Derivata prima e monotonia) Poiché ¢ presente il valore assoluto
consideriamo le due funzioni

filz)=x/x—1 perz>1,
fo(x) =2/1—2 perz<l.

La derivata prima di f; per x > 1 &

f{(x):\/x—l—l—ﬁ.

N PR . / _ N
Essa e sempre positiva e hr{l+ fi(z) = 4+o00. Dunque f ¢ crescente
r—

in [1,+00).

La derivata prima di f; per x <1 ¢

fi@) = Vi—o - e

X
2V1—z 21—z

2
L’equazione f)(z) = 0 ha l'unica soluzione x = 3 Siha fi(x) >0
2 2
per z < 7 e f5(z) < 0 per 3 <7< 1. Inoltre lim fy(z) = —occ.
r—1—
2
Dunque la funzione f ¢ crescente in (—oo, 5} e decrescente in
2
)
3
Il punto x = 1 e un punto di minimo relativo e una cuspide. Il

2 2
punto x = 3 e di massimo relativo e la funzione vale f <§> = —

3vV3
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e (Derivata seconda e convessita) La derivata seconda di f; ¢

1 3z —4
V(@) = = (€>1)

Ve=1 4z—-1)7 4(z—1)

4
ed e uguale a zero per z = 3’ negativa per 1 < x < 3 positiva

4 . . .
er x > —, dunque la funzione e concava in |1, =| e convessa in
3’ "3

4 4
[5’ 400 [ Il punto = = 3 e di flesso.

La derivata seconda di f5 ¢

"

1 x 4—-3x
o= (=)o vy <Y

ed e sempre negativa perché il numeratore e positivo e il denomi-
natore ¢ negativo, percio la funzione ¢ concava in (—oo, 1].

e (Grafico) Il grafico di f e riportato in Figura 10. Poiché f(0) =0
e f'(0) = 1 I'equazione della retta tangente al grafico in (0,0) &
y=x.

2. Calcoliamo il limite usando la regola di de I’Hopital.

) ( 2  arctan 295)
lim (= — ———

=0 \ T 3
5 2
. 2z — arctan2x . 14+ 4g2
lim = lim —————
z—0 1‘3 x—0 31‘2
812
2
lim 14427 _ §
z—0  3x2 3

3. La funzione ¢ assolutamente integrabile in senso improprio in quan-
to e continua e infinitesima di ordine infinitamente grande all’infinito.
Calcoliamo una primitiva della funzione integranda. Usando la sostitu-

dt
zione €* = t otteniamo x = logt e dunque dx = e Dunque dobbiamo

1 1
~dt
/t2+1t
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1.5;

0.5

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2

0.5¢
-1l

-1.5;¢

-2t

Figura 10: Grafico della funzione f.

Usando il metodo dei fratti semplici abbiamo

1 1_At+B+C_At2+Bt+Ct2+C
2+1t 241t (L2 + 1)t '
Dunque
A+C=0
B =
C=1
Allora

1 1dt_ —t +1
2+1t 241 t

1
= —§log(t2 +1)+logt +c
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Ritornando nella variabile = e calcolando I'integrale improprio ottenia-
mo

S| ev ¢
lim dr = lim |log [ ———
c—+oo fy e2r 41 c—+o0 |: & (w/e2$ _|_1):| 1
e’ e 1
= lim (log| —— | —log [ —— = ~log(e®+1) — 1.
HW( g(VeQCH) g( e2+1)> o8l

o ogw )
. Con la sostituzione y = otteniamo
o0
3n
Z on (log )" Z 3ny™ .
n=0

Questa serie di potenze ha raggio di convergenza 1 percio converge
assolutamente per y € (—1,1) e non converge negli estremi. La serie
converge totalmente (e quindi uniformemente) negli intervalli chiusi
[—r,r] con 0 <7 < 1.
:
<

1. Dunque la serie converge puntualmente assolutamente per —2 <

Tornando nella variabile x abbiamo la convergenza assoluta per

1 1

logx < 2, cioe in (—2, 62) e converge totalmente in {—2 +r, e —r}
e e

per r > 0.

La somma della serie ¢

o0

Zg—:logx Z?my —3yZny
n=0
()l
n=1 n=1

3y  Glogw
(11— (2—logw)?

1
:3yD(——1
1—y
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10 Compito di Analisi Matematica I
(D.M.509) del 13/07/09

. Tracciare il grafico della funzione cosi definita

|z| + 1
22

f(z) = arctan

e studiare la derivata destra e sinistra negli eventuali punti di non
derivabilita.

. Studiare il seguente limite

) log x — log sinx
lim 5 .
x—07F T

. Calcolare il valore del seguente integrale definito

1
/ x arctan v/z dx .
0

. Risolvere in C la seguente equazione

2zZ—2=z.
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10.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica I

1.

2. Poiché il numeratore ¢ uguale a log (

del 13/07/09 (DM 509)

e (Dominio, simmetrie e segno) La funzione ¢ definita in R\ {0}, &

pari ed e sempre positiva. Grazie alla simmetria rispetto all’asse
delle y basta studiare la funzione in z > 0.

(Asintoti) Studiando il comportamento negli estremi del dominio
otteniamo

lim f(x):g, lim f(x)=0.

r—0+ r—+00

Dunque la funzione si puo prolungare per continuita in z = 0
dandole il valore 7 ed ha come asintoto orizzontale I'asse y = 0.

(Derivata prima e monotonia) La sua derivata prima ¢

flo) = B @ (2+a)

= — > 0).
1+(1+f)2 1422+ 224 24 (@ )

Il numeratore e il denominatore sono sempre positivi, dunque
f'(x) < 0 e la funzione & decrescente in (0,+00). Il limite della
derivata prima in zero vale zero. Dunque il prolungamento della
funzione e derivabile in R.

(Derivata seconda e convessita) La derivata seconda e

() = r (2+ ) (2+2x—|—42m3) B 2+ 2
(1+2z + a2+ 24) 142z 4 2% + a4
2 (—1—a+32"+2°
(14 2z + 22 +24)?

Il numeratore in un intorno di 0 & negativo, mentre poi diventa
positivo, dunque esiste un punto a compreso tra 1/2 e 1 di flesso,
per cui la funzione ¢ concava in (0, ) ed ¢ convessa in (o, +00).

e (Grafico) Il grafico di f e riportato in Figura 11.

> il suo limite e zero, dun-
sin

que abbiamo una forma indeterminata 0/0. Usando il Teorema di de
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Figura 11: Grafico della funzione f.

I'Hopital si ha

i logz — logsinx
lim 5 = lim
z—0F T z—07F

= lim
z—0t

= lim
z—0t

= lim

z—0t

3. Calcoliamo l'integrale per parti e poi

90

sinx — x cosx
222 sinx
COST — COST + xrsinx

4xsinx + 2x2 cos x
sinx 1

4sinx +2xcosx 6

per sostituzione usando x = t2



(gli estremi d’integrazione sono gli stessi)

7> ! Ty2 1 1
T arct Y
5 arcan\/EL /0 RPN x

1 44
13 1
- S
0 2 1+1¢2

/1t4+t2—t2—1+1
0 1+ 12

1 ) 1
21 dt
(i)

1

1
/ x arctan \/z dx =
0

| — |

dt

ol ool ool ool w3

0

4. Poiché zz = |z|? € R allora anche z € R e 'equazione diventa 22 — z —
2 = 0. Le radici sono dunque

1+v1+8 1+3
2 2

212 =

cioe z1 =2 e 2z = —1.
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11 Compito di Analisi Matematica I del
7/09/09

1. Tracciare il grafico della funzione cosi definita

f(x) =log |z + |1 — 2.
2. Studiare il seguente limite

2 z?
. e +1
lim .
r——+00 $2 — 1

3. Calcolare il valore del seguente integrale

/3
/ vcosx sinx dx .
0

4. Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale della seguente serie

di funzioni
too  on 2
Z T log [ 1+ S
n Vn

n=1
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11.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica I

1.

del 7/9/09

e (Dominio e simmetrie) La funzione ¢ definita per ogni « # 0 per-

tanto il Dominio ¢ R\ {0} e f & continua nel suo dominio. La
funzione e pari percio la studieremo solo per x > 0, essendo il suo
grafico simmetrico rispetto all’asse delle y.

(Intersezioni con gli assi e segno) Poiche compare la funzione valore
assoluto consideriamo le due funzioni

filz)=1—2?+1logz per0<z<1
fo(z) =2® —1+4+logxr perz>1

e studiamole separatamente.

E difficile determinare le radici e il segno di f percio rimandiamo
questo punto alla fine dello studio della funzione. Osserviamo solo
che f(1) = 0 e che f(x) > 0 per ogni x > 1 in quanto somma di
due termini positivi.

(Asintoti) Si ha lim f(z) = 400 e non c’¢ asintoto obliquo.
T—+00
Risulta lim+ f(z) = —oo pertanto x = 0 ¢ asintoto verticale.
z—0
1 1 — 222

(Derivata prima e monotonia) Risulta f](z) = = — 22 = :
T T

Il numeratore si annulla per z = \%, e positivo per ogni 0 < x <

1 . : o1 N .
—— ed e negativo per ogni — < x < 1. Percio f; e crescente in

V2 V2
1
. Il punto z = — & di massimo

0% ﬁ‘] NG

1 1
relativo e f (—) = —(1 —log2) > 0 per cui esiste un punto

| e decrescente in [

V2 2
0<a< \/Li in cui f; si annulla. Infine risulta lim fj(z) = —1.
r—1-
1 1+ 222
Calcolando fi(x) troviamo fi(x) = — + 2z = e e si ha

x
fo(z) > 0 per x € (1,400). Quindi f5 ¢ crescente in [1,+00) e il
punto = 1 € punto di minimo relativo per f. Poiché lim+ folx) =
r—1

3 il punto x = 1 & punto angoloso per f.
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Figura 12: Grafico della funzione f.

e (Derivata seconda e convessita) Infine fi'(z) = —%2—2 S —;22 i
0 per ogni z € (0, 1) percio f; & concava in (0, 1).
Calcolando la derivata seconda di f, si ottiene fy(x) = —% +
5 _ 202 2— 1 che & positiva in (1, 400) pertanto f, & convessa in
1, —|—oo)x.

(
(Grafico) Tornando alla funzione assegnata f osserviamo che i
punti x = %1 sono angolosi e di minimo relativo. I punti z =

i—2 sono di massimo relativo. La funzione f ¢ crescente in

1 1
—1,——=],in |0,—| e in |[1,+00). La funzione f & decre-
(1-) i (0.75] e oo !
1 1
scente in (—oo, —1),in |———=,0 | ein |—=,1|. La funzione f e
( ) [ V2 ) {\/5 ] I

convessa in (—oo,—1) e in (1,400) ed & concava in (—1,0) e in
(0,1). La funzione ¢ illimitata superiormente e inferiormente. Il
grafico e riportato in Figura 12.

o4




2. Per lo studio del limite si ha:

2 z? 2
lim z+l = lim eleog(zii).
2 —1

r—-+00 r—+00

Studiando il limite dell’esponente otteniamo

241 2
IEIJPoowz log (iQ i_ 1) - xErJPoon log (1 + x2 — 1)

2
| 1 =2
og( +x2—1> ,

log(1
avendo usato il limite notevole lir% M
y— y

) 2x2 2 —1
= lim
z—+oo x2 — 1 2

= 1.
In definitiva il limite cercato vale e2

3. L’integrale ¢ quasi immediato infatti, poiché D(cosx) = — sin x abbia-
mo:

2
/\/cosx sinzdr = — /(cosm)1/2 (—sinz)dr = —g(cosac)g’/2 +c.

In definitiva otteniamo

/3 1

/3 2 2
veosx sinxdr = {—— cosx3/2] = - - —
/0 z(cos) o 3 32

4. Le funzioni sono definite su tutto R, non negative e pari. La serie
converge in 0 e per studiare la convergenza puntuale per x # 0 usiamo
il criterio del rapporto. Risulta:

22(n+1) 22
. S log (1 + m) N
lim S 5 = lim —— = z~°.

Dunque la serie converge puntualmente per |z| < 1 e diverge positiva-
mente per |z| > 1. Nei punti z = +1 la serie diventa

S (i ).

n=1
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log(1
Grazie al limite notevole lim M =1, si puo usare il criterio del

y—0 Yy
“+o00

confronto asintotico con la serie g che e una serie armonica ge-

n3/2’
n=1
neralizzata convergente. Pertanto la serie data converge puntualmente
in [—1,1].

Per la convergenza totale si ha, per ogni n > 1,

2n 2 1 1
M, = max x—log(l—f—m—)— 10g(1—|——>

n

vel-1,1] n vn Vn
+o0
e per quanto gia visto risulta Z M, < +o0 pertanto la serie converge
n=1

totalmente in [—1, 1].
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12 Compito di Analisi Matematica I
(D.M.509) del 7/09/09

1. Tracciare il grafico della funzione cosi definita

3422+ -8

fa) = 72 4+ 2%

2. Studiare il seguente limite
, 22+ 1\"
lim .
z—+oo \ 22— 1

3. Calcolare il valore del seguente integrale

w/2
/ veosx sinx dx .
0

4. Studiare il carattere della serie
+o00o n
(=1)

D

n=1

o (14 =)
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12.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica I

1.

del 7/9/09 (DM 509)

e (Dominio e simmetrie) La funzione ¢ definita per ogni x # 0, —2

pertanto il Dominio ¢ R\ {—2,0} e f & continua nel suo dominio.
La funzione non ha simmetrie.

(Intersezioni con gli assi e segno) Per determinare le radici e il
segno del numeratore studiamo il polinomio p(x) = 2*+22%+1—8.

Osserviamo che p/(z) = 3z 4+ 4z + 1 le cui radici sono xy/, =
—4 42

1
ossia 17 = —1 e xy = -3 Dunque il polinomio p e

1
crescente in (—oo, —1] e in {—g, —|—oo) mentre ¢ decrescente in

{—1, —ﬂ Poiché p(—1) = =8, p(—=1/3) = —220/27, p(1) = —4 e

p(2) = 10, esiste un punto 1 < a < 2 tale che p(z) < Operz < ae
p(z) > 0 per x > a. Tenendo conto che il denominatore ¢ negativo
per —2 < x < 0 e positivo per x < —2 e per z > 0 otteniamo che
la funzione f e negativa per x < —2 e per 0 < x < a mentre ¢
positiva per —2 <z < 0 e per x > «.

(Asintoti) Si ha xgrfoo f(z) =*c0e ml_l)Iiloo %I) =1, J;Egloo f(x)—
x = 0 percio y = x ¢ asintoto obliquo a sinistra e a destra.
Risulta zhj(r)h flx) = —x e xlirgl_ f(x) = 400 pertanto x = 0 e
asintoto verticale.

Analogamente xllr};r f(z) = 400 e xllrg_ f(z) = —oo pertanto
r = —2 ¢ asintoto verticale.

e (Derivata prima e monotonia) Risulta

) = l+4r+32°>  (2+22) (-8+a+22%+27)

2z + a? (22 + 22)°
16 + 16 3z% + 423 1
_ o bry e +2 v (usando Ruffini)
(2x + 22)
C(I4a2)(4+2) (d—2+2?)
(22 4 22)° .

o8



Il numeratore si annulla per x = —1 e per x = —4, e positivo per
ogni x < —4 e per ogni & > —1 con x # 0, ed & negativo per ogni
—4 <o < —1con x # —2. Percid f & crescente in (—oo, —4], in
[—1,0) ein (0, +00) mentre ¢ decrescente in [—4, —2) e in (=2, —1].
Il punto x = —4 ¢ di massimo relativo e f (—4) = 5 11 punto
x = —1 ¢ di minimo relativo e f (—1) = 8.

e (Derivata seconda e convessita) Infine calcolando la derivata se-
conda a partire dalla prima espressione di f’ si ottiene

() = 446z 2 (2+2x) (1+4x+32%)

S 2x 4 a2 (2x—|—x2)2

N 22+ 2z)° (=8 4z + 222 4 2%) _2(-8+ax+22°+2°)
2z + x2)° 2z + 22)*

_2(—-32—48x —242% + 2?)

B (22 + 22)° .

Per studiare il segno del numeratore calcoliamone la derivata pri-
ma: 622 — 962 — 96 che si annulla per ; = 4 (2 — \/5) < 0 e per
To =4 (2 + \/5) > (0. Dunque il numeratore ¢ crescente crescente
in (—oo, x| e in [x9, +00) mentre ¢ decrescente in [z, x5]. Poiché
r1 ~ —0.9 e x5 = 16.9, il numeratore vale approssimativamente
—8.9 e —2871, esiste 5 > 17 tale che il numeratore di f” ¢ nega-
tivo per x < 3 ed & positivo per x > (. In conclusione, tenendo
conto del segno del denominatore di f”, otteniamo che f & con-
vessa in (—2,0) e in (3, +00) mentre ¢ concava in (—oo, —2) e in
(0, 3), percio # & un punto di flesso. Osserviamo che 'equazione
f(z) = x ha la radice x = 8, dunque il grafico interseca I’asintoto
nel punto (8,8) e per x > 8 rimane al di sopra di esso.

e (Grafico) La funzione ¢ illimitata superiormente e inferiormente.
Il grafico ¢ riportato in Figura 13.

2. Per lo studio del limite si ha:
2 z 22
lim (:82 - 1) — lim e"oe(E)
x? —1

T—-+00 T——+00

Studiando il limite dell’esponente otteniamo

. 2+ 1 , 2
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Figura 13: Grafico della funzione f.

2
| 1 =0
og( +az2—1> ,

log(1
avendo usato il limite notevole lirr(l] M
y— y

. 2t x*—1
= lim
z—+oo x2 — 1 2

=1.
In definitiva il limite cercato vale 1.

3. L’integrale & quasi immediato infatti, poiché D(cosx) = — sinx abbia-
mo:

2
veosx sinxdr = — cosz)? (—sinz)dr = —=(cosz)*? + c.
3

In definitiva otteniamo

/2 9

w/2 )
/ Veosz sinzdr = [——(cos x)3/2} =-.
; 3 ., 3

4. La serie e a termini di segno alterno, ma possiamo studiarne la conver-

log(1
genza assoluta. Usando il limite notevole lim —og( i)

=1, possiamo
y—0 Y
“+o00

fare il confronto asintotico della serie data con la serie Z che ¢

3/27
n=1 n
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una serie armonica generalizzata convergente. Risulta

1 1
Elog(l—l—\/—ﬁ) _,

1
n3/2

lim

n—oo

Y

pertanto la serie data converge assolutamente e quindi anche semplice-
mente.
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PREFAZIONE

Nel presente fascicolo abbiamo raccolto le nozioni di Analisi Matematica presentate
nel corso di Analisi Matematica II del secondo anno di Ingegneria dell’Informazione.

Il poco tempo destinato dai nuovi ordinamenti all’'insegnamento della materia non
permette alcun approfondimento, ed anzi obbliga ad escludere dai programmi argomenti
tradizionalmente ritenuti indispensabili. Sono comunque inseriti alcuni argomenti solita-
mente trattati in un terzo corso di Analisi Matematica, riguardanti I’Analisi Complessa
e le trasformate di Fourier e di Laplace.

Riteniamo pero imprescindibile, pur con tale riduzione dei contenuti, conservare in-
tatti I'impianto concettuale e I'impostazione metodologica dell’Analisi, e riteniamo che
questo obbiettivo sia conseguibile solo dando enunciati sintetici e precisi, e rifuggendo
da espressioni vaghe o poco chiare. Per semplificare un enunciato si puo rinunziare alla
massima generalita possibile, ma non al rigore della presentazione. Per questa ragione
abbiamo ritenuto opportuno, e, speriamo, utile agli studenti, raccogliere in poche pagine
le definizioni ed i risultati principali che vengono esposti durante le lezioni. Lo stile degli
appunti e volutamente scarno ed avaro di commenti e divagazioni, che restano affidati al-
I’esposizione orale in aula; suggeriamo agli studenti, pertanto, di limitarsi ad appuntare,
durante le lezioni, solo le parti meno formali delle lezioni stesse, affidandosi a questa
dispensa per gli enunciati che richiedono maggior rigore.

E per altro evidente che questi appunti non hanno la pretesa di sostituire il libro di
testo, che resta indispensabile per acquisire una conoscenza dignitosa della materia. La
loro funzione e piuttosto, come gia detto, quella di sostituire gli appunti di lezione, troppo
poco affidabili per tanti motivi, e di indicare il bagaglio minimo di conoscenze richieste
per affrontare ’esame.

Per i Capitoli da 1 a 5 si segnalano i testi [2], [5], [7], [8], [9] e [11].

Per i Capitoli da 6 a 9 si segnalano i testi [1], [3], [4], [6], [10] e [12].

Osserviamo inoltre 'esistenza di alcuni riferimenti ad argomenti di Analisi Matematica [
per cui rimandiamo alle relative dispense.

Infine, ringraziamo il collega Raffacle Vitolo per averci fornito il file di stile LATEX
usato per la compilazione delle dispense, e dichiariamo in anticipo la nostra gratitudine
a tutti i lettori che ci segnaleranno ogni osservazione utile a migliorare il testo.
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CAPITOLO 1

LIMITI E CONTINUITA IN PIU
VARIABILI

In questo capitolo iniziamo lo studio delle funzioni dipendenti da pit variabili reali,
cioe definite in (sottoinsiemi di) R", dove al solito R” = R x --- x R (n volte), e dis-
cutiamo brevemente le principali proprieta delle funzioni di una variabile a valori in R"™,
che approfondiremo nel Capitolo 3. Indicheremo con x = (x1,...,x,) il punto generico
di R, di coordinate w1, ...,x,. Nel caso di R?* o R? useremo anche le notazioni (z,y) o
(x,y,2). Com’® noto, R™ & uno spazio vettoriale reale di dimensione n, che supporremo
sempre munito della base canonica (es,...,e,), dove la j-esima coordinata di e; € d;;.
Indicheremo con p; la proiezione sull’asse x;, cioe la funzione lineare con dominio R"™ ed
a valori in R che associa ad ogni elemento di R™ la sua i-esima coordinata.

1.1 Topologia di R"

In questo paragrafo estendiamo al caso di R™ le nozioni di intorno, aperto, chiuso, ecc.,
che si sono gia viste in R. In questo caso, la discussione ¢ piu articolata perché, mentre
in R abbiamo considerato solo intervalli o unioni di intervalli, ora dobbiamo considerare
insiemi di forma geometrica a priori arbitaria.

Su R™ pensiamo sempre definito il prodotto scalare euclideo x-y = x1y1+- - -+x,yn, € la
norma euclidea indotta ||z|| = /o -z = /Y ;_, «7. La norma, come sempre, induce una
distanza tra i punti di R™: per ogni coppia x,y poniamo d(z,y) = ||z —y||. Ricordiamo le
seguenti proprieta della norma (analoghe alle proprieta gia viste per il valore assoluto),
valide per ogni x,y € R™ e per ogni A € R:

L |zl >0, ||z]| =0 & =0,
2. [[Az|[ = [A[ll]],
3.l +yll < llzll + llyll-
Da queste seguono le analoghe proprieta della distanza, valide per ogni x,y, z € R™:
1. d(z,y) >0, d(z,y) =0 & z =y,

5
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2. d(x,y) = d(y, ),
3. d(z,y) < d(x,z)+ d(z,vy) (diseguaglianza triangolare).

Queste proprieta possono essere usate per dare una definizione generale di distanza su un
insieme qualunque e sono state segnalate per completezza. In questo corso non seguiremo
questa strada, ma faremo sempre ricorso direttamente alla norma.

Definizione 1.1.1 (Intorni sferici) Sia o € R" e sia r > 0. Si dice intorno sferico
aperto, o anche palla aperta di centro xy e raggio v l'insieme cosi definito

By (xg) ={z e R": ||zg—z| <7}

L’insieme B,(xg) := {x € R" : |lwg — z|| < r} ¢ detto intorno sferico chiuso, o anche
palla chiusa, di centro xo e raggio r. Si dice sfera di centro xy e raggio r l'insieme cosi
definito

Sp(xg) :={x € R": ||xg — z|| =71}

Notiamo che B,(x¢) = B,(z0) U S,(0).

Esempio 1.1.2 Sian = 1; per x5 € R e r > 0, 'intorno sferico aperto di xg e raggio r e
I'intervallo |zg — 7, 2o + 7| gia introdotto nella definizione di intorno di zy € R. Per n = 2
e 79 € R%, r > 0 l'intorno sferico aperto di g e raggio 7 ¢ il cerchio di centro x, e raggio
r, esclusi i punti della circonferenza con lo stesso centro e lo stesso raggio.

In generale, si dice che I C R"™ ¢ un intorno di zy se esiste r > 0 tale che B,(x) C 1.

Osservazione 1.1.3 Notiamo che per ogni coppia di punti z,y € R™ con = # y esiste
r > 0 tale che B,.(z) N B,(y) = (basta scegliere r < ||z — yl|/2).

Definizione 1.1.4 (Punti interni, esterni, di frontiera) Siano A C R" e x5 € R™.
Si dice che xo € un punto interno ad A se esiste r > 0 tale che B.(xq) C A. Invece, si
dice che xo € un punto esterno ad A se x¢ € un punto interno al complementare di A, che
indichiamo con A€. Infine, si dice che xy € un punto di frontiera di A se g non é né un
punto interno né un punto esterno ad A.

L’insieme dei punti interni ad A é indicato con A; linsieme dei punti di frontiera di
A ¢ indicato con 0A. Ovviamente, 0A = 0A°.

Osservazione 1.1.5 Notiamo che se xg € un punto interno ad A, allora xy € A, mentre
se xo € un punto esterno ad A, allora xq € A°. Invece, se xy € un punto di frontiera di A,
allora xo puo appartenere indifferentemente ad A oppure ad A°€.

Esempi 1.1.6

(i) Se A ¢ un intervallo di R di estremi a e b, allora A =la,b] e 0A = {a, b}, indipen-
dentemente dal fatto che a e b appartengano o no ad A.
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(ii) Sia A =R"; allora R" = R" ¢ IR" = 0.
(iii) Sia A = Q; allora @ =0e0Q=R.

(iv) Sia A = B,(x¢) 'intorno sferico di z e raggio r, allora ér(xo) = B,(x0) e 0B, (xo) =
Sy(z0). In particolare, S,(xq) = 0.

Definizione 1.1.7 (Punti di accumulazione e punti isolati) Siano A C R" ez €
R™. Si dice che xy é un punto di accumulazione di A se, per ognir > 0, ANB,(x¢)\{xo} #
(). L’insieme dei punti di accumulazione di un insieme A si chiama derivato di A e si
indica con D(A).

Si dice che xy ¢ un punto isolato di A se esiste v > 0 tale che AN B,(xg) = {zo}.

Osservazione 1.1.8 Se zy € un punto di accumulazione di A, allora xoy puo appartenere
indifferentemente ad A o ad A¢; invece, se g € un punto isolato di A, si ha necessariamente
Ty € A.

Se ¢ € un punto interno ad A, allora xy € anche un punto di accumulazione di A. Ma
non vale il viceversa. Infatti a & un punto di accumulazione di |a, b[, ma non ¢ interno ad

la, b
Esempi 1.1.9
1. Se A =Q, allora D(Q) = R e Q non ha alcun punto isolato.
2. Se A =N allora D(N) = ) e tutti gli elementi di N sono punti isolati di N.

3. Se A = B,(z() ¢ l'intorno sferico aperto di z, e raggio r, allora D(B,(z¢)) = B,(x)
e B,(z() non ha alcun punto isolato.

4. Sia (an), una successione reale convergente al numero a che assume infiniti valori
diversi, e sia A = {z = a,, : n € N} I'insieme dei valori della successione. Allora
ogni a, # a € un punto isolato di A e A ha un unico punto di accumulazione: a.

Definizione 1.1.10 (Insiemi aperti e chiusi) Sia A C R". Si dice che A ¢ (un in-

sieme) aperto se ogni x € A é un punto interno ad A, cioé se A = A. Si dice, invece,
che A é (un insieme) chiuso se il suo complementare A° é (un insieme) aperto.

Esempi 1.1.11

1. Siano zy € R™ e r > 0. Allora B,(zy) ¢ un insieme aperto. Infatti, per ogni
x € B,(z) le palle aperte di centro z e raggio o < r — ||z — x| sono contenute in
Br(l’o)I

y € By(r) = lly—zll <o = lly—woll <lly =zl + e —xoll <7 = y € Br(20)

Invece, ragionando in modo analogo sui complementari, si verifica che B,(xq) e
Sy (o) sono insiemi chiusi.
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2. Q@ non e né chiuso né aperto.
3. N e Z sono chiusi.

4. R™ e () sono gli unici sottoinsiemi di R™ aperti e chiusi contemporaneamente.

Vediamo ora le principali proprieta degli aperti e dei chiusi. Data una famiglia A di
insiemi di R™, usiamo la seguente notazione:

UA = {xER”: EIAeAtalechexeA}

ﬂA = {:UER”: r€A VAEA}.

Proposizione 1.1.12 (Proprieta degli aperti e dei chiusi)

1. Se A ¢ una famiglia qualsiasi di insiemi aperti di R™, allora Use A € ancora un
insieme aperto. Se A é una famiglia finita di insiemi aperti di R", allora NacqA €
ancora un insieme aperto.

2. Se C e una famiglia qualsiasi di insiemi chiust di R", allora NeeeC' € ancora un
insteme chiuso. Se C e una famiglia finita di insiemi chiusi di R™, allora UgecC' €
ancora un insieme chiuso.

Esempi 1.1.13

1. Gli intervalli A =]0,1[ ¢ B =2, 3] sono insiemi aperti di R. Allora |0, 1[U]2,3[ ¢
ancora un insieme aperto di R.

2. Gli insiemi N e [0, 1] sono insiemi chiusi di R. Allora N U [0,1] e NN [0, 1] sono
insiemi chiusi di R.

Gli insiemi chiusi possono cosi caratterizzarsi:

Teorema 1.1.14 (Caratterizzazione dei chiusi) Sia C C R". Allora: C é chiuso se,
e solo se, 0C C C' se, e solo se, D(C) C C.

Definizione 1.1.15 (Chiusura, parte i_nterna) Sia A C R".
Si dice chiusura di A e si indica con A linsieme AU 0A.
Si dice parte interna di A ["insieme A dei punti interni ad A.

Osservazione 1.1.16 Osserviamo che A ¢ un insieme chiuso, ed anzi e il piu piccolo

(o]
insieme chiuso contenente A. Invece, A ¢ il piu grande insieme aperto contenuto in A.

Inoltre, risulta: A CACA A=AUOJA; A=A\ A



1.1. Topologia di R" 9

Definizione 1.1.17 (Insiemi limitati) Sia A C R™. Si dice che A ¢é limitato se esiste
r >0 tale che A C B,(0), cioé se esiste r > 0 tale che ||z|| < r per ogni x € A.

Osserviamo che, se A ¢ un sottoinsieme di R™ limitato, allora, per ogni ¢ = 1,...,n,
A; = {pi(x) e R: z € A} & un insieme limitato di R. Vale anche il viceversa, cioe se A;
e limitato per ogni ¢ = 1,...,n, allora A e limitato.

Una proprieta degl’intervalli di R ¢ la connessione, che puo esprimersi dicendo che
I C R ¢ un intervallo se e solo se per ogni coppia di punti z; < x5 € [ l'insieme
{r : x1 < o < xy} & contenuto in I. Per generalizzare i risultati dipendenti da tale
proprieta al caso di R™, iniziamo definendo i segmenti e le poligonali in R".

Definizione 1.1.18 (Segmenti e poligonali) Dati x,y € R", si dice segmento di es-
tremi x ed y l'insieme

[yl ={ty+(1—t)z: 0<t<1}={r+tly—a): 0<t <1}

dati i punti xg, x1, ..., T, si dice poligonale di vertici xq, z1, ...,z (nell’ordine), 'unione
dei segmenti [x;—1,z;), peri=1,... k.

Osserviamo che con gli stessi vertici si possono ottenere poligonali differenti mutandone
I’ordine: percio nella definizione precedente abbiamo sottolineato che la poligonale non
¢ definita solo dai vertici, ma anche dall’ordine in cui vengono assegnati. Usando le
poligonali, si puo dare una nozione di connessione in R".

Definizione 1.1.19 (Insiemi connessi per poligonali) Un sottoinsieme A di R™ si
dice connesso per poligonali se per ogni coppia di punti x,y € A esiste una poligonale di
vertici x = xg, X1, ..., T = Yy tutta contenuta in A.

Una nozione piu generale ¢ quella di insieme connesso.

Definizione 1.1.20 (Insiemi connessi) Un sottoinsieme E di R"™ si dice connesso se
non esistono due insiemi aperti A, B con le sequenti proprieta:

ANnB=0, ANE+#0, BNE+#(, ECAUB

Esempi 1.1.21

1. Se E ¢ connesso per poligonali allora ¢ connesso. Il viceversa in generale non e vero:
una circonferenza e connessa ma non e connessa per poligonali. Pero se E e aperto
allora E/ ¢ connesso se e solo se ¢ connesso per poligonali.

2. Un insieme A C R” si dice convesso se per ogni coppia di punti x,y € A il segmento
[, y] & contenuto in A. Ovviamente, ogni insieme convesso ¢ connesso per poligonali.
Per esempio, se f : (a,b) — R & convessa allora il suo sopragrafico {(z,y) € R? :

€ (a,b), y > f(z)} ¢ un insieme convesso di R2.
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3. Un insieme A C R” si dice stellato rispetto al punto xo € A se per ogni punto x € A
il segmento [z, z] ¢ contenuto in A. Ogni insieme A che sia stellato rispetto ad un
punto & connesso per poligonali: dati z,y € A, la poligonale [z, 2] U [xg, y] & infatti
sempre contenuta in A.

4. Si puo dimostrare che ogni aperto A C R™ (se non & connesso per poligonali) si puo
decomporre in un’unione disgiunta di sottoinsiemi aperti connessi per poligonali.
Ciascuno di questi si dice componente connessa di A.

1.2 Successioni
Sia (z,), una successione a valori in R", cioe con x, € R"™ per ogni h € N. Allora:
Definizione 1.2.1 Si dice che la successione (xp,), € limitata se esiste r > 0 tale che
Vh e N lz|| <.

Definizione 1.2.2 Si dice che la successione (xp), converge, o ¢ convergente, ad un
elemento xg € R™, e si scrive lim x;, = x¢, se:
h—o0

Ve >0 dv >0 tale che Vh e N h>v = |z — x| <e.

Definizione 1.2.3 Si dice che la successione (xp,), diverge, o é divergente, e si scrive
lim [[z|| = 400, se:
h—o0

VM >0 3v >0 tale che Vh e N h>v = ||z > M.

Si puo dimostrare che (come nel caso delle successioni reali)

Proposizione 1.2.4 Se (z3), € una successione convergente di R™, allora (xp), € limi-
tata.

Proposizione 1.2.5 Sia (z1,), una successione di R". Supponiamo che xj, = (x}, ..., x})
per ogni h € N. Sono equivalenti:

(i) la successione vettoriale (zp,), ¢ convergente ad xg = (x}, 3, ..., 25) € R"
(ii) per ognii=1,...,n la successione reale (z})y converge ad xf.
Dim.  Segue immediatamente dalle disuguaglianze valide per ogni i = 1,...,n
n
|zt — x| < ||z — 20| < |z — 2k QED
h ol = h 0l = h ol -

k=1
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Osservazione 1.2.6 Dalla proposizione precedente segue subito che, come nel caso delle
successioni reali, il limite di una successione convergente ¢ unico.
. : _ (1 1+h 1+h
Esempio 1.2.7 1. Siaz), = (3, =) per ogni h € N. Poiché (3), e (£) convergono
a 0 e a 1 rispettivamente, per la Proposizione 1.2.5 possiamo concludere che la
successione data converge a (0, 1) in R?.
2. Lasuccessione (23), = (((—1)", +))5 ¢ limitata, ma non convergente poiché ((—1)"),
non e una successione regolare in R. Quindi possiamo concludere che anche in R"
la limitatezza della successione e solo una condizione necessaria, ma non sufficiente

per la convergenza.

Come al solito, se (xp), € una successione di R” ed (k;), € una successione stretta-
mente crescente di numeri naturali, la successione (zy, ), si dice successione estratta, o
sottosuccessione, di (z)p-

Osserviamo che, come nel caso reale, se (zj), ¢ una successione convergente di R™,
il cui limite e x, allora ogni successione estratta di (z;), converge allo stesso limite
xo. Ma esistono successioni non convergenti che ammettono estratte convergenti come

(=1)" D).

Esempio 1.2.8 Sia (z3)

(L, 1,h)n e sia (kn)s = (B2)n. Allora (7%, 1,h?)), & una
successione estratta di (( -

= (
717h)

= >

Con le successioni si possono caratterizzare gli insiemi chiusi.

Proposizione 1.2.9 L’7insieme A C R™ ¢é chiuso se e solo se vale la sequente proprieta:
se (xp)n € una successione convergente di punti di A, detto x il suo limite, risulta che
appartiene ad A.

Introduciamo ora un’altra classe di insiemi particolarmente importante.

Definizione 1.2.10 (Insiemi compatti) Sia K C R". Si dice che K é un insieme
compatto di R™ se da ogni successione a valori in K si puo estrarre una sottosuccessione
convergente ad un elemento di K.

Si puo dimostrare il seguente Teorema di Heine-Borel.

Teorema 1.2.11 (Compatti di R") Sia K C R". Allora K ¢é compatto se, e solo se,
K ¢ chiuso e limitato.

Esempio 1.2.12 Sia K = B,(xg). Allora K & compatto perché & chiuso e limitato.
Analogamente, K = S,(x() & compatto perché & chiuso e limitato.

Sia K = {x1, 29, ...,z } un insieme finito di punti di R”. Allora K ¢ compatto perché
¢ chiuso e limitato.
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1.3 Limiti e continuita delle funzioni

In questo paragrafo iniziamo lo studio sistematico delle funzioni f dipendenti da una
variabile vettoriale x = (z1,...,z,) appartenente ad un sottoinsieme A di R", detto
al solito dominio di f. Spesso la funzione f sara definita da un’espressione analitica
formulata usando le usuali funzioni elementari. In questo caso, come per le funzioni di
una variabile, diciamo dominio naturale dell’espressione analitica, o, piil brevemente, della
funzione f, il piu grande sottoinsieme di punti x di R™ in cui tutte le operazioni richieste
per il calcolo del valore f(z) si possono eseguire.

Definizione 1.3.1 Sia A C R" e sia o € R un punto di accumulazione di A. Sia

f A — R una funzione. Si dice che f tende ad { € R per x che tende a xg, e si scrive
lim f(x)=1¢, se

T—T0

Ve >0 3§ >0 tale che Ve € A, 0 < ||z — x| <0 : [f(x)—{] <e.

Si dice che f tende ad +00 per x che tende a xq, e si scrive lim f(x) = 400, se
T—T0

VM >0 36 >0 tale che Ve € A, 0 < ||z — x| <d: f(x)> M.

Si dice che f tende ad —oo per x che tende a xg, e si scrive lim f(x) = —oo, se
Tr—T0

VM >0 36> 0tale che Ve € A, 0 < ||z —xo]| <d: f(x) < —M.
Se A e illimitato, si puo definire anche il limite di f all’infinito, ponendo

lim f(x) ="/
llz|—+o0
(con ¢ reale) se per ogni € > 0 esiste R > 0 tale che per ogni z € A con ||z|| > R risulta
|f(z) — ¢ <e. Se £ = +00 si da 'analoga definizione, con le modifiche ovvie.
Osserviamo che per n = 1 la definizione data concorda con quella gia nota per le
funzioni reali di variabile reale. E in particolare, continuano a valere le stesse proprieta
come:

Teorema 1.3.2 (Proprieta dei limiti) Sia A C R™ e sia xy € R" un punto di accu-
mulazione di A. Sia f: A — R una funzione tale che esiste lim f(x) ={. Allora
Tr—x0

1. [Unicita] I limite ¢ unico.

2. [Permanenza del segno] Se ¢ > 0, allora esiste r > 0 tale che, per ogni x €
AN B.(x0) \ {x0}, f(z) > 0.

3. [Confronto] Se esiste r > 0 tale che per ogni x € AN B,.(xo)\{xo} risulti f(z) > 0,
allora ¢ > 0.
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4. [Caratterizzazione dei limiti con successioni| Sono equivalenti:

(a) lim f(z) ="/

T—rT0

(b) Y (zn)n C A\{zo}, zn = o = f(x) = L.

Anche per le operazioni sui limiti valgono risultati analoghi a quelli visti per le funzioni
di una variabile reale.

Teorema 1.3.3 Sia A C R” e sia xg € R" un punto di accumulazione di A. Siano
f,9: A— R due funzioni tali che

Jlim f(x)=¢eR, 3 lim g(x)=m eR.

T—x0 T—T0
Allora

1. 3 lim (f(x) £ g(x)) =L+ m;

T—T0
2. 3 1lim f(x)-g(x) =0 -m;

T—T0
3. 3 lim m = ﬁ, purché m # 0.

=0 g(x) M

Questi risultati si estendono al caso in cui £ o m siano oo, purché le operazioni indicate
non diano luogo a forme indeterminate.

Osservazione 1.3.4 Notiamo che I'esistenza del limite nella Definizione 1.3.1 & una con-
dizione piu forte dell’esistenza dei limiti delle restrizioni di f anche a tutte le rette pas-

santi per xy. In altri termini, se lim f(x) = ¢ allora per ogni v € R", v # 0 fissato,
T—T0

risulta yr% f(zo + tv) = L. Viceversa, pud accadere che %ir% f(zo + tv) = € per ogni v # 0,
— —

2
x

ma non esiste lim f(x). Per esempio, sia n = 2 e f(z,y) = 4—3/2. Allora, fissato
T—TQ x +y

v = (v1,v2) # (0,0) risulta:

3030y

15% f(tvy, tvy) = lim =0,

=0 thv] + 203

per ogni v, mentre lin% f(x) non esiste. Infatti, considerando la restrizione di f alla curva
Tr—r

di equazione y = 22, cioé ponendo y = 22, si ha che il

e quindi  lim  f(z,y) non esiste.
(2,y)—(0,0)
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Definiamo ora le funzioni continue in piu variabili reali.

Definizione 1.3.5 Sia A C R". Sia f : A — R una funzione e sia xg € A. Si dice che
f e continua in xy se xo € un punto isolato di A oppure

3 lim f(z) = f(xg),

Tr—xTQ

o equivalentemente, se
Ve>0 36 >0 tale cheVr € A, |[xv — x| <d: |f(z)— f(zo)| <e.

Inoltre, si dice che f é continua in A se essa e continua in ogni punto di A.

Osservazione 1.3.6 E immediato dare le definizioni di limite e continuita per funzioni
a valori vettoriali. Se f: A C R® — R* ed 2 ¢ di accumulazione per A allora

lim f(z) =(cR* <=

T—rT0

Ve >0 35 >0taleche Ve € A, 0 < ||z — x| <0 : ||f(x) =] <e,

dove || - || indica la norma euclidea sia in R™ che in R¥. Ovviamente, se 2y € A allora f &
continua in g se

lim f(z) = f(zo).

Tr—IT0

Come per le successioni vale che

lim f(z) =0=({1,...,0:) €ER" <= lim fi(x) =4 VYi=1,... k,

T—T0 T—T0

doeve f; sono le componenti di f.
Vale il seguente Teorema.

Teorema 1.3.7 (Continuita della funzione composta) Siano A C R*, B C R ¢
siano f : A — B continua in xg € A, g : B — RP continua in yo = f(x¢). Allora, la
funzione composta h =go f: A— RP ¢ continua in xg .

La definizione di funzione continua in A e stata data in modo puntuale, cioe sulla base
del comportamento della funzione nei singoli punti; si puo dare una utile caratterizzazione
della continuita in A in termini globali come segue.

Proposizione 1.3.8 Sia A CR" ed f: A — R*. Se A ¢ aperto, f ¢é continua in A se e
solo se f~Y(B) ¢ un aperto di R™ per ogni aperto B di R*; se A ¢ chiuso, f ¢ continua
in A se e solo se f~1(C) & un chiuso di R™ per ogni chiuso C' di R*. In particolare, se
A =R" allora entrambe le caratterizzazioni della continuita sono valide.



1.3. Limiti e continuita delle funzioni 15

Per il Teorema 1.3.3 possiamo affermare che somme e prodotti di funzioni continue
sono ancora funzioni continue.
Riformuliamo ora alcuni concetti gia esposti nel corso di Analisi Matematica I.

Definizione 1.3.9 Sia A C R" e sia f : A — R una funzione. Si dice che f e limitata
superiormente in A se esiste L € R tale che f(x) < L per ogni x € A (in tal caso, L ¢
detto maggiorante di f in A). Si dice che f ¢é limitata inferiormente in A se esiste H € R
tale che f(x) > H per ogni x € A (in tal caso, H ¢ detto minorante di f in A). Infine
f st dice limitata in A se esistono L, H € R tali che H < f(x) < L per ogni x € A, o
equivalentemente, esiste M > 0 tale che |f(x)| < M per ogni x € A.

In analogia al caso delle funzioni reali di variabile reale, se f e limitata superiormente

in A, si definisce estremo superiore di f in A, e si indica con sup f(z) o con sup, f, il
€A
minimo dei maggioranti di f in A. In particolare, risulta:

sup f = sup{f(z): = € A}.
A

Se f ¢ limitata inferiormente, si definisce estremo inferiore di f in A, e si indica con

inf1 f(x) o con inf4 f, il massimo dei minoranti di f in A. In particolare, risulta:
BAS

iI}‘ff =inf{f(z): x € A}.

Definizione 1.3.10 Sia f una funzione definita in A C R™ e vt limitata superiormente.
Se esiste x1 € A tale che f(x1) = supy f, e quindi f(x) < f(x1) per ogni x € A, si
dice che f(x1) € il massimo di f in A, o che [ é dotata di massimo in A, e si scrive
maxy f = f(x1). Il punto x; si dice punto di massimo per f in A.

Sia f limitata inferiormente in A. Se esiste x5 € A tale che f(x9) =infa f, e quindi
f(z) > f(x2) per ogni x € A, si dice che f(x3) ¢ il minimo di f in A, o che f ¢é dotata
di minimo in A, e si scrive ming f = f(xs). Il punto x5 si dice punto di minimo per f

m A.

Con una dimostrazione molto simile al caso delle funzioni di una variabile, risulta che:

Teorema 1.3.11 (Weierstrass) Sia K un sottoinsieme compatto di R" e sia f una
funzione definita e continua in K. Allora f é dotata di massimo e di minimo in K.

Il seguente risultato estende al caso di funzioni di piu variabili il Teorema dei valori
intermedi.

Teorema 1.3.12 (dei valori intermedi) Se A C R" ¢ connesso ed f: A — R é con-
tinua in A, allora f(A) é un intervallo, cioé, per ogni numero reale y compreso tra inf 4 f
esup, f esiste v € A tale che f(x) =y.
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Si puo dare come nel caso di una variabile una nozione piu forte di continuita.

Definizione 1.3.13 (Uniforme continuita) Sia A CR" ed f: A — R; si dice che f ¢é
uniformemente continua in A se per ogni e > 0 esiste 6 > 0 tale che x,y € A, ||z —y|| < ¢

implica |f(x) — f(y)| < e.

Ovviamente, ogni funzione uniformemente continua e continua. Viceversa la funzione

1
definita in R?\ {(0,0)} da f(x,y) = R ¢ continua ma non ¢ uniformemente continua.
re Yy

Vale anche per le funzioni di piu variabili il seguente risultato.

Teorema 1.3.14 (Heine-Cantor) Sia K C R"™ un insieme compatto, ed f : K — R
continua in K; allora f & uniformemente continua in K.

Un caso di funzioni uniformemente continue particolarmente interessanti ¢ costituito
dalle funzioni Lipschitziane.

Definizione 1.3.15 (Funzione Lipschitziana) Sia A C R" ed f: A — R; si dice che
f € Lipschitziana in A se esiste L > 0 tale che Vx,y € A, |f(z) — f(y)| < Lljz —y]|.

Esempio 1.3.16 La norma ¢ una funzione Lipschitziana in R™ con costante L = 1 infatti
(come nel caso del valore assoluto) vale la disuguaglianza

ezl =Nyl < lle—yll,  Vo,y e R™.

1.4 Funzioni vettoriali di una variabile

Se ¢ ¢ una funzione definita in un intervallo (a,b) C R a valori in R™, possiamo
esprimerla attraverso le sue componenti ¢q, ..., p,, che sono funzioni reali. In analogia
alla definizione di limite di una successione in R", la funzione ¢ ¢ continua in ty € (a, b) se
o(t) — p(to) per t — tg, cioe, equivalentemente, se le componenti ; di ¢ sono continue
in ty. Inoltre, allo stesso modo, diciamo che ¢ ¢ derivabile in ¢y se esiste il limite

o 900 = ()

t—to t—ty

che si denotera ¢'(ty). Come prima, questo equivale a richiedere che le componenti ¢;
siano derivabili in to; in tal caso, risulta ¢'(ty) = (¢} (to), ..., ¢, (to)). Il discorso si puo
naturalmente estendere alle derivate di ordine superiore. Analogamente, diciamo che ¢ e
integrabile in (a,b) se le sue componenti lo sono, e poniamo

/absf?(t)dt = (/b p1(t)dt, ... ,/ab %(t)dt)‘
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Osserviamo che tanto ¢'(ty) quanto f; @(t)dt, quando esistono, sono vettori di R", cosi
come i valori di ¢, e che vale la diseguaglianza:

H /abw(t) dtH < /ab (1)) dt.

Inoltre, ragionando componente per componente, si ricava la seguente formulazione vet-
toriale del Teorema fondamentale del calcolo integrale per le funzioni vettoriali.

Teorema 1.4.1 Se ¢ : [a,b] — R™ ¢ continua, allora la funzione

t
v) = [ el telad,
¢ derivabile in [a,b], e risulta '(t) = p(t) per ogni t € [a,b].

Osservazione 1.4.2 Concludiamo questo paragrafo segnalando che e possibile consider-
are successioni (uy) e serie di funzioni ), uy a valori vettoriali, cioe con uy, : I C R — R".
Valgono tutte le considerazioni presentate nel corso di Analisi Matematica I, sia per quan-
to riguarda la terminologia e le definizioni, che per quanto riguarda i risultati. Le uniche
varianti, per altro puramente formali, sono le seguenti: nella definizione di convergenza
assoluta di una serie di funzioni, la serie ), |ug(x)| va sostituita con la serie ), |ju(z)]|,
e nel criterio di Weierstrass la condizione |ug(x)| < My Va € [ va sostituita con la
lug(x)|| < My Vo € 1.



CAPITOLO 2

CALCOLO DIFFERENZIALE IN PIU
VARIABILI

In questo capitolo estendiamo al caso di funzioni definite in sottoinsiemi di R™, per
n > 2, le nozioni ed i metodi del calcolo differenziale visti nel corso di Analisi Matematica
I per le funzioni di una sola variabile reale. Incontreremo, oltre a complicazioni tecniche,
problemi e fenomeni nuovi che richiederanno l'introduzione di nuove idee e strumenti.
Discutiamo prima il caso di funzioni a valori reali, poi quello di funzioni a valori vettoriali.

2.1 Derivate parziali e differenziabilita

La prima nozione che vogliamo estendere al caso di funzioni di piu variabli reali e quella
di derivata. Iniziamo dalla nozione di derivata direzionale, che & certamente 1’estensione
piu spontanea della definizione di derivata al caso n-dimensionale. Purtroppo, con questa
sola definizione, neanche le prime proprieta delle funzioni derivabili di una sola variabile
reale si estendono al caso n-dimensionale.

Definizione 2.1.1 (Derivata direzionale) Sia A C R" aperto, f : A - R, 29 € A e
v € R"™ tale che ||v|| = 1. Diciamo che f ammette derivata direzionale in zy lungo la
direzione v se esiste finito il limite

lim [z +tv) — f(xo).
t—0 t

(2.1.1)

0
Se tale limite esiste si denota a—f(xo) 0 D, f(xo). Le derivate direzionali di f in xq rispetto
v
alle direzioni e;, 1 = 1,...,n, degli assi coordinati si dicono derivate parziali di f in zq e
si denotano (quando esistono) in uno dei modi sequenti:

gjj (o), D; f(x), D, f (o).

Esempio 2.1.2 L’esistenza delle derivate direzionali di f in xzy, anche lungo tutte le

direzioni v non assicura la continuita di f in xy. Consideriamo infatti la funzione f :
R? — R data da

[0 sey >a2oy <0,
f(m,y)—{l se 0 <y < 2%

18
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f ammette tutte le derivate direzionali in (0,0), esse valgono 0, ma ovviamente f non e
continua nell’origine.

Si vede dalla definizione che la condizione di esistenza delle derivate direzionali in x
si puo formalizzare cosi:

| f (2o + tv) — f(x0)|

Viv|=1, Ve >0 36 >0taleche [t|]<d = m

<e,

dove evidentemente § dipende sia da £ che da v. Se si analizza in dettaglio I’esempio
precedente, si vede che , per € > 0 fissato, 6 — 0 quando il versore v tende al versore
e = (1,0).

Per ottenere una procedura di derivazione che assicuri proprieta piu forti alle funzioni
derivabili introduciamo la seguente definizione.

Definizione 2.1.3 (Differenziabilita) Sia A C R™ aperto, f : A - R, g € A. Di-
ciamo che f ¢ differenziabile in xg se esiste un’applicazione lineare L : R — R tale

che h Lk
Ill—0 Il

0 equivalentemente
lim fx) = flxo) — Lz — o) —0.
20 [l = o]

Se f e differenziabile in xq allora 'applicazione L si dice differenziale di f in xq e si indica
con dfy,.

Osservazione 2.1.4 (Proprieta delle funzioni differenziabili)

1. Possiamo esplicitare la richiesta nella definizione precedente come abbiamo fatto per
le derivate direzionali per confrontare le due nozioni; otteniamo che deve esistere
un’applicazione lineare L tale che:

| f (o + tv) — f(xo) — tL(v)]

Ve>0dd>0taleche |[t|<d = i

<e Vbl =1,

dove stavolta si vede che ¢ dipende da £ ma puo essere scelto indipendente dalla
direzione v.

2. Se una funzione f e differenziabile in z( allora il suo differenziale e unico. Infatti,
se per assurdo ce ne fossero due distinti, chiamiamoli L ed L', esisterebbe un v # 0,
che possiamo supporre di norma unitaria, tale che L(v) # L'(v), cosi che si avrebbe

0 # L'(v) - L(v) = lim 20— L)

t—0 t
~ lim f(zo +tv) — flwo) — L(tv)  f(xo + tv) — f(zo) — L' (tv)
t—0 t t
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3. La differenziabilita di f in xy implica la continuita di f nello stesso punto; infatti,
la relazione (2.1.2) si puo scrivere

flzo+ h) = f(xo) = L(h) + o([|n]]),
da cui segue che f(zo+ h) — f(x¢) — 0 per h — 0.
4. La differenziabilita di f in xy implica l'esistenza di tutte le derivate direzionali di f

0
nello stesso punto, ed anche 1'eguaglianza a—f(llfo) = L(v) da cui segue la linearita
v

dell’applicazione v —» g—f(xo). Infatti,
v
g L0 = F@) G+ ) = () = L)

= 0.
t—0 t t—0 ||t'U||

5. Come si e visto nel corso di Geometria ed algebra, all’applicazione lineare L della
Definizione 2.1.3 ¢ univocamente associato un vettore V f(xg) di R” in modo tale
che L(v) = V f(xo) - v, sicché si ha la formula

%(wo) =V f(z0) v = Xn:vi (Vf(xo))

=1

i

per ogni vettore v € R"™. Scegliendo v = e; segue che le componenti di V f(xq) sono
le derivate parziali di f in xg, cioe:

Vf(xo) = (le(xo), e aan@o))-

Definizione 2.1.5 [l vettore V f(xg) associato all’applicazione lineare L nella Definizione
2.1.3 si dice gradiente di f in xg.

Se f ammette derivate parziali in tutto un insieme aperto, per esempio A stesso, ci si
puo domandare se, al variare del punto x in A, le derivate parziali siano continue. Si dice
che f & di classe C1(A) se cio accade per tutte le derivate parziali prime Dy f,..., D, f in
A. Vale allora il seguente importante risultato, che e il principale strumento per verificare
la differenziabilita di una funzione.

Teorema 2.1.6 (Teorema del differenziale) Sia A un aperto di R™, sia g € A, e sia
f A= R; sele derivate parziali di f esistono in un intorno di xo e sono continue in xg
allora f ¢ differenziabile in xo. Inoltre, se f ¢ di classe C'(A) allora ¢ differenziabile in
tutti i punti di A.

DiM. Supponiamo per semplicita di notazione n = 2, e denotiamo le variabili con (z,y)
e gli incrementi con (h, k). Allora, la relazione da provare é:

lim f(xo+h,yo + k) — f(wo,90) — [Daf (0, y0)h + Dy f (0, y0) K]

=0.
VTR0 Vh? + k2
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Scrivendo

f(zo+h,yo+k) = f(wo,90) = [f(wo+h,yo+k) — f(xo, yo+ k)] + [f (20, yo + k) — f (20, %0)],

si puo applicare il teorema di Lagrange alle funzioni di una variabile

l‘l—>f<l’,y0+k?), y'_>f('r07y>’

(definite rispettivamente negli intervalli di estremi xq, zo + h ed yo, yo + k), ottenendo

f(wo+h,yo + k) — f(zo,90 + k) = Do f(§, 90 + k),
f(xo,y0 + k) — f(x0,40) = Dy f(x0, 1)k,

dove ¢ ed n sono due opportuni punti dei suddetti intervalli. Ne segue

‘f(xo +h,yo + k) — f(20,90) — [Daf (20, y0)h + Dy f (20, y0) K| ’
N
_ ‘ [Dacf<€7 Yo + k’)h + Dyf(%, U)k] - [sz(%, yo)h + Dyf(iUo, yo)k’] ‘
Vh? + k?

< |ID2 (€90 + k) = Daf(zo, o))

h k
vVh? + k2 NG

e il limite & nullo perché, per (h,k) — (0,0), £ tende ad zq, n tende a yg, i rapporti
h k

VIZT R R TR

a zero per la continuita delle derivate prime di f in (zg, yo). QED
Una volta chiarito che il calcolo del differenziale di una funzione si riconduce al calcolo

delle sue derivate parziali, poiché le derivate parziali sono sostanzialmente derivate di

funzioni di una sola variabile reale, ¢ evidente che vale il seguente risultato.

‘ + )[Dyf(:co,n) — Dy f(zo0, yo)]

sono compresi tra —1 e 1, e i termini in parentesi quadre tendono

Proposizione 2.1.7 Somme, prodotti, quozienti (dove il denominatore non si annulla)
di funzioni differenziabili sono differenziabili, e le derivate parziali sequono le regole di
derwazione delle derivate delle funzioni di una variabile reale:

1. Di(af + Bg) =aD;f +pD;g Ya,BER, i=1,...,n;
2. Di(fg) = fDig+ gD;if:

5. py(£) = 24 =10s

Esempio 2.1.8 1l calcolo delle derivate parziali ¢ molto semplice, infatti basta trattare
le altre variabili come costanti e derivare la funzione solo rispetto alla variabile con-
siderata. Ad esempio, se f(z,y) = wcos(zy) allora D,f = cos(zy) — xysin(xy) e
D,f = —a*sin(zy).
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E un po’ piu delicato il discorso relativo alla derivazione della composizione di due
funzioni, che affronteremo in due passi. Un primo risultato che estende una formula gia
vista nel caso delle funzioni di una variabile ¢ il seguente.

Teorema 2.1.9 (Differenziale della funzione composta) Siano I C R un interval-
lo, A C R" aperto, e siano ¢ : I — A derivabile in I, f: A — R di classe C*(A). Allora,
la funzione composta g = fow: I — R ¢ derivabile, e per ogni t € I risulta:

g =VIet) ¢t)=) g—gi(sﬁ(t))soé(t),

dove @1, ..., p, sono le componenti di ¢.
Come nel caso di una variabile, si ha la seguente conseguenza.

Teorema 2.1.10 Se f ammette derivate parziali in A, con A C R™ aperto connesso per
poligonali, e V f(x) =0 per ogni x € A, allora f é costante in A.

DiMm. Dati z,y € A, basta provare che f(z) = f(y). Per 'arbitrarieta di z,y la funzione
f risultera costante. Per ipotesi, esiste una poligonale P di vertici x = xq, x1,...,2, =¥
tutta contenuta in A. Per ¢ fissato tra 1 e k, consideriamo la funzione ¢(t) = f(x;—1 +
t(x; — x;—1)). Dal Teorema 2.1.9 segue ¢'(t) = V f(x;—1 + t(z; — x4-1)) - (x; —24-1) =0 ¢
quindi f(z;-1) = g(0) = ¢g(1) = f(x;). Applicando questo argomento per ogni i si ricava
che f & costante su P ed in particolare f(z) = f(y). QED

Nel corso di Analisi Matematica I si e visto come si possa dedurre 'andamento del
grafico di una funzione derivabile studiandone le derivate, quando n = 1, caso in cui il
grafico € una curva nel piano. Per n = 2 il grafico di una funzione reale & una superficie, e
questo rende ovviamente pit complicato lo studio (e il disegno!). Per n > 3 il disegno del
grafico diventa impossibile, e ci si deve accontentare di informazioni analitiche o di illus-
trazioni che non riproducono il grafico interamente, ma rappresentano solo alcune delle
sue proprieta geometriche. Ci limitiamo ad una discussione del caso n = 2, riservandoci
di segnalare alla fine qualche estensione al caso generale.

Sia f : A C R* — R di classe C*, sia 7y € A, e, fissato v € R? con |jv|| = 1,
consideriamo la retta r in R? passante per x( di direzione v, descritta parametricamente
dall’equazione © = xy + tv, per t € R. Possiamo allora considerare la restrizione di f
all'insieme M A C R. In particolare, possiamo considerare la funzione f,(t) = f(z¢+ tv)
per t in un opportuno intorno dell’origine I, C R. Identificando ogni punto ¢ di I, con il
punto x = xg + tv, il suo grafico

G(f.) ={(t,y) eR*: y=fi(t), t € L},

e la curva intersezione del grafico di f

G(f)={(z,y) €eR*: y = f(x), z € A} (2.1.3)
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con il piano verticale che interseca il piano (z1,zs) nella retta r. Siccome f, € C'(1,),
possiamo scrivere 1'equazione della retta tangente al suo grafico nel punto di coordinate
t =0,y = f,(0) = f(x) usando il teorema della derivazione della funzione composta, e
otteniamo la formula

v = Fo0) U0 = f(a0) + D (wt = Fla) + > 2

i=1 Oz;

(Io)Uﬂf.

Questa retta si dice retta tangente al grafico di f nella direzione v. Teniamo ora fisso il
punto z e lasciamo variare v: questo equivale, nella formula precedente, a considerare
due parametri indipendenti vit e wvot. E naturale chiamarli u, v, ottenendo l'equazione
parametrica di un piano, che chiamiamo piano tangente al grafico di f:

af of

y = f(wo) + 5 -(wo)u+ 5 ~(20)v = f(w0) + V f(z0) - (u,v).

Eliminando i parametri © = 1 — zg1, v = T9 — Tg2 Si perviene all’equazione cartesiana

of of

a—xl(i’?o)(fﬁl — To1) + a—@(xo)(@ —x02) =y + f(wo) =0,

ove si riconoscono i coefficienti di giacitura, determinati come sempre a meno del segno,
— D1 f(xg), —Daf(z0),1. Il vettore (—Dyf(xo), —Daf(z0),1) ¢ quindi perpendicolare al
piano tangente.

A questo punto, e facile generalizzare tutto il discorso al caso di un numero arbitrario
di variabili indipendenti. Se A C R" ed f : A — R, introducendo coordinate cartesiane
(x1,...,2y,y) in R"™! la (2.1.3) definisce ancora il grafico di f (con R™™! al posto di R?).
Se f ¢ di classe C' in A, e xy & un punto di A, diciamo ancora piano tangente al grafico
di f il sottospazio affine n-dimensionale di R"™! di equazione cartesiana

y = f(zo) + Vf(zo) - (x — x0), r e R™

11 versore

v = (—Vf(l‘g),l)
VI+IIVf (o)l

e perpendicolare al piano tangente, ed ¢ scelto in modo da avere componente positiva
lungo 'asse verticale .

Esempio 2.1.11 Consideriamo la funzione di due variabili f(z,y) = 2? + y?. Essa &
differenziabile in R? e il suo gradiente ¢ V f(z,y) = (2x,2y). 1l piano tangente al grafico
di f nel punto (1,1,2) e datoda z =2(z — 1) + 2(y — 1) + 2 = 22 + 2y — 2. I due grafici
sono rappresentati in Figura — 2.1.

Un’altra nozione utile a descrivere I'andamento di una funzione e quella di insieme di
livello. Data al solito f : A — R, e dato ¢ € R, si dice insieme di livello ¢ di f I'insieme
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Figura — 2.1: Piano tangente al grafico.

E.={ze€A: f(z)=c}. Sen =2siparladi curva di livello e, se n = 3 di superficie
di livello. Intuitivamente, questa terminologia ¢ giustificata dal fatto che I'insieme ove
f € costante ci si aspetta sia “sottile” rispetto all’ambiente. In Fisica si parla anche
di superficie equipotenziali, perché, se f € un campo scalare che esprime il potenziale
associato ad un’interazione (per esempio, gravitazionale od elettrica), gli insiemi di livello
sono quelli su cui il potenziale ¢ costante. In tal caso, il gradiente di f esprime il campo di
forze indotto dal potenziale, ed ha la direzione dell’accelerazione indotta su una particella
soggetta alla forza dovuta al campo f. Le curve dello spazio che in ogni punto x hanno
per retta tangente quella di direzione V f(x) si dicono linee di flusso e sono, in ogni punto,
ortogonali alla superficie equipotenziale che passa per quel punto. Questa proprieta si
puo formalizzare come segue.

Teorema 2.1.12 Siano A C R™ aperto, ed f € C'(A). Se zy € E., Vf(zg) # 0 e
¢ : (=6,0) = R" ¢& di classe C' e tale che p(0) = xg, p(t) € E. per ogni t € (—6,0),
allora V f(xo) - ¢'(0) = 0.

Dim. La funzione ¢ : (—4d,6) — R definita da g(t) = f(¢(t)) ¢ costante e vale ¢, sicché
g () =V f(pt))- ¢ (t) =0 per ogni t. Per t =0 si ha la tesi. QED

Esempio 2.1.13 Consideriamo la funzione di due variabili f(z,y) = 92* + 16y? e con-
sideriamo la curva di livello f(z,y) = 25. La funzione ¢ differenziabile in R? e il suo
gradiente & V f(z,y) = (18z,32y). Il versore normale nel punto (1, 1), appartenente alla

L (9,16)
V33T

curva di livello considerata, e dato da
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Figura — 2.2: Linee di livello di f(z,y) = 2? — 3.

E importante notare che il gradiente di una funzione (nei punti in cui non e nullo) deter-
mina la direzione di massima pendenza, nel senso che la derivata direzionale della funzione
ha il massimo modulo lungo la direzione del gradiente, cioe:

IV f (o) || = max{| Dy f(zo)| : lv]] = 1}; (2.1.4)

infatti, per ogni versore v risulta D, f(zo) = (V f(z0), v), e il prodotto scalare ¢ massimo
quando i due vettori sono paralleli, cio¢ quando v = V f(xz¢)/[|V f(z0)||, e il tal caso vale
la relazione (2.1.4).

Se f ammette derivate parziali non solo in un punto, ma in tutto un insieme aperto, per
esempio A stesso, come nel caso di una variabile ci si puo porre il problema dell’esistenza
delle derivate parziali iterate (derivate successive, o di ordine superiore).

Definizione 2.1.14 Siano A C R" aperto, ed f : A — R; se esiste in A la derivata
parziale D;f, si dice che f ammette derivata parziale seconda rispetto ad z; ed z; se
esiste la derivata parziale di D;f rispetto ad x;, che in questo caso si denota Dj;f. In
particolare, data f di classe C1(A), si dice che ¢ di classe C*(A) se esistono tutte le
deriwate parziali seconde di f e sono continue in A.

Iterando, si definisce la derivata parziale di ordine k di f rispetto ad x;,, z;,, ..., %;,
(nell’ordine), essendo iy, ..., i indici (anche ripetuti) in {1,...,n}, la derivata parziale
rispetto ad x;, della D;, ... f. St dice che f ¢ di classe Ck(A) se le sue derivate parziali
esistono e sono continue in A fino all’ordine k.

Infine, si dice che f ¢é di classe C*(A) se ammette derivate parziali di ogni ordine.

Notiamo che per f € C'(A) le sue derivate parziali prime sono n e costituiscono un
vettore (il gradiente), mentre le derivate seconde sono n?, le terze n?, eccetera. Le derivate
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seconde D;;f formano una matrice che e detta matrice hessiana di f ed ¢ denotata

_ [ of

Malgrado nella precedente definizione 'ordine in cui si eseguono le derivate sia essen-
ziale per definire le derivate di ordine superiore, in molti casi il risultato dipende solo
dalle variabili rispetto alle quali si deriva, e non dall’ordine delle operazioni.

Teorema 2.1.15 (Teorema di Schwarz) Se f : A — R ammette derivate parziali
seconde D;;f e Dj; f in un intorno di xg € A, ed esse sono continue in xg, allora

TT(20) = 2T (a)
8xi0xj To) = 81']8% o):

Di consequenza, se f € C?*(A) allora D;;f(x) = Dy f(x) per ogni x € A e per ogni
,7=1,...,n.

Si puo riformulare I'ultima affermazione del precedente teorema dicendo che se f €
C?*(A) allora D*f & una matrice n x n simmetrica, cio¢ tale che (D*f);; = D;;f = Djif =

(D*f);i-

Osservazione 2.1.16 L’enunciato del Teorema di Schwarz si puo naturalmente gener-
alizzare alle derivate parziali di ordine superiore al secondo. Se f € C*(A) allora tutte
le sue derivate parziali, fino all’ordine k, dipendono solo dalla variabili coinvolte, e non
dall’ordine in cui esse si considerano, e, se f € C*(A), cio vale per tutte le derivate
parziali.

2.1.a La formula di Taylor

Come nel caso di una variabile, per ogni xy € A si puo associare ad una funzione di
classe C*(A) un polinomio di grado k tale che le sue derivate parziali in xy coincidano
con quelle di f fino all’ordine k& (polinomio di Taylor). Ci limitiamo a trattare il caso del
secondo ordine.

Teorema 2.1.17 (Formula di Taylor del secondo ordine in pit variabili) Siano
A CR" aperto ed [ € C*(A). Sexg € A ed h ¢ tale che tutto il segmento [xg, zo + h] sia
contenuto in A, allora

D0

of (20

Floo ) = flao) + 3 gl whi+ 5 (o) + o([[?),
i=1 " i,

Z?]:

o0, in forma vettoriale:

Flao +h) = Fw) + V(o) - b 5 D* Fwo)h- b+ o [B]?)
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Osservazione 2.1.18 Come nel caso delle funzioni di una variabile, vale anche il Teore-
ma di Taylor con il resto di Lagrange per funzioni di piu variabili.

1. Nelle ipotesi del Teorema 2.1.17, posto = ¢ + h, esiste un punto ¥ € (0,1) tale
che

£(2) = @) + Vf(ao) - (2 = 0) + 3D (s0-+ Do = 20)) (& = 0) - (& = a0).

2. Se nel Teorema 2.1.17 si richiede solo f € C'(A), posto x = xy + h, esiste un punto
v € (0,1) tale che

f(x) = flzo) + Vf(zo + Iz — 30)) - (2 — w0).
Questa formula e I'analogo del Teorema di Lagrange per funzioni di piu variabili.

3. (Esempio) E facile verificare che, per la funzione di due variabili f(z,y) = (1 + z)e**¥,
il polinomio di Taylor centrato in (0,0) di secondo grado ¢

1 3 1

La formula di Taylor del secondo ordine ¢ lo strumento essenziale per studiare gli
estremi relativi delle funzioni di pia variabili che ¢ 'argomento del paragrafo seguente.

2.2 Forme quadratiche ed estremi relativi

Per affrontare il problema della ricerca dei punti in cui una funzione assume valori
di massimo o minimo relativo ricorriamo alla classificazione delle forme quadratiche in
base alla loro segnatura. Come si e visto nel corso di Geometria ed Algebra (vedi Cap. 5
degli appunti del corso) alla matrice hessiana di una f di classe C?, fissato il punto xq, &
associata la forma quadratica simmetrica

D2 f(ah-h=3" 0T
axiaxj

ij=1

Presentiamo ora la classificazione delle forme quadratiche in base alla segnatura; use-
remo questa classificazione per la forma quadratica associata alla matrice hessiana nel
Teorema 2.2.9.

Definizione 2.2.1 (Classificazione delle forme quadratiche) Sia A = (a;;) una ma-
trice reale quadrata simmetrica di dimensione n, e 3 la forma quadratica ad essa associata.
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Diciamo che A (o, equivalentemente, [3) é:

Ah-h>0 Y heR"
Ah-h<0 VY heR"

Ah-h>0 Y heR\ {0}
Ah-h <0 ¥ heRr\ {0}

semidefinita positiva
semidefinita negativa

definita positiva

definita negativa

indefinita in tutti gli altri casi.

roee

Notiamo che A e indefinita se e solo se esistono hi,hy € R™ tali che Ahy - hy >
0, Ahsy - hy < 0. L’applicabilita concreta delle nozioni su esposte dipende evidentemente
dalla facilita con cui si puo determinare la segnatura di una forma quadratica data.
Presentiamo un criterio diretto, basato sulla determinazione del segno degli autovalori di
A, che, essendo A una matrice simmetrica, sono tutti reali.

Teorema 2.2.2 (Classificazione delle forme quadratiche con gli autovalori) Sia
A una matrice reale simmetrica, e siano \i, ..., \, i suot autovalori distinti. Allora A é:

N>OVi=1,... k
N<OVi=1,.. .k
ANSOVi=1,... k
Ji,5 € {1,...,k} tali che \; > 0,\; <O.

semidefinita positiva
semidefinita negativa
definita positiva
definita negativa
indefinita

roree

Osserviamo che nel precedente criterio cio che importa ¢ solo il segno degli autovalori
di D?f(xg) e non il loro valore numerico, ma vale la seguente proprieta.

Proposizione 2.2.3 Sia A una matrice reale simmetrica, e siano Ay < ... < A\ 1 Suot
autovalori distinti. Allora:

se A ¢ definita positiva e h # 0 risulta 0 < M\ ||h]|> < Ah-h < A || h|?
se A ¢ definita negativa e h # 0 risulta A\ ||h]]* < Ah-h < Xg|lh|> <0

Il seguente risultato da condizioni affinché una forma quadratica sia definita positiva
0 negativa.

Teorema 2.2.4 (Criterio di Sylvester) Sia A una matrice reale n X n e siano AP i
minori di A fatti con le prime p righe e le prime p colonne. Allora A e definita positiva
se e solo se

det(A(p))>0 Vp=1,...,n.

La matrice A € definita negativa se e solo se —A ¢ definita positiva, quindi se e solo se
(—1)Pdet(A®)) > 0 per ogni p.

Utile e anche la seguente caratterizzazione delle matrici semidefinite attraverso il seg-
no dei minori principali. Ricordiamo che i minori principali di una matrice A sono i
determinanti delle matrici che si ottengono da A sopprimendo un numero arbitrario di
righe e colonne con lo stesso indice.
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Proposizione 2.2.5 Sia A una matrice reale n x n tale che det A = 0. Allora A ¢
semidefinita positiva se e solo se tutti i suoi minori principali sono maggiori o uguali
zero.

La matrice A é semidefinita negativa se e solo se —A € semidefinita positiva, quindi
se e solo se tutti © suoi minori principali di ordine pari sono maggiori o uguali a zero e
tutts © suoi minori principali di ordine dispari sono minori o uguali a zero.

Passiamo ora alla definizione di estremo relativo, ed alla discussione della ricerca e
classificazione degli estremi relativi.

Definizione 2.2.6 (Estremi relativi) Siano A C R", 2y € A ed f: A — R. Diciamo
che f ha un massimo relativo in xy se esiste d > 0 tale che

red |lr—zml<di = flz) < flzo);
diciamo che f ha un minimo relativo in xq se esiste 6 > 0 tale che
r€A |-z <9 — flz) > f(xo).

Se f ha un massimo o un minimo relativo in xo allora diciamo che ha un estremo relativo
in xg. Se le due disequaglianze precedenti valgono per x # xo con < (risp. >) anziché <
(risp. >) diciamo che l’estremo relativo é proprio.

Il seguente risultato estende il Teorema di Fermat.

Teorema 2.2.7 Siano A C R", zo € A e f: A — R. Sexg e un punto di estremo
relativo di f, xo € interno ad A ed f ¢ differenziabile in xq, allora V f(xq) = 0.

Dim. Fissato v € R™, ||v|| = 1, possiamo applicare il Teorema di Fermat alla restrizione f,
di f alla retta @ = x¢+tv, che ha un estremo per ¢t = 0, ottenendo f/(0) = V f(xo)-v = 0.
Poiché cio accade per ogni vettore unitario v, deve essere V f(zq) = 0. QED

Definizione 2.2.8 (Punti critici) Se f : A — R é differenziabile inxg € A eV f(xg) =
0 allora xo si dice punto critico o stazionario per f. Un punto critico che non é né di
massimo relativo né di minimo relativo si dice punto di sella.

Possiamo quindi dire che ogni punto di estremo interno in cui [ sia differenziabile é un
punto critico. Il viceversa, come nel caso di una variabile, non ¢ vero. Per esempio,
f(z,y) = zy ha un punto critico nell’origine che non & né di massimo né di minimo.
Infatti, f(0,0) =0, ma f assume valori positivi e negativi in ogni intorno dell’origine.

Per determinare gli estremi relativi di una funzione f si procede pertanto come nel
caso di una variabile: se f ¢ di classe C' se ne determinano i punti critici; se poi f
¢ di classe C?, se ne calcolano le derivate seconde nei punti critici trovati e si cerca di
determinare la natura dei punti critici usando la formula di Taylor del secondo ordine.
Esistono, come nel caso n = 1, criteri basati sulle derivate di ordine piu alto, ma, per
I'elevata complessita (bisogna ricordare che le derivate parziali di ordine k sono n*) non li
discutiamo. La classificazione dei punti critici basata sulle derivate di ordine 2 € contenuta
nel seguente teorema.
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Figura — 2.3: Un punto di minimo relativo e un punto di sella.

Teorema 2.2.9 (Classificazione dei punti critici) Siano A un sottoinsieme aperto
di R™ ed f € C*(A). Se xg € A ¢ un punto critico di f, valgono le sequenti condizioni
necessarie di estremalita:

xo punto di minimo relativo = D%f(x0) semidefinita positiva

xo punto di massimo relativo =  D?f(xo) semidefinita negativa (2.2.6)
e le sequenti condizioni sufficienti:
D?f (o) definita positiva = xo punto di minimo relativo proprio
D?f (o) definita negativa = o punto di massimo relativo proprio (2.2.7)
D?f(xg) indefinita = 9 punto di sella.

DiM. Dimostriamo solo la condizione sufficiente di minimo relativo. Dalla formula di
Taylor del secondo ordine sappiamo che

Fleo + 1) = f(ao) + Vf(w0) - o+ SD? (o) -+ o)

Poiche xy € un punto critico di f si ha V f(xy) = 0 e poiche la matrice hessiana in z e
definita positiva, per la Proposizione 2.2.3 esiste una costante A > 0 tale che

D? f(xo)h - h > Al|h]]>.

lodlII*)]

<
[0

%si ha

Allora scelto § > 0 tale che per ogni h con 0 < ||h|| < ¢ risulti

Flaoh) = Fwo) + 3D F(zoh-h ol > o)+ 2RI = JIRI® = Flao) + 1]

Dunque xy € punto di minimo proprio nell’intorno Bs(xg). QED
Dal Teorema 2.2.2 segue una formulazione equivalente del risultato precedente, in
termini degli autovalori della matrice hessiana.

Teorema 2.2.10 (Classificazione dei punti critici con gli autovalori) Siano A un
sottoinsieme aperto di R", f € C*(A), ed xo € A un punto critico di f. Siano inoltre
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A1, .- A\ gli autovalori distinti di D?f(xg). Valgono le sequenti condizioni necessarie di
estremalita:

xo punto di minimo relativo — N >0Vi=1,... k;
xo punto di massimo relativo — N\, <0Vi=1,... k.

e le sequenti condizioni sufficienti:

AN>0Ve=1,...,k = xo punto di minimo relativo proprio
AN <O0OVi=1,...,k = xo punto di massimo relativo proprio
di,j e {1,... k} tali che \; > 0,); <0 = ¢ punto di sella.

Nel caso n = 2 possiamo ricavare in modo elementare il contenuto del Criterio di
Sylvester 2.2.4 ed applicarlo alla classificazione di un punto critico in modo molto semplice.

Esempio 2.2.11 Sia A = (a;;) una matrice simmetrica 2 x 2. Allora, I'equazione da
risolvere per determinare gli autovalori e

A2 — (ayy + ase)\ + detA = 0.
Ne segue che

A & definita positiva <— detA >0, a;; >0
A e definita negativa <— detA >0, a;; <0
A ¢ indefinita <— detA < 0
A ¢ semidefinita — detA = 0.

Siccome il determinante di una matrice ¢ uguale al prodotto degli autovalori, le affer-
mazioni relative ai casi indefinito e semidefinito sono ovvie. Per quanto riguarda il caso
di A definita (positiva o negativa), cioe con i due autovalori concordi, ¢ ovvio che il de-
terminante di A debba essere positivo; d’altra parte, questo implica che aq; e asy siano
concordi, essendo detA = aj1a00 — a%z. Quindi, ci sono due autovalori positivi se e solo
se nell’equazione sono presenti due wvariazioni di segno nei coefficienti (cioe, a;; > 0 e
ase > 0), e ci sono due autovalori negativi se e solo se nell’equazione sono presenti due
permanenze di segno nei coefficienti (cioe, a;; < 0 e ag < 0).

In termini di punti di estremi relativi, se (zg,yp) € un punto critico interno di una
funzione di classe C? di due variabili, si puo stabilire il criterio seguente:

detD?f(zo,y0) > 0, Dyuf(zo,0) >0 = (x0,y0) ¢ punto di minimo relativo proprio
det D% f(zo,y0) > 0, Dyuf(xo,0) <0 = (x0,70) ¢ punto di massimo relativo proprio
detD? f (o, yo) < 0 = (x0,y0) ¢ punto di sella.

Osservazione 2.2.12 (Funzioni convesse) Anche per le funzioni di piu variabili si
definisce la nozione di funzione convessa. Dato A C R™ insieme convesso una funzione
f A — Rsidice convessa se per ogni coppia di punti =,y € A risulta

flr+ (1 =ty) <tf(x)+ (A -1)fly)  VEe[0,1],
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si dice strettamente convessa se vale la disuguaglianza con < per ogni t € (0,1). Ad
esempio f(z,y) = x* + y* ¢ strettamente convessa, mentre f(z,y) = /22 + y% ¢ solo
convessa.

Sia A un aperto convesso. Valgono le seguenti caratterizzazioni:

1. La funzione f & convessa se e solo il suo sopragrafico ¢ un insieme convesso in R"*!,
2. Se f € C'(A) allora ¢ convessa se e solo se per ogni xy € A risulta
f(x) = f(zo) + V f(xo) - (x — 20) Ve A,
ossia, per ogni punto z¢ il grafico di f e sopra il grafico del piano tangente in .

3. Se f € C?(A) allora ¢ convessa se e solo se la matrice hessiana D?f(z) ¢ semidefinita
positiva per ogni x € A.

Dalla proprieta 2 segue che se f ¢ strettamente convessa e xg € un punto critico, allora
esso e 'unico punto di minimo assoluto di f in A.
Una funzione f si dice concava se —f € convessa.

2.3 Funzioni vettoriali

In questo paragrafo estendiamo i concetti del calcolo differenziale al caso delle funzioni
di pit variabili a valori in R¥, con k > 2. Come abbiamo gia visto nel Capitolo 1 per le
funzioni vettoriali di una variabile, non ci sono grosse novita concettuali, dal momento
che si puo procedere ragionando sulle singole componenti.

Definizione 2.3.1 (Matrice jacobiana e differenziale) Sia A C R" aperto, sia xg €
A e sia F : A — RF; indichiamo con Fy,: A = R, peri=1,...,k, le sue componenti. Se
esistono tutte le derivate parziali D;F;(xo), per j =1,....n ei=1,...,k si definisce la
matrice jacobiana di F'in xy ponendo

Do Fi DuF ... D, F VE
D, Fy, Do,Fy ... D, F VE,
D, Fy Du,F. ... D, F VE,

Diciamo che F ¢ di classe C*(A) se ha derivate parziali prime D;jF = (DjFl o ,Dij)
continue in A, e diciamo che F' e differenziabile in xy se esiste un’applicazione lineare
L :R" — R tale che
. F(xog+h) — F(x9) — L(h)
im
a0 gl

= 0. (2.3.8)
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La matrice jacobiana di F' & quindi una matrice con k righe ed n colonne dove la i-esima
riga ha per elementi le componenti del gradiente di F}, e la j-esima colonna ha per elementi
le derivate parziali delle componenti rispetto ad x;. Si estende in modo naturale anche la
nozione di derivata direzionale in xy lungo la direzione del vettore v € R", con |jv]| = 1,
imponendo 'esistenza del limite

F —F
D,F(zp) = lim (o + t0) (zo)
t—0 t

che questa volta (se esiste) ¢ un vettore di R¥. Anche nel caso delle derivate direzionali,
D, F(xg) esiste se e solo se D, F;(xg) esiste per ognii=1,... ke

D,F(z0) = (DyFi(20), ..., Dy Fy(0)).

Si puo riformulare 1'eguaglianza precedente dicendo che per ogni vettore w € R* si ha
Dy(F - w)(xg) = D,F(xp) - w. In modo analogo si possono introdurre gli operatori
differenziali di ordine piu alto, e sempre ragionando componente per componente ottenere
il teorema di Schwarz.

Come abbiamo gia preannunziato, la verifica della differenziabilita si esegue compo-
nente per componente. Infatti, il numeratore al primo membro della (2.3.8) & un vettore,
e la frazione tende a zero se e solo se le componenti di tale vettore tendono a zero.

Proposizione 2.3.2 Sia A C R" aperto, sia v9 € A e sia F : A — R*; allora, F ¢
differenziabile in xy se e solo se le sue componenti lo sono, e, se F' ¢ differenziabile in x
allora lapplicazione lineare L in (2.3.8) € unica ed é associata alla matrice jacobiana di
F. Inoltre, se F'€ C'(A) allora F ¢ differenziabile in tutti i punti di A.

Esempio 2.3.3 Se f: A — R ¢ di classe C?(A) allora la funzione vettoriale F' = V f &
di classe C'(A) e DF = D?f, cio¢ la matrice jacobiana di F' ¢ la matrice hessiana di f.

Possiamo ora enunciare la naturale generalizzazione del teorema di derivazione delle
funzioni composte.

Teorema 2.3.4 (Differenziale della funzione composta, caso vettoriale) Siano
ACR", BCRF aperti, F: A— B eG:B —RP. Sia xg € A e supponiamo che F sia
differenziabile in xo e G sia differenziabile in F(xy). Allora ® = G o F ¢ differenziabile
in xo e vale la formula

D®(zy) = DG(F(x0))DF(x0),

ove il prodotto ¢ il prodotto “righe per colonne” delle matrici.

Osservazioni 2.3.5
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1. Posto F' = (Fy,...,Fy), G = (Gy,...,G,), ®, = G, o F, la formula di derivazione

si puo scrivere nel seguente modo:

0D, oG, OF; .
o, (o) = ; i (F(;cg))axj(m j=1,....,n,r=1,....p.

Osserviamo anche che la formula sopra, pur avendo senso, potrebbe essere falsa se
F' e G fossero solo dotate di derivate parziali, ma non differenziabili.

. Vediamo ora due casi particolari della formula di differenziazione della funzione

composta che ricorrono spesso nelle applicazioni. Se £k = p = 1, allora G € una
funzione reale di variabile reale e F', ® sono funzioni reali di n variabili. In tal caso

Se n = p = 1, allora F' & una funzione vettoriale di variabile reale (quindi DF ¢
un vettore colonna) e G' ¢ una funzione reale di k variabili (quindi DG = VG ¢ un
vettore riga). La funzione composta ®(z) = G(Fi(z),...,Fi(z)),z € ACR, ¢ a
valori in R e @ ¢ data dal prodotto scalare

¥ (r0) = VG(F(r0) - Fleo) = 3 50 (F(an)) ).

=1

. Con gli stessi metodi qui visti si potrebbero trattare funzioni F : A C R — R™F

a valori matrici. Basta infatti identificare R™* con R™ e vedere quindi tali F
come mappe vettoriali a valori in R™*. Ragionando componente per componente,
si introducono quindi le derivate parziali, il gradiente, il differenziale.

Tra le applicazioni vettoriali rivestono particolare importanza i cambiamenti di coordinate
in R, di cui discutiamo ora i principali esempi.

Esempi 2.3.6 (Cambiamenti di coordinate)

1. (Trasformazioni lineari) Sia A = (a;;) una matrice reale n x n con det A # 0.

Allora, com’e noto dall’algebra lineare, essa rappresenta, rispetto alla base canon-
ica di R™, un’applicazione lineare invertibile di R™ in sé (isomorfismo). 1l vettore
ej della base canonica viene trasformato nel vettore e; = (ayj, ..., a,;) che ha per
componenti gli elementi della j-esima colonna della matrice A. 1 vettori €}, ..., €}
costituiscono a loro volta una base di R"™, essendo, per l'ipotesi det A # 0, linear-
mente indipendenti. Ogni vettore di R™ si puo quindi esprimere come combinazione
lineare degli €, ed ha, rispetto a questa nuova base, componente i-esima data da
Z?Zl a;jz;. In termini analitici, consideriamo la funzione vettoriale F' : R" — R"
di componenti F; date da

n

Fi(x) :Zaihxh, i=1,...,n.

h=1
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Le F; sono lineari, dunque differenziabili per ogni € R", e un calcolo diretto
mostra che DF(x) = A per ogni z € R", cioe D;Fj(x) = a;; per ogni i, j.

2. (Coordinate polari piane) Nel piano R?, oltre alle coordinate cartesiane, si pos-
sono introdurre altri sistemi di coordinate. Le coordinate polari (p,v) sono parti-
colarmente utili per studiare problemi con qualche simmetria rispetto ad un punto,
che si assume essere l'origine delle coordinate. Geometricamente, o = \/x? + y?
rappresenta la distanza del punto generico di coordinate cartesiane (z,y) dall’orig-
ine, mentre ¢ rappresenta uno dei due angoli formati dalla semiretta di origine (0, 0)
e passante per (x,y) con il semiasse {z > 0,y = 0}. Fissato un criterio univoco
per la scelta dell’angolo, il punto (z,y) # (0,0) ¢ univocamente determinato da
una coppia (g,v), con ¢ > 0 e ¥ che varia in un intervallo semiaperto di ampiezza
2m. Fa eccezione 'origine, che e determinato dal valore p = 0, ma non ha un o
determinato. Scegliamo come angolo quello spazzato dal semiasse positivo delle as-
cisse mentre ruota in senso antiorario fino a sovrapporsi alla semiretta per 1'origine
passante per (x,y), e come intervallo di variabilita per 'angolo Uintervallo [0, 27,
cosi che valgano le relazioni:

{ T = gcosV (2.3.9)

y = osind

Detta F : [0, +00[x[0,27[— R? la funzione che a (p,?) associa (z,y), un calcolo
diretto mostra che

DF(o,9) = (

da cui, in particolare, det DF'(p,9) = o.

cos? —psind
siny  pcosd

3. (Coordinate cilindriche) Come nel piano, in R? si possono introdurre coordi-
nate diverse dalle cartesiane (z,y, z); in presenza di simmetrie rispetto ad un asse,
che supponiamo essere 1’asse z, puo essere conveniente usare coordinate cilindriche
(0,7, 2). Queste si ottengono semplicemente considerando coordinate polari nel

piano (z,y):
x = pcost)
y = osin? (2.3.10)
z=z

Detta F' : [0, +oo[x [0, 27[xR — R3 la funzione che a (p,v, 2) associa (z,y,z), un
calcolo diretto mostra che

costv —psind 0
DF(0,9,z) = | sind pcosd 0
0 0 1

da cui, in particolare, det DF'(p, v, z) = o.

4. (Coordinate sferiche) In R?, per esempio in presenza di una simmetria rispetto ad
un punto, che assumiamo essere 1’origine, puo essere conveniente usare coordinate
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sferiche (p, ¢, 1), dove, da un punto di vista geometrico, o rappresenta la distanza del
punto generico P(x,y, z) dall’origine, ¢ 1’angolo formato dalla semiretta di origine
(0,0,0) e passante per P con il semiasse {x = 0,y = 0,z > 0}, ¥ la coordinata
polare del punto (x,y) (proiezione di P sul piano (x,y)). Ne segue che ¢ > 0, e (per
esempio) ¢ € [0,7], ¥ € [0,27[. Posto F : [0, +o0[x[0, 27[x [0, 7] — R3, si ha:

x = psin ¢ cos
y = osin¢sind
2= 0C0S ¢

e quindi

singcost pcospcosty —psin¢sind
DF(0,9,¢) = | singsind pcos¢sind psin¢cosd
cos ¢ —osin¢ 0

da cui, in particolare, det DF (o, 9, ¢) = ¢*sin ¢.

2.4 Estremi vincolati

In questo paragrafo studiamo il problema della ricerca dei punti di estremo relativo pii
in generale rispetto al caso di estremi interni. Questo problema ¢ di grande importanza
nelle applicazioni, perché nei problemi concreti di ottimizzazione ci sono sempre dei vincoli
da rispettare, nel senso che si ha interesse a confrontare fra loro i valori che una funzione
data assume su un sottoinsieme del suo dominio (il vincolo) che in generale non ¢ un
insieme aperto.

Definizione 2.4.1 (Estremi vincolati) Siano A C R", S C R", zp € ANS ed [ :
A — R. Diciamo che f ha un massimo relativo in x rispetto al vincolo S se esiste § > 0
tale che

r€ANS, |z —zo <9 = f(z) < f(zo);

diciamo che f ha un minimo relativo in xg rispetto al vincolo S se esiste § > 0 tale che
z€ANS, |z —xol <9 - f(x) > f(z).

Se f ha un massimo o un minimo relativo in xq rispetto al vincolo S allora diciamo che
ha un estremo relativo in z( rispetto al vincolo S. Se le due disequaglianze precedenti
valgono per x # xy con < (risp. >) anziché < (risp. >) diciamo che ’estremo relativo é
proprio.

Il problema della determinazione degli estremi relativi vincolati con un vincolo qual-
siasi e troppo generale per poter essere affrontato con un metodo generale. Ci limiteremo
al caso in cui il vincolo S & un sottoinsieme di R™ descritto da funzioni regolari. In ac-
cordo con la discussione alla fine del Paragrafo 2.1, questo significa che S e 1"immagine



2.4. Estremi vincolati 37

oppure un insieme di livello di una funzione regolare. Corrispondentemente, esponiamo
due metodi per studiare il problema della ricerca degli estremi su S. Entrambi questi
metodi consentono di ricondurre la ricerca degli estremi vincolati alla ricerca di estremi
non vincolati di opportune funzioni ausiliarie. Per fissare le idee, supponiamo che sia data
f € CY(A), con A C R" aperto, e che S sia un wvincolo di dimensione k < n in R™. 1l
nostro problema é: determinare gli estremi relativi di f vincolati su S.

Primo metodo (parametrizzazione del vincolo) Supponiamo che il vincolo sia dato
nella forma
S={zxeR": z=1p(t), t € D},

dove D C R* & una insieme aperto e ¢ : D — R" & una funzione di classe C* in D. In
questo caso, per determinare gli estremi relativi di f basta studiare la funzione composta
g = f oy sull'insieme aperto D C R¥, con i metodi gia visti.

Secondo metodo (moltiplicatori di Lagrange) Supponiamo che il vincolo sia dato
nella forma implicita

S={xeA: F(x)=0},

cioé come insieme di livello di una funzione F : A — R"~* di classe C''(A). Notiamo che,
essendo F' a valori vettoriali, il suo insieme di livello S € l'intersezione degli insiemi di
livello S; = {z: Fi(z) =0}, per i =1,...,n—k, e supponiamo che la matrice DF' abbia
su S rango massimo n — k. In questo caso, si introduce la funzione ausiliaria

(I)<x17 s 7$n7>\17 tr )\nfk> = f(m) - Z)\ZE(:C)7

che dipende dalla variabile z € A ¢ dalle variabili reali anch’esse ausiliarie (dette molti-
plicatori di Lagrange) A, ..., \,_k € se ne cercano gli estremi non vincolati in A x R
Vale infatti il seguente risultato:

Se x € A ¢ un estremo vincolato di f su S allora esistono numeri reali
A,y Ang tali che il punto (a1, ..., Tp, A1, Ap_k) € AXR™F sig estremo
relativo di .

Osserviamo che quindi il metodo esposto fornisce solo una condizione necessaria di es-
tremalita: per cercare gli estremi relativi di ® si annulla il gradiente di ®, cioe si risolve
il sistema

( Dmlq)(l'l, NP ,l’n,)\l, ce 7/\n—k) =0

Dmn(I)(ZL‘l, ey Ly, )\1, ce 7/\n—k) =

0
D)\lq)<l‘1, c. ,In,)\l, .. 'a)\n—k) =0

\ D)\ @(ml,...,wn,)\l,...,)\n,k):0,

n—k
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che si puo riscrivere:

Dy, f(z) = S F \iD,, Fy(z) = 0

Dy f(2) — X1 A Filw) = 0
F1 (I) =0

\
I punti di estremo di ® sono allora soluzioni di questo sistema, ma non tutte le soluzioni
sono punti di estremo. Di conseguenza, lo stesso vale per gli estremi vincolati di f
su S. Notiamo che le ultime equazioni del precedente sistema assicurano che i punti
trovati appartengano ad S. Le prime n equazioni, invece, possono essere interpretate
geometricamente dicendo che nei punti di estremo vincolato il gradiente di f non ha
componenti tangenti ad S. Infatti, il gradiente risulta combinazione lineare dei gradienti
delle Fiy, ..., F, i, che, per il Teorema 2.1.12, non hanno componenti tangenziali lungo

S.



CAPITOLO 3

CURVE ED INTEGRALI DI LINEA

In questo capitolo introduciamo la nozione di curva nello spazio R”, ne studiamo le
pit elementari proprieta geometriche, come la lunghezza e la retta tangente, e definiamo
gli integrali di linea di funzioni reali e di campi vettoriali. Quest’ultima nozione verra
usata per affrontare, in modo molto parziale, il problema della caratterizzazione dei campi
vettoriali F' che sono gradienti di una funzione regolare.

La nozione di curva presenta in modo naturale due aspetti, uno geometrico (la curva
come insieme di punti), laltro cinematico (la curva come traiettoria di un punto ma-
teriale in movimento). Privilegeremo questo secondo aspetto, definendo le curve come
funzioni (in termini cinematici, leggi di moto), dal momento che 'informazione contenuta
nella funzione che definisce un luogo geometrico non e tutta desumibile dalle proprieta
insiemistiche del luogo stesso. D’altra parte, avremo cura di segnalare le proprieta dei
luoghi geometrici che non dipendono dalla funzione che li rappresenta.

3.1 Curve regolari

Nella prima definizione precisiamo che cosa s’intende per curva in R”, ed introduciamo
la nomenclatura fondamentale per le sue proprieta.

Definizione 3.1.1 (Curve) Siano I C R un intervallo e ¢ : I — R™.

Diciamo che ¢ € una curva in R™ se é una funzione continua.

Diciamo che ¢ ¢ una curva regolare se ¢ € CY(I) e ¢'(t) # 0 per ogni t € I.

Diciamo che ¢ é una curva regolare a tratti se é continua ed esistono inf I =ty < t; <
... <ty =supl tali che v sia regolare in [t;_1,t;] NI per ognii=1,... k.

Chiamiamo sostegno della curva o l'insieme p(I) C R™.

Diciamo che ¢ ¢é semplice se ty # ty implica p(t1) # o(t2), purché almeno uno tra ty ety
sia interno ad 1.

Se ¢ : [a,b] — R™ diciamo che il punto p(a) € il primo estremo e p(b) € il secondo
estremo di .

Diciamo che ¢ é chiusa se I = [a,b] é chiuso e limitato e p(a) = p(b).

39
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Osservazioni 3.1.2

1. Come spiegato nell’introduzione al capitolo, abbiamo identificato una curva con la
parametrizzazione; il luogo geometrico descritto dalla curva ¢ quello che abbiamo
chiamato il suo sostegno.

2. La condizione ¢'(t) # 0 sara utile per definire in ogni punto del sostegno della curva
¢ la retta tangente (vedi I'equazione (3.1.1) che definisce la retta tangente).

3. Nella definizione di curva semplice abbiamo escluso il caso che t; e t5 siano entrambi
estremi dell’intervallo I perché vogliamo che una curva semplice non abbia punti
doppi, ma ammettiamo che possa essere allo stesso tempo semplice e chiusa (come
una circonferenza, vedi esempio 3.1.3.2), non considerando il primo estremo (che
coincide col secondo estremo) come punto doppio. Notiamo anche che gli estre-
mi di una curva dipendono dalla parametrizzazione e non solo dal sostegno (vedi
successivo esempio 3.1.3.2).

4. Se una curva e regolare a tratti allora nei punti in cui la regolarita viene meno
esistono le derivate destra e sinistra.

Presentiamo subito alcuni esempi di curve.

Esempi 3.1.3

1. (Segmenti, rette, poligonali) Ricordiamo (vedi Definizione 1.1.18) che il seg-
mento [z, y] di estremi x ed y & la curva ¢(t) = x + t(y — x), per t € [0,1]. Dati un
punto x € R" ed un vettore v # 0 in R”, la curva p(t) = x+tv, per t € R, ¢ la retta
passante per x di direzione v. Ricordiamo che le poligonali sono gia state introdotte
nel Capitolo 1 (vedi Definizione 1.1.18). Una parametrizzazione della poligonale P
di vertici zg, ...,z puod essere ¢ : [0,1] — R™ definita da:

1—1 i

<t<-=t, i=1,...k
R !

o(t) = xi1+k(t—ti_1)(x;—xi1) per ti_1 =

2. (Circonferenza) La curva (t) = (Rcost, Rsint), pert € [0, 27], ¢ la circonferenza
di centro l'origine e raggio R percorsa una volta in senso antiorario. E una curva
semplice e chiusa, ma queste proprieta dipendono dall’espressione della funzione ¢
ed anche dallintervallo di definizione. Infatti, se ¢ varia in [0, 37| la curva non & pit
né semplice né chiusa, pur avendo come sostegno la stessa circonferenza.

3. (Ellisse) Pit in generale, si puo considerare 1'ellisse di centro l'origine e semiassi a
e b, descritta da ¢(t) = (acost,bsint), per t € [0,27]. Ovviamente, se a = b = R si
ottiene la circonferenza dell’esempio 2.

4. (Elica) Consideriamo la curva in R? data da
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©(t) = (cost,sint,t), pert € [0,4n].

Come abbiamo detto, vogliamo distinguere curve che, pur avendo lo stesso sostegno,
sono descritte da funzioni diverse. In realta molte proprieta di due curve permangono
immutate se fra esse esiste il legame precisato dalla seguente definizione.

Definizione 3.1.4 (Curve equivalenti) Due curve p : I — R" e : J — R" si dicono
equivalenti se esiste una funzione o : I — J di classe C*(I) con o/(t) # 0 per ognit € I
tale che ¢ = 1) o a.

Osservazioni 3.1.5

1. La funzione « nella definizione precedente sara detta talvolta cambiamento di para-
metro ammissibile.

2. E utile osservare che ogni curva definita in un intervallo chiuso e limitato I = [a, 0]
¢ equivalente ad una curva definita nellintervallo unitario J = [0, 1], attraverso il

t—a

b—a

cambiamento di parametro «(t) =

3. La relazione introdotta ¢ una relazione di equivalenza, cioe riflessiva (ogni curva e
equivalente a sé stessa), simmetrica (se ¢ € equivalente a ¢ allora 1 ¢ equivalente
a , con cambiamento di parametro la funzione inversa di a, cioe ! : J — I) e
transitiva (se ¢ € equivalente a 1) con cambiamento di parametro « : [ — J e ¢ &
equivalente a ( : K — R" con cambiamento di parametro 5 : J — K allora ¢ e
equivalente a (, con cambiamento di parametro la funzione composta Soa : [ — K).

4. La condizione che ' sia continua nell’intervallo I e mai nulla implica che ha un
segno costante, cioe che o/(t) > 0 per ogni ¢t € I, oppure /() < 0 per ogni t € I.
Nel primo caso ¢ e ¥ hanno la stessa orientazione, vengono percorse cioe nello stesso
verso, nel secondo in verso opposto. Ne segue che ogni classe di equivalenza di curve
si spezza in due sottoclassi, dette curve orientate. Due rappresentanti della stessa
curva orientata sono equivalenti con un cambiamento di parametro ammissibile
crescente, mentre si passa dal rappresentante di una sottoclasse a quello dell’altra
con un cambiamento di parametro ammissibile decrescente.

5. Due curve equivalenti hanno gli stessi estremi, nello stesso ordine se hanno la stessa
orientazione, in ordine inverso se hanno orientazione opposta.

6. Se ¢ : [a,b] — R™ & una curva regolare si puo ottenere una curva con orientazione
opposta considerando 9 : [a,b] — R" definita da ¢ (t) = ¢(a + b —1).

Cerchiamo ora una formula per la parametrizzazione della retta tangente ad una
curva in un punto del suo sostegno, imponendo che sia la “retta limite” delle secanti. Se
¢ : I — R™ & una curva semplice e regolare, fissato ty € I, per ogni t; # tq si puo scrivere
I'equazione ¢ : R — R" della retta secante nei punti () e ¢(t1); come nell’esempio
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3.1.3.1, la direzione della retta ¢ il vettore ¢(t1) — ¢(o) e, imponendo che ¥(ty) = ¢(to)

e Y(t1) = p(t1) si ha

plt) = o)
t1 —to

Passando al limite per t; — t; si ottiene I'equazione della retta tangente a ¢ in (to),

data da:

Y(t) = p(to) + t —to).

P(t) = p(to) + ¢ (to)(t — to). (3.1.1)

11 versore T'(t) = ¢'(t)/||¢'(t)]| si dice versore tangente a ¢ nel punto ¢(t) e dipende
solo dalla curva orientata a cui appartiene ¢ (vedi Osservazione 3.1.5.4). Notiamo che,
essendo ¢ regolare per ipotesi, T € ben definito.

Esempio 3.1.6 (Curve cartesiane) Se f : (a,b) — R ¢ una funzione continua, il suo
grafico ¢ il sostegno di una curva in R? che si pud rappresentare canonicamente con
o(t) = (t, f(t)), t € (a,b). Se f € C'(a,b) I'equazione (3.1.1), per ty = x¢, diviene allora,
scrivendo separatamente le due componenti,

{ r = P1(t) = @1(to) + ¢ (to)(t —to) =t
y = a(t) = pa(to) + ¢5(t0)(t — to) = f(to) + f'(t0)(t — to)

da cui, eliminando il parametro ¢, y = f(x¢) + f'(x0)(z — x0), che & 'equazione gia trovata
per le funzioni di una variabile.

Passiamo ora a definire la lunghezza di una curva ed a dimostrare una formula per il
suo calcolo. Definiamo prima la lunghezza di un segmento, poi di una poligonale, e poi
di una curva generica.

Definizione 3.1.7 (Lunghezza di una curva) La lunghezza del segmento [x,y] é

[z, y]) = llz = yll.

La lunghezza della poligonale P di vertici xg, ..., x) €

k
(P) = o — i
=1

Data p : I — R", si dice che la poligonale P di vertici xq, ..., x) e inscritta nella curva
¢ se esistono tg < ... < tx € I tali che x; = p(t;) per i = 0,1,..., k. Definiamo la
lunghezza della curva ¢ ponendo

U(p, 1) =sup{l(P): P poligonale inscritta in @}.

Se U(p,I) < 400 allora diciamo che ¢ é rettificabile. Se ((p, [a,b]) < 400 per ogni
[a,b] C I allora ¢ si dice localmente rettificabile.
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Per ottenere una formula che fornisca la lunghezza di una curva direttamente dalla sua
rappresentazione parametrica, introduciamo la funzione che ad ogni valore di ¢ associa
la lunghezza del tratto di curva percorso fino allistante ¢. Nella definizione seguente
I’estremo b dell’intervallo puo appartenere o no all’intervallo, e puo anche essere +oo.

Definizione 3.1.8 (Ascissa curvilinea) Sia ¢ : [a,b) — R" una curva localmente
rettificabile; per ogni t € [a,b) poniamo

s(t) = £(e, [a, t]);

la funzione s si dice ascissa curvilinea della curva .

Osservazione 3.1.9 Se ¢ : I — R" & una curva e [a,b], [b,c| sono due sottointervalli
adiacenti di I allora risulta £(¢p, [a, c]) = (@, [a, b])+£(p, [b, c]). In particolare, la funzione
s:[a,b) = [0,4(p,|a,b))) € monotona crescente.

Il seguente teorema fornisce una formula per il calcolo della lunghezza di una curva
regolare a tratti che puo essere interpretata dicendo che la lunghezza della curva (ossia,
in termini cinematici, lo spazio percorso) e uguale all’integrale della velocita scalare.

Teorema 3.1.10 Sia ¢ : [a,b] — R™ una curva regolare a tratti. Allora ¢ é rettificabile,
e la sua lunghezza é data da

(o [a b)) = / I/ ()]] dt. (3.1.2)

Dim. Osserviamo anzitutto che basta provare la (3.1.2) per le curve regolari. Infatti, se
la formula vale per le curve regolari e ¢ & regolare nei tratti [t;_1,%;], con a = tg < t; <
... <ty =b, allora

k

fefot) =X el =3 [ 1@ = [ le o]

i=1

Supponiamo percio che ¢ sia regolare in [a, b], e proviamo che la funzione s & in questo caso
derivabile, con §'(t) = ||¢'(t)||. A tale scopo, fissiamo t € [a,b], e sia |h| # 0 abbastanza
piccolo affinché anche ¢ 4+ h appartenga ad [a,b]. Poiché |s(t + h) — s(t)| ¢ uguale alla
lunghezza del tratto di ¢ percorso nell’intervallo di estremi ¢ e ¢ + h, confrontando tale
lunghezza con la lunghezza del segmento di estremi ¢(t) e ¢(t + h), che ¢ una speciale
poligonale inscritta nel tratto di curva suddetto, risulta:

le(t +h) = o)) < [s(t +h) = s(t)]. (3.1.3)

Sia ora P la poligonale di vertici ¢(to), ¢(t1),. .., @(tx) inscritta nel tratto di curva per-
corso nell’intervallo di estremi ¢ e ¢ + h; per il teorema fondamentale del calcolo 1.4.1
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risulta

1P) =3 ottt = Y| [ e < > [ i = [Cieolar

to

Poiché questa diseguaglianza vale per ogni poligonale inscritta, risulta

ste+m) —sl < | [ e (3.14)

Dividendo per |h| ambo i membri delle (3.1.3), (3.1.4) e tenendo conto della monotonia
di s risulta allora:

[ Y T

da cui, passando al limite per h — 0, s'(t) = ||¢/(¢)|| per ogni ¢ € [a,b]. Segue:

b b
(o [as b)) = 5(b) = 5(b) — s(a) = / S () dt = / ')l dt.

Poiché ¢ ¢ una funzione continua, il suo integrale su [a, b] € finito, e ¢ ¢ rettificabile.
QED

Osservazioni 3.1.11

1. Si vede facilmente, con un cambiamento di variabili nell'integrale, che se ¢ : [a, b] —
R™ e ¢ : [¢,d] — R™ sono due curve equivalenti nel senso della Definizione 3.1.4
allora £(¢p, [a,b]) = (¢, [, d]). Infatti, ricordando che ¢'(t) = o/ () (a(t)), si ha

a”td) g

-1 /(D)

fwled) = [ wlar= [ I @' tydt = [ o))

dove abbiamo eseguito il cambio di variabili 7 = a(t) nel primo integrale.

2. Se ¢ : [a,b) — R™ & una curva regolare, allora s : [a,b) — [0,4(p, [a,b))) € un cam-
biamento di parametro ammissibile perché s ¢ di classe C ed §'(t) = ||¢'(t)| #
0 per ogni t; ne segue che ¢ possibile rappresentare ogni curva regolare usan-
do come parametro 'ascissa curvilinea, ponendo cioe ¥(s) = @(t) per s = s(t).
Questo da una rappresentazione canonica della curva, dal momento che ’eguaglian-
za '(s(t))s'(t) = ¢'(t) implica che |[¢)'(s)|| = 1. Ne segue che la derivata della v
rispetto all’ascissa curvilinea fornisce il versore tangente, cioe, per s = s(t) risulta

V'(s) = T(t).

Esempi 3.1.12
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1. (Lunghezza di una curva cartesiana) Data f € C'([a,b]), se p(t) = (¢, f(t)) ¢
la curva cartesiana che descrive il grafico di f come nell’esempio 3.1.6, allora la sua
lunghezza ¢ data da

(o [a b)) = / VITFOR

2. (Una curva cartesiana non rettificabile) Data f € C°([0,2/x]) N C(]0,2/7])
1

definita da f(t) = tsin (;) pert > 0 e f(0) =0, se p(t) = (t, f(t)) ¢ la curva

cartesiana che descrive il grafico di f come nell’esempio 3.1.6 (vedi Figura — 3.1),

allora la sua lunghezza ¢ infinita. Infatti, considerati i punti t), = ————
m(2h + 1)

3N

N
-0.2} 57

Figura — 3.1: Una poligonale inscritta nella curva .

(h € N) risulta che per & > 1 otteniamo una successione di poligonali inscritte la
cui lunghezza

k k k
9 1 1 ) 4h 2
> = - > =
g(%[tk’to])_ﬂz%—1+2h+1 7r24h2—1_z7rh

non e limitata superiormente.

3. (Curve in coordinate polari) Una curva piana puo essere a volte assegnata
convenientemente dandone l’equazione in coordinate polari, o in forma esplicita o
in forma parametrica. Nel primo caso, tipicamente si tratta di un’espressione del
tipo 0 = ¢g(9), con ¥ € (Jy,91). Per esempio, la circonferenza di centro 'origine
e raggio R, percorsa una volta, ha la semplice equazione o = R. Per calcolare la
formula generale della lunghezza di una curva della forma detta, possiamo riscriverla
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in coordinate cartesiane

{ xz = g() cos
y = g(v)sin?

e poi usare la formula (3.1.2) con p(d) = (g(¥) cos ¥, g(¥) sin¥); con semplici calcoli
si ottiene:

(e, [P0, 01 \/ g'(0)]? .

9

9

Come applicazione, possiamo considerare la spirale ¢ di equazione polare p = e~
per esempio con ¥ € [0, 67|, ottenendo:

U(p,0,67]) = /O67r V2e=20 d = \/5(1 — e %7).

Se invece la curva ¢ data in coordinate polari, ma in forma parametrica, ¢ assegnata
un’espressione vettoriale del tipo

{ 0 =1(t)
¥ =n(t)

Ragionando come nel caso precedente si ottiene la formula

(e, la, b])=/ VIV OR + ()R ()] dt.

3.2 Integrali di linea

In questo paragrafo definiamo gli integrali di linea e ne presentiamo le principali
proprieta. Su una curva si possono integrare sia funzioni reali che funzioni vettoriali e
corrispondentemente daremo due definizioni. La prima risulta invariante per equivalenza
di curve, la seconda invece dipende dall’orientazione data alla curva, e cambia segno
cambiando orientazione. Integrali di funzioni vettoriali s’incontrano in dinamica quando
si definisce il lavoro compiuto da una forza. Diamo ora le due definizioni, e poi discutiamo
i legami fra esse e le relative proprieta.

Definizione 3.2.1 (Integrali di funzioni reali) Siano A C R", ¢ : [a,b] — R" una
curva regolare con sostegno p([a,b]) contenuto in A, ed f : A — R una funzione continua.

Poniamo
[ras= [ seopisona (3:25)

Se ¢ ¢ regolare nei tratti [t;—q1,t;], con a =ty <t; < ... <ty =0 allora poniamo

/fds—Z/ H) ¢/ (1)] .
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Se ¢ ¢ chiusa spesso si usa la notazione jéfds.
%)

Definizione 3.2.2 (Integrali di funzioni vettoriali) Siano A C R", ¢ : [a,b] — R
una curva regolare con sostegno ¢([a,b]) contenuto in A, ed F' : A — R™ una funzione
vettoriale continua. Poniamo

b
/F-cw:/ F(p(t)) - ¢/ (¢) dt. (3.2.6)

Se ¢ ¢ regolare nei tratti [t;_q,t;], con a =ty < t; < ... <ty =0 allora poniamo
k t;
/F-dé: Z/ F(p(t)) - ¢'(t) dt.
"2 =1 Yli—1

Se ¢ e chiusa spesso si usa la notazione ]{F -dl.
%)

Osservazione 3.2.3 Dati un campo vettoriale F' ed una curva ¢ come nella Definizione
3.2.2, l'integrale di F' su ¢ definito nella (3.2.6) si puo ricondurre all’integrale di una
funzione reale definita sul sostegno di ¢ ponendo per ognit € [a,b] f(p(t)) = F(p(t))-T(t),
dove T' e come al solito il versore tangente. Segue subito dalle definizioni che f@ F.dl =

f(pfds.

Ricordando le proprieta degli integrali su intervalli di R, si deducono subito le seguen-
ti proprieta degli integrali di linea, che enunciamo per gli integrali delle funzioni reali.
Tenendo conto dell’osservazione precedente, analoghe proprieta varranno per gli integrali
delle funzioni vettoriali. Per enunciare la proprieta 3, analoga all’additivita rispetto al do-
minio, diamo la definizione di composizione di due curve, in cui per semplicita supponiamo
che le curve siano entrambe definite sull’intervallo [0, 1]. Questo, grazie all’Osservazione
3.1.5.2, non e restrittivo.

Definizione 3.2.4 Siano ¢ e 1 due curve definite nell’intervallo [0,1] a valori in R™;

se (1) = 1(0) si definisce la composizione di ¢ e 1, denotata (¢ & ) : [0,1] — R,
ponendo:

(2t) se0<t<1/2
(p®Y)(t) :{ Z(zt_ 1) sel/2<t<1.

Enunciamo allora le proprieta degli integrali di linea:

1. L’integrale ¢ lineare:

[D(Qf+59)d8=a/Pfds+ﬁ/pgds.
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2. Se f > 0 sul sostegno di ¢, allora

/f@zu
;

3. Valgono le diseguaglianze:

’/wfds

4. Vale 'eguaglianza:

s/mwSmmmwmw%mm
© ]

tefa,b

/@@zpfds:/wfdﬁt/d)fds.

Osservazione 3.2.5 E immediato che se f(x) = 1 per ogni x € R", allora I'integrale
di f sulla curva ¢ da la lunghezza di ¢. Si vede facilmente con un cambiamento di
variabile, come nel caso della formula per la lunghezza, che l'integrale in (3.2.5) non
cambia se si considera una curva equivalente a ¢. Invece, nel caso dell’integrale di una
funzione vettoriale in (3.2.6), se la curva equivalente considerata ha la stessa orientazione
I'integrale non cambia, se invece ha orientazione opposta assume valore opposto. Infatti,
considerare una curva con orientazione opposta e equivalente a considerare un versore
tangente opposto al versore T' definito da ¢, e questo, come spiegato nell’Osservazione
3.2.3, equivale ad integrare la funzione —F' - T'. In formule, se ¢ : [0,1] — R™ & una curva
regolare e ¢ : [0, 1] — R", definita da ¥ (t) = ¢(1 — t), ¢ la curva con uguale sostegno ed
orientazione opposta, allora, osservando che ¢/(t) = —¢'(1 — t),

Al — ) - _ 1 — -] —
[ Peae= [ Pwoyvaa=— [ Fen -0 s -na
L Rt ¢ dr = = [ P

:—/F-dﬁ vV F.
)

3.3 Campi vettoriali conservativi
In questo paragrafo affrontiamo lo studio del seguente problema:

dato un campo vettoriale F : A C R" — R", esiste f € C'(A) tale che
Vf=F?

Nel caso n = 1 il problema ¢ completamente risolto dal teorema fondamentale del
calcolo integrale, che da una risposta affermativa per ogni funzione continua F'. Nel caso
n > 1 la soluzione non ¢ altrettanto semplice, e non dipende dalla regolarita del dato
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F', ma da condizioni di compatibilita fra le varie componenti di F' e dalla geometria del
dominio A. Iniziamo con la seguente definizione.

Definizione 3.3.1 (Campi conservativi) Sia A C R" aperto, e sia F : A — R”
continua. Diciamo che F' é un campo conservativo in A se esiste una funzione reale

feCYA) tale che Vf =F, ossia

_9f

Fiw) = ox;

(x) VeeA Vi=1,...,n.

Se F' ¢ conservativo in A allora ogni funzione f verificante le precedenti condizioni si dice
potenziale o primitiva di F' in A.

Nel caso n = 1 l'integrale di una funzione continua su un intervallo I ¢ uguale alla
differenza dei valori che una (qualunque) primitiva assume negli estremi di [, e due
primitive della stessa funzione differiscono per una costante. Valgono risultati analoghi
in piu variabili; naturalmente, I'integrale su un intervallo va sostituito con 'integrale di
linea.

Teorema 3.3.2 (Potenziali) Sia A C R™ un aperto connesso per poligonali, e sia F :
A — R™ un campo conservativo in A. Allora:

(i) se f e g sono due primitive di F' in A esiste c € R tale che f = g+ ¢;

(i) se ¢ :[0,1] = R™ é una curva regolare con sostegno contenuto in A risulta:

[ B = (o) - £(el0)
©
dove f € una qualunque primitiva di F' in A.

Dimm. (i) Poiché V(f —g) =0 in A, dal teorema 2.1.10 segue la tesi.
(i) Sia f una primitiva di F, e sia g : [0,1] — R definita da g(t) = f(¢(t)). Allora

gty =Vf(et) ) =F(e) - £(t)

e quindi per il Teorema fondamentale del calcolo integrale

[ | F(e) -0 di = / (0t = g(1) — 6(0) = F(o(1)) — £(5(0).

QED

Osservazione 3.3.3 In particolare, il teorema precedente mostra che, dato un campo
conservativo in un aperto connesso per poligonali, il suo potenziale e determinato a meno
di una costante. Se il dominio A non e connesso per poligonali allora, come nel caso
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delle funzioni di una variabile definite nell’'unione di pid intervalli, si avra una costante
arbitraria per ogni componente connessa di A.

Il teorema mostra anche che l'integrale di un campo conservativo lungo una curva
dipende solo dagli estremi della curva, e non dalla particolare curva che li congiunge.
Come vedremo, questa proprieta caratterizza i campi conservativi.

Teorema 3.3.4 (Caratterizzazione dei campi conservativi) Sia A C R"™ un aperto
connesso, e sia F: A — R"™ una funzione continua in A. Le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) F ¢ conservativo;

(i) se ¢ :[0,1] = R™ ¢ una curva regolare chiusa con sostegno contenuto in A allora

%F-dﬁzo;

%)

(iii) se @ e sono due curve regolari con sostegno contenuto in A aventi gli stessi estremi
(nell’ordine) allora [ F-dl = [ F-dLl.

Questo risultato e utile piu per negare che un campo sia conservativo che per provarlo:
infatti, per provare che un campo e conservativo, in linea di principio si dovrebbe verificare
che il suo integrale ¢ nullo su tutte le curve chiuse, e questo ¢ chiaramente impossibile.
Viceversa, basta provare che l'integrale ¢ diverso da zero su una curva chiusa per esser
certi che il campo non é conservativo. La prima verifica da fare per sapere se un campo
puo essere conservativo ¢ pero quella contenuta nella seguente proposizione.

Proposizione 3.3.5 Se F': A C R" — R™ ¢ un campo conservativo di classe C'(A)

allora
OF;

85[)j

_ 9L

(x) (x) VeeA Yi,j=1,...,n. (3.3.7)

DiM. Se F = Vf in A, allora f € C?(A), e la condizione (3.3.7) ¢ semplicemente la
condizione di simmetria della matrice hessiana di f (Teorema di Schwarz 2.1.15).  [@&D
La condizione (3.3.7), per n = 3, dice che il rotore di F' ¢ nullo (vedi (5.7.9)). In

tal caso si dice anche che il campo e irrotazionale. E una condizione necessaria di facile
verifica per la conservativita, ma non e sufficiente, come mostra il seguente esempio.

Esempio 3.3.6 (Un campo irrotazionale non conservativo) Consideriamo il cam-
po piano F definito in A = R?\ {(0,0)}:

F(m,y)z( -y ‘ )

x2+y27$2+y2

Si verifica facilmente che vale la condizione (3.3.7), ma l'integrale su una circonferenza
di centro l'origine e raggio R non e nullo. Infatti, posto ¢(t) = (Rcost, Rsint) per
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t €10,2n]:

T/ _Rsint ) Rcost
jliF ~dl = /0 (T(—Rsmt) + 7 (R cos t)> dt =27 #0 (3.3.8)

e quindi F' non & conservativo in A.
Osserviamo infine che, se si estende F ad R3\ {(0,0, z)} ponendo

B(x,y,z) = ( Y v O)

x2+y2’x2+y2’

si ottiene (a meno di costanti) il campo magnetico di un filo rettilineo indefinito (coinci-
dente con 'asse z) percorso da corrente costante dato dalla legge di Biot-Savart.

Notiamo che I'integrale in (3.3.8) non dipende dal raggio della circonferenza; in realta,

si potrebbe dimostrare che l'integrale ]{ F - dl vale 2m tutte le volte che ¢ € una curva

chiusa regolare che compie un giro attorfw all’origine in verso antiorario. Quest’esempio
suggerisce che anche la geometria del dominio A riveste un ruolo importante nella nostra
discussione: infatti, le circonferenze considerate in (3.3.8) e, pit in generale, le altre curve
descritte prima, girano attorno alla singolarita del campo presente nell’origine. Non ap-
profondiremo questo aspetto, limitandoci a dare qualche semplice condizione geometrica
sufficiente affinché un campo verificante le (3.3.7) sia conservativo.

Teorema 3.3.7 Sia F': A C R" — R" un campo vettoriale di classe C*(A) verificante
la condizione (3.3.7). Se A é un aperto convesso o, pii in generale, stellato rispetto ad
un suo punto, allora F & conservativo.

Osservazione 3.3.8 Se A ¢ stellato rispetto al punto xg € A allora la funzione definita
per ogni x € A da f(z) = va -dl, dove v : [0,1] - A ¢ data da y(t) = xo + t(x — z¢) &
una primitiva di F'.

Una conseguenza immediata di questo teorema e il seguente risultato, denominato a volte
Lemma di Poincaré.
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Teorema 3.3.9 Se A C R" ¢ aperto e F' : A — R™ verifica la condizione (3.3.7) allora
per ogni xg € A esistono un intorno U di xy ed una funzione f € CY(U) tali che Vf = F
in U. Tali primitive [ si dicono primitive o potenziali locali di F'.

Possiamo quindi affermare che nel problema enunciato all’inizio di questo paragrafo
e essenziale il dato del dominio A in cui si vuole risolverlo. A questo punto, comunque,
resta da vedere come si possono calcolare le primitive (locali o globali) di un campo
dato ' : A ¢ R® — R", che supponiamo di classe C'. Per prima cosa, si controlla
la (3.3.7): se tale condizione non vale allora certamente il campo F' non ¢ (neanche
localmente) conservativo. Se la (3.3.7) e verificata, il passo successivo e vedere se qualcuna
delle condizioni nel Teorema 3.3.7 ¢ soddisfatta: se cio accade, esistono primitive globali.
Altrimenti, le primitive che si troveranno saranno, almeno in principio (vedi Osservazione
3.3.10) solo locali. In ogni caso, si procede al loro calcolo seguendo uno dei seguenti
metodi.

Primo metodo (integrale lungo una curva) Si fissa (arbitrariamente) un punto
in A e per ogni punto x di A si considera una curva regolare ¢ (anch’essa arbitraria)
di estremi (nell’ordine) zy ed x. L’integrale f(p F - dl (che per il Teorema 3.3.4 dipende
solo dal punto terminale z) da il potenziale di F' che si annulla in xy. Conviene (se la
geometria dell’insieme A lo consente) scegliere un segmento oppure una poligonale con i
lati paralleli agli assi coordinati. Se l'insieme A non ¢ connesso per poligonali si ripete
il procedimento in ciascuna componente connessa (vedi Esempio 1.1.21.3). Per esempio,
consideriamo il campo vettoriale

F(z,y) = ((xQ _—jx_ 02 (@2 = ; — 1)2>, (r,y) € A=R\{(z,y): y=2>-1}.

Il campo F verifica la (3.3.7) e il suo dominio A ¢ costituito dalle due componenti connesse
Al ={(z,y) eR?*: y>a? -1} e Ay = {(z,y) € R?: y < 2?—1}, con A; convesso
ed A, né convesso né stellato. Si possono calcolare le primitive in A; partendo per
esempio dall’origine ed integrando lungo segmenti. Fissato il punto generico (x,y) € Ay,
il segmento di estremi (0,0) e (x,y) ha parametrizzazione p(t) = (tx,ty), t € [0,1]. La
primitiva nulla nell’origine vale allora in (z,y)

! —2tx 1 1 —2t:c2 +vy
F-dl = . _
[o “ /o <(t2w2 —ty— 1) (£ —ty — 1)2> (@) df /0 (1222 — ty — 1) o

- Tyl =
ol —ty—1lo a2-y—1

In Ay possiamo fissare ad esempio il punto Py(0, —2) ed integrare fino a P(z,y) lungo la
poligonale ¢ di vertici Fy, P, P, con Pj(x,—2). Posto

| (2tx,-2) er0<t<1/2
wlt) = { (z, =2+ (2t = 1)(y +2)) Eer 1/2 <t <1,
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si ha

— ! 2 2
/F-aM - / 282” dt+/ g v +2) S dt

1/2 1 1 1
= = ——]_
[4t2x2—|—1] + [:pz—(Qt—l)(y+2)+1]1/2 2 —y—1

e quest’ultima funzione ¢ la primitiva di F' in Ay che si annulla in (0, —2). In generale, le
primitive di F'in A sono allora

f(x7y> = +CIXA1(x7y> +02XA2(x7y)7

x2—y—1
dove xg denota la funzione caratteristica dell’insieme F, vedi (5.2.2).

Secondo metodo (primitive parziali) Si calcola l'integrale indefinito della prima
componente di F' rispetto ad x;:

/Fl(xl, ey Ty) dy;

sia f; una primitiva. Se F} dipendesse solo da xq, il risultato sarebbe determinato a
meno di una costante, ma, poiché sono presenti le altre variabili, che entrano solo come
parametri nel calcolo dell’integrale, f; sara determinata a meno di una funzione delle
variabili xs, . .., T,, sia g(xs, ..., x,). Si impone allora che

dfi dg
Bz, (x) . (x)

= Fi(z) Vi=2,...,n

e si usano queste equazioni per determinare g. Per esempio, sia

Fa) = (o ) (1,) € A =R\ {(0,0)}

Si verifica facilmente che F verifica (3.3.7). Allora

2
/x2+y dx =log(2* +y*) + g(v);

con la notazione precedente, fi(x,y) = log(z* + y*). Imponendo

24

/ . a 2 2 / o o 2y
a—y(m,y)Jrg(y) =3 log(z” +y°) +¢'(y) = Fa(z,y) =

x2 + 12

si ottiene ¢'(y) = 0, ossia g costante, e, poiché A ¢ connesso per poligonali, 1'espressione
f(z,y) =log(x? + y?) + ¢, al variare di ¢ € R, rappresenta tutte le primitive di F.
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Osservazione 3.3.10 Se consideriamo 1’esempio precedente, possiamo notare che il do-
minio A del campo studiato non € né convesso né stellato, sicché non si puo affermare a
priori che esistano primitive globali in A; anzi, visto che e lo stesso dominio dell’esempio
3.3.6, sappiamo che in generale non possiamo aspettarci che ce ne siano. In realta il calco-
lo delle primitive, inizialmente solo locali, ha condotto direttamente ad ottenere primitive
globali, dal momento che le funzioni log(x? + y*) + ¢ sono definite in tutto 'aperto A.
Quest’eventualita va sempre considerata: dopo aver calcolato le primitive locali, un esame
del loro dominio naturale di definizione dira se sono solo locali oppure globali.

Nel caso di R? si pud dare una condizione geometrica su A pii generale di quelle date
nel Teorema 3.3.7 affinché il campo F : A — R? sia conservativo.

Proposizione 3.3.11 Sia F' : A C R*> — R? un campo vettoriale di classe C*(A)
verificante la condizione (3.3.7). Supponiamo che A wverifichi la sequente condizione:

per ogni B C R? tale che OB sia il sostegno di una curva regolare contenuta
in A risulta B C A;

allora F & conservativo.

Per esempio, il dominio A = R?\ {(0,0)} nell’esempio 3.3.6 non gode della proprieta
considerata nella proposizione precedente: la circonferenza di centro 1’origine e raggio R,
per esempio, ¢ la frontiera del cerchio Bg(0), che non é contenuto in A. Lo stesso accade
per tutte le curve discusse dopo lo stesso esempio.

I domini connessi per cui vale la condizione predente si dicono semplicemente connessi.



CAPITOLO 4

EQUAZIONI DIFFERENZIALI

4.1 Introduzione ed esempi

Le equazioni differenziali ordinarie esprimono una relazione funzionale tra un certo
numero di derivate di una funzione (scalare o vettoriale) di una variabile reale y(t) che &
I'incognita dell’equazione. Possiamo quindi dire che la forma piu generale di un’equazione
differenziale ordinaria ¢ la seguente

F(t,y(t),y'@),...,y" () = 0. (4.1.1)

Il termine ordinarie € usato per distinguerle dalle equazioni differenziali alle derivate
parziali che coinvolgono funzioni di piu variabili e le loro derivate parziali. Le equazioni
che coinvolgono funzioni vettoriali sono a volte chiamate sistemi, e per essi useremo
spesso la notazione vettoriale, che & pitt compatta; se y in (4.1.1) & a valori in R”, allora
s’intendera che F' ¢ funzione di (n(k + 1) 4+ 1) variabili reali, a valori in R". Nel seguito
parleremo di equazioni anche nel caso vettoriale, dando enunciati unificati. L’ordine di
un’equazione differenziale e I'ordine massimo delle derivate che vi compaiono, ad esempio
l'ordine dell’equazione (4.1.1) ¢ k.

Osserviamo che in realta ogni sistema differenziale si puo ricondurre ad un sistema di
ordine 1, a patto di aumentare la dimensione del codominio delle incognite, cioe il numero
di equazioni del sistema. Vedremo questo nel caso particolare delle equazioni (scalari) di
ordine k qualunque. Per questa ragione, possiamo limitarci a studiare sistemi del primo
ordine, senza perdita di generalita.

Nel seguito indicheremo con ¢ la variabile reale indipendente, con y la funzione (scalare
o vettoriale) incognita e useremo le lettere I, J per indicare gli intervalli di definizione
delle soluzioni. Per prima cosa, definiamo in modo dettagliato che cosa si intende per
soluzione di un’equazione differenziale.

Definizione 4.1.1 (Soluzioni locali, massimali, globali) Siano A C R*"™! F: A —
R™ una funzione continua, e consideriamo l’equazione differenziale F(t,y,y') = 0 e la
funzione u : I — R™.

1. La funzione u € una soluzione locale se il suo dominio I € un intervallo reale, u
¢ derivabile in I, il punto (t,u(t),u'(t)) appartiene ad A per ogni t € I, e vale
Pequaglianza F(t,u(t),u'(t)) =0 per ogni t € I.

95
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2. Si dice che la funzione v : J — R™ & un prolungamento della soluzione locale u se
v € a sua volta una soluzione locale, l'intervallo J include I e v(t) = u(t) per ogni
t € I; se J include propriamente I si dice che v é un prolungamento proprio.

3. Si dice che u ¢ una soluzione massimale se ¢ una soluzione locale e non ammette
prolungamenti propri.

4. Se A=J xR?*, con J C R intervallo, si dice che u: I — R"™ ¢ soluzione globale
se e soluzione locale e I = J.

5. Si dice integrale generale, o soluzione generale, [l'insieme di tutte le soluzioni mas-
simali.

Nel sequito, col termine soluzione privo di ulteriori specificazioni intenderemo sempre una
soluzione locale.

Data un’equazione differenziale, affronteremo i seguenti problemi:

1. Esistono soluzioni?

2. In caso affermativo, si puo dire quante sono?

3. Si possono dare condizioni affinché la soluzione esista e sia unica?

4. Le soluzioni trovate sono sempre globali, o almeno massimali?

5. Per quali classi di equazioni si possono dare dei metodi di calcolo delle soluzioni?
Indichiamo il tipo di risultati che ci si puo attendere nel seguente esempio.

Esempio 4.1.2 In generale un’equazione puo non avere alcuna soluzione. Per esempio,
I'equazione (y')? = —e¥ non ha alcuna soluzione (il primo membro ¢ > 0 e il secondo &
< 0).

Si verifica facilmente che anche 'equazione y' = f(t) con f(t) = —1 pert < 0 e
f(t) =1 per t > 0 non ha soluzioni definite in un intervallo Contenente il punto 0.

Tipicamente, se un’equazione ha soluzioni esse sono infinite. Per esempio, la piu sem-
plice equazione differenziale del primo ordine, y' = f(t), dove f & una funzione continua in
un intervallo I, ha per soluzione generale 'integrale indefinito di f, a norma del Teorema
fondamentale del calcolo; in altri termini, fissato to € I:

V=) = y)= / F(s)ds + ¢o

con ¢y € R costante arbitraria. Analogamente

y'=ft) = y(t)=/tt(/;f(s>ds)d7+01t+co
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con ¢y, ¢; € R costanti arbitrarie. Allo stesso modo, la soluzione dell’equazione y*) = f (t)
dipende da k parametri, o, piu precisamente, da un polinomio arbitrario di grado k£ — 1.
Vedremo che questo e un fatto generale: la soluzione di un’equazione differenziale di ordine
k dipende da k costanti arbitrarie, e se ne puo selezionare una assegnando k condizioni
indipendenti. Vedremo nel prossimo paragrafo alcuni risultati che assicurano l'esistenza e
I'unicita della soluzione di un problema standard costituito da un’equazione differenziale
ed opportune altre condizioni.

Le soluzioni delle equazioni differenziali, anche semplici, in generale non sono globali.
Per esempio, vedremo (vedi Paragrafo 4.4.a) che I'integrale generale dell’equazione y’ = 1
¢ dato da u(t) = 1/(c—t), al variare di ¢ € R, e nessuna di queste funzioni ¢ definita in R,

malgrado il dominio di F(¢,y,y') = v/ —y? sia R x R? ed F sia regolare (vedi Osservazione
1.2.8).

4.2 Teoremi di esistenza

L’equazione (4.1.1) e troppo generale per poter ottenere risultati significativi, quindi
considereremo, nella trattazione generale, solo equazioni in forma normale, cioe del tipo

y' = f(t,y) (4.2.2)

con f continua. Nel caso delle equazioni del primo ordine ' = f(¢,y), la funzione f(t,y)
assegna ad ogni punto del piano (¢,y) una direzione, quella della retta il cui coefficiente
angolare ¢ f(¢,y). Quindi, in termini geometrici, cercare una soluzione dell’equazione
vuol dire cercare le curve (anzi i grafici) I' tali che, in ogni loro punto, la retta tangente
a [ abbia coefficiente angolare uguale a f(¢,y).

Ad esempio l'equazione differenziale 1y = y ha la seguente interpretazione geometrica.

In questa Sezione daremo inizialmente un teorema generale di esistenza globale ed
unicita per equazioni o sistemi a crescita al piu lineare con una condizione iniziale.
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Definizione 4.2.1 (Problema di Cauchy) Sia A C R™™ aperto, ed f : A — R"
continua; si dice problema di Cauchy la coppia di equazioni

v (1) = F(t.(t)
= (429

dove (to,yo) € A.

Per prima cosa, notiamo che il problema di Cauchy precedente & equivalente ad
un’equazione integrale.

Lemma 4.2.2 Siano A C R"™! aperto, f: A — R"™ continua e (ty,yo) € A; siano inoltre
I un intervallo reale contenente ty e u : I — R™. Sono equivalenti:

(i) we CYI) ¢ soluzione del problema di Cauchy (4.2.3).

(ii) w é continua in I e verifica l’equazione
t
ut)=w+ [ flsulo)ds  tel (12.0)
to

Dmm. (i) = (ii). Per il teorema fondamentale del calcolo, dal momento che vale (4.2.3),
risulta
t t
u(t) = u(ty) +/ u'(s)ds = yo + / f(s,u(s))ds
to to
per ogni t € I.
(ii) = (i). Poiché u ed f sono continue, la funzione s — f(s,u(s)) ¢ continua e quindi
integrandola tra ¢ e ¢ si ottiene una funzione C*(I). Siccome vale (4.2.4), anche u ¢ di
classe C(I) e risulta u(ty) = yo. Per il teorema fondamentale del calcolo, la derivata di
u & uguale allintegrando, cioe vale u/(t) = f(t,u(t)) per ogni t € I e u & soluzione di
(4.2.3). QED
L’utilita del lemma precedente consiste nel fatto che la ricerca della soluzione del pro-
blema di Cauchy viene ridotta alla ricerca di una funzione solo continua, e questo facilita
la dimostrazione dell’esistenza della soluzione. Per quanto riguarda 'unicita invece, sara
utile il seguente enunciato, che ¢ un caso particolare di un risultato noto come Lemma di
Gronwall.

Lemma 4.2.3 (Gronwall) Siano L > 0, I un intervallo, to € I e w: I — [0,+00) una
funzione continua. Se

¢
w(t) < L‘ / w(s)ds Vtel
to

allora w(t) =0 per ogni t € I.
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DiM. Ragioniamo dapprima per ¢ > ¢,. Posto, per ogni € > 0,

ve(t) = e+ L/tw(s)ds,

to

risulta v’ (t) = Lw(t), e, per ipotesi, v./v. < L, per cui:

lOgUE—(w:/thSSL(t—tU)

£ V()

e quindi w(t) < v.(t) < cexp{L(t —ty)} per ogni t € I, t > ty. Per l'arbitrarieta di ¢
segue w = 0.
Per t < ¢y, basta applicare il ragionamento precedente alla funzione v(t) = w(ty — t).
Possiamo ora provare il principale risultato di esistenza ed unicita per il problema di
Cauchy.

Teorema 4.2.4 (Esistenza globale in intervalli compatti) Siano A = [a,b] x R" ed
f A — R" una funzione continua. Supponiamo che esista una costante L > 0 tale che
valga la condizione

1f(ty) = fE2) < Llly— 2l Vi €lab], y, z € R™ (4.2.5)
Allora, per ogni (tg,yo) € A esiste un’unica soluzione globale del problema di Cauchy

v () = £t u(0)
{ y(to) = 1o (4.2.6)

Dim. A norma del Lemma 4.2.2, cercheremo una funzione continua u : [a,b] — R™ tale
che valga (4.2.4). Tale funzione sara ottenuta come limite uniforme di una successione
di funzioni continue, e, poiché I'integrale vettoriale nel membro destro e eseguito come
al solito componente per componente, useremo il fatto che i risultati visti nell’ultimo
Capitolo delle dispense di Analisi Matematica I si estendono al caso vettoriale (vedi
Osservazione 1.4.2).

Definiamo per ricorrenza la successione di funzioni:

t
un(t) = o, %H@=%+/f@W®M& heN,

e proviamo che converge uniformemente in [a, b] alla soluzione (unica) di (4.2.6). Posto
M = max{||f(t,y0)|| : t € [a,b]}, il primo passo ¢ la dimostrazione, per induzione, della
seguente diseguaglianza:

M LMt — to|n
h! ’

un(t) — upr (8)]] < h>1, teab) (4.2.7)
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La diseguaglianza e ovvia per h = 1:
t
) = uo(®)] < | [ 175w ds] < M — .
to
Supposta vera la (4.2.7) per un certo valore h, proviamola per il valore h + 1. Risulta:
t
s )= w (O < | [ 1F00(5) = £Gs,wna(5)ls
to

< | [ ) ~ w9l

to
P ML s — tol" MLt — to|h+1
< |- .
to h! (h+1)!
Prendendo 'estremo superiore per t € [a, b], segue
ML b — al
sup ||up(t) —up_1(t)]] < | | h > 1. (4.2.8)

t€(a,b] h! ’

Il secondo membro di (4.2.8) ¢ il termine generale di una serie numerica convergente, e
quindi per il criterio di convergenza totale di Weierstrass la serie

> (unlt) — un-a(t)) (4.2.9)
h=1

converge uniformemente in [a, b]. Poiché sussiste la seguente ovvia relazione tra i termini
della successione (uy);, e la successione delle somme parziali di (4.2.9)

E

un(t) =yo + D (ur(t) — ur-1(t)),

k=1

la convergenza uniforme della (4.2.9) equivale alla convergenza uniforme della successione
(up)p in [a, b]. Detta u : [a,b] — R™ la funzione limite, u ¢ una funzione continua in [a, b]
per il Teorema sulla continuita del limite. Inoltre, per la condizione (4.2.5) risulta

1t un(t)) = f (& (@) < Lllua(t) — u(t)]]

e quindi anche la successione (f(t, us(t))) , converge ad f(t,u(t)) uniformemente in [a, b].
Per il Teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale allora

hmiﬂmeﬁzﬂﬂmmMs

h—o00
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per ogni t € [a, b] e quindi si puo passare al limite per h — oo nell’equazione che definisce
up,, ottenendo che la funzione u verifica I’equazione (4.2.4) e quindi risolve il problema di
Cauchy (4.2.6).

Resta da provare l'unicita della soluzione. Se v € C([a,b]) ¢ un’altra soluzione,
anch’essa verifica (4.2.4), e quindi, posto w(t) = ||u(t) — v(t)||, risulta:

w(t) < | [t = sGs. o] < 2] [ wtoyas]

Per il Lemma 4.2.3, si ha allora w = 0, quindi © = v e la soluzione ¢ unica. QED

Le ipotesi del teorema precedente sono piuttosto restrittive, ed infatti consentono una
conclusione ottimale, cioe I'esistenza di una soluzione globale. In condizioni per certi versi
piu generali si ottiene una conclusione piu debole.

Teorema 4.2.5 (Esistenza locale) Siano A C R™ aperto ed f : A — R" una fun-
zione continua con derivate continue rispetto alle ultime n variabili. Allora, per ogni
(to,yo) € A esiste un'unica soluzione massimale del problema di Cauchy (4.2.6).

Osservazione 4.2.6 (Regolarita delle soluzioni) Se y : I — R™ ¢ soluzione del sis-
tema y' = f(t,y) con f continua in A, allora f(¢,y(t)) € una funzione continua, e dunque
y € CYI,R™). Se f(t,y) € C'(A,R"), allora f(t,y(t)) ¢ una funzione appartenente a
(CH(I))", e dunque y € (C*(I))". Per induzione si verifica che, se f € C*(A,R"), allora
y € C*L(I,R™). In particolare se f € C™ allora y € C*.

Anche se A e del tipo I x R", con [ intervallo non compatto (quindi non chiuso o
non limitato, possibilmente anche coincidente con R), in generale, la soluzione fornita dal
teorema precedente non e globale. Sotto ulteriori condizioni si ha esistenza di soluzioni
globali.

Teorema 4.2.7 (Esistenza globale in intervalli qualunque) Siano I C R un inter-
vallo, A =1 xR" ed f : A — R" una funzione continua. Se per ogni compatto K C I
esistono due costanti p,q > 0 tali che

IfE& | <p+alyll Vte K, yeR, (4.2.10)

allora tutte le soluzioni massimali dell’equazione y' = f(t,y(t)) sono globali. Se inoltre
f ha derwate continue rispetto alle ultime n variabili, allora per ogni dato iniziale la
soluzione globale é unica.

Osservazione 4.2.8 Il risultato precedente e basato sull’ipotesi che la funzione f abbia
una crescita, per |y| — +o00, al pilt di ordine 1. Nel caso dell’equazione 3y’ = 3 discussa
nell’esempio 4.1.2, Pordine d’infinito della f per |y| — +o0o € 2, ed infatti non c’¢ esistenza
globale. La condizione di crescita lineare e verificata anche sotto le ipotesi del Teorema
4.2.4, dal momento che (4.2.5) implica (4.2.10), per esempio con

p = sup ||f(t,0)], qg=L.

te[a,b]
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Infatti, risulta

£l < IfEO)+I1FEy) — £ < I 0)] + Lyl
< sup [|[f(£0)[ + Lllyll = p + qllyl]-

te[a,b]

Viceversa, se nel Teorema 4.2.4 si parte da A = [ x R™ con I non compatto e si assume
che per ogni compatto K C I esista L > 0 tale che valga (4.2.5) per ogni (z,y) e (z,2) in
K xIR™, si puo ancora provare I’esistenza di soluzioni globali procedendo come nel Teorema
4.2.4. Con la stessa notazione, la successione (uy) convergera stavolta uniformemente sui
compatti di I e non uniformemente su tutto 'intervallo 1.

I risultati precedenti sono stati enunciati per i sistemi del primo ordine e non per le
equazioni sia perché, senza alcun aggravio di difficolta, risultano in tal modo piu generali,
sia perché si possono applicare ad equazioni e sistemi di ordine qualunque con un sem-
plice cambio di variabili. Il risultato che segue riguarda le equazioni (scalari) di ordine
qualunque.

Teorema 4.2.9 (Esistenza ed unicita per equazioni di ordine k) Siano A C R*!
aperto ed g : A — R una funzione continua con derivate continue rispetto alle ultime k
variabili. Allora, per ogni (to,Yo,y1,---,Yk—1) € A esiste un’unica soluzione massimale
del problema di Cauchy

y®B () = g(t,y(t), y'(t), ...,y V(1))

y’(to)—: yi (4.2.11)

L "V (ko) = yr

Se poi A =1 xRF, con I C R intervallo, e per ogni compatto K C I esistono due costanti
p,q > 0 tali che

gty <p+alyl VteK, yeR, (4.2.12)
allora tutte le soluzioni massimali dell’equazione y™® (t) = g(t,y(t),y'(t),...,y* (1))

sono globali.

DiM. Basta scrivere I'equazione in forma di sistema del primo ordine, e il problema di
Cauchy (4.2.11) come (4.2.6), per poi applicare i Teoremi 4.2.5, 4.2.7. Per questo scopo,
sia f: A — R* definita da

fl g, o ug) = (ugy ..oy ug, gt ug, .o ug))

e notiamo che f ¢ di classe C'(A), dal momento che lo ¢ g. L’equazione in (4.2.11) si
scrive allora in forma di sistema (nell’incognita vettoriale u = (uq,...,ux)) nel modo
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seguente:
(W = fi(t,un, ... up) = us,
uy = fot,ur, ..., up) = us,
S
Wy = feo1(tu, ..o ug) = uy,
uw, = fe(t,ur, ..., ugx) = g(t,ur,. .., ug)

\
Analogamente si traducono le condizioni iniziali:

w1 (to) = yo, v'(to) =v1,. .. ,U(k_l)(to) = Yr-1

ed ¢ quindi possibile applicare il Teorema 4.2.5 visto per i sistemi. Per quanto riguarda
Iesistenza globale, fissato K compatto contenuto in I, sono determinate per ipotesi due
costanti p, ¢ come in (4.2.12), e si ha

1)l = (ud + - + (g(t.u)?) > < ull +g(tw)| < p+ (1 +9)|ul,

sicché si puo applicare il Teorema 4.2.7. QED

4.3 Equazioni lineari

In questa Sezione studiamo un’importante classe di equazioni differenziali, cioe quelle
lineari. La loro importanza risiede principalmente nel fatto che quasi tutti i modelli
concreti, in prima approssimazione, sono lineari. Dal nostro punto di vista, la teoria e
completa e va da una descrizione dell’integrale generale valida per tutte le equazioni lineari
a coefficienti continui ad un metodo di calcolo esplicito nel caso dei coefficienti costanti.
In questo paragrafo, consideriamo fissato un intervallo reale I (che puo essere limitato o
no). Osserviamo che tutto quello che diremo sulle equazioni lineari si puo generalizzare
al sistems lineari, per altro con modifiche non sempre facili. I sistemi lineari, comunque,
non saranno trattati in questi appunti.

4.3.a Risultati generali

Definizione 4.3.1 (Operatori differenziali lineari) Date k funzioni continue ay, . . .,
arp_1: I — R, definiamo ['operatore differenziale lineare di ordine k a coefficienti ag, . . .,
ay_1 ponendo, per ogniy € CH(I):

Ly = y® + a1 (O)y* Y + 4+ a1ty + ao(t)y (4.3.13)
E ovvio dalle proprieta della derivata che Ly € una funzione continua in I e che 'operatore
L & lineare fra gli spazi vettoriali (di dimensione infinita) C*(I) e C(I), cio¢ verifica
L(ay + B2) = aLy + BLz per ogni y,z € C*(I) e a,3 € R. La forma generale di
un’equazione differenziale lineare di ordine k ¢ allora

Ly=¢ (4.3.14)
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dove ¢ € C(I) ne & il termine noto.

Proposizione 4.3.2 (Esistenza di soluzioni) Tutte le soluzioni massimali dell’equa-
zione Ly = ¢ sono globali.

DiM. E una semplice applicazione del Teorema 4.2.9. Infatti, I’equazione si puo scrivere
nella forma y* = g(t,y(t),y'(t),...,y* " V(t)), con g : I x R¥ — R data da

gt y(®), ' (1), ..., y* V(1) = = (a1 (Oy*V + 4+ ar(t)y + ao(t)y) + @(t);

allora, fissato un compatto K C I, per la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz vale la
condizione (4.2.12) con p = supg |¢| e ¢ = supg (ai_,(¢) + ...+ af(t) + a%(t))1/2.
Accanto all’equazione Ly = ¢ considereremo I’omogenea associata Ly = 0.

QED

Lemma 4.3.3 (Integrale generale) L’integrale generale V' dell’equazione Ly = ¢ ¢
dato dalla somma dell’integrale generale Vi dell’omogenea associata Ly = 0 e di una
soluzione particolare della Ly = .

DiMm. Sia v una soluzione particolare (arbitraria) di Ly = ¢. Se u ¢ una qualunque
soluzione di Ly = 0 allora u + v risolve Ly = . Infatti:

Lu+v)=Lu+ Lv = .

Questo prova l'inclusione V) +v C V. Viceversa, se v; ¢ un elemento di V, allora
v1 — v € V, dal momento che

L(vy —v) = Lv; — Lv = 0.

QED

Il lemma precedente mostra che il problema della ricerca dell’integrale generale di Ly =
@ si puo ricondurre al problema della ricerca dell'integrale generale di Ly = 0 e di una
soluzione particolare di Ly = ¢. Per quanto riguarda l'integrale generale dell’equazione
omogenea, vale il seguente risultato.

Teorema 4.3.4 (Integrale generale dell’omogenea) L’integrale generale Vi dell’e-
quazione omogenea Ly = 0 & un sottospazio di dimensione k dello spazio C*(I).

DiM. Il fatto che Vj sia un sottospazio vettoriale ¢ ovvio dal corso di Geometria ed
Algebra, poiché Vj, = Ker L ed il nucleo di un’applicazione lineare ¢ sempre un sot-
tospazio vettoriale. Il fatto nuovo e che la dimensione di V; é finita (mentre potrebbe
essere infinita, essendo infinita la dimensione di C*(I)) ed ¢ proprio uguale all’ordine
dell’equazione. Per provare questo, costruiamo una base di V costituita da k funzioni
linearmente indipendenti risolvendo i seguenti k£ problemi di Cauchy:

( Ly =0 (( Ly =0 ([ Ly=0
y(to) =1 y(to) =0 y(to) =0
y'(to) =0 { Y(t) =1 y'(to) =0

y D (ty) =0 \ y D (te) =0 y*D(tg) = 1
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Dette uq, ..., ux le rispettive soluzioni, proviamo che esse sono linearmente indipendenti,

ciod che se u(t) = Y&, ciui(t) = 0 per ogni t € T allora ¢; = ¢ = -+ = ¢ = 0.

Per questo, basta osservare che tutte le derivate di u sono nulle, e che u¥(ty) = cij1,

per i = 0,...,k — 1. Per provare che le uq,...,u; sono un sistema di generatori per

Vo, consideriamo u € Vj e mostriamo che esistono costanti ¢y, ..., ¢ tali che u(t) =
ko i i o (1) — kL

> g ciui(t). Fissata allora u € Vf, poniamo ¢; = u""V(tg) e v(t) = >, cu;(t). La

funzione v risolve il problema di Cauchy

( Ly =0
y(to) = c1
Y'(to) = o

L y(k_l) (to) —= Ck

la cui soluzione, per la scelta delle ¢;, e la funzione u iniziale. Poiché il problema di

Cauchy ha un’unica soluzione, risulta v = u ed u € combinazione lineare delle u;. [@ED
Date k soluzioni uy, ..., up dell’equazione Ly = 0, definiamo la matrice Wronskiana
Uy U9 c. U
) uy ...
W(t) = ! 2 F (4.3.15)
ugk—l) ugk_l) Ul(ck_l)

La principale proprieta della matrice W e enunciata nella seguente proposizione.

Proposizione 4.3.5 (Proprieta della matrice Wronskiana) Se le funzioni ug, ...,
wy, sono linearmente indipendenti allora la matrice wronskiana (4.3.15) W (t) é invertibile
per ogni t € I; viceversa, se W (tgy) & invertibile per un ty € I, allora é invertibile per ogni
tel eleuy,...,u; sono linearmente indipendenti.

Notiamo che se le k soluzioni di Ly = 0 sono linearmente dipendenti allora det W (t) =0
per ogni ¢t € I, mentre se sono linearmente indipendenti allora det W (t) # 0 (e quindi W
¢ invertibile) per ogni ¢ € I.

Osservazione 4.3.6 Dal Lemma 4.3.3 e dal Teorema 4.3.4 segue che la soluzione generale
dell’equazione Ly = ¢ si esprime nella forma

u(t) = crug (t) + -+ + cpun(t) + v(t),

con le notazioni gia introdotte. Tenendo conto anche della Proposizione 4.3.2; si ha quin-
di che, assegnando le k condizioni iniziali y(to) = y1,...y* Y (to) = yi, esiste un’unica
soluzione globale del relativo problema di Cauchy. Per identificarla, bisogna evidente-
mente determinare i valori delle costanti ¢y, ..., c; eseguendo le derivate, calcolandole
nel punto ¢y ed eguagliandole ai valori prescritti. La matrice del sistema cosi ottenuto
e la matrice wronskiana delle u; calcolata in ty, che sappiamo essere invertibile, cosi che
vengono univocamente determinate le ;.
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Restano da risolvere evidentemente due problemi: calcolare esplicitamente k soluzioni
linearmente indipendenti dell’equazione omogenea Ly = 0 e calcolare una soluzione par-
ticolare dell’equazione completa Ly = ¢. Non esiste un metodo generale per risolvere il
primo di questi due problemi, che risolveremo completamente nel caso particolare (an-
corché importante) delle equazioni a coefficienti costanti. Affrontiamo nel Paragrafo 4.3.c
il secondo, che si puo risolvere nel senso seguente: se sono note k soluzioni linearmente
indipendenti dell’equazione omogenea, € possibile usarle per calcolare una soluzione del-
l’equazione completa. Prima pero trattiamo a parte il caso delle equazioni del primo
ordine.

4.3.b Equazioni di ordine 1

L’equazione lineare del primo ordine si puo scrivere in generale nella forma

Y+ a(t)y = o(t) (4.3.16)

con a, ¢ funzioni continue in /. In questo caso esiste una semplice formula risolutiva.

Proposizione 4.3.7 Fissato ty € I, l'integrale generale dell’equazione (4.3.16) ¢ dato
dalla formula

t t T

u(t) :exp{—/ a(s)ds} [c—i—/ exp{/ CL(S)dS}(p(T)dT] (4.3.17)
to to to

al variare di ¢ € R. Se poi all’equazione é associata la condizione iniziale y(ty) = yo Si ha

u(t) = exp{ - /t t a(s)ds ) {yo + /t t exp] /t ' a(s)ds}gp(T)dT} (4.3.18)

0 0 0

Dim. Risolviamo dapprima 'equazione omogenea nella forma y' = —a(t)y. Dividendo
per y (supposta non nulla) si ha

log |y(1) —c:/g(%)dt: —/a(t)dt;

prendendo 'esponenziale di ambo i membri e fissando gli estremi di integrazione si ottiene
la soluzione generale cuy(t), con u; data da

uy(t) = exp{— /ta(s)ds}. (4.3.19)

to

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione completa nella forma

v(t) = c(t)ur(t) = e(t) exp{— /ta(s)ds},

to
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dove stavolta il coefficiente ¢ (da determinarsi) ¢ pensato variabile. Calcolando v" e
sostituendo il risultato in (4.3.16) si ha

(0t = ¢ exp{ -~ [ a(s)is} = o)

to

da cul

t T
c(t) :/ exp{/ a(s)ds}gp(T)dT. (4.3.20)
to to
La soluzione generale u = cu; + v (¢ € R) dell’equazione completa ¢ dunque data da
(4.3.17). Se ¢ assegnata la condizione iniziale y(ty) = yo, per ottenere (4.3.18) basta
imporre che u(ty) = yo, e si ottiene (4.3.18). QED
Notiamo che nelle formule appena provate e riconoscibile la struttura dell’integrale
generale data dal Lemma 4.3.3.
Una forma piu compatta dell'integrale generale dell’equazione (4.3.16) si puo scrivere
nel modo seguente: sia A(t) una primitiva di a(t), allora ui(t) = e 4® ¢ soluzione
dell’equazione omogenea e I'integrale generale e:

u(t) = e A0 {c + /eA(t) o(t) dt} ceR.

4.3.c Metodo di Lagrange o della variazione dei parametri

Questo procedimento per determinare una soluzione particolare v dell’equazione Ly =
© € una generalizzazione del procedimento usato nella Proposizione 4.3.7 per le equazioni
di ordine 1. In questo caso, supponiamo di conoscere k soluzioni linearmente indipendenti
dell’equazione omogenea, siano uq, . .., ug, € cerchiamo v nella forma:

u(t) = Zci(t)u,-(t). (4.3.21)

=1

Sappiamo che se le ¢; sono costanti allora la formula precedente fornisce una soluzione del-
I’equazione omogenea; vogliamo invece considerare le combinazioni lineari con coefficienti
variabili (4.3.21) per vedere se ¢ possibile determinare k coefficienti in modo da ottenere
Lv = . L’idea ¢ di imporre k condizioni alle k funzioni ¢; e di risovere il relativo sistema
lineare. Fissate allora k soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione omogenea, per
esempio le u; costruite nella dimostrazione del Teorema 4.3.4, prendiamo una v come in
(4.3.21) e cerchiamo di determinare in modo opportuno i coefficienti ¢;. Imponiamo le k
condizioni

k k k

k
Zc’iui =0, Z dui, =0, ..., Z céugk_Q) =0, Z cgugk_l) = . (4.3.22)
i=1

i=1 =1 =1
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Il sistema risultante, nelle incognite ¢, ha come matrice associata proprio la matrice
Wronskiana delle w;, che, per la Proposizione 4.3.5, ¢ invertibile per ogni ¢ € [ perché
le u; sono state scelte linearmente indipendenti. Il sistema e allora risolubile e, detta
c(t),...,c(t) la k-pla di soluzioni, si verifica facilmente che, ponendo in (4.3.21) come
coefficienti primitive di queste, si ottiene una soluzione di Ly = ¢. Infatti, tenendo conto
di (4.3.22), risulta:

v = Y amu )+ Gmu @)
e, di conseguenza:
Lo = o™ 4 ap (0% V(@) 4+ - 4 ap(t)v(t)
(k) i (k=1) y
= (Xawum)  +aa0(Xabu®) ++an) (3 atu)
= Y du )+ eiLu; = o(t)

Osservazione 4.3.8 Usando una notazione vettoriale, possiamo riformulare il metodo
visto. Definiamo il vettore U(t) = (uy (%), ..., ux(t)) le cui componenti sono le k soluzioni
linearmente indipendenti e il vettore C(t) = (¢i(t),...,ck(t)) dei coefficienti indetermi-
nati, cosi che risulti v = C' - U, e il vettore G(t) = (0,...,0,¢(t)). Le condizioni che
abbiamo imposto ai coefficienti si possono scrivere in forma compatta

W(t)C'(t) = G(t)

e, risolvendo questo sistema lineare e integrando, i coefficienti sono dati da
Clt) = / W) Gt dt

dove l'integrale vettoriale va eseguito componente per componente. E utile confrontare
questo metodo, ed i risultati trovati, con quanto visto nel Paragrafo precedente. In quel
caso, k = 1 e sia U che C' e G sono scalari; per quanto riguarda la matrice wronskiana,
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essa si riduce al solo termine u; dato da (4.3.19), sicché

WLl(t) = exp{ / a(t)dt}

e la formula per C' si riduce alla (4.3.20).

4.3.d Equazioni a coefficienti costanti

Come abbiamo detto, non esiste un metodo sistematico per il calcolo esplicito delle
soluzioni di un’equazione a coefficienti continui, se non per le equazioni del primo or-
dine (vedi Proposizione 4.3.7). Esiste invece un metodo sistematico per le equazioni a
coefficienti costanti, cioe quelle in cui i coefficienti @; in (4.3.13) sono numeri reali. In
questo caso, l'intervallo in cui si studia I’equazione e quello in cui e definito il termine
noto, ed, in particolare, si puo studiare 1’equazione omogenea in tutto 'asse reale. Il
metodo che presentiamo ¢ basato sulla riduzione del problema ad un problema algebrico,
la cui risoluzione ¢ a sua volta basata sul Teorema fondamentale dell’algebra visto nelle
dispense di Analisi Matematica I. In questo momento abbiamo bisogno di una sua formu-
lazione piu articolata, che descriva completamente le soluzioni di un’equazione algebrica,
distinguendo quelle reali da quelle complesse. Ricordiamo la definizione di radice di un
polinomio e sua molteplicita.

Definizione 4.3.9 (Radice di un polinomio e molteplicita) Sia P un polinomio
nella variabile A\, sta A\g € C e sta r € N. Si dice che \g e radice di P di molteplicita r
se P ¢ divisibile per (A — X\o)" ma non per (A — X\o)" .

Ricordiamo il seguente importante risultato, conseguenza del Teorema fondamentale
dell’algebra, che precisa il Teorema sui polinomi a coefficienti reali delle dispense di Analisi
Matematica I.

Teorema 4.3.10 (Radici dei polinomi) Sia P un polinomio di grado k a coefficienti
reali nella variabile X.

(i) P ammette r > 0 radici reali distinte A\y,..., A, e 25 > 0 radici complesse (non
reali) distinte (a due a due coniugate) Ari1, ..., Aessy, Aty e vy Appse

(ii) Dette my,...,m, le molteplicita delle radici reali Ay, ..., A ed my; le molteplicita
(comuni) delle radici complesse Ay, Artj (perj=1,...,s), si ha

m1+"'+m'r+2mr+1+"'+2m7'+8:k'

(iii) Supposto che il coefficiente di \*¥ in P(\) sia 1, esistono numeri reali p1, qu, . . ., Ps, s
tali che

P = (A= A)™ - (A= A )™ (V4 pid+ 1) - (A 4 p A )™ (4:3.23)
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Osserviamo che il Teorema appena enunciato contiene varie informazioni che conviene
commentare. Esso afferma che un polinomio possiede un numero di radici, ove contate
con le rispettive molteplicita, pari al suo grado, sicché, per la definizione di radice e di
molteplicita, € completamente scomponibile in fattori lineari. Le radici possono esser
reali o complesse, ed abbiamo indicato con r il numero delle radici reali e con s il numero
delle radici complesse non reali, senza escludere naturalmente che possa accadere che
siar = 0 o0 s = 0. Siccome appunto in generale le radici sono complesse anche se i
coefficienti sono reali, la scomposizione e possibile solo in C. Inoltre, osserviamo che fin
qui quanto detto vale anche per polinomi a coefficienti complessi. Cio che ¢ peculiare
dei polinomi a coefficienti reali e che le radici complesse non reali si presentano a coppie
coniugate, e questo rende possibile una scomposizione puramente reale come in (4.3.23),
in cui compaiono fattori di secondo grado con discriminante negativo.

Il Teorema sulle radici dei polinomi ha un’applicazione diretta al calcolo della soluzione
generale dell’equazione omogenea a coefficienti costanti. Sussiste infatti il seguente risul-
tato, in cui adoperiamo le medesime notazioni del Teorema 4.3.10.

Teorema 4.3.11 (Integrale generale dell’omogenea a coefficienti costanti) Data
l’equazione a coefficienti reali

Ly =y® +ap_1y* Y+ ..+ a1y + apy =0, (4.3.24)
SIAN0 A1y - -y Ars Arte 1y Artls - - - s Arrss Arss le Tadici del polinomio
POA) =N+ ap N+ ah +ag (4.3.25)
con rispettive molteplicita my, ..., My, Myy1, ..., Myps. Posto Ny = o5 +if; per j =
1,...,s, un sistema di generatori per l'integrale generale dell’equazione (4.3.24) € dato
dalle k funzioni
et geMt o pmTleht
e)\gt’ te)\2t, o 7tm2716)\2t’
et tert o g leMt

Y

et cos(Pit), te™cos(Bit),. ..t e cos(Byt),
e“sin(pit), te™sin(Bit), ..., " e sin(Byt),

e cos(Bst), te® ' cos(Bst), ..., " Te! cos(Bst),
et sin(Bgt), te® ' sin(Bet), ..., " te sin(B,t).

Come si e visto nel teorema precedente, nella ricerca delle soluzioni dell’equazione omo-
genea ha un ruolo fondamentale il polinomio definito in (4.3.25), che si dice polinomio
caratteristico associato all’operatore L definito in (4.3.24).
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Osservazione 4.3.12 L’enunciato del teorema ¢ indubbiamente complesso, anche per la
quantita di parametri necessari per enunciarlo, e merita qualche commento. L’idea, ed il
procedimento per il calcolo delle soluzioni dell’equazione Ly = 0, ¢ invece semplice.

Il primo passo consiste nell’associare all’operatore L il polinomio P(\) che si ottiene
sostituendo formalmente alla derivata di ordine j dell’incognita y la potenza M della
variabile A. Si ottiene un polinomio algebrico di grado k, per il quale vale il Teorema
fondamentale dell’algebra e quindi il Teorema 4.3.10.

Il secondo passo e la determinazione delle radici del polinomio P, con le rispet-
tive molteplicita. L’osservazione cruciale che lega le radici alle soluzioni dell’equazione
differenziale e la seguente: se Ay e radice di P con molteplicita m allora le funzioni
ot terot o tmTleMt sono soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione Ly = 0.
Quest’affermazione e molto facile da verificare, dal momento che e sufficiente sostituire le
funzioni indicate al posto dell’incognita y nell’equazione per controllare che I’equazione sia
soddisfatta. Osserviamo anche che in questo modo ogni radice di P produce un numero
di soluzioni di Ly = 0 esattamente uguale alla molteplicita della radice considerata.

Non abbiamo ancora preso in considerazione la differenza tra il caso A\g € R e il caso
Ao € C\ R. Nel caso A\g € C, poniamo per fissare le idee \g = a + i3, quanto detto &
ancora vero, ma la funzione e*! ¢ a valori complessi, e quindi non rientra nella nostra
trattazione. Sappiamo pero che, essendo i coefficienti di L (e quindi di P) tutti reali,
anche il numero \g = o — i3 @ radice del polinomio. Dalla definizione dell’esponenziale
complesso sappiamo che

elaFif)t — got (cos(Bt) £ isin(Bt)),

e quindi ad ogni coppia di soluzioni complesse e, e*t possiamo associare la coppia
delle loro combinazioni lineari e* cos(ft), e sin(5t), che, essendo L lineare, sono ancora
soluzioni, stavolta reali, dell’equazione. In definitiva, ad ogni coppia di soluzioni complesse
tietot tieMt possiamo sostituire le coppie di soluzioni reali t/e®t cos(Bt), t/e®! sin(3t), per
ogni j = 0,...,m — 1. In questo modo avremo ottenuto dalle 2s radici complesse del
polinomio P (a due a due coniugate) un numero di soluzioni dell’equazione differenziale
pari alla somma delle loro molteplicita.

E meno facile verificare un altro fatto importante, cioe che le funzioni indicate cos-
tituiscono un insieme linearmente indipendente. Fatto questo, possiamo concludere che
alla fine del procedimento abbiamo trovato, come volevamo, k soluzioni reali linearmente
indipendenti, che, per il Teorema 4.3.4, costituiscono una base del nucleo dell’operatore
lineare L.

4.3.e Soluzione dell’equazione completa in casi particolari

Il metodo di variazione dei parametri ha il pregio di essere del tutto generale. Inoltre,
poiché ¢ basato sulla conoscenza dell’integrale generale dell’equazione omogenea, puo
senz’altro essere applicato nel caso delle equazioni a coefficienti costanti, caso in cui
sappiamo calcolare esplicitamente l'integrale generale dell’equazione omogenea. Il suo
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difetto e che richiede molti calcoli, tra cui, come visto nell’Osservazione 4.3.8, il calcolo
dell’inversa di una matrice, ed in piu il calcolo di k integrali. Se pero il termine noto ¢ e
di tipo particolare, e possibile utilizzare, nel caso delle equazioni a coefficienti costanti, un
metodo piu diretto, anche questo algebrico. Possiamo identificare la classe dei termini noti
a cui si applica questo metodo alternativo dicendo che sono le funzioni che sono soluzion:
di qualche equazione lineare omogenea a coefficienti costanti. A norma del teorema 4.3.11,
queste sono le funzioni contenute nella lista presentata nello stesso teorema e le loro
combinazioni lineari. Come nel caso dell’equazione omogenea, presentiamo un risultato
generale, riservandoci di commentarlo successivamente.

Teorema 4.3.13 Dato l'operatore L come in (4.5.2/), se nell’equazione Ly = ¢ la
funzione ¢ é del tipo

e [pm (t) cos Bt + g, (t) sin St a, B €R, (4.3.26)

con pm(t) polinomio di grado m e q,(t) polinomio di grado n, allora esiste una soluzione
particolare v(t) del tipo

v(t) = t"e™ [ry(t) cos Bt + s,(t) sin Bt ] (4.3.27)

con p = max{n,m}, r,(t) e s,(t) polinomi di grado p da determinarsi e h uguale alla
molteplicita di X\ = « + i rispetto al polinomio P dato da (4.3.25), con h =0 se X\ non
e radice di P.

Non dimostriamo questo teorema, che vogliamo comunque commentare brevemente.
Come anticipato, lipotesi € che esista un operatore differenziale lineare a coefficienti
costanti M tale che My = 0. Ne segue che, se v ¢ soluzione di Lv = ¢, allora, applicando
iterativamente gli operatori M ed L si ottiene MLv = My = 0, sicché v va cercata
nel nucleo di ML, ossia € combinazione lineare dei generatori di tale nucleo. Queste
considerazioni suggeriscono che il problema della determinazione di v si puo ricondurre
ad un problema algebrico, come quello del calcolo della soluzione generale di un’equazione
omogenea.

Osservazioni 4.3.14

1. Se il termine noto ¢ ¢ somma di due funzioni del tipo (4.3.26), allora v sara somma
di due funzioni del tipo (4.3.27), con i corrispondenti parametri.

2. La formula (4.3.26) esprime il caso piu generale, e naturalmente, specializzando i
parametri, comprende vari casi particolari che semplificano Iespressione (4.3.27):
(i) ¢ = p, polinomio: questo accade se A = a + i =0
(ii) ¢ esponenziale, se m = 3 =0, 0 p(t) = p,,(t)e*, se solo § = 0.

(iii) ¢ funzione trigonometrica, se n = a = 0, o ¢ prodotto di un polinomio per
una funzione trigonometrica, se solo a = 0.
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3. Un caso particolare rilevante si verifica quando A non é radice di P: in questo caso
in (4.3.27) h = 0 e la soluzione v ha un grado, nella sua parte polinomiale, non
superiore al grado di ¢.

4. Operativamente, si procede cosi. Si controlla se A = a + i3 € radice di P o no: in
caso affermativo, si registra la sua molteplicita h che entrera in v; in caso negativo, il
termine ¢" in (4.3.27) non compare. Si determinano i gradi m ed n dei polinomi p,,
e ¢n, ed il piu grande fra loro, indicato con p; cio fatto, si scrivono due polinomi di
grado p, a coefficienti indeterminati, che sono r, ed s, in (4.3.27). Gli altri parametri
(v e B) sono di immediata determinazione, e quindi si possiede I’espressione esplicita
di v. A quel punto, restano da determinare i coefficienti di r, ed s,. Per questo, si
sostituisce v al posto dell’incognita in Ly e si eguaglia il risultato a ¢. In questo
modo si ottiene un sistema le cui incognite sono i coefficienti di r, ed s,, che il
teorema assicura essere risolubile.

4.4 Altre equazioni integrabili elementarmente

In questa Sezione presentiamo alcune importanti classi di equazioni differenziali ordi-
narie non lineari del 1° e del 2° ordine per le quali ¢ noto il metodo di risoluzione.

4.4.a Equazioni a variabili separabili

L’equazione differenziale del 1° ordine del tipo

Y = f(t)g(y), (4.4.28)

dove f e g sono funzioni definite e continue negli intervalli aperti I e J rispettivamente,
e detta a variabilt separabili.

Supponendo ¢(y) # 0 per ogni y € J e dividendo per ¢g(y) ambo i membri della
equazione (4.4.28), si ha

y'(t)
9(y(t))

da cui, integrando rispetto a t, si ottiene

yt)
/mmm“‘/jwﬁ
1

st = o

Indicata con G una primitiva di é in J e con F' una primitiva di f in I, dall’equazione
precedente si ricava

= [(t);

(0 equivalentemente, osservando che dy = y/(t)dt, /

Gy(t)) = F(t) + ¢, (4.4.29)
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con ¢ parametro reale. Abbiamo cosl dimostrato che ogni funzione derivabile y(t) che
soddisfa (4.4.29) ¢ soluzione dell’equazione differenziale (4.4.28). In particolare la (4.4.29)
rappresenta una famiglia di soluzioni in forma implicita della (4.4.28). Se la funzione G
e anche invertibile, allora tale famiglia di soluzioni ¢ data in forma esplicita da

y(t) =G H(F(t) + )

con ¢ parametro reale.

Si osservi che se g(yp) = 0 per qualche yo € J, allora la funzione costante yo(t) =
Yo, t € I, & anche una soluzione dell’equazione differenziale (4.4.28), detta soluzione
stazionaria, non appartenente alla famiglia di soluzioni definita da (4.4.29). Inoltre,
si tenga presente che, in alcuni casi, le equazioni differerenziali a variabili separabili
potrebbero ammettere soluzioni non stazionarie differenti da quelle definite da (4.4.29).
Per esempio, per I'’equazione differenziale

t 3
(t+c) . Ma tale

equazione ammette come soluzioni anche la soluzione stazionaria yy(tf) = 0 e le funzioni
del tipo

il metodo delle separazioni delle variabili fornisce le soluzioni y(t) =

t— 3

( 27a) set<a
y(t)=4¢ 0 , sea<t<b

t—>b

(27) set>b

cona<0<b.
Esempio 4.4.1 La seguente equazione differenziale del 1° ordine
y =y*logt

e chiaramente a variabili separabili. In particolare, essa ammette come soluzione la fun-
zione identicamente nulla yo(t) = 0, t > 0 (soluzione stazionaria). Inoltre, separando le
variabili come sopra esposto si ha

d
—g = log tdt;
Y
da cui, integrando, si ottiene
1
—— =t(logt —1) +c.
Y

Ne segue che tutte le altre soluzioni dell’equazione data sono della forma

1
y(t) = M1 —Togt) 7 C con t > 0 e C costante arbitraria.
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Osservazione 4.4.2 Equazioni differenziali del 1° ordine del tipo
y' = glat + by), (4.4.30)

con g funzione definita e continua in un intervallo aperto J e a, b € R\ {0}, sono
immediatamente riconducibili al caso delle equazioni differenziali a variabili separabili.
Infatti, posto z(t) = at + by(t) cosicché 2/(t) = a + by/'(t), la (4.4.30) diventa

che ¢ una equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili.

4.4.b Equazioni omogenee

L’equazione differenziale del 1° ordine del tipo

y =g (%) , (4.4.31)

con g funzione definita e continua in un intervallo aperto J, & detta omogenea. Per la
risoluzione di questa classe di equazioni differenziali basta fare una opportuna sostituzione.

y(t)

Infatti, posto z(t) = T cosicché y(t) = tz(t) e y'(t) = 2(t) + t2'(t), la (4.4.31) diventa

z+td =g(z) =2 = %(g(z) —2)

che e una equazione differenziale a variabili separabili il cui metodo di risoluzione e stato
dato in 4.4.a.

Riconducibili alla classe delle equazioni differenziali omogenee sono le equazioni dif-
ferenziali del 1° ordine del seguente tipo

, at +by +c
— 7 4.4.32
Y g(a’t—kb’y—kc’)’ ( )

con ¢ funzione definita e continua in un intervallo aperto J e a, a’, b, V', ¢, ¢ € R.
Osserviamo che possono presentarsi i seguenti casi:

l.sea=d =b=V=0ed #0, allora la (4.4.32) diventa

, C
Yy :9<—,>
C

e quindi ammette come soluzione le funzioni del tipo y(t) = g (5) t + C al variare
di C'in R;
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2. se a,a’,b,b' non sono tutti nulli e @’ = ha, ¥’ = hb per qualche h € R\ {0}, che

equivale ad avere det ( Z, é),
tipo (4.4.30) per la cui risoluzione basta procedere come indicato nell’Osservazione
4.4.2;

= 0, allora la (4.4.32) diventa una equazione del

3. seab —a'b # 0, allora la (4.4.32) puo essere ricondotta ad una equazione differenziale
omogenea con una opportuna sostituzione come ¢ indicato di seguito.

Se all — a’b # 0, allora le rette di equazioni at + by + ¢ =0 e da't + 'y + ¢ = 0 non sono
parallele e quindi si intersecano in un solo punto, sia Py = (to, o). Posto

s=t—1y e z=Y—1Y

_dz dy

e dato che atg + byg + ¢ = 'ty + V'yo + ¢ = 0, si deduce che 2/(s) = = ©
s

at+by+c=a(s+ty) +b(z+y)+c = as+bz+ (aty+byo+c) = as+ bz,
dt+by+d=d(s+t)+b(z+y)+c = ds+Vz+(dto+byo+)=ds+Vx.

Effettuando tali sostituzioni, la (4.4.32) diventa

, as + bz a+b(z/s)
=9 ) 9\ s )
a's+ bz a +V(z/s)
e si ottiene un’equazione differenziale omogenea.

Esempio 4.4.3 Si consideri la seguente equazione differenziale del 1° ordine
p_tty
Yy ="
t—y

e si osservi che
gty 1er
-y 1=t

Quindi ’equazione data e di tipo omogeneo cosicché per la sua risoluzione basta effettuare

t
la sostituzione z(t) = @, ottenendo la seguente equazione differenziale
1 1422
2 ==
t 1—-=z

che e a variabili separabili. Separando le variabili e integrando si ottiene

1—=2 1
dz = | =dt
/1+z2z /t ’
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cioe
arctan z — log V1 + 22 = log |t| 4+ ¢, con ¢ costante arbitraria.
t
Ricordando che z(t) = #, si ottiene che l'integrale generale in forma implicita dell’e-

quazione data e il seguente

y(t)

arctan e log \/t2 + y2(t) 4 ¢, con ¢ costante arbitraria.

4.4.c Equazioni di Bernoulli

L’equazione differenziale del 1° ordine del tipo
y' = a(t)y + b(t)y®, (4.4.33)

dove a e b sono funzioni definite e continue nell’intervallo aperto I e a € R, e detta
equazione di Bernoulli.

Osserviamo che se @ = 0 la (4.4.33) si riduce ad un’equazione differenziale lineare
del 1° ordine il cui integrale generale & dato da (4.3.17). Invece, se o = 1 la (4.4.33) si
riduce ad un’equazione differenziale del 1° ordine a variabili separabili il cui metodo di
risoluzione ¢ stato dato in 4.4.a. Inoltre per un qualsiasi o > 0, la (4.4.33) ammette come
soluzione la funzione identicamente nulla. Per questo nel seguito supporremo che a non
sia né 0 né 1 e trascureremo tra le soluzioni la funzione identicamente nulla.

Il metodo di risoluzione per le equazioni differenziali di Bernoulli ¢ il seguente.

Dividendo ambo i membri di (4.4.33) per y®, si ha

T = alt)y'™ +b(t);
Y
da qui, posto z(t) = (y(t))' ™%, cosicché 2/(t) = (1 — a)(y(t)) "y (t), segue che

/

o= a(t)z +b(t) <= 2" = (1 — a)a(t)z + (1 — @)b(t). (4.4.34)

L’equazione (4.4.34) cosi ottenuta ¢ chiaramente un’equazione differenziale lineare del
primo ordine e quindi, per (4.3.17), il suo integrale generale & dato dalla seguente formula

2(t) = exp{— /(a - 1)a(t)dt} {c + /exp{/(a - 1)a(s)ds}(1 - a)b(t)dt] (4.4.35)

al variare di ¢ € R.
A questo punto, ricordando che z(t) = (y(t))'™*, da (4.4.35) si ottiene l'integrale
generale dell’equazione differenziale di Bernoulli (4.4.33).

Esempio 4.4.4 La seguente equazioni differenziale del 1° ordine

y =2y +ty’
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¢ di tipo Bernoulli con a = 2. Dividendo ambo i membri per 4 e ponendo z(t) = (y(t)) ™,
si ottiene
2 =24t + 22 = —t.

Per (4.3.17) lintegrale generale dell’equazione differenziale lineare del 1° ordine cosi
ottenuta ¢ dato da

1 1
2(t) =e™* {0—/62ttdt] =e % [C_§GQtt+ZGZt .

A questo punto, ricordando che z(t) = (y(t))~!, si ottiene che I'integrale generale dell’e-
quazione proposta ¢ il seguente

(1) = 1

4.4.d Equazioni differenziali non lineari del 2° ordine

Equazioni della forma y” = f(t,y/) L’equazione differenziale del 2° ordine del
tipo
y' = f(t,y), (4.4.36)

dove f ¢ una funzione continua con derivata continua rispetto alla seconda variabile in un
aperto A C R? si riduce ad un’equazione differenziale del 1° ordine ponendo z(t) = y/(t),
cosicché 2/(t) = y”(t). Infatti, effettuando tali sostituzioni la (4.4.36) diventa

7= f(tv Z),

il cui metodo di risoluzione dipende dalla forma analitica di f, come dimostra il seguente
esempio.

Esempio 4.4.5 Si consideri la seguente equazione differenziale del 2° ordine
y'=(y)+ 1.

Posto z(t) = y/(t), essa si riduce ad un’equazione differenziale del 1° ordine a variabili
separabili. Infatti, diventa
7 =22+,

da cui, separando le variabili e integrando, si ottiene
arctan z =t + ¢ <= z = tan(t + ¢) con c costante arbitraria.
Di conseguenza, 'integrale generale dell’equazione differenziale data ¢ il seguente

y(t) = —log| cos(t + ¢)| + d con ¢ e d costanti arbitrarie.
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Equazioni del secondo ordine autonome Le equazioni differenziali del 2° ordine
del tipo

y' = fly,y), (4.4.37)

sono dette autonome perché la variabile £ non vi compare esplicitamente e quindi, pen-
sando al solito alla ¢ come variabile temporale, sono tipici modelli di un sistema privo di
termini forzanti, il cui comportamento e interamente governato dallo stato del sistema
stesso.

Supposto che f sia una funzione di classe C! in un aperto A C R?, 'equazione data si
risolve integrando successivamente due equazioni differenziali del 1° ordine, in una delle
quali la funzione incognita dipende dalla variabile y, che viene assunta come variabile
indipendente. Infatti, posto

_d_y’()_dz

Ault) = ¥ () = /() = () = T O = 20)=(0)

(dove abbiamo indicato con £ la derivata di z rispetto ad y), la (4.4.37) diventa

2z = f(y, 2), (4.4.38)

il cui metodo di risoluzione dipende ovviamente dalla forma analitica di f. Ora, sup-
ponendo che z = z(y, ¢;) sia I'integrale generale di (4.4.38) con ¢; € R e ricordando che
2 =1/, si perviene alla seguente equazione differenziale del 1° ordine a variabili separabili:

y/ = Z(yucl)v

il cui metodo di risoluzione e dato in 4.4.a e le cui soluzioni sono tutte e sole quelle di

(4.4.37).

Esempio 4.4.6 Si consideri il Problema di Cauchy

y' =y (1+y)
y(0) =2 (4.4.39)

Effettuando la sostituzione z(y(t)) = ¥'(¢) come sopra indicato, il problema di Cauchy
(4.4.39) diventa

22 =2z(1+vy)
{ 2(2) =4

(osservare la nuova condizione iniziale). Oltre alla soluzione costante z(y) = 0, che non
verifica la condizione iniziale, I’equazione ammette come soluzioni le funzioni del tipo

1 1
2(y) =y + §y2 +C <=y =y+ §y2 + (', con (' costante arbitraria.
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Di conseguenza, per la condizione iniziale su z, la soluzione di (4.4.39) soddisfa la seguente
equazione differenziale

1 1
y’=y+§y2<=>y’= §(y2+2y)-

A questo punto, separando le variabili e integrando, si ottiene

da qui segue, usando i fratti semplici per calcolare I'integrale in v,

t
log <%) =1+ 0y = L = ke', con k costante arbitraria.
Y

y(t) + 2

1
Infine, dalla condizione iniziale y(0) = 2 si ricava k = 5 € la soluzione di (4.4.39) ¢ la

funzione
2et

2 —et’

y(t) =
Un caso particolare dell’equazione (4.4.37) ¢

y' = f),

in cui non compare esplicitamente la 3. Col metodo visto, si ha successivamente z(y) =

y'(t), vy’ = zZ e quindi
[ == [ rway

da cui, se 'integrale al secondo membro e positivo,

(V) =2/f(y)dy — Y = Q/f(y)dy,

che ¢ un’equazione a variabili separabili.

Esempio 4.4.7 Consideriamo il problema di Cauchy:

y// — 2y3
y(0)=1
y'(0)=1

Posto z(y) = ¥/(t), risulta, procedendo come detto si ottiene:
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e quindi 2(y) = y?, da cui il problema

{vs

<
[N

che ha soluzione y(t) = T3

81



CAPITOLO 5

INTEGRALI MULTIPLI

Il problema dell’integrazione di funzioni di piu variabili reali ¢ molto importante, ad
esempio per il calcolo di volumi, di masse, di baricentri, di momenti d’inerzia, ecc.

Noi ci limiteremo al caso di funzioni di due o tre variabili, ma il caso generale non
presenta maggiori difficolta, se non per le notazioni. La costruzione dell’integrale per
funzioni di piu variabili segue qui da vicino quella vista per funzioni di una variabile ed
¢ stata sviluppata dal matematico tedesco Bernhard Riemann (1826-1866) e, per quanto
riguarda la teoria della misura associata, dal matematico italiano Giuseppe Peano (1858-
1932) e dal matematico francese Camille Jordan (1838-1922).

Nel Capitolo 7 presenteremo brevemente una formulazione piu recente della teoria
della misura e dell'integrazione dovuta al francese Henri Lebesgue (1875-1941).

La definizione dell’integrale doppio ci permettera anche di definire integrali su su-
perficie nello spazio, cosi come si usano gli integrali semplici per definire gli integrali di
linea.

5.1 Integrale di Riemann

Vogliamo definire il concetto di funzione integrabile secondo Riemann nel caso di due
variabili. Estenderemo a questo scopo le nozioni di partizione, somma integrale, funzione
integrabile, ecc.

Siano I = [a,b], J = [c, d] intervalli limitati e sia f : [ x J — R una funzione limitata.
Consideriamo due partizioni di I e J:

a=xg<T1<---<xp=>

c=y << - -<y=d
Chiamiamo partizione P del rettangolo I x J I'insieme di tuttiirettangoli R;; = [z, Zi41] X
[y, Y;j+1] al variare di 4, j. Definiamo la misura elementare del rettangolo R;; ponendo
m(Rij) = (Tig1 — 23) - (Yj41 — ¥j)

e poniamo
M;j = sup f(z,y),

ij

82
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my; = inf f(z,y).
Indichiamo con il termine somma integrale superiore di f relativa alla partizione P il

3 - — —

Figura — 5.1: Partizione di un rettangolo.

numero

Indichiamo con il termine somma integrale inferiore di f relativa alla partizione P il
numero

S(f, P) = me m(Rz])

E immediato verificare che s(f,P) < S(f,P) e che date due partizioni P, () risulta
s(f, P) < S(f,Q), infatti basta considerare la partizione R costituita dai rettangoli indi-
viduati dall’'unione di tutti i punti degli intervalli I, .J che intervengono nelle partizioni
P, Q) per ottenere che

s(f, P) < s(f, R) < S(f, R) < 5(f,Q).

Definizione 5.1.1 (Funzioni integrabili) Diciamo che f é integrabile secondo Rie-
mann su [ x J se risulta

Sl;ps(f, P) = i%fS(f, P)

al variare di tutte le possibili partizioni P. Tale valore comune é ['integrale di f su I x J

e si indica con
/ fdxdy.
IxJ

Come nel caso degli integrali semplici vale il seguente Teorema di caratterizzazione del-
I'integrabilita.
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Teorema 5.1.2 (Caratterizzazione delle funzioni integrabili) Una funzione limi-
tata f : I x J — R é integrabile in I x J se e solo se per ogni € > 0 esiste una partizione
P di I x J tale che S(f,P) — s(f,P) <e.

Il risultato seguente estende al caso di due variabili il Teorema di integrabilita delle
funzioni continue.

Teorema 5.1.3 (Integrabilita delle funzioni continue) Se la funzione f: I x J —
R ¢ continua in I x J, allora f & integrabile in I x J.

L’integrale gode delle abituali proprieta gia viste nel caso di una variabile:

Teorema 5.1.4 (Proprieta dell’integrale) Supponiamo che le funzioni f,g:1x J —
R siano integrabili. Allora per ogni A\, n € R

1. (Linearita) // ()\f—l—,ug)dxdy:)\/ fdxdy—l—,u// gdxdy ,
IxJ IxJ IxJ

2. (Positivita) se f > 0 allora // fdxdy > 0, da cui seque che se f < g allora
IxJ

/ fd:cs// gdz,
IxJ IxJ

3. (Proprieta della media) inf f-m(I x J) < / fde < supf-m(IxJ), in
IxJ IxJ IxJ
particolare se f é continua esiste un punto (xo,yo) € I X J per cui

1
f(xo,90) = % J) /IXdexdy, (5.1.1)

4. (Valore assoluto)

‘/ fdxdy]s// |f|da:dys// sup |f| dzdy = sup | f| m(I x J),
IxJ IxJ IxJ

5. (Additivita) se A=1xJ e B=1"xJ" sono due rettangoli a parti interne disgiunte

allom/ fdxdy = // fdxdy + // fdzxdy.
AUB A B

In maniera analoga si definisce 'integrale di una funzione di tre variabili su un par-
allelepipedo (prodotto cartesiano di tre intervalli I, J, K) e di una funzione di n variabili
sul prodotto cartesiano di n intervalli, e valgono le proprieta analoghe a quelle appena
enunciate.
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5.2 Insiemi normali del piano e integrali doppi

Abitualmente si considerano domini di integrazione pit generali dei rettangoli.

Per considerare integrali di funzioni su insiemi contenuti propriamente nel loro do-
minio, introduciamo la seguente comoda notazione. Chiamiamo funzione caratteristica
dellinsieme FE la funzione xg : R™ — R cosi definita:

(5.2.2)

1 sex € F
xe(z) =

0 altrimenti

Usiamo subito la funzione caratteristica di un insieme per definire gli insiemi misurabili
secondo Peano—Jordan.

Definizione 5.2.1 (Insiemi limitati misurabili) Un insieme limitato E C R? si dice
misurabile se la sua funzione caratteristica e integrabile. In tal caso si definisce la misura

(o area) di E ponendo
m(E) = // xedzdy,
IxJ

dove I x J e un qualunque rettangolo contenente E.

Gli insiemi misurabili si possono caratterizzare usando la nozione di plurirettangolo. Un

plurirettangolo € 'unione di un numero finito di rettangoli a parti interne disgiunte. Se
N

P = U (I X Ji) € un plurirettangolo, allora la sua misura ¢ data da
k=1

N

k=1

Vale la seguente caratterizzazione.

Proposizione 5.2.2 Un insieme limitato E ¢ misurabile se e solo se wvale una delle
sequenti proprieta:

1. sup m(P) = inf m(Q) al variare di P,Q plurirettangoli;
PCE Ec@

2. ¥Ye >0, 3 P,Q plurirettangoli t.c. P C E CQ e si ham(Q)—m(P)<e ;

3. Ye >0, 3 P plurirettangolo t.c. OE C P e si ha m(P) < ¢ (in tal caso si dice
che la frontiera di E ha misura nulla).

Gli insiemi misurabili godono delle seguenti proprieta.

Proposizione 5.2.3 Sia (Ey) una famiglia finita di insiemi misurabili. Allora si ha:
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Figura — 5.2: Plurirettangoli contenuti e contenenti un insieme misurabile.

N N
1. U Ey e ﬂ By sono insiemi misurabili;
k=1 k=1

N N
2. se gli (Ey) sono a due a due disgiunti allora m (U Ek> = Zm(Ek) (si dice che
k=1 k=1
la misura di Peano—Jordan é finitamente additiva).

Come al solito le definizioni e proprieta precedenti si estendono in modo immediato al
caso di dimensione n.
Si puo definire Uintegrale di f : I xJ — R su un qualunque insieme misurabile £ C (I x J)

ponendo
/ / J dudy — / S, dudy.
E IxJ

purché fxg sia integrabile in I x J.

Osserviamo che integrare yg su un qualunque rettangolo contenente E € lo stesso
che integrare la funzione di costante valore 1 sull'insieme E. Nell’Osservazione 5.2.8.2
confronteremo la nozione data nella Definizione 5.2.1 dell’area di un insieme con quella
gia data usando gli integrali di una variabile. Infine, facciamo presente che esistono insiemi
non misurabili, in accordo col fatto che esistono funzioni (anche di una sola variabile) non
integrabili (ad esempio Q? N [0, 1]? non & misurabile).

Vale la seguente generalizzazione del Teorema 5.1.3

Teorema 5.2.4 (Integrabilita delle funzioni continue quasi ovunque) Se E ¢ un
insieme compatto e misurabile in R?2, X C E ¢ di misura nulla e la funzione limitata
f:E— R é continua in E'\ X, allora [ & integrabile in E.

I1 calcolo effettivo di un integrale doppio, ove possibile, si riconduce in generale al caso
di insiemi piani di geometria semplice. Tali insiemi si chiamano insiem: normali rispetto
ad uno degli assi coordinati e sono misurabili, vedi Osservazione 5.2.8.2.
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Definizione 5.2.5 (Integrali doppi su insiemi normali) Si dice insieme normale rispet-
to all’asse x un insieme chiuso e limitato del tipo

E={(z,y) €R? z € a,b], a(z) <y < B(x)} (5.2.3)

dove «, B : [a,b] = R sono funzioni continue con a(x) < (x) per ogni x € [a,b].

Se E C (I xJ) ela funzione f, definita su E, si prolunga a zero al di fuori di E,
allora f si dice integrabile su E se il prolungamento detto, denotato con f*, e integrabile
su I X J;in tal caso si pone

//Efdxdy:/lxjf*dxdy.

Figura — 5.3: Un insieme normale rispetto all’asse x.

I risultati che presentiamo ora permettono di calcolare integrali su insiemi piu generali
di quelli normali: I'idea e di cercare di decomporre l'insieme dato in un numero finito
di insiemi normali a due a due a parti interne disgiunte, per poi calcolare gli integrali
sui singoli pezzi e sommare i risultati ottenuti. Quest’idea puo essere formalizzata, dal
momento che vale la proprieta di additivita rispetto agli insiemi di integrazione (vedi
5.1.4.4).

Teorema 5.2.6 (Proprieta di additivita dell’integrale) Supponiamo che linsieme
E sia lunione di un numero finito di insiemi normali Ey, (h =1,...,N) a parti interne
a due a due disgiunte e la funzione f : E — R sia integrabile. Allora

//Efd:pdy:i;/mfda:dy.

Non abbiamo ancora affrontato il problema del calcolo effettivo degli integrali doppi.
Nel caso di una variabile, lo strumento essenziale e il Teorema fondamentale del calcolo,
che e basato sulla nozione di primitiva. Nel caso degli integrali doppi ¢ di fondamentale
importanza nel calcolo di integrali la seguente formula di riduzione che riduce il calcolo
di un integrale doppio al calcolo di due integrali semplici.
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Teorema 5.2.7 (Teorema di riduzione per gli integrali doppi) Sia E C R? un in-
sieme normale come in (5.2.3) e sia f : E — R una funzione continua. Allora

fdzdy = Y fz,y)dy | da.
Joren= [ ([

Osservazioni 5.2.8

1. Per brevita si usano spesso le notazioni

b B(x) b rB(x)
J[ sty | da:/() flag)dy = [ /() F(z,y) dydz.
E a a(x a oz

2. La formula di riduzione ci permette di mostrare che ogni insieme normale & misura-
bile e la sua misura coincide con I’area definita usando gli integrali in una variabile.
Infatti, se £ C (I x J) ¢ un insieme normale come nella Definizione 5.2.5, si ha

m(E)://IXJXdedy:/[E dxdy:/ab(ﬁ(x)—a(x))dm.

3. Ovviamente, si puo dare in modo naturale la nozione di insieme normale rispetto
all’asse y, e puo naturalmente accadere che un insieme sia normale rispetto ad
entrambi gli assi (basta pensare ad un cerchio), e vale ’analoga formula di riduzione.
In tal caso, si hanno due modi di calcolare I'integrale dato, e la scelta dipende pitu che
altro dalla facilita dei calcoli. Utilizzando il Teorema 5.2.6, puo essere opportuno
decomporre E in insiemi FEj alcuni dei quali normali rispetto all’asse z ed altri
rispetto all’asse y.

5.3 Insiemi normali dello spazio e integrali tripli

Nel caso delle funzioni di tre variabili abbiamo una definizione di insieme normale
analoga alla (5.2.3). Siano [, J, K tre intervalli chiusi e limitati.

Definizione 5.3.1 (Integrali su insiemi normali in R?*) Si dice insieme normale rispet-
to al prano z = 0 un insieme del tipo

G={(z,y,2) €R’; (z,y) € E, ¢(x,y) <z <1p(z,y)} (5.3.4)

dove ¢, : E — R sono funzioni continue con ¢(x,y) < (x,y) per ogni (z,y) € F ed E
e un insieme piano normale.

Se G C (I xJxK) elafunzione f, definita su G, si prolunga a zero al di fuori di G,
allora f si dice integrabile su G se il prolungamento detto, denotato con f*, e integrabile
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sul xJx K e sipone

//Gfdmdydz:///IXJXK F* dudydz.

Come nel caso piano, un insieme limitato G C R3 si dice misurabile secondo Peano-
Jordan se la sua funzione caratteristica e integrabile su un qualunque parallelepipedo
I x J x K contenente GG. In tal caso si pone

= /// X drdydz
IXJIxK

e la misura (volume) di G si puo anche ottenere integrando la funzione di costante valore
1 sull’insieme G, in quanto

/// dxdydz = /// Xq drdydz.
G IxJIxK

Naturalmente la teoria della misura di Peano-Jordan si estende ai sottoinsiemi di R? (e
di R") in maniera immediata e valgono le proprieta viste nel caso di R?.

Valgono per gli integrali tripli i seguenti risultati, analoghi a quelli visti nel paragrafo
precedente.

Teorema 5.3.2 (Proprieta dell’integrale) Sia G C R® un insieme normale e sup-
poniamo che le funzioni f,g: G — R siano integrabili. Allora per ogni A\, u € R

1. ///G()\f+ug)dxdydz:)\///a fdxdydz+u///cgdxdydz,

2. se f >0 allora // fdxdydz > 0, da cui seque che se f < g allora // fdxdydz <
€ G

/// gdxdydz ,
G

3. inff -m( // fdxdydz < supf m(G) , in particolare se [ & continua esiste

un punto (xo,yo, 20) € G per cui

f(x0, Yo, 20) // [ dxdydz , (5.3.5)

; ] JJ[ 1 stus] < [[[ 111 dau: < / | sup 1 dodyaz = sup 1l m(co).

5. se A e B sono due insiemi normali a parti interne disgiunte allora

// AUdeq:dydz://Afd:cdydz+//dexdydz_
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Teorema 5.3.3 (Proprieta di additivita dell’integrale) Supponiamo che G C R?
sia l'unione di un numero finito di insiemi misurabili G, (h = 1,...,N) a parti interne
a due a due disgiunte e la funzione f: G — R sia integrabile. Allora

/ / ; f dadydz = i / / . f dzdydz.

Teorema 5.3.4 (Integrabilita delle funzioni continue) Sia G C R?® un insieme nor-
male e supponiamo che la funzione f : G — R sia continua in G. Allora f ¢ integrabile

m G.

Il teorema di riduzione si estende al caso degli integrali tripli. La corrispondente
formula di riduzione riduce il calcolo di un integrale triplo al calcolo di un integrale
semplice e un integrale doppio.

Teorema 5.3.5 (Primo teorema di riduzione per gli integrali tripli) Sia G C R3
un insieme misurabile normale come in (5.3.4) e sia f : G — R una funzione continua

n G. Allora
Y(z,y)
// fdxdydz = // / f(z,y,2)dz | dzdy.
G E \Yo(zy)

E chiaro che per il calcolo dell’integrale doppio si usa la formula di riduzione vista in
precedenza. Questo metodo di integrazione ¢ detto anche “per fili”.

Osservazione 5.3.6 (Volume di un sottografico) Se £ C R? ¢ un insieme piano
normale ed f : E — R ¢ positiva e integrabile, il suo integrale fornisce il volume
dell’insieme

G={(r,y,2) €R® (z,y) € E, 0< 2 < f(z,y)}

cioe del sottografico di f delimitato dal piano z = 0. Infatti, applicando la formula di
riduzione, risulta:

m(G) = / / /G dzdydz — / /E ( /0 ey dz> drdy — / /E f(a,y) dedy.

Piu in generale, se f, g : E — R sono integrabili, con f(x,y) < g(x,y) per ogni (z,y) € F,
risulta

m({(,9,7) €R% (2,9) € B, f(z,) < = < g(2,9)}) = / /E (g~ f)drdy.

Puo essere utile talvolta procedere in maniera diversa, trasformando un integrale triplo
in un integrale doppio e un integrale semplice. Questo secondo metodo di integrazione e
detto anche “per strati”. Esso si utilizza quando l'insieme G ¢ del seguente tipo

G ={(z,y,2) €R? 2 € [a,b],(x,y) € G.} (5.3.6)
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dove i G, sono insiemi piani normali. In tal caso il teorema di riduzione diventa:

Teorema 5.3.7 (Secondo teorema di riduzione per gli integrali tripli) Sia G un
insieme chiuso misurabile del tipo (5.5.6), e sia f: G — R una funzione continua in G.

Se la funzione
Z // f(x,y,2) dzdy
G-

¢ continua in [a,b], allora si ha

//Gfdxdydz:/ab (//sz(x,y,z)dxdy) dz.

Questa formula e particolarmente utile quando l'insieme G € un insieme di rotazione
intorno all’asse z, nel qual caso i G, sono cerchi. Se G e l'insieme di rotazione intorno
all’asse z generato da una funzione g : [a,b] — (0, +00) continua allora risulta

m(G) = / (9(2))? d=.

5.4 Cambiamenti di coordinate

Un secondo gruppo di formule molto utili per il calcolo di integrali multipli si ottiene
dal teorema di cambiamento di variabili, che generalizza il metodo di sostituzione per
gli integrali semplici; esso fornisce un metodo per calcolare un integrale doppio o triplo
attraverso una sostituzione nelle coordinate. Enunciamolo simultaneamente nel caso di
due o tre variabili.

Definizione 5.4.1 (Diffeomorfismi) Sia n = 2 0 3 e siano A, B C R" due insiemi

aperti. Un’applicazione F : A — B si dice un diffeomorfismo se F' ¢é bigettiva ed inoltre
F e F7! sono di classe C1.

[ diffeomorfismi portano un insieme su un altro della stessa dimensione (intuitiva-
mente, questo € un ovvio requisito, dal momento che il numero di parametri necessario
per descrivere gli elementi di un insieme non dipende dal sistema di coordinate scelto)
attraverso una funzione regolare e con inversa regolare. Per poter usare i diffeomorfismi
allo scopo di cambiare il sistema di coordinate da usare per il calcolo di un integrale
doppio o triplo, ci restringiamo ad insiemi regolari, secondo la seguente definizione.

Definizione 5.4.2 (Insiemi regolari) Si dice che linsieme E C R? ¢ regolare se ¢
unione di un numero finito di insiemi piani normali a due a due privi di punti interni
in comune, ciascuno dei quali definito come nella Definizione 5.2.5 con a, 8 € C'([a,b]),
a(x) < B(z) in (a,b).

Si dice che Uinsieme E C R? ¢ regolare se ¢ unione di un numero finito di insiemi
normali a due a due privi di punti interni in comune, ciascuno dei quali definito come
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nella Definizione 5.5.1 con ¢, funzioni di classe C' definite su un insieme piano regolare

o

E, conp <y inFE.

Possiamo ora enunciare il teorema sul cambiamento di variabili.

Teorema 5.4.3 (Cambiamento di variabili negli integrali multipli) Se I’ ¢ un dif-

feomorfismo tra due aperti A, B in R™ (conn =2 03) ed E,G sono insiemi regolari di
R™, con F(E) = G, e se f ¢ integrabile su G, allora (f o F') |det DF| é integrabile su E e

st ha
J[ ram sty = [[ srevp)det DFGu o) dude
sen=2, e:
///G f(x,y, 2) dedydz = ///E f(F(u,v,w))|det DF (u, v, w)| dudvdw
sen = 3.

Osserviamo che, a differenza del caso della formula di sostituzione per gli integrali di
una variabile, qui si richiede che F' sia una funzione bigettiva.

Particolarmente frequente e 1'uso del teorema precedente con i cambiamenti di variabili
visti negli Esempi 2.3.6 (coordinate polari, cilindriche, sferiche). In questi casi accade che
l'ipotesi di regolarita di F' ed F~! venga meno tra due insiemi chiusi 7,7’ di misura
nulla, ma la soppressione di Z e Z’ non altera il valore degli integrali considerati.

Esempi 5.4.4

1. Vogliamo calcolare

// x dxrdy
G

dove G = {(z,y) € R*: 2*+y?—22 <0 }. Utilizzando le coordinate polari, per cui
il determinante della matrice jacobiana vale p, si determina l'insieme E effettuando
la sostituzione nelle disuguaglianze. In questo caso si ottiene p? — 2pcos? < 0 e
quindi

E=FYG) ={(e9): -

(ORI
VA
o
o
)]
<

—

<9<, 0<0<2
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(Osserviamo che si deve avere cos? > 0, per questo abbiamo ¢ € [—7/2,7/2]).
Dunque avremo

w/2 2 cos ¥ ] w/2
//xdxdy:/ dﬂ/ QCOSQ?QdQ:—/ cos* ¥ dv
G —7/2 0 3 —7/2
] w/2 8 w/2 /2
= —/ cos? ¥(1 — sin® ) d) = — / cos? U di) — / cos? 1 sin? 9 dvy
3 2 3 —7/2 —n/2
. w/2 w/2
1
_ 8 [19+sm1900519} __/ Sin?(20) d
3 2 IS
8
3

T — sin cos /2 T
(2] ey

w/2

2. Baricentro e momento d’inerzia. Sia £ C R? e sia o(z,y, z) la sua densita di

massa. Allora la massa di F & data da m = odxdydz. Le coordinate del

E
baricentro di E sono date da

1 1 1
QfE:—///.CEdeddev yEz—///y@d:vdydz, ZE=—///ZQd$dde-
m B m E m E

Il momento d’inerzia rispetto all’origine di E' ¢ dato da

Ip = /// (2% 4+ y* + 2%) o dwdydz
E

mentre il momento d’inerzia rispetto a un asse (per esempio l'asse z) e dato da

I, = /// (2% +y*) odadydz .
E

Analoghe definizioni valgono nel caso E C R2.

5.5 Integrali generalizzati

In questo paragrafo consideriamo il caso di funzioni non limitate o domini di inte-
grazione non limitati. Dato che non ci sono differenze formali, a questo livello, tra il
caso di R? e il caso di R3, svolgeremo la nostra trattazione denotando con R™ lo spazio
ambiente, con l'intesa che n puo essere 2 o 3 e indicheremo con la lettera = il complesso

delle variabili. Iniziamo a specificare che cosa intendiamo per insieme misurabile nel caso
di insiemi illimitati.

Definizione 5.5.1 (Insiemi misurabili illimitati) Un insieme illimitato E si dice mis-
urabile se risulta misurabile la sua intersezione con ogni intorno sferico B, (0) dell’origine,
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nel senso della Definizione 5.2.1. In tal caso si definisce la sua misura mediante la formula

m(FE) = lim m(E N B.(0)) =supm(E N B,.(0)).

T—+00 >0

Naturalmente la misura di un insieme illimitato puo essere +oc.

Nel caso delle funzioni di una variabile, I'integrale improprio era definito passando al
limite su opportuni sottointervalli dell’intervallo di integrazione. Nel caso di due variabili
diamo la seguente definizione.

Definizione 5.5.2 (Insiemi invadenti) Sia E un insieme misurabile e sia (Ej) una
successione di sottoinsiemi maisurabili. Diciamo che E) ¢ una successione di insiemi

invadenti per £ se E, C Ej1 per ogni h € N e m (E\ U Eh> = 0.

h=0

Utilizzando le successioni di insiemi invadenti possiamo definire 'integrale generaliz-
zato di una funzione.

Definizione 5.5.3 (Integrale generalizzato) Sia E un insieme misurabile e sia (Ej)
una successione di insiemi invadenti per E. Sia f : E — R una funzione continua su E.
Diciamo che f ¢é assolutamente integrabile in senso generalizzato su E se

heN

sup/E |f(x)| dz < +oc.

In questo caso esiste finito il lim f(z)dz e poniamo
h—+o00 Ey,

/Ef(x)d:c: lim f(z)dx.

h—+oc0 E),

Osserviamo che la definizione precedente non dipende dalla scelta della successione
(En)p di insiemi invadenti.

Esempio 5.5.4 Sia E = B;(0,0)\ {(0,0)} C R? e sia f(z,y) = \/1— Evidentemente,

x2+y2
la funzione f & illimitata su E. Scegliamo Ej, = B(0,0) \ By/4(0,0). La funzione f &
integrabile su E}, per il Teorema 5.1.3 e risulta

/Ehf(x,y)dxdy:/O%/l/lhégdgdﬁ:27r (1—%).
//E f(z,y) dedy = 27.

Pertanto
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1
Piu in generale, possiamo considerare la funzione f,(z,y) = W, al variare di
e+
a > 0. Ripetendo il calcolo precedente con ovvie modifiche, si trova che f, € integrabile
in F se e solo se a < 2.
Viceversa, ci si puo domandare se f, sia integrabile in F = R%\ B;(0,0). Risulta, per
En = By(0,0) \ B1(0,0) e v # 2:

2 h 1 h h27a 1
/ folz,y) dedy = / / —ododl) = 27r/ o' %o = 27 ( — )
B o J1 o 1 2—a 2-«

per cui

sup/ folz,y)dedy < +00 <= o> 2,
Ey,

h
[éh@wﬂ@:a%g

Esempio 5.5.5 Oltre che in R? e in R?, si possono definire coordinate sferiche in R™ per
ogni valore di n. Non entriamo nei dettagli, ma segnaliamo che questo, generalizzando i
casi n = 2,3, si puo fare definendo ¢ = /2% + ... + 22 e introducendo in modo opportuno

e in questo caso risulta

n— 1 angoli, siano ¢1, ..., ¢,_1. Le formule di passaggio dalle coordinate (o, ¢1, ..., Pn_1)
alle (z1,...,x,) saranno del tipo z; = oF;(¢1,...,Pn_1), dove le F; sono polinomi in
sin ¢;,cos ¢; per 7 = 1,...,n — 1. Ne segue che il determinante jacobiano risulta della

forma det (DF(Q, o1, ,gbn_l)) = 0" 'g(¢1,...,0n_1), con g dello stesso tipo delle F;.
Queste considerazioni ci permettono di generalizzare I’Esempio 5.5.4 come segue, dove

. 1
come prima f,(x) = W:

fo € integrabile in B1(0) \ {0} <<= a<n
fo € integrabile in R" \ B1(0) <=  «a>n.

Dall’esempio precedente si ottiene il seguente Teorema di confronto.

Teorema 5.5.6 (Teorema di confronto per gli integrali generalizzati)

1. Sia xy € R™ e sia E un intorno misurabile chiuso e limitato di xo. Sia [ una
funzione continua in E \ {z}. Se esistono 0 < o <mn ed M >0 tali che

M

|f(2)] < Tz — zo]® Vo € B\ {xo},

allora f € assolutamente integrabile in senso generalizzato in E. Viceversa se
esistono o > n ed M > 0 tali che

) > — 2 Ve € B\ {0},

e = ol
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allora f non é assolutamente integrabile in senso generalizzato in E.

2. Sia g € R" e sia E un intorno misurabile aperto e limitato di xg. Sia f una
funzione continua in R™\ E. Se esistono o > n ed M > 0 tali che

M

f(@)] < 7——5» Vr e R"\ E,
[l = ol
allora f é assolutamente integrabile in senso generalizzato in R™ \ E. Viceversa se

esistono o < n ed M > 0 tali che

) > —

e = ol

Ve e R"\ E,

allora f non é assolutamente integrabile in senso generalizzato in R™\ E.

Esempio 5.5.7 (L’integrale della funzione gaussiana) Mostriamo un’applicazione
della formula di cambiamento di variabili e della formula di riduzione per calcolare I'in-
tegrale di e~ su tutto R. Non possiamo utilizzare il Teorema fondamentale del Calcolo
Integrale perché le primitive di e non si possono esprimere mediante funzioni elemen-
tari. Calcoliamo dapprima l'integrale di e v gu R2. Questa funzione e integrabile in
quanto all’infinito € un infinitesimo di ordine arbitrariamente grande. Usando la succes-
sione di insiemi invadenti data dai cerchi B(0) di raggio k& € N e le coordinate polari
troviamo

. 2m k 5 1 5 k 2
// e d:cdy:/ dﬁ/ e pdp =2 {——eg} =n(l—e").
By, 0 0 2 0

Passando al limite per kK — oo otteniamo

// S drdy = 7.
R2

Usando ora la successione di insiemi invadenti data dai quadrati Q = [—k, k]* di lato 2k
con k € N e la formula di riduzione abbiamo

2 2 k k 2 2 k 2 k 2
// e " Y dady = / dx / e Y dy = (/ e’ dx) (/ e Y dy) .
Qk —k —k —k —k

Passando al limite per k& — oo, confrontando con il risultato precedente e tenendo conto
che la variabile di integrazione ¢ muta troviamo

2
(/ e v dx) =T,
R

/R e dr = /7. (5.5.7)

e in definitiva
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5.6 Superficie regolari ed integrali di superficie

In questo paragrafo definiamo il concetto di superficie in R3 e di integrale su una
superficie.

Definizione 5.6.1 (Superficie regolari) Sia D C R? la chiusura di un aperto connesso
(detto anche dominio) e sia p : D — R? una applicazione. Diciamo che ¢ ¢ una superficie
regolare in R3 se

1. ¢ € CY(D), ¢ ¢ iniettiva in DO,
2. la matrice jacobiana Dy ha rango due in ogni punto di D.

Osservazione 5.6.2 Notiamo che la superficie € un’applicazione mentre chiamiamo sosteg-
no di o I'insieme immagine di ¢.

Puo accadere che il sostegno di una superficie regolare racchiuda una porzione limitata
dello spazio. Tale situazione ¢ considerata nella seguente definizione.

Definizione 5.6.3 (Superficie chiuse) Una superficie regolare si dice chiusa se il suo
sostegno e la frontiera di un insieme aperto connesso.

Ricordiamo che la matrice Dy = Do(u,v) ¢ data da

0oy oy
%(U, U) W(% U)

0 0
Deplu,v) = | Z2(w,v) 2 ww) |

92 0) 2234, 0)

ou v ov

dunque la condizione sul rango significa che i due vettori colonna

[}
sono linearmente indipendenti in ogni punto (u, v) € D, e questo assicura che essi generano

un piano, detto il piano tangente al sostegno della superficie, in ogni punto di gp(D).
Indichiamo con (A, B, C) = ¢, A ¢, il loro prodotto vettoriale, cioe

8@2 6902
0 Y Ty )
A = det

028y 0) 2234 0)

ou Y ov
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0230y 228, 0)

ou ov
B = det %(u U) %(u ,U)
ou ov
o1 o1
%(U,’U) W(u,v)
C =det
Oy 0o
%(u, U) W(uav)

Risulta che (A, B,C) ¢ ortogonale a ¢, e @,, pertanto & ortogonale al piano tangente e
sara detto vettore normale alla superficie.
Sia (ug, vp) un punto interno al dominio di ¢ e sia (g, Yo, 20) = @ (ug, vo). Posto

Ag = A(UO;UO)a By = B(U07U0)7 Co = O(UO,UO)

I'equazione del piano tangente al sostegno di ¢ nel punto (xg, yo, 20) € data da

Ao (x —20) + Bo(y — o) + Co (2 — 29) = 0.

Esempi 5.6.4

1. Un caso interessante di superficie si ottiene a partire da una funzione di classe C*
f: D — R definita in un dominio D C R%. Allora si definisce superficie cartesiana
individuata da f la superficie

In questo caso il versore normale ¢ dato da

_ (_fx(xvy)a_fy(xay>71) )
VIt (fol,9)? + (fy(2,9))?

v(z,y)

2. Un esempio di superficie regolare ¢ costituito dal toro (vedi Figura — 5.4) ottenuto
ruotando intorno all’asse z, la circonferenza nel piano y = 0 di centro (R,0,0) e
raggio r < R. La sua rappresentazione parametrica ¢ data da

©1(t, ) = (R +rcost)cos?
o(t,9) = pa(t, ) = (R + rcost)sind (t,9) € [0,27] x [0, 27]
p3(t,9) =rsint.
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Un facile calcolo fornisce ||pp A py|| = r(R + rcost), che, per la condizione r < R,
¢ sempre maggiore di zero.

3. A volte il sostegno di una superficie ¢ determinato come l'insieme S delle soluzioni
di un’equazione F(z,y,z) = 0. Ad esempio la superficie sferica di centro 'origine
e raggio 1 ¢ individuata dall’equazione 2% + y* + 22 — 1 = 0. Se la funzione F &
di classe C! e il suo gradiente & diverso da zero in un punto (g, yo, 20) € S, per
esempio F(xo, Yo, 20) # 0, allora in un intorno di tale punto S ¢ il grafico di una
superficie cartesiana z = ¢(z,y). Analogo discorso si puo fare per il sostegno di una
curva in R? che puo essere formato dalle soluzioni di una equazione F(z,y) = 0.
Questa problematica e trattata dal Teorema del Dini, che qui non consideriamo.

Figura — 5.4: Un toro.

Definizione 5.6.5 (Superficie equivalenti) Sia ¢ : D C R?* — R® una superficie re-
golare. Sia T un dominio connesso del piano e ® : T — D una trasformazione invertibile,
Ct con inversa C1 e con determinante jacobiano non nullo in 12 Allora anche ) : T — R3?
definita da (s, t) = p(P(s,t)) per (s,t) € T é una superficie regolare e si dice che v e
sono equivalentu.

Consideriamo ora una superficie regolare ¢ : D — R? e supponiamo che il dominio D
sia un insieme regolare (vedi definizione 5.4.2).

Definizione 5.6.6 (Area di una superficie) Definiamo area della superficie ¢ il nu-
mero

Ap) = //D VA2 (u,v) + B2(u,v) + C2(u,v) dudv = //D 0w A ol dudwv.
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Notiamo che nel caso di una superficie cartesiana (vedi Esempio 5.6.4.1) la sua area ¢
data dalla formula

//\/1 (Fa)? fy)zdfcdy—/ V1E V()P dedy.

Nel caso del toro (vedi Esempio 5.6.4.2) la sua area ¢ data da

2m 2m
:/ dt/ r(R+rcost)dy = 4r*Rr .

Accanto all’area si possono dare la definizione di integrale superficiale di una funzione f
e di flusso di un campo vettoriale F' su una superficie regolare ¢.

Definizione 5.6.7 (Integrale di superficie) Sia ¢ una superficie regolare con dominio
regolare, e supponiamo che f sia una funzione reale continua sul sostegno di . Definiamo
integrale superficiale di f su ¢ il numero

[Ofda = //D flo(u,v)) /A2(u,v) + B2(u,v) + C%(u,v) dudv

_ //D F(o(,0)) lou A 0| duco.

Definizione 5.6.8 (Flusso di un campo vettoriale) Siano ¢ una superficie regolare
con dominio regolare, ed F' un campo vettoriale continuo sul sostegno di p. Definiamo
flusso di F' attraverso ¢ il numero

/F v da—// ) (pu A @p) dudo.

Anche gli integrali di superficie godono delle abituali proprieta di linearita, positivita
e additivita.
Osservazioni 5.6.9

1. L’area di una superficie ¢ non cambia se si considera una superficie 1 equivalente
a ¢ (vedi Definizione 5.6.5). Analogamente, I'integrale su ¢ di una funzione f non
dipende dalla parametrizzazione, ma da f e dal sostegno di ¢, cioe f%7 fdo= [ ¢ fdo
per due superficie ¢ e 1 equivalenti. La verifica di queste proprieta dipende dalla
formula di cambiamento di variabili negli integrali doppi, che mostra come, nelle
nostre ipotesi, si possa trasformare l'integrale su ¢ in quello su @ attraverso un
cambiamento regolare di coordinate.

2. Il flusso di un campo vettoriale attraverso una superficie & definito usando il campo
vettoriale ¢, A ¢,, che, come si e detto, € normale al sostegno di ¢ e non si annulla
mai grazie alla condizione che il rango di Dy sia sempre 2. Ponendo

= M (5.6.8)
leu A ol
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si ottiene un campo vettoriale unitario normale al sostegno di ¢ che permette di
ricondurre il flusso di un campo F' all’integrale di superficie della funzione reale
f = F-v, componente del campo F' lungo v. Il vettore v si chiama versore normale
alla superficie p. Per quanto riguarda il comportamento del flusso rispetto ad un
cambio di parametrizzazione, pero, bisogna tener conto del fatto che v ha un verso
che puo cambiare se si cambia la rappresentazione parametrica del sostegno della
superficie. Con la notazione del punto precedente, chiamando (u,v) le coordinate
in D e (s,t) quelle in T, si ha:

/F‘VdO':/F-VdO' se Pu N Py _ ¢SA¢t,
@ L4 lpu Aol lls Al

/Fww:_/pww o PulNPy WA
. . low A wull — Nltos Ae]

In particolare, se si considera una superficie chiusa si avra un flusso entrante se il
vettore normale determinato dalla parametrizzazione scelta e diretto verso I'interno
della superficie, uscente nel caso opposto.

5.7 Teorema della divergenza e formula di Stokes

Il teorema della divergenza generalizza al caso degli integrali multipli il secondo teo-
rema fondamentale del calcolo per gli integrali semplici. Questo teorema fu scoperto dal
matematico tedesco Carl J.F. Gauss (1777-1855) e dal matematico inglese George Green
(1793-1841) principalmente in connessione con la teoria del campo elettrico.

Soffermiamoci separatamente sui casi di dimensione due e tre.

Teorema 5.7.1 (Teorema della divergenza in R?) Sia D un dominio regolare di R?.
Se F: D — R? ¢ un campo vettoriale di classe C*, si ha

// didexdy:/ F-vds,
D oD

dove 0D denota la curva avente la frontiera di D come sostegno, v ¢é il versore normale
a 0D orientato verso l'esterno di D e la divergenza div F' di F' = (Fy, Fy) é data da

div F' = % + %
ox dy
Osserviamo che ¢ possibile scegliere un verso di percorrenza per 0D in modo che, detto 7
il versore tangente e v il versore normale esterno a D, la coppia (v, T) risulti congruente
a quella dei versori degli assi coordinati. Intuitivamente questo corrisponde a richiedere
di percorrere dD in modo da lasciare D alla propria sinistra. E facile vedere che se
v = (v1,1,) allora risulta 7 = (—vs, 14 ). Indichiamo quest’orientamento con +9D (vedi la
Figura — 5.5). Il teorema della divergenza 5.7.1 puo essere riformulato nel modo seguente.
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Teorema 5.7.2 (Formula di Stokes in R?) Sia G = (G1,G3) : D — R? un’appli-
cazione di classe C* nel dominio regolare D C R2. Allora risulta

[ G [[ (26225
+8D Ox

La formula di Stokes si ottiene immediatamente applicando il Teorema della divergenza
al campo F' = (G2, —G4) e tenendo conto della relazione tra v e 7.

_
F.

Figura — 5.5: Orientazione positiva della frontiera di D.

Osservazione 5.7.3 Notiamo che scegliendo il campo G in modo che sia

0Gy 0G4

=2

ox dy

¢ possibile conoscere I'area dell’insieme D calcolando un integrale di linea su 9D. Mos-
triamo alcuni semplici esempi:

m(D):/+6D(o,x)-de:/+aD(—y,0).de:%/+8D(—y,x)-de,

che corrispondono alle scelte G(z,y) = (0,z), G(z,y) = (—y,0), G(z,y) = 3(—y, ).

2 2
Ad esempio se consideriamo lellisse D = < (z,y) : x_ + ‘Z—Q <1 (a,b > 0), una

parametrizzazione della sua frontiera e (z(t),y(t)) = (a cost,bsint) con t € [0,27] ed
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allora usando la prima formula otteniamo:

2m 2w 2m
m(D) = / z(t)y' (t)dt = / acostbceostdt = ab/ cos’tdt = mab.
0 0 0

Analogamente in tre dimensioni risulta:

Teorema 5.7.4 (Teorema della divergenza in R*) Sia T un dominio regolare di R?.
Se F = (Fy, Fy, F3) : T — R? ¢ un campo vettoriale di classe C1, si ha

///didexdydz:/ F-vdo,
T oT

dove OT denota la superficie avente la frontiera di T come sostegno, v ¢é il versore normale
a JT orientato verso l'esterno di T e la divergenza div F' di F' é data da

oFy, 0F, OF
1, of  Ofy

P
div ox dy 0z

Il teorema precedente afferma che l'integrale della divergenza di F' su T' ¢ pari al flusso
del campo uscente da T

Per enunciare la formula di Stokes, consideriamo una superficie regolare con dominio
compatto chiusura di un aperto connesso ¢ : D — R? ed indichiamo con v il campo deCi)

versori normali individuato da ¢ (vedi (5.6.8)). Sia A un dominio regolare tale che A C D
e sia S = ¢(A). Sia v una curva regolare a tratti che orienta positivamente il bordo di A.
Allora diciamo che la curva ¢ o~y orienta positivamente il bordo della superficie S. Infine
ricordiamo che il rotore di un campo vettoriale F' = (F, Fy, F3) di classe C* & il campo
vettoriale definito da

<8F3 0Fy OF, O0F; 0F; 8F1>
rot F' = .

oy 0z 0z oxr ' Ox oy (57.9)

Teorema 5.7.5 (Formula di Stokes in R?) Sia ¢ : D — R3 una superficie regolare,
siano A ed S come sopra e sia F = (Fy, Fy, F3) : B — R3 un’applicazione di classe C' in
un aperto B C R? contenente S. Allora risulta

/rotF-Vda:/ F-de,
S +0S

dove v ¢ il campo dei versori normali ad S e il bordo +0S é orientato nel verso positivo
corrispondente all’orientamento della superficie S.

Osservazione 5.7.6 Il Teorema di Stokes potrebbe essere falso se scegliessimo A = D
e S = (D) in quanto il campo dei versori normali su S potrebbe essere discontinuo. Si
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puo considerare, per esempio il campo vettoriale F(z,y,z) = (0,0,y) e la superficie ¢,
detta nastro di Mébius, definita da

@1(t,) = 2cost) + t cos cos ()
@(t,9) =  po(t, V) = 2sind + tsind cos () (t,9) € [-1,1] x [0,27]
@3(t, V) = tsin (2) .

Verificare che in questo caso risulta

/rotF-l/d0:2/ F-de.
S +0S

Poiché sul nastro di Mobius non esiste un campo di vettori normali continuo, si dice che

Figura — 5.6: Il nastro di Mobius.

esso e una superficie non orientabile.



CAPITOLO 6

ANALISTI COMPLESSA

In questo capitolo studiamo le funzioni definite in un sottoinsieme di C ed a valori in
C. La teoria delle funzioni di variabile complessa ¢ stata principalmente sviluppata dal
matematico francese Augustin Louis Cauchy (1789-1857).

Indicheremo con z,w gli elementi generici di C, e spesso identificheremo C con R%. In
questo modo potremo utilizzare le nozioni topologiche introdotte nel Capitolo 1 utilizzan-
do la distanza tra due numeri complessi data da d(z,w) = |z — w|. Dunque se z = = + iy
e w = u+ v risulta d(z,w) = \/(z — u)2+ (y — v)2. Tutte le nozioni di intorno sferico
di un punto, interno, esterno, frontiera, chiusura e derivato di un insieme si ottengono
immediatamente come nel caso di R%2. Analogamente si estendono le nozioni di insieme
limitato, connesso, connesso per poligonali, stellato e convesso.

All'insieme C viene aggiunto un solo punto all’infinito i cui intorni sono dati dagli in-
siemi che contengono il complementare di un cerchio o, equivalentemente, i complementari
degli insiemi limitati.

6.1 Successioni in C, limiti e continuita di funzioni
complesse

Sia (z5), una successione a valori in C, cioe con zj, € C per ogni h € N. Allora:
Definizione 6.1.1 Si dice che la successione (zp,), € limitata se esiste v > 0 tale che
Vh e N |2h| <r.

Definizione 6.1.2 Si dice che la successione (zy)n, converge, o é convergente, ad un

elemento zy € C, e si scrive lim z, = zg, se:
h—o0

Ve>03v >0 tale che Vh e N h>v = |z, — 2| <e.
Definizione 6.1.3 Si dice che la successione (zp), diverge, o é divergente, e si scrive
lim |z, = 400, se:
h—4-00

VM >0 3Jv >0 tale che Vh e N h>v = |z,| > M.

105
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Come nel caso di R?, si ha:
Proposizione 6.1.4 Se (z,), é una successione convergente di C, allora (zy)y, € limitata.

Proposizione 6.1.5 Sia (z3), una successione di C. Supponiamo che z, = xy, + iy, per
ogni h € N. Sono equivalenti:

(i) la successione (zp)n € convergente a zy = xo + 1Yy € C;
(i) la successione reale (xy,), converge ad xq e la successione reale (yp,)y converge ad yq.

Esempio 6.1.6
1. Sia z, = %L + 2% per ogni h € N. Allora la successione data converge a ¢ in C.
2. Esistono successioni limitate, ma non convergenti. Quindi possiamo concludere che
anche in C la limitatezza della successione e solo una condizione necessaria, ma non
sufficiente per la convergenza.

Come al solito, se (z;), € una successione di C e (kj,), € una successione stretta-
mente crescente di numeri naturali, la successione (zy, ), si dice successione estratta, o
sottosuccessione, di (zp)p.

Con le successioni si possono caratterizzare gli insiemi chiusi e definire gli insiemi
compatti come per R2,

Consideriamo ora funzioni f : {2 — C definite su un insieme {2 non vuoto contenuto
in C. Si osserva che, per ogni z € C, posto u(z) := Re f(2) e v(z) := Im f(2), si ottiene
f = u+iv e quindi assegnare una funzione complessa in {2 equivale ad assegnarne due
reali in 2. Se poi si riguarda Q come un sottoinsieme di R?, le funzioni u e v possono
essere considerate come funzioni reali di due variabili reali:

Vz=(z,y) € Q: wulz,y):=Ref(z); v(z,y):=Imf(z).

Definizione 6.1.7 Sia Q) C C e sia zg € C un punto di accumulazione di . Sia f :
Q — C una funzione. Si dice che f tende a w € C per z che tende a zy, e si scrive

zh_)n;lo f(z) =w, se

Ve >0 30> 0tale che V2€Q, 0<|z— 2 <d: [f(2) —w|<e.

Si dice che f tende ad 0o per z che tende a 2y, e si scrive lim f(x) = oo, se
Z—r20

VM >0 36 >0 tale che Vx € Q, 0 < |z — 2| <6 : |f(2)| > M.
Se Q ¢ illimitato, si puo definire anche il limite di f all’infinito, ponendo

lim f(z2) =w

Z—00

(con w complesso) se per ogni € > 0 esiste R > 0 tale che per ogni z € Q con |z| > R
risulta |f(x) —w| < e. Sew = oo si da l'analoga definizione, con le modifiche ovvie.
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Si riconosce facilmente che, posto f = u + v, 2o = xg + iyp € w = s + it, risulta

w=lim f(2) <= s=lim wu(z,y), t= lim v(z,y).
2=rz0 (z,y)—(z0,y0) (z,y)—(20,y0)
Pertanto, lo studio del limite di una funzione complessa equivale allo studio di due limiti
reali. Le proprieta dei limiti (caratterizzazione del limite mediante successioni, unicita,
operazioni sui limiti e forme indeterminate) derivano dalla equivalenza precedente.

Esempi 6.1.8

1. Si consideri il seguente limite
2
lim —
z—=0 2+ 2

Da quanto detto e tenendo presente che

52 xz—y2+_
= VA s
z+z 2z y

lo studio del limite precedente ¢ equivalente a quello dei seguenti

2 .2
im Y , lim
(zy)—=(0,0) 2T (2,y)—(0,0)

Siccome il primo limite non esiste allora non esiste il limite proposto. Per vedere
che il primo limite non esiste basta considerare x > 0, k > 0 e y = Vkx. Allora si

ha:
2 —kx
lim — = ——
z—0-+ 2x 2

che dipende da k, pertanto il limite non esiste.

2. Si consideri il seguente limite

.z
lim — .
z—0 2

Si riconosce facilmente che, per ogni z reale e diverso da 0, si ha Z = 2z e quindi
— =1, mentre, per ogni z immaginario puro e diverso da 0, si ha — = —1 pertanto

z z
in ogni intorno di 0, la funzione in esame assume i valori 1 e —1 e quindi non puo

tendere verso alcun limite.

Diamo ora la definizione di funzione continua.

Definizione 6.1.9 Sia Q2 C C. Sia f: Q — C una funzione e sia zy € 2. Si dice che f
e continua in zg se zg € un punto isolato di ) oppure

3 lim f(z) = f(=),

Z—20
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o equivalentemente, se
Ve >0 30 >0 tale che Vz € Q, |z — 2| <d: |f(2) — f(z0)| <e.
Inoltre, si dice che f e continua in () se essa ¢ continua in ogni punto di 2.

Come al solito somme e prodotti di funzioni continue sono ancora funzioni continue.

Definizione 6.1.10 Sia Q C C e sia f : Q — C una funzione. Si dice che f é limitata
in Q2 se f(Q2) ¢ limitato in C.

Poiché per le funzioni a valori complessi non si puo parlare di massimo o minimo, vale
la seguente versione del teorema di Weierstrass.

Teorema 6.1.11 (Weierstrass) Sia K un sottoinsieme compatto di C e sia f : K — C
una funzione definita e continua in K. Allora f(K) € un insieme compatto di C.

6.2 Funzioni olomorfe

A differenza delle nozioni precedenti, quella di funzione derivabile presenta diverse
Y
proprieta che non valgono nel caso reale e sulle quali conviene pertanto soffermarsi.

Definizione 6.2.1 Siano €2 un sottoinsieme aperto di C ed f : Q@ — C una funzione
complessa. Se zy € (), si dice che f e derivabile in zy se il sequente limite

J(z0+h) — f(20) f(z) = f(20)
h

zZ— 20

lim

h—0

(oppure) 211320 (6.2.1)

esiste ed ¢ finito in C. In tal caso, si pone

f(z0+h) = (=)
- :

f'(20) := lim

h—0

Come per le funzioni reali, la derivata f'(zy) puo essere denmotata anche con uno dei
sequenti simboli

Dt Lk (Df@)mat (L))

Una funzione derivabile in ogni punto di un sottoinsieme A di ) wviene denominata
olomorfa in A. Infine, f si dice olomorfa se é olomorfa in €.
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Osservazioni 6.2.2

e Utilizzando i noti simboli o(h) di Landau visti nel corso di Analisi Matematica I, si
riconosce facilmente che la derivabilita di f in zy equivale all’esistenza di £ € C tale
che

f(zo+h) = f(z0) + th+o(h) in z

ed in tal caso si ha ¢ = f'(zy). Infatti, se f e derivabile in z, risulta

lim f(zo+h) — f(z0) — f'(20)h 0
h—0 h 7

da cui f(z0 +h) — f(20) — f'(20)h = o(h) e quindi anche ¢ = f’(z). Viceversa, se
f(z0+ h) = f(z0) + Lh + o(h) in 2, risulta

lim f(zo+h) — f(20)

h—0 h

=0,

e quindi f ¢ derivabile in zy con ¢ = f'(zp).

e Dalla osservazione precedente, si ricava immediatamente che, se f e derivabile in
29, allora f € anche continua in z.

e Poiché la definizione di derivabilita si avvale dello stesso limite considerato nel caso
reale, per tale nozione continuano a valere le regole di derivazione gia note nel caso
reale. In particolare, valgono le seguenti proprieta.

1. Se f: Q2 —= Ceg:Q — Csono derivabili in 2z, € 2, allora f 4 g ¢ derivabile
in zp esiha (f+9)(20) = f'(20) + ¢'(20);

2. Se f:Q2—Ceg:Q— Csono derivabili in 2y € €2, allora f - g & derivabile in
zo e siha (f-g)'(20) = ['(20)9(20) + f(20)9'(20) ;

3. Se f:Q — C e derivabile in zg € Q e f(z) # 0 per ogni z € ), allora 1/f &

derivabile in zy e si ha
(l)l (2) = _ S0
f (f(20))*

4. Se f: Q2 — Ceg:Q— Csono derivabili in zg € Q e g(z) # 0 per ogni z € Q,
allora f/g ¢ derivabile in z; e si ha

i / o) = J'(20)9(20) — f(20)9'(20)
(5) WP

5. Se Q,I' cCese f:Q — Cederivabile in zp € Q e g : ' — C ¢ derivabile in
wy := f(z0), allora la funzione composta g o f : 2 — C definita ponendo, per
ogni z € Q, (go f)(z) = g(f(2)) & derivabile in z, e si ha

(g0 f)(20) = ¢'(f(2)) - ['(20) :
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6. Sia f : Q2 — C una funzione iniettiva e si supponga che sia derivabile in 2z, € 2
con f'(z) # 0. Posto T' = f(), si consideri la funzione inversa f~! : T' — C
definita ponendo, per ogni w € T', f~H(w) = 2z con z € Q tale che f(z) = w.
Se f~! & continua in wy := f(2g), allora f~! & anche derivabile in wy e si ha

(f ) (wo) =

f'(z0)
Esempi 6.2.3

1. Consideriamo la funzione potenza f, : C — C definita da f,(z) := 2" (n € N).
Dimostriamo che f/(z) = nz""'. Proviamolo per induzione su n. Dalla definizione
segue immediatamente che la formula vale per n = 1. Supponiamola vera per n,
allora f,,+1(2) = zf,(2). Per 'ipotesi di induzione e per la regola sulla derivata del
prodotto risulta

D(fu41(2)) = D(2fa(2)) = fal2) + 2D(fa(2)) = 2" + 202" = (n + 1)2".

Dalla regola sulla derivata del quoziente segue che la formula vale anche per n intero
negativo.

2. Si consideri la funzione f : C — C definita ponendo, per ogni z € C, f(z) = Re z.
Per ogni z; € C, risulta

. flzo+h)—f(20) .. Re(zo+h)—Rezy .. Reh
lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h

e quest’ultimo limite non esiste in quanto per h # 0 reale si ha Reh/h = 1 mentre
per h immaginario puro si ha Reh/h = 0. Quindi f non ¢ derivabile in alcun punto
di C.

3. Si consideri la funzione f : C — C definita ponendo, per ogni z € C, f(z) = z. Per
ogni 2y € C, risulta

. flzo+h)—f(20) . 20+h—-Z% . h
lim = lim —— = lim —
h—0 h h—0 h h—0 h

e quest’ultimo limite non esiste come si ¢ visto nell’Esempio 6.1.8,2. Quindi f non
¢ derivabile in alcun punto di C.

Dimostriamo a questo punto il primo importante risultato sulle funzioni derivabili. Come
al solito, considerate le parti reali ed immaginarie di f, si scrive f = u + iv con u,v
funzioni reali di due variabili reali.

Teorema 6.2.4 (Teorema di Cauchy-Riemann) Siano Q2 C C un insieme aperto ed
f=u+iv:Q — C una funzione complessa. Se zyg = xo+1iyy € §2, le sequenti proposizioni
sono equivalents
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a) f ¢ derivabile in zp;

b) Le funzioni u e v sono differenziabili in (zo,yo) € si ha:

ou ov ou ov
a(ﬂfmyo) = a—y(fﬁo,yo), a—y(ﬂfo,yo) = —%(:Eo,yo). (6.2.2)
Inoltre risulta of Laf
f/(Zo) = %(%Jlo) = ga—y(%,yo) . (6.2.3)

DiM.  Supponiamo che f sia derivabile in zy e poniamo f'(zy) = « + if. Per ogni
h =p+iq # 0, risulta

fzo+h) =u(zo+p,yo+q) +iv(zo+p,yo +q) ; f(20) = u(xo,y0) + 1v(z0, yo)

e inoltre
f'(z0)h = (a+1i8)(p +iq) = (ap — Bq) + i(ag + Bp)

e quindi, dall’Osservazione 6.2.2 si ha

u(zo +p, Yo + q) + (o + p. Yo + q)
= u(xg, yo) + iv(xo,y0) + (e +i8)(p + iq) + o(h)
= u(To, Yo) + iv(zo, yo) + (ap — Bq) + i(aq + Bp) + o(h) .

Separando le parti reali e immaginarie si ottengono le equazioni

v(zo + p, Yo + q) = v(o, y0) + (g + Bp) + o(v/p* + ¢

~—

Y

{u(a:o + 0,50+ q) = (o, yo) + (ap — Ba) + o(/P2 + ),

dove si & potuto considerare o(1/p? + ¢2) al posto di o(h) in quanto il rapporto v/p? + ¢*/h =

|h|/h & limitato. Dalle equazioni precedenti si ricava

u(xo + p, Yo + q) — w(xo,Y0) — (ap — Bq)

hm - 07
(p,a)—(0,0) V4 ¢?
lim v(xo + P, Yo + q) — v(Z0, Yo) — (g + Bp) —0

(p,a)—(0,0) VP24 ¢

e quindi u e v sono differenziabili in (z¢,yo) e inoltre

du(zo,y0)(p,q) = ap — Bq ;  dv(xo,yo)(p,q) = ag+ Bp.

Pertanto

ou

0
%(ﬂfoyyo) = du(:co,yo)(l,O) =, a—Z(%’yO) = du(xo,yo)(O, 1) =-0,
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ov ov

8_x(x07y0) - du($0;y0>(170) - /8 ’ a_y(xOJy(]) - du(x(]?yO)(Ov 1) =a,

da cui seguono (6.2.2) e (6.2.3).

Il viceversa si puo dimostrare ripercorrendo a ritroso la dimostrazione gia svolta.
QED

Corollario 6.2.5 Siano ) un sottoinsieme aperto connesso di C ed f : Q — C una
funzione olomorfa e tale che f(Q) CR. Allora f é costante.

DiM. Infatti, posto f = u+iv, risulta v = 0 e inoltre, dalle equazioni di Cauchy-Riemann
(6.2.2), Dyu = Dyv =0, Dyu=—D,v =0. Quindi u, e conseguentemente f, ¢ costante
(vedi Teorema 2.1.10). QED
Dal Corollario precedente si ottiene subito che le funzioni Rez, Imz, |z| non pos-
sono essere olomorfe, altrimenti dovrebbero essere costanti. Si osservi che il corollario
precedente rimane valido se si suppone che f = u + ¢t con ¢ € R costante fissata.

Osservazione 6.2.6 Si dimostrera in seguito che se f e olomorfa, le funzioni u e v sono
derivabili parzialmente infinite volte. Da cio e dalle equazioni di Cauchy-Riemann, segue
allora facilmente che u e v verificano le seguenti condizioni:

’u  J%*u
A = — — T
4T o + oy? 0,
v 0%

Infatti, per ogni (z,y) € 2, dalle equazioni di Cauchy-Riemann (6.2.2), si ha:

0%u 0*u 0*v 0*v
Au(z,y) = @(%Z/) + a—yg(%y) = al,—@y(l’,y) - M(%Z/) =0,

per il Teorema 2.1.15. Analogamente si ottiene il risultato per v.

L’operatore A e detto operatore di Laplace e le funzioni v per cui Au = 0 sono
dette funzioni armoniche. Tali funzioni sono molto importanti in matematica e nelle
applicazioni.

6.3 Serie di potenze in campo complesso

La teoria delle successioni e serie di funzioni di variabile complessa non presenta novita
rispetto al caso reale. Valgono le nozioni di convergenza puntuale e uniforme per le
successioni di funzioni e di convergenza puntuale, assoluta, uniforme e totale per le serie
di funzioni complesse, basta utilizzare il modulo al posto del valore assoluto.

Anche la teoria delle serie di potenze complesse ¢ molto simile al caso reale.
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Definizione 6.3.1 Data una successione (c)ren di numeri complessi e un punto zy € C
si dice serie di potenze con coefficienti (cy) centrata in zq la serie

—+00

Z cr (2 — 20)" . (6.3.4)

k=0

Per la serie (6.3.4) si definisce il raggio di convergenza o come segue:

+oo
0 = sup {T € [0, 4o0[: Z lcx| 7* converge } :

k=0
Come nel caso reale g € [0, +0o0]. Vale il seguente Teorema.

Teorema 6.3.2 (Proprieta delle serie di potenze in C) Data la serie di potenze (6.3.4),
sia o € [0, +00] il suo raggio di convergenza.

(i) Se o =0 allora la serie (6.3.4) converge solo per z = z.

(ii) Se 0 = 400 allora la serie (6.3.4) converge assolutamente per ogni z € C e converge
totalmente in ogni intorno circolare B, (z).

(i) Se 0 < o < 400 allora la serie (6.3.4) converge assolutamente per ogni z € B,(2p),
converge totalmente in ogni intorno chiuso di zy contenuto in B,(zy) e non converge
per alcun z tale che |z — z| > p.

(iv)  Supposto o > 0, sia f : B,(z9) — C la somma della serie (6.3.4); allora f é olomorfa
e vale l’equaglianza:

+oo
F1(2) = kew(z = 29)F" (6.3.5)
k=1
per ogni z € B,(2).

(v) Posto £ = limsup «/|ck|,! si ha 0 = 1/¢, con le convenzioni che se { = 0 allora

k—o0
0= 400 e sel =+ allora p = 0. Da questa formula seque che anche la serie nel

punto (i) ha lo stesso raggio di convergenza o. Pertanto, per ricorrenza, la somma
di una serie di potenze ha derivate di ogni ordine.

. . . . Clk+1
Osserviamo che se ¢, # 0 per ogni k € N ed esiste lim k1]
k—+o0 |Ck|

convergenza della serie (6.3.4) ¢ 1/¢ (con la usuale convenzione).

= ( allora il raggio di

'Ricordiamo dalle dispense di Analisi Matematica I che il limite superiore di una successione di numeri

reali (ay); & dato da limsup ag = inf ( supay |.
k—o0 neN \ g>n
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6.3.a Le funzioni elementari

Oltre ai polinomi e alle funzioni razionali sono olomorfe nel loro dominio le funzioni
elementari fondamentali.

1. L’esponenziale complesso ¢ definito in C. Se z = x + 7y allora
P ..
e”=e (cosy —l—zsmy) .
Evidentemente ’esponenziale e una funzione 27i periodica ed assume tutti i valori
complessi tranne lo zero. La funzione esponenziale ¢ iniettiva se viene ristretta ad

una striscia del tipo R + i]ar, o + 27| per qualunque « € R.

2. Le funzioni circolari e iperboliche sono definite su tutto C da:

eiz + e—iz ) eiz _ e—iz
COSZ = ————, Sinz = —————
e? —2|— e % . e? Q—Z e %
coshz = ——— | sinhz = ———
2 2

3. Le funzioni precedenti sono olomorfe in C in quanto verificano le condizioni del
Teorema 6.2.4 e sono sviluppabili in serie di potenze in tutto C:

e = —
k!’
k_0+°° (_1)k22k +0o (_1)k22k+1
COSZ:;W’ Slnzzkzzom,
I L2k I 2kl
COShZ:Z®, SlnhZIZm.
k=0 k=0

4. Le funzioni potenza, esponenziale, circolari e iperboliche non sono iniettive percio
per invertirle dovremo estendere il concetto di funzione e ammettere funzioni f che
ad un punto associano un insieme di valori f(z), dette funzioni polidrome. Data
una funzione polidroma f in €2 si dice determinazione di f ogni funzione g : 2 — C
tale che, per ogni z € Q si ha g(z) € f(2).

5. Sen > 2, si definisce funzione radice n-esima, la funzione polidroma /~: C — P(C)
definita ponendo, per ogni z = g€ € C,

- 3+2kT

Ve={/oe" n ; k=0,1,...,n—1}.



6.3. Serie di potenze in campo complesso 115

Figura — 6.1: Grafico della parte reale di v/z e di una sua determinazione.

6. Se z = p(cos¥ + isin?), I'insieme degli argomenti di z viene denotato con arg z;
dunque

argz = {0+2kn;keZ}.

Inoltre, I’'argomento principale di z verra denotato con Arg z; quindi Arg z & I'unico
elemento di arg z tale che —m < Argz < .

7. La funzione logaritmo in campo complesso ¢ la funzione polidroma log : C\ {0} —
P(C) definita ponendo, per ogni z = pe® € C\ {0} da:

log z :=log|z| +iargz =logo+i(V+2kr) (ke€Z). (6.3.6)
La determinazione Log : C\ {0} — C definita ponendo, per ogni z = ge® € C\ {0}
Logz:=logo+1 Argz

viene denominata funzione logaritmo principale. La determinazione Logz e olo-
morfa in C\ {z < 0}, cioe in C privato del semiasse reale negativo e la sua

derivata vale —. Tale funzione non ¢ continua sulla semiretta {x < 0}. Infatti
z

se z=x+1iy con x < 0 ey > 0 risulta lim Logz = log |z| + ¢ 7, mentre se y < 0
zZ—T

allora lim Log z = log |x| — i 7. Infine lim Log 2z = oc.
Z—T z—0

Una situazione analoga si presenta se si considera una determinazione del logaritmo
ottenuta escludendo dal piano complesso un’altra semiretta uscente dall’origine.

8. Utilizzando il logaritmo, si puo definire la potenza con esponente complesso. Se
2z # 0ew € C si definisce la funzione polidroma 2% = e*1°8%_ Scegliendo il logaritmo
principale si ottiene la funzione z* = e“8%  Ad esempio si ha i’ = e 1087 = ¢=7/2,
Notiamo che per questa determinazione della potenza complessa non sempre valgono
le usuali regole sulle potenze.
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6.4 Cammini ed integrali curvilinei

Riprendiamo in questo paragrafo alcuni concetti gia visti nel Capitolo 3. Una funzione
continua ¢ : [a,b] — C viene denominata curva di Jordan. Quindi assegnare una curva
di Jordan ¢ equivalente ad assegnare due funzioni continue z : [a,b] - Rey: [a,b] = R
tali che, per ogni t € [a,b], p(t) = x(t) + iy(t). 1l sostegno di ¢ & definito come 'insieme
immagine di ¢ e viene denotato con ¢*; dunque

0" = ¢([a,b]). (6.4.7)

Una curva di Jordan viene denominata semplice se la sua restrizione a [a, b] € iniettiva.
Inoltre, una curva di Jordan viene denominata chiusa se p(a) = ¢(b). Una curva di
Jordan viene denominata regolare se ¢ derivabile con derivata continua e inoltre ¢'(t) # 0
per ogni ¢ € [a,b]. Per le curve regolari si pud definire la nozione di lunghezza ponendo,
coerentemente con il Teorema 3.1.10:

aw:/WMMﬁzfv%ww+wwvw. (6.4.8)

A questo punto si puo dare la definizione di cammino. Una curva di Jordan ¢ : [a,b] — C
viene denominata cammino se ¢ regolare a tratti, cioe se ¢ continua ed esistono a =ty <
t;1 < ... <t, = b tali che p sia regolare in [t;_1,tx] per ogni k = 1,...,n. Anche per
i cammini si puo considerare la nozione di lunghezza definita dalla 6.4.8 (in quanto la
funzione integranda ¢ continua a tratti). Un cammino chiuso viene spesso denominato
anche circuito. Un esempio molto semplice di circuito che verra utilizzato frequentemente
nel seguito ¢ costituito dalla circonferenza ~, : [0;27] — C di raggio r > 0 definita
ponendo, per ogni t € [0,27], 7,(t) := re. In questo caso si ha z(t) := rcost e y(t) :=
rsint; si tratta ovviamente di un cammino semplice e chiuso la cui lunghezza ¢ data da

2w 2m
Uy) = / lir €™ | dt = r/ dt = 2mr.
0 0

Se zy € C, la circonferenza v, , : [0;27] — C di centro zy e raggio r > 0 si puo definire
ponendo, per ogni ¢ € [0, 27],
Yo = 20 + ret
La lunghezza rimane ovviamente invariata.
Si considerino ora un sottoinsieme aperto 2 C C ed una funzione f : 2 — C continua.
Se ¢ : [a,b] — C & un cammino con sostegno contenuto in €2, si definisce integrale
curvilineo di f lungo ¢, il seguente numero complesso

/ﬂ@w:/fmmwww. (6.4.9)

Se il cammino ¢ ¢ chiuso l'integrale curvilineo si indica di solito con }{ f(2)d=.
©



6.4. Cammini ed integrali curvilinei 117

Enunciamo a questo punto alcune semplici proprieta degli integrali curvilinei lungo
un cammino.

1. (Proprieta di linearita degli integrali curvilinei) Siano f,g : © — C due funzioni
continue e sia ¢ : [a,b] — C un cammino tale che p* C 2. Allora

[D(f+g)(2) dz:[pf(Z)dZ+[Dg(Z) s
/@ (ef)(z)dz = ¢ / f(2)dz

2. (Teorema della media) Sia f : Q — C una funzione continua e sia ¢ : [a,b] — C un
cammino tale che ¢* C . Allora

Inoltre, se ¢ € C,

z)dz

< max
ZEP*

dt\ / o) - 1¢!(0)] de

|/ /()] dt = masx (=) ).

F(2)] L) (6.4.10)

Infatti,

/@ f(2)dz

< max
ZEP*

3. (Proprieta di decomposizione degli integrali curvilinei) Si definisce innanzitutto il
cammino unione (denominato spesso anche cammino somma) di due cammini (vedi
anche la definizione 3.2.4). Siano ¢y : [a,b] — C e 5 : [b,¢] = C due cammini tali
che ¢1(b) = a(b). Allora, si verifica facilmente che la curva o1 @ @9 : [a,c] — C
definita ponendo, per ogni t € [a, |,

(01 & oa)(t) = {W) se t€lab],

wa(t) se te€bc,

€ a sua volta un cammino, il quale viene appunto denominato unione dei cammini
©1 € po. Si osserva che se (2 & un sottoinsieme aperto di C e se ] C Qe @5 C Q,
allora anche (o1 @ po)* C Q. Se inoltre f :  — C & una funzione continua, vale
ovviamente la seguente proprieta

[ s@a= | gt [ g

4. (Integrale curvilineo sul cammino opposto) Si consideri un cammino ¢ : [a,b] — C.
Si definisce cammino opposto a ¢ il cammino ¢° : [a,b] — C definito ponendo, per
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ogni t € [a,b], ¢°(t) :=¢(a+b—1t). Siverifica facilmente che (¢°)* = ¢* e inoltre
¢°(a) = ¢(b) mentre p°(b) = p(a). Se Q & un sottoinsieme aperto di C tale che
p* C Qese f:Q — C e una funzione continua, si ha usando il cambiamento di
variabile 7 =a 4+ b — t:

/w flz)dz = /ab (1) (¢°)'(t) dt
- [ fen ot == [ sy

Quindi I'integrale curvilineo di una funzione dipende dal verso di percorrenza della
curva.

Esempio 6.4.1 Sia n € Z e consideriamo la funzione f : C\ {0} — C definita da
f(z) = z". Allora risulta Vr > 0sen # —1

27 ) ) 2T
% 2dz = / r e gr e dt = ir™ / el bt gy
I 0 0

eiln+1)t 7127
_ {_} 0
iln+1)],

1 2 1 ] 2
%—dz:/ —ire" dt:/ idt = 2mi,
v B o Tre 0

indipendentemente dal raggio.

mentre

Concludiamo ora le proprieta generali degli integrali curvilinei con un importante risul-
tato.

Teorema 6.4.2 (Teorema di Jordan) Sia ¢ : [a,b] — C un cammino semplice e chiu-
so. Allora esiste uno ed un solo sottoinsieme aperto connesso e limitato Q, di C tale che
0, = ¢*.

6.5 Funzioni analitiche e funzioni olomorfe

Sia 2 un sottoinsieme aperto di C e sia f : 2 — C una funzione complessa. Si dice

che f & analitica se, per ogni zy € €, esistono r > 0 ed (c¢)gen Successione di numeri
complessi tali che, per ogni z € B,(2),

F(2) = ez — 2.
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Quindi una funzione e analitica se si puo esprimere localmente come somma di una serie
di potenze.
Per le funzioni analitiche dal Teorema 6.3.2 abbiamo il seguente risultato.

Teorema 6.5.1 Siano €2 un sottoinsieme aperto di C e sia f : Q — C una funzione
analitica. Allora f ¢ olomorfa ed inoltre la sua deriwata f' & anch’essa una funzione
analitica.

Naturalmente iterando 'uso del teorema precedente si ha che una funzione analitica e
derivabile infinite volte e tutte le derivate sono analitiche.

Faremo vedere ora che ogni funzione olomorfa ¢ analitica. Da cio seguira che le funzioni
olomorfe sono funzioni dotate di derivate di ogni ordine. Se €2 & un sottoinsieme aperto
di C, si denotera con H(€2) l'insieme delle funzioni olomorfe definite in €.

Si puo enunciare subito il seguente risultato preliminare.

Lemma 6.5.2 Siano ) un sottoinsieme aperto di C ed F € H(Q) e si ponga f = F'. Se
¢ :[a,b] = C & un cammino tale che ¢* C 2, allora

/ﬂ@m:ﬂwm—Fw@»
DiMm. Risulta

/ﬂawzjiwmm¢@wzjkwwwww:mww—Fww»

QED
In particolare, se ¢ € un circuito, allora l'integrale di f lungo ¢ risulta nullo. Questo
risultato sara dimostrato in seguito anche in ipotesi piu generali.
A questo punto & utile richiamare la definizione di insieme stellato (vedi anche 1.1.21).
Se €2 ¢ un sottoinsieme aperto di C, si dice che €2 ¢ stellato rispetto ad un punto 2, € 2
se verifica la seguente condizione

VzeQ, Vte0,1] : zo+t(z—2) € Q, (6.5.11)

cioe per ogni z € () il segmento di estremi zy e z € interamente contenuto in €2. Un
sottoinsieme aperto €2 di C si dice stellato se e stellato almeno rispetto ad un suo punto.

Teorema 6.5.3 (Teorema di Cauchy) Siano Q un sottoinsieme aperto stellato di C,
feH(Q) ep:a,b — C un circuito tale che p* C Q. Allora

7{, F(2)dz = 0.
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DiM. Per semplicita, in questa dimostrazione supponiamo che la derivata della funzione
olomorfa f sia una funzione continua (con una dimostrazione pit complessa si puo fare a
meno di questa ipotesi aggiuntiva). Posto come al solito f = u +iv e ¢ = x + 1y, si ha

f f(2)de = / Flo(t)) @) dt
- / (u(p(t)) + iv(p(t))) - (& (t) + iy/ (1)) dit

a

:‘/@@@W@—mmeMﬁ
b
_@/@@@w@+mwmwmﬁ

e quindi, considerati i campi vettoriali F' := (u,—v) e G := (v,u), si puo scrivere
(identificando ¢ con una curva in R?)

fﬂ@w:deuwadﬂ

Dalle equazioni di Cauchy-Riemann (6.2.2) deriva subito che i campi F' e G (di classe
C1) sono irrotazionali e poiché 2 & un insieme aperto stellato, essi sono conservativi (vedi
Teorema 3.3.7). Poiché 'integrale viene effettuato lungo una curva chiusa, si deve avere
f(pF-dﬁzOegﬁaG-dﬁ:O, da cui anche f@f(z)dz:(). QED

Teorema 6.5.4 (Formula di Cauchy) Siano Q2 un sottoinsieme aperto stellato di C,
feH(Q) e :[a,bl = C un cammino semplice e chiuso tale che ¢* C Q. Allora Q, C Q
e inoltre, per ogni zy € ),

= L M dz . (6.5.12)
2mi J, 2 — 2o

f(z0)
Dim. Si dimostra la tesi nel caso particolare in cui ¢ sia la circonferenza di centro zy e
raggio r > 0, supponendo che B,.(zp) C €. Si consideri la funzione g : 2 — C definita
ponendo, per ogni z € €1,

N ECESEo R
g(z) == z— 2
f'(z0) sez=2p.

Si verifica facilmente che g € continua in € (in quanto f ¢ derivabile in zy) ed olomorfa
in @\ {2} (in quanto rapporto di funzioni olomorfe). Si puo dimostrare inoltre che alla
funzione g puo essere applicato il Teorema di Cauchy 6.5.3 il quale, tenendo presente che
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1
7{ dz = 2mi (come nell’esempio 6.4.1), fornisce
© Z — 20

O:}{g(z)dz: Mdz— &dz: M—27m'f(,zo)

@Z_ZO (pZ—ZO gDZ—ZQ

da cui la tesi. QED
Si puo a questo punto dimostrare che le funzioni olomorfe sono analitiche.

Teorema 6.5.5 (Analiticita delle funzioni olomorfe) Siano 2 un sottoinsieme aper-
to di C ed f:Q — C una funzione olomorfa. Allora f é analitica e inoltre, se z € () e
ser >0 ¢é tale che B.(zy) C €, si ha, per ogni z € B,(z),

=Y ( ZLM ]g % de ) (2 — z0)" | (6.5.13)

k=0

Dim. Infatti, per ogni z € B,(2), si ha

R DS N e L R

2mi ), E— 2 270 — 20— (2 — 20)
1
Ly 7 "
™ Z— 20
Vzg.r — 1 —
(&= =) ( §— Zo)
RN GR (z—zf))’“dg
271 e §— 2 pr £— 2
400
1 ISS
(R ) e
k=0 Vzg,r 0
dove si ¢ usato il fatto che z — 0 < lper§ € 7}, percio la serie converge uniformemente
J— ZO ’
e si puo integrare per serie. QED

Osservazione 6.5.6 Dai Teoremi 6.5.1 e 6.5.5 segue che una funzione risulta olomorfa
se e solo se essa ¢ analitica. Inoltre, dagli stessi teoremi segue anche che se f ¢ olomorfa,
anche f’ & olomorfa. Conseguentemente, f ¢ dotata delle derivate di ogni ordine e, posto
f = u+iv, risulta u,v € C*>®(Q), e cio giustifica pienamente anche quanto affermato
nell’Osservazione 6.2.6. Si conclude pertanto che u e v sono armoniche.

Per stabilire che una funzione ¢ olomorfa, puo essere talvolta utile il seguente risultato.

Teorema 6.5.7 (Teorema di Morera) Siano 2 un sottoinsieme aperto di C ed f :
Q — C una funzione continua. Si supponga che, per ogni triangolo T C §2, risulti

f(z2)dz=0.
or
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Allora f € olomortfa.

Studiamo ora ulteriori conseguenze dell’analiticita delle funzioni olomorfe.

Corollario 6.5.8 Siano ) un sottoinsieme aperto di C ed f : Q@ — C una funzione
olomorfa. Se zg € ), allora f ¢é derivabile infinite volte in zy e, per ogni k € N, si ha

) (z) = k—'j{ _ @, (6.5.14)

2mi ), (2 — z)F !

dove v > 0 & un arbitrario numero strettamente positivo tale che B,(z) C €.

DiMm.  Poiché f e olomorfa e quindi e sviluppabile localmente in serie di potenze, il

(k)
fk_('Zo) e da cio segue direttamente

la (6.5.14). GED

coefficiente k-esimo della serie (6.5.13) coincide con

Corollario 6.5.9 (Diseguaglianza di Cauchy) Siano 2 un sottoinsieme aperto di C
ed f:Q — C una funzione olomorfa. Se zy € e ser > 0 ¢ tale che B,.(z) C €, allora,
per ogni k € N, si ha:
k!
|f W (20)] < = max |f(2)] (6.5.15)

rkozeyz,,

DiM.  Poniamo per brevita M := max.e,: [f(2)]. Utilizzando la proprieta (6.4.10) ed

il Corollario 6.5.8 e tenendo presente che, per ogni z € 5 . risulta | f(2)/(z — z)**!| <
M /r**1 si ha

M kKl M k!
—E(’)/Z[),T) = g TTHQWT = T_kM .

}f(k)(zo)) <

k!
= o rktl
QED

Teorema 6.5.10 (Teorema di Liouville) Sia f : C — C una funzione olomorfa e
limitata. Allora f é costante.

DiM. Poiché f ¢ limitata, esiste una costante M > 0 tale che |f(z)| < M per ogni z € C.
Fissiamo z, € C; allora, dalla diseguaglianza di Cauchy (6.5.15) applicata per k = 1, si
ottiene

F(20)] < & max |£(2)] <

)
T 2E€YI)r

(6
M
r
ed essendo r > 0 arbitrario cio comporta f'(zg) = 0, dall’arbitrarieta di zq, segue f' =0
e quindi f e costante. QED

Dal Teorema 6.5.10 si ottiene facilmente il seguente Teorema.

Teorema 6.5.11 (Teorema fondamentale dell’algebra) Sia P : C — C un poli-

nomio di grado n > 1. Allora P ammette almeno uno zero (cioé esiste zy € C tale che
P(Zo) = 0)
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DiM.  Supponiamo, per assurdo, che P non si annulli in alcun elemento di C, allora la
funzione reciproca f = 1/P risulta olomorfa in tutto C in quanto rapporto di funzioni
olomorfe. Verifichiamo ora che f e limitata. Infatti, considerati ao, ..., a, € C con a, # 0
e tali che P(z) = ag + - -+ + a, 2" risulta hm |P(z )| = oo (infatti lergo |P(2)/(a, z")] =1

e lim |a, 2"| = oo in quanto n > 1). Pertanto lim |f(z)| = lim |1/P(z)| = 0. Applican-
Z—00 Z—r 00 Z—00

dola definizione di limite, si puo trovare una sfera Bg(0) tale che [f[ < 11in C\ Bg(0),

inoltre f e limitata in Br(0) per il teorema di Weierstrass 6.1.11 e quindi f ¢ limitata

in tutto C. Dal Teorema di Liouville segue che f deve essere costante e cio ¢ assurdo in

quanto P ¢ un polinomio di grado n > 1. QED

Dal teorema fondamentale dell’algebra segue che un polinomio di gradon > 1 ammette
esattamente n zeri, infatti, basta reiterare ’applicazione del Teorema 6.5.11 tenendo
presente che se zy € uno zero di un polinomio P di grado n > 1, allora P si decompone
nella forma P(z) = (z — z9) P1(z) con P; polinomio di grado n — 1.

6.6 Circuiti omotopici

Sia Q un sottoinsieme aperto di C e siano ¢y : [a,b] — C e ¢; : [a,b] — C due circuiti
tali che ¢ C Q, ¢7 C Q. Si dice che ¢y e p; sono Q-omotopici o equivalentemente
che g e deformabile con continuita in ¢; nell’insieme €2 se esiste una funzione continua
H :la,b] x [0,1] — C verificante le seguenti condizioni

1. ’immagine di H & contenuta in €.
2. Per ogni s € [0, 1], la funzione H(-, s) ¢ un circuito.

3. H(-,0) = o, H(-,1) =1

Una funzione H verificante le proprieta elencate sopra viene denominata omotopia tra
i circuiti ¢y e ;. Una circuito ridotto al punto z; € C & una funzione costante ¢, :
[a,b] — C di costante valore z;. Si dice che un circuito ¢ : [a,b] — C ¢ continuamente
deformabile in un punto z; (oppure che ¢ omotopico ad un punto z;) se esiste un’omotopia
tra ¢ e il circuito costante ¢,, definito sopra. Il risultato piti importante della presente
sezione riguarda 1'uguaglianza dell’integrale curvilineo lungo due circuiti omotopici.

Teorema 6.6.1 (Teorema di Cauchy sui circuiti omotopici) Sia Q2 un sottoinsieme
aperto di C e sia f : Q — C una funzione olomorfa. Se ¢q : [a,b] — C e ¢ : [a,b] — C
sono due circuiti 2-omotopici, allora

jliof(z)dz:jil F(2)dz

In particolare, se ¢ : [a,b] — C é un circuito Q-omotopico ad un punto di 2, allora

7{0 f(z)dz =
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Si dice che un sottoinsieme €2 di C e semplicemente connesso se € connesso e se ogni
circuito con sostegno contenuto in €2 e Q2-omotopico ad un punto di §2. Dal teorema prece-

dente, segue che se () € un insieme aperto semplicemente connesso, allora 7{ f(z)d==0
©

per ogni circuito ¢ con sostegno contenuto in €2.

6.7 Zeri di una funzione olomorfa

Siano €2 un sottoinsieme aperto di C ed f : €2 — C una funzione complessa. Si
denomina zero di f ogni elemento zy € € tale che f(29) = 0. L’insieme degli zeri di f si
denota con Z(f).

Gli zeri delle funzioni olomorfe hanno alcune proprieta particolari di seguito descritte.
Si considera dapprima il caso in cui f sia sviluppabile in serie di potenze.

Proposizione 6.7.1 Si consideri una funzione sviluppabile in serie di potenze

F(2)=> clz—z) (6.7.16)

in B.(z0). Allora zy é di accumulazione per Z(f) se e solo se f ¢ identicamente nulla in
B,(z0) (cioé ¢, =0 per ogni k € N).

DiM. Se f ¢ identicamente nulla, ovviamente z, € di accumulazione per Z(f). Viceversa,
si supponga che f non sia identicamente nulla, per cui l'insieme A :={k €N : ¢, #0} ¢
non vuoto e si denoti con m il suo piu piccolo elemento. Se m = 0 allora f(z9) = ¢y # 0
e quindi, poiché f e continua, esiste un intorno di zy in cui f non assume mai il valore
0, pertanto in questo caso zy non ¢ di accumulazione per Z(f). Si supponga ora m > 1,
allora la funzione f puo essere scritta nella forma

—+o0
f(z)=(z—20)" ) crlz = 2) ™.
k=m
Si consideri la funzione .
9(2) =Y _cr(z = 2)",
k=m

si ha g(zy) = ¢, # 0 e poiché anche g ¢ continua, essa non si annulla mai in un opportuno
intorno B, (2p); inoltre (z—z)™ si annulla solamente in zy e pertanto f(z) = (z—20)" g(2)
in B,,(z) si annulla solamente in zy; segue che in questo caso zy & un punto isolato di

Z(f).

Dalla proposizione precedente segue che per una funzione non identicamente nulla
del tipo (6.7.16) che si annulla in zp, si ha che z; ¢ un punto isolato di Z(f). Dal
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caso semplice delle serie di potenze si deduce il seguente risultato generale riguardante le
funzioni olomorfe.

Teorema 6.7.2 (Teorema sull’annullamento delle funzioni olomorfe) Siano Q un
sottoinsieme aperto connesso di C e f : Q0 — C una funzione olomorfa. Allora le sequenti
proposizioni sono equivalenti:

a) L’insieme Z(f) e dotato di punti di accumulazione in §);

b) f e identicamente nulla.
Alcune conseguenze del Teorema 6.7.2 vengono fornite dai seguenti corollari.

Corollario 6.7.3 Siano ) un sottoinsieme aperto connesso di C e f : Q@ — C una
funzione olomorfa. Allora le sequenti proposizioni sono equivalenti:

a) FEsiste un punto zy € () tale che, per ogni k € N, f®)(z) = 0;

b) [ ¢éidenticamente nulla.

Corollario 6.7.4 Siano € un sottoinsieme aperto di C e f : Q@ — C una funzione
olomorfa non identicamente nulla. Se zyp € Q0 e f(z) = 0 allora esiste un unico numero
naturale m > 1 tale che

im —) e qoy.

2—rz0 (z — Zo)m

Pertanto, gli zeri di una funzione olomorfa non identicamente nulla sono isolati ed hanno
ordine intero.

Corollario 6.7.5 (Estensione dell’annullamento) Siano 2 un sottoinsieme aperto
connesso di C tale che QNR # O e f: Q — C una funzione olomorfa. Se f si annulla in
QNR, allora f é identicamente nulla in tutto €.

L’ultimo corollario puo essere utilizzato per dimostrare che alcune uguaglianze valide
in R possono essere estese anche all'insieme C. Ad esempio, si consideri I'uguaglianza
sin® x + cos? & = 1 valida per ogni # € R. La funzione f : C — C definita ponendo, per
ogni z € C, f(2) :=sin® 2 + cos? z — 1 & olomorfa e si annulla in R; dal Corollario 6.7.5,
deve essere f = 0 in tutto C e quindi si conclude che Vz € C : sin®z + cos? z = 1.

Il Corollario 6.7.5 puo essere enunciato anche dicendo che se f, g : 2 — C sono due
funzioni olomorfe in un insieme aperto connesso €2 tale che QNR # P ese f = g in QNR,
allora f = ¢ in Q). Infatti, basta applicare il Corollario 6.7.5 alla funzione f — g.

Da tale ultima proprieta si deduce 1'unicita del prolungamento olomorfo di una fun-
zione reale derivabile in un sottoinsieme di R. Se €2 ¢ un sottoinsieme aperto connesso di
Cese f:Q2NR — R e una funzione reale derivabile, da quanto sopra si deduce che puo
esistere al pit un unico prolungamento olomorfo g : 2 — C di f.
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6.8 Singolarita e serie di Laurent

In questa sezione ci occupiamo dello sviluppo in serie di una funzione che presenta
delle singolarita isolate.

Se f:Q — C ¢ una funzione definita in un sottoinsieme aperto €2 di C, si dice che un
punto zo € C\ Q & di singolarita isolata per f se B,(z) \ {20} C Q ed f & olomorfa in
B.(z0) \ {20}, per un opportuno r > 0.

Nel seguito denoteremo con S(zp;r, R) la corona circolare aperta di centro zy e raggi
0<r<Rh:

S(zo;r, R) :={2z€C : r<|z—2| <R}, (6.8.17)

analogamente, la corona circolare chiusa di centro zy e raggi r e R si definisce come segue

S(zp;mR):={2€C : r<|2—2| <R}, (6.8.18)

Segue ora il risultato piu importante riguardante lo sviluppo in serie di Laurent di una
funzione.

Teorema 6.8.1 (Teorema sulla serie di Laurent in una corona circolare)

Siano ) un sottoinsieme aperto di C, f : Q — C una funzione olomorfa e si supponga
che S(zo;7r, R) C . Allora esistono una ed una sola successione (c)ren ed una ed una
sola successione (dy)g>1 tali che, per ogni z € S(zo;r, R), risulta

+o0 +00
f(Z) = ch(z - Zo)k + Z (Z—d—kzo)k (6819)
k=0 k=1

e inoltre

(1 f€)
Cr = 2_7TZ 'yzo’gmdf Vk e N

(6.8.20)
_

- omi

dy,

§rOE— )t vz
Vzg,e0
conr < o< R arbitrario.

DiM. Sia ¢ > 0 tale che B.(z) C S(z0;7, R). Allora per il Teorema sulla formula di
Cauchy 6.5.4

_1 f(©)
ChE =1

Ma 7., ¢ ©Q\ {z}-omotopico al circuito ¢ rappresentato in Figura — 6.2 costituito da
Vzo.R, da —7,, € dal segmento percorso una volta in un verso ed una volta nel verso
opposto. Pertanto dal Teorema 6.6.1, poiché i tratti rettilinei si elidono, risulta:

f(z)—ijg &df' b &dﬁ‘

 2mi E—z 2 %Mf—z
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Figura — 6.2: Due cammini Q \ {z}-omotopici.

I primo integrale si tratta come nel Teorema 6.5.5 e fornisce la prima serie di (6.8.19).
Per il secondo integrale si ha:

G 1©)
Tamf, e-a T *

omi egr & — 20 — (2 = 20)

1 /&)
271—2 ’yZO,r (Z _ Z[)) (1 o E - zO)
- ~0

_ 1 f(§) o §— 20 g
_Tmﬁzo,rz—zoz:(Z—ZO) ®

k=0

B +o00 1 k_ld 1

= ; i 7zwf(f)(g—zo) 3 m )
— 2

dove si ¢ usato il fatto che < lper§ € 7}, , percio la serie converge uniformemente

zZ— 20
e si puo integrare per serie. Sommando i due sviluppi si ha la tesi (6.8.19). Per I'invarianza
per omotopia i coefficienti si possono calcolare su qualunque circonferenza v,, , con r <
o< R. QED

Esempio 6.8.2
1 1
=1 + 7 definita in C\ {1,2}. Allora ¢ possibile
—z —z
sviluppare in serie f in By(0), in S(0;1,2) e in S(0;2,400). In B;(0) la funzione ¢

Consideriamo la funzione f(z)
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olomorfa e otteniamo:

f(z)zli + 1—2/2 Zz+ i() +OO< 2k+1)2k-

k=

o

Nella corona S(0;1,2) otteniamo:

“+00 —+o00

11 11 1 1 1 &=
—_ — — — — —_ —k
e I Y & zzzk+2z<) Z kzzozkﬂz

Infine nella corona S(0; 2, +00) risulta:

11 11 121 1R /2) & ey 1
&= s s (o) —X -2

k=0 k=0 k=1

Teorema 6.8.3 (Teorema sulla serie di Laurent in un punto singolare)
Siano Q un sottoinsieme aperto di C, f:Q — C una funzione olomorfa e zy € C\ Q un
punto di singolarita isolato per f. Allora esiste R > 0 tale che, per ogni z € Br(zo)\ {20},

+oo +oo
d
k=0 k=1

dove i coefficienti ¢, e dy sono dati dalla (6.8.20).

La prima serie ha raggio di convergenza o > R, mentre la seconda ha raggio di convergenza
infinito. Inoltre la convergenza di entrambe le serie é totale in ogni corona circolare con
raggi positivi strettamente minori di R.

Dim. Si applica il teorema precedente in una corona circolare S(zp;7, R) con 0 < r < R

arbitrario e poi considera r — 0. QED
+00 +oo d
La serie E cr(2—29)" viene denominata parte regolare di f, mentre la serie E W
zZ— 20
k=0 k=1

viene denominata parte singolare oppure parte caratteristica di f.

La parte caratteristica consente di formulare la seguente classificazione dei punti
singolari isolati.

Fissiamo 2 un sottoinsieme aperto di C, f : 2 — C una funzione olomorfa e z, €
C\ 2 un punto di singolarita isolato per f. Consideriamo R > 0 tale che, per ogni
z € Br(z) \ {20} valga (6.8.21). Poniamo le seguenti definizioni:

1. I punto zg si dice di singolarita eliminabile per f se dp, = 0 per ogni k£ > 1. In tal
caso, per ogni z € Br(29) \ {20}, risulta

z) = ch(z — z)"
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ed inoltre f ammette un prolungamento olomorfo considerando la funzione che in
zo assume il valore cg.

2. 1l punto zq si dice polo di ordine n > 1 se d,, # 0 ed inoltre d;, = 0 per ogni k > n.
In questo caso la parte singolare e costituita da un numero finito di addendi.

3. Il punto zq si dice di singolarita essenziale per f se dj # 0 per infiniti k£ > 1.

Si hanno le seguenti caratterizzazioni delle singolarita.

Teorema 6.8.4 (Caratterizzazione delle singolarita eliminabili)
Siano € un sottoinsieme aperto di C, f : Q — C una funzione olomorfa e zy € C\ Q un
punto di singolarita isolato per f. Allora le sequenti proposizioni sono equivalenti:

a) zo € un punto di singolarita eliminabile per f,
b) f ammette un prolungamento olomorfo in QU {z},

c) [ é limitata in un intorno di z.

Osservazione 6.8.5 Sia (2 un sottoinsieme aperto di C, zy € C\Q2 tale che B,.(z)\{z0} C
Q2 per un opportuno r > 0 ed f: QU {2} — C una funzione olomorfa in 2 e continua in
zo. Allora f e derivabile anche in zy. Infatti, dalla continuita di f in zy si deduce che f
e limitata in un intorno di 2y e quindi, per la caratterizzazione precedente, f ‘Q ammette
un prolungamento olomorfo in QU {z}.

Teorema 6.8.6 (Caratterizzazione dei poli di ordine n)
Siano Q un sottoinsieme aperto di C, f:Q — C una funzione olomorfa e zg € C\ Q un
punto di singolarita isolato per f. Allora le sequenti proposizioni sono equivalenti:

a) zp € un polo di ordine n per f,

b) esiste lim (z — )" f(z) = ¢ € C\ {0},

Z—r20

c) esiste una funzione olomorfa g : QU {2y} tale che

g(z0) #0, VzeQ : f(z):ﬂ

(z —2o)"

In qualche caso puo essere anche utile la seguente caratterizzazione dei poli indipen-
dentemente dall’ordine. Per dimostrarla bisogna tener presente che un polo di ordine n
per f & uno zero di ordine n per 1/f ed il Corollario 6.7.4.

Teorema 6.8.7 (Caratterizzazione dei poli indipendente dall’ordine)
Siano ) un sottoinsieme aperto di C, f : Q — C una funzione olomorfa e zg € C\ Q un
punto di singolarita isolato per f. Allora le sequenti proposizioni sono equivalenti:
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a) zo € un polo per f,

b) esiste lim |f(z)| = +o0.
Z—20
Infine vale il seguente teorema.

Teorema 6.8.8 (Caratterizzazione delle singolaria essenziali)
Siano € un sottoinsieme aperto di C, f : Q — C una funzione olomorfa e zy € C\ Q un
punto di singolarita isolato per f. Allora le sequenti proposizioni sono equivalenti:

a) zp € un punto di singolarita essenziale per f,

b) per ogni r > 0, risulta f(Q2N B,(2)) = C.

Esercizio 6.8.9 Classificare 'origine come singolarita per le seguenti funzioni:

. _ _ 2
sin z 1—e* e~ l/z 3 . 1
B , ,  zZ°sin—.
z z z z

6.9 Il Teorema dei residui

Se f: ) — C & una funzione olomorfa e zy € C\ € & un punto di singolarita isolata
per f, il coefficiente d; dello sviluppo in serie di Laurent (6.8.21) si dice residuo di f in z
e si denota con Res(f, zg). Dalle caratterizzazioni delle singolarita ottenute nella sezione
precedente, si ottengono le seguenti proprieta dei residui.

1. Se zp & un punto di singolarita eliminabile per f, allora Res(f, zy) = 0.

2. Se zy € un polo del primo ordine per f, allora

Res(f,z0) = lim (2 — z0) f(2) .

Z—20

3. Se zp € un polo del primo ordine per f, allora

OFE)

4. Se zp € un polo di ordine n > 1 per f, allora

Res(f, z0) =

Res(f, z9) = ! lim " ((z=20)"f(2)) .

(n — 1)! z—z0 dz™ !
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5. Nel calcolo dei residui e spesso utile la Regola di de L’Hopital: se f e g hanno
entrambe uno zero oppure entrambe un polo in z, allora

o 1) f)

== g(2)  g'(20)

6. Se f & olomorfa in zy e se g ha uno zero del primo ordine in z,, allora

f - f(20)
o ) = 5

Il risultato principale della presente sezione ¢ il seguente teorema.

Teorema 6.9.1 (Teorema dei residui)

Siano Q un sottoinsieme aperto di C, ¢ : [a,b] — C un circuito tale che 0, C Q, S un
sottoinsieme finito di Q, ed f : Q\ S — C una funzione olomorfa per la quale gli elementi
di S siano punti di singolarita isolata. Allora

f F(2)dz = 2mi' Y Res(f, 2) (6.9.22)

z€S

Il Teorema dei Residui si giustifica tenendo conto che, in base all’esempio 6.4.1, I'inte-
grale su un circuito dello sviluppo di Laurent in z € S fornisce tutti termini nulli tranne
integrale di £ che da 274 Res(f, 2).

Si consideri una funzione f : {2 — C olomorfa nell’insieme aperto € e si supponga che
esista 7 > 0 tale che C\ B,(0) C Q (ciog, f ¢ definita al di fuori di un insieme chiuso e
limitato); tale condizione viene espressa dicendo che il punto oo ¢ una singolarita isolata
per f. Come nel caso dei punti singolari isolati in C, anche ora si puo dimostrare che vale
uno sviluppo in serie di Laurent in un intorno del punto oo.

Precisamente, esistono un’unica successione (c)geny ed un’unica successione (dy)r>1
di numeri complessi tali che, per ogni z € C\ B,(0),

+00 “+oo
C
ﬂ@ZE:ﬁ+§ di 2* . (6.9.23)
k=0 k=1

Il residuo di f nel punto oo viene definito come segue:
Res(f,00) := —¢;.

La definizione precedente e giustificata dal fatto che la funzione

o)==/ (3)
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¢ definita ed olomorfa in By ,,.(0) \ {0}, ha nel punto 0 una singolarita isolata ed inoltre
Res(f,00) = Res(g,0).

Una proprieta interessante e che se S & un sottoinsieme finito di Cese f: C\ S — C e
una funzione olomorfa che ha delle singolarita isolate nei punti di .S, allora

ZRes(f,z) + Res(f,00) =0.

z€eS

La singolarita nel punto all’infinito puo essere classificata allo stesso modo delle singolarita
in elementi di C. Precisamente, si dice che

1. Il punto oo ¢ una singolarita eliminabile per f se, per ogni k > 1, risulta d; = 0.

2. Il punto oo ¢ un polo di ordine n per f (con n > 1) se d,, # 0 e, per ogni k > n,
risulta d;, = 0.

3. Il punto oo € una singolarita essenziale per f se, per infiniti k£ > 1, risulta d; # 0.

6.10 I Teoremi di Jordan

Enunciano ora alcuni teoremi di Jordan che vengono sistematicamente utilizzati nelle
applicazioni riguardanti il calcolo di integrali. Intenderemo fissato un cammino il cui
sostegno e un arco di un semicerchio; pertanto, consideriamo to,t; € [0, 7] con ty < 1,
zp € C ed R > 0 e definiamo la curva vg : [to,t1] — C ponendo, per ogni t € [tg,t1],
’)/R(t) = Zzp + Re"t.

Teorema 6.10.1 (Teorema del grande cerchio di Jordan) Sia f : Q — C una fun-
zione olomorfa nell’insieme aperto €2 e supponiamo che, per ogni r > R e per ogni
t € [to, 1], si abbia zg +re C Q. Allora

lim (2 — 2)f(z) = £ €C —> lim / F(2)dz = i £(t; — o).
|z]—o0 R—+oc0 R

Teorema 6.10.2 (Teorema del piccolo cerchio di Jordan) Sia f: Q2 — C una fun-

zione olomorfa nell’insieme aperto €0 e si supponga che, per ogni 0 < r < R e per ogni

t € [to, 1], si abbia zg +re’ C Q. Allora

lim (2 — 20)f(2) =L e C = lim/ f(z)dz=1il(t; —to).

Z—20 R—0

Osserviamo che se f ha un polo del primo ordine in zj risulta d; = lim (z — z9) f(z) e
Z— 20

quindi

R—0

lim / f(2)dz =i(t;1 —to) Res(f,20) -
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Teorema 6.10.3 (Lemma di Jordan) Sia f : Q@ — C wuna funzione olomorfa nel-
Uinsieme aperto Q e si supponga che, per ogni v > R e per ogni t € [to,t1], si abbia
20 +ret C Q. Allora

lim f(z) =0 = Va>0: lim e f(2)dz = 0.

|z]—o0 R—+o00 .

Nel Teorema precedente, se o < 0 si considerano archi di circonferenza nel semipiano
delle parti immaginarie negative, cioe to,t; € [, 27].
Analogamente i Teoremi 6.10.1 e 6.10.2 valgono anche nel caso to, t; € [, 27].

6.11 Applicazioni al calcolo di integrali

Consideriamo ora alcune applicazioni dei risultati precedenti.

Esempio 6.11.1 Si vuole calcolare il seguente integrale improprio

+o0 1
——dx.
| e

Osserviamo innanzitutto che la funzione u(z) := 1/(x? + 2)? ¢ integrabile in R in quanto
¢ definita e continua in R e nei punti oo € un infinitesimo di ordine 4.
Si consideri ora la funzione complessa f : C\ {#iy/2} — C definita ponendo, per ogni

z e C\ {+iv2}, 1

f(Z)izm-

[ punti singolari sono {:l:z\/ﬁ} Fissiamo R > v/2 e consideriamo il circuito ¢p costituito
dai due cammini v g : [0,7] = C e o : [-R, R] — C definiti ponendo

nr(t)=Re" tel0,7]; r(t):=t, te|[-RR].

Si osservi che il circuito viene percorso in senso antiorario (vedi Figura — 6.3). Dal teorema
dei residui segue

]{ f(2)dz = 2mi Res(f,iV2)

(infatti, il circuito considerato contiene al suo interno solamente il punto Z\/§) e inoltre,
tenendo presente che 7v/2 & un polo del secondo ordine, si ha

Res(f,iv2) = ZE%%«Z - z\/§)2f(z)> = zg%d%(m>
= lim —# ﬁ

= —i-—".
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Allora, esplicitando gli integrali sui cammini v; g, V2.r

R 1 VA /3
/71,Rf(2)dz+/3mdt:2ﬂl<_Zl_6> =5

Poiché lim z f(z) = 0, dal teorema di Jordan sul grande cerchio segue anche
Z—00

Rlim / f(z)dz =0, e quindi, passando al limite per R — 00, si ottiene
—+00
Y1,R

[ i

oo (22422778

Figura — 6.3: Circuito relativo all’Esempio 6.11.1.

Esempio 6.11.2 Calcoliamo il seguente integrale improprio

+o0
cos T
/ 5 dz .
o T°+4
Osserviamo innanzitutto che la funzione u(z) := cosx/(x? + 4) ¢ integrabile in [0, +00)
in quanto e definita e continua in [0, +00) e nel punto +oo & un infinitesimo di ordine 2

e che, essendo pari, 'integrale considerato ¢ la meta dell’integrale su tutto R.
Consideriamo ora la funzione complessa f : C\ {#2i} — C definita ponendo, per ogni

2 e C\ {£2i},

eiz

J) = 2244

I punti singolari sono {£2i}. Fissiamo R > 2 e consideriamo il circuito ¢g costituito dai
due cammini v, g : [0, 7] = C e 2.5 : [-R, R] — C definiti ponendo

Vl,R(t) = Reit7 te [Ovﬂ-] ) ’72,R(t) = t7 te [_R7 R] :
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Si osservi che il circuito viene percorso in senso antiorario (vedi Figura — 6.4). Dal teorema
dei residui segue

f f(2)dz = 2miRes(f,21)
¢R

(infatti, il circuito considerato contiene al suo interno solamente il punto 2i) e inoltre,
tenendo presente che 27 € un polo del primo ordine, si ha

Res(f,2i) = hm(z—%)f(z):lim( - )

z2—21 z2—2i \ 2 + 21
672

— - —j—

T4 4

Allora, esplicitando gli integrali sui cammini v, g, Y2.r

R it o2 o2
d  gt—omi( =it} =S
/%Rf(z) Z+/Rt2+4 7m< 1 4> 57

1
Poiché lim = 0, dal Lemma di Jordan 6.10.3 segue anche lim / f(z)dz =0,
4 R=teo Jy r

z—00 22 4

e quindi, passando al limite per R — 400, si ottiene

rT=—",

T cosx +isinx p e 2
B 24+ 4 2

o0

da cui, uguagliando parte reale e parte immaginaria,

+oo -2 +oo s
COS T e ST
/—oo x? +4 2 i /—oo x? +4

Infine tenendo conto della parita della funzione integranda

/+°° COS T J e 2
rT=—r.
o x?+4 4

(il valore 0 del secondo integrale era prevedibile in quanto la funzione integranda ¢ dispari).

Esempio 6.11.3 Calcoliamo il seguente integrale improprio

T sinx
dx .
e X

Osserviamo che la funzione u(x) := sinz/x & integrabile (semplicemente ma non asso-
lutamente) in R in quanto ¢ definita e continua in R e all'infinito ¢ un infinitesimo di
ordine 1. Si puo verificare che u non e assolutamente integrabile mentre, posto per k£ € N
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Figura — 6.4: Circuito relativo all’Esempio 6.11.2.

(k+1)m sin

ap = dx, la successione (ax) ¢ infinitesima, a segni alterni e la successione

km xr
(lax|) & decrescente, pertanto si ha:

. —+o0o
T ginx
dr = E ay ,
0 x
k=0

e la serie converge per il Teorema di Leibniz. Analogo ragionamento vale in (—oo, 0].
Consideriamo ora la funzione complessa f : C\ {0} — C definita ponendo, per ogni

z € C\ {0},

eZZ
f(z) = o
L’unico punto singolare ¢ z = 0. Fissiamo r < R e consideriamo il circuito ¢, r costituito
dai quattro cammini vy 5 : [0,7] — C, v,r : [-R,—1] = C, 73, : [0,71] - C e
Yarr : |1, R] = C, definiti ponendo
1.r(t) == Re", te0,7], Yorr(t):=t, te[-R,—r],
Y3.(t) = rel™D e 0,7, Yargr(t) =t, terR].

Si osservi che 73, ¢ percorso in senso orario, in modo che il circuito ¢, r viene percorso
in senso antiorario (vedi Figura — 6.5). Dal teorema dei residui, non essendoci all'interno
di ¢, r punti singolari, segue

f(z)dz=0.

$r,.R

Allora, esplicitando gli integrali sui quattro cammini abbiamo:

—T @it R it
/ f(z)dz—l—/ —dt+/ f(z)dz+/ —dt=0. (6.11.24)
Y1,R -R t V3,r ro 0
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1
Poiché lim — = 0, dal Lemma di Jordan 6.10.3 segue che anche lim f(z)dz =0,

Z2—00 2 R—+o0 .R

mentre, poiché liII(l] z2f(z) = 1, dal Teorema di Jordan sul piccolo cerchio 6.10.2, segue
z—

che / f(z)dz = —im (il segno “~” segue dal fatto che il cammino e percorso in verso
V3,7

—r ez’t T e—is R e—z‘t
/ —dtz—/ ds:—/ .
_R t r —S r t

Quindi, passando al limite per R — +oo e per  — 0 nella (6.11.24) otteniamo:

+ooeit_efz't .
—dt=1m,
0 t

+00 ..

21 sint
/ dt =1,
0

orario). Inoltre

da cui,

t

e infine, tenendo conto della parita della funzione integranda

T ginx
de =1.
o T

s

T\

o r R

Figura — 6.5: Circuito relativo all’Esempio 6.11.3.

Esempio 6.11.4 Calcoliamo il seguente integrale improprio

too ]
/ 087 4.
o x*+1
Osserviamo innanzitutto che la funzione u(z) := logx/(2* + 1) ¢ integrabile in [0, +00)

in quanto in 0 e un infinito di ordine arbitrariamente piccolo e nel punto 400 € un
infinitesimo di ordine, per esempio, maggiore di 3/2.
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Prima di estendere la funzione u ad una funzione di variabile complessa, conviene tener
presente che la funzione logaritmo, che & polidroma, ammette infinite determinazioni per
cui si rende necessario sceglierne una. Come abbiamo osservato nella sezione 6.3.a per
ottenere una determinazione olomorfa del logaritmo si esclude dal piano complesso una
semiretta uscente dall’origine. Scegliamo la semiretta 7 = {z =z + 1y ; * =0, y < 0}
e consideriamo la determinazione log : C \ 7 — C definita ponendo, per ogni z € C\ 7,
log z = log|z| + i con ¥ € argz e ¥ € (—7/2,3mw/2). Tale funzione & olomorfa in C \ 7,
mentre nei punti della semiretta 7, non & neanche continua (come visto nella Sezione
6.3.a). Pertanto per applicare correttamente il teorema dei residui e necessario scegliere
un cammino ¢, z in modo tale che i supporti delle curve considerate non abbiano punti
in comune con 7. Poiché oltre al punto singolare 0 dovuto alla funzione logaritmo vi sono
in ogni caso anche i punti singolari £, possiamo fissare 0 < r < 1 < R e considerare ¢,
costituito dai quattro cammini (gia considerati nell’esempio precedente) vy g : [0, 7] — C,
Yorr i [—R,—1] = C, 73, : [0,7] = C e yypr:[r, R] = C, definiti ponendo

T.r(t) = Re  te0,7], Yorr(t) =t te|[—-R,—r],
Y3, (t) = re™D 0,7, Yarp(t) =t te[rR].

Si osservi che 73, ¢ percorso in senso orario, in modo che il circuito ¢, r viene percorso
in senso antiorario (vedi Figura — 6.6).

A questo punto, con la determinazione del logaritmo scelta in precedenza, consideri-
amo la funzione complessa olomorfa f : C\ (7 U {%i}) — C definita ponendo,

log 2z
22417

1(z) =

Dal teorema dei residui segue
j{ f(2)dz =2miRes(f,1)
Pr.R

(infatti, il circuito considerato contiene al suo interno solamente il punto singolare 7) e
inoltre, tenendo presente che 7 € un polo del primo ordine, si ha

Res(f,1) = lim(z — ) f() = lim (log"‘) _mj2_ T

z—i z—i \ 2 + 1 21 4

Allora, esplicitando gli integrali sui quattro cammini

" log [t| +i B Jogt 2
/ £(2) dz+/ der/ £(2) dz+/ OB gt =i . (6.11.25)
Y1,R —R t2+1 Y3,r r +

log 2

Poiché lim z
2—$00 22 + 1

logz

0, e poiché lim z— = (), dal Teorema sul piccolo cerchio 6.10.2 segue lim f(z)dz =
z—0 24 + 1 r—0 Y3,r

= 0, dal Teorema sul grande cerchio 6.10.1 segue thf / f(z)dz =
o Y1,R
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0, e tenendo conto che

" log [t| +i Rlogt +i
/ 0g||+z7rdt:/ og +Z7rdt
241 et

passando al limite per R — 400 e r — 0, dalla (6.11.25) si ottiene

/+°°loga:+i7rdx+/+°° log = dx:iW—Q
0 2+1 o 241 27

da cui, uguagliando parte reale e parte immaginaria, otteniamo

+ool +o0 2
2/ ;)gx dx =0, / T d:r;zﬂ—.
o r2+1 o r?2+1 2

s

e

Figura — 6.6: Circuito relativo all’Esempio 6.11.4.

Esempio 6.11.5 Calcoliamo il seguente integrale improprio

/*Oo log z
———dx.
0 (ZE —+ 1)2

Nonostante la somiglianza con l'integrale precedente, non possiamo usare lo stesso metodo
perché la funzione presenta un polo doppio sull’asse reale in x = —1. Useremo dunque
un cammino differente. Osserviamo innanzitutto che la funzione u(z) :=logz/(z + 1)? &
integrabile in [0, +00) in quanto in 0 ¢ un infinito di ordine arbitrariamente piccolo e nel
punto +oo ¢ un infinitesimo di ordine, per esempio, maggiore di 3/2.

Questa volta per ottenere una determinazione olomorfa del logaritmo escludiamo dal
piano complesso la semiretta ¥ = {z = x + iy ; * > 0, y = 0} e consideriamo la
determinazione log : C\7 — C definita ponendo, per ogni z € C\7, log z = log | 2|+ con
v € argz e € (0,27). Tale funzione ¢ olomorfa in C\ 7, mentre nei punti della semiretta
7, non ¢ neanche continua (come visto nella Sezione 6.3.a). Scegliamo un cammino ¢, g
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costituito dai cammini vy g : [0,7] = C, y,r : [-R,—1r] = C, 73, : [0,71] - C e
Yarr : |1, R] = C, definiti ponendo

1.r(t) = Re™, tel0,2n], Yorr(t):==R+r—t, terR|,
Yar(t) i= re@m ¢ e 0,2n], Yarr(t):=t, te[rR].

Poiché la determinazione del logaritmo scelta e discontinua sull’asse reale positivo, dovrem-
mo scegliere ¢ > 0 e considerare i cammini v, g(t) e v3 r(t) definiti in [e,27 — €] e
conseguentemente s, g(t) € Y4,r(t) in modo tale da ottenere un circuito, e alla fine
bisognerebbe considerare ¢ — 0%; per semplicita di calcoli, si preferisce porre diretta-
mente ¢ = 0 (vedi Figura — 6.7). Osserviamo inoltre che il circuito viene percorso in
senso antiorario per cui il cammino 7., p(t) € I'opposto del cammino 74, z(t) tuttavia,
per ogni t € [r, R], la funzione logaritmo sul cammino 7, , r(t) assume il valore log t 4 27 i
mentre sul cammino 7y, g(t) assume il valore log ¢, per cui ¢ prevedibile che considerando
la somma dei due integrali lungo 72, r(t) € Y2, r(t) si annulli il termine con la funzione
logaritmo e cio non consente di calcolare l'integrale richiesto. Per evitare tale inconve-
niente, si considera il quadrato del logaritmo nella funzione da integrare e, come si vedra,
otterremo l'integrale richiesto.

s

()

Figura — 6.7: Circuito relativo all’Esempio 6.11.5.

Pertanto, denotata per brevita con log la determinazione della funzione logaritmo
olomorfa in C \ R, si considera la funzione complessa olomorfa f : C\ R, — C definita
ponendo, per ogni z € C\ R,

log? =

f(2) ::m,.
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Dal teorema dei residui, poiché I'unico punto singolare interno al circuito considerato e
—1, segue

j[f(z) dz =2mi Res(f,—1).

Il punto —1 & un polo del secondo ordine per f e quindi

. d , log”z ) 1 ,
Res(f,—1) = Zlgill e ((z +1) G+ 1)2) = Zlgngogz o= —271.

Quindi

R -~ N2 R 2
/ F(2)dz — / (log(r + B — ) + 2mi)” , +/ £(2) dz +/ 80 gt = 4x?.
LR T V3,r T (t + 1)

(r+R—1t+1)2

1 2
Poiché lim z —2 = — 0, dal teorema di Jordan sul grande cerchio segue lim f(z)dz =
z—00 (Z + 1)2 R— iR

0. Analogamente, poiché lir% z2f(z) = 0, dal teorema di Jordan sul piccolo cerchio si ha
z—

anche lim f(2)dz = 0. Infine, ponendo s = r + R — t nel secondo integrale,

r—0 Vi

B /R (log(r + R —t) + 27 i)?
, (r+R—t+1)2

/T (10gs—|—27m')2d _/R (10gs—|—27m')2d
B Y S CR E

R log?s R ogs R 1
= - ds — 4mi ds + 4n? d
[ (s+ 12" “[ G+ ”[ (s+12®

Osserviamo che sommando gli integrali lungo le curve v2, g € Y4, g, si elidono i termini
con log?t e rimane invece il termine con logt che era quello che interessava, da qui I'op-
portunitd di considerare log? z anziché log z nell’espressione della funzione f. Passando
al limite per r — 0" e per R — +oo nelle relazioni ottenute, si ha

T ogt too
—4m'/ Ldt—k@r?/ —dt = 4x?
o (1) o (1)

e confrontando le parti reali ed immaginarie si ottiene

+oo +o0
| atma=o [ et
Y AENTES)E

Concludiamo che l'integrale richiesto ¢ uguale a 0.

dt
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Esempio 6.11.6 Vogliamo calcolare il valore principale del seguente integrale improprio

(0.p) /*oo sinx

Wi -n®

Osserviamo che la funzione u(z) := sinz/((z* + 4)(z — 1)) ¢ integrabile in un intorno dei
punti +00 in quanto € un infinitesimo di ordine 3, tuttavia, la funzione v non & integrabile
in un intorno del punto 1 in quanto in tale punto ¢ un infinito di ordine 1. In questo caso,
se il seguente limite esiste ed e finito

’ /1’" sin & i + /+oo sin & J
im x x
r—0t \J_oo (224 4)(x—1) 1 (@2 +4)(z—1) ’
esso viene denominato valore principale dell’integrale improprio e si pone
oo sinx 1= sin x
p. dr = li d
(”p)/oo @+ )z -1 TE&(/O@ @+ )z -1
oo sin
+ dx | .
/l-I-r (22 +4)(z — 1) )

Consideriamo ora la funzione complessa olomorfa f : C\ {1, £2i} — C definita ponendo,
per ogni z € C\ {1, £2i},

D -1)

Tenendo conto che i punti singolari della funzione sono 1 e 4+2i, si possono ora fissare
0 <r <1ledR > 2e considerare il circuito ¢ costituito dai quattro cammini (vedi
Figura - 6.8) v1r : [0,7] = C, 2,1 : [-R,1 —7] = C, 73, : [0,7] =& C e yu,p :
[1+4 r, R] — C, definiti ponendo

f(z) =

71,R(t) = Reit7 te [077T] ’ VQ,T,R(t) =t, te [_Rv 1 - ’I“] )
,}/3,1"('[;) =1+ rei(ﬂ'it) ) le [Oa 7T] ) 74,1“,R(t) = tv S [1 + r, R] .

(osserviamo che il cammino 73, € percorso in senso orario in modo da rispettare il verso
antiorario di ).

Dal teorema dei residui, poiché I'unico punto singolare interno al circuito considerato
e 21, segue

%f(z) dz = 27mi Res(f,21).

Il punto 2z € un polo del primo ordine per f e pertanto

. . . . eiZ 672
Res(f,2i) = lim (2 — 20) f(2) = lim. +20)(z—1) 4i(2i—1)
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—
— [ \_—>

1-r 1+r R

Figura — 6.8: Circuito relativo all’Esempio 6.11.6.

Quindi

[ fere+ [ e

R eit
’ / st |
T w2+ 1)

T 2e2(2i—1) 102

Poiché lim 1/((2* 4+ 4)(z — 1)) = 0, dal lemma di Jordan segue

Z—r00

li dz =
dn | siee

inoltre, poiché lirri(z —1)f(2) = €' /5, dal teorema di Jordan sul piccolo cerchio si ha
Z—

imel

lim / f(z)dz=—
r—0t Y3, )

(il segno negativo e giustificato dal fatto che il cammino considerato & 'opposto di quello
considerato nel teorema di Jordan). Passando al limite per R — 400 e per r — 07 nelle
relazioni ottenute, si ha

+o0 elt el 2% 1
(v.p.)/ dat =" _ @it )
. ExiE-1) 5 102
Poiché ‘
ime w2 +1) 2e?sinl + 1 e?cosl —1
= T— + 21—,

5  10e? 10 e2 102



144 Capitolo 6. Analisi Complessa

uguagliando le parti reali ed immaginarie, si ottiene

> t 2e?sinl + 1
(v.p.)/ €08 dt = —WL—i_ ;

L EFA)(E—1) 102
o0 sint e2cosl —1
D. dt =27 — .
(“1’)/_00 @+ 4)(t—1) T 0

Esempio 6.11.7 Con il Teorema dei residui e possibile calcolare integrali di funzioni
razionali di funzioni trigonometriche sull’intervallo [0, 27| senza dover ricorrere alle sosti-
tuzioni parametriche. Vogliamo ad esempio calcolare

2w
dt
| it
0 2+sint

Esprimendo il seno mediante I’esponenziale complesso, abbiamo:

L 2 o 2iet
2+ sint  4i+ett—e—it  4jeit 4 e2it —]

= f(e") et

dove la funzione f ¢ data da
2

fz) = 224+ 4iz—1"

I due poli semplici di questa funzione sono —2i 4 iy/3. Possiamo interpretare l'integrale
assegnato come l'integrale sulla circonferenza unitaria -, della funzione f. Solo il polo
(=2 4 /3)i ¢ interno al circuito, percio:

27 dt | |
/0 2remt f f(2)dz =27 i Res(f, (=2 + V3)i).

Calcolando il residuo troviamo:

2 1
Res(f, (=2 +V3)i) =  lim =
(£ )9 s (—24v3)i 2 + (24 \/§)z iv3

/27r dt 27
—dt = —.
o 2+sint V3

Esercizi 6.11.8 Verificare i seguenti risultati, utilizzando il Teorema dei residui:

pertanto

+oo 2
L. / ;/fl dx = %7‘[‘ (utilizzare un cammino come in Figura — 6.7).
o T

o Vz(@+1)
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+oo
3./ cos(az) , :%e—aﬁ, a>0, >0,

- TP

oo 1 T
4. (v.p.)/oO (x+1>($2+1)da¢:§.

27 1
5./ - dx=V2r.
0

1 +sin’z



CAPITOLO 7

CENNI DI TEORIA DELLA MISURA

In questo capitolo accenniamo ad una estensione della teoria della misura e dell’inte-
grazione esposte nel Capitolo 5 che verranno utilizzate negli ultimi due Capitoli e verranno
poi riprese nella Laurea Specialistica. I principali vantaggi di questa teoria, tra 1’altro,
consistono nell’esistenza di teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale e di
integrazione per serie piu generali di quelli visti nella teoria di Riemann. Questa teo-
ria e stata sviluppata agli inizi del 1900 principalmente dal matematico francese Henri
Lebesgue (1875-1941).

7.1 La teoria della misura secondo Lebesgue

Presentiamo la teoria direttamente nel caso n dimensionale. Definiamo la misura
degli n-intervalli di R". Siano a = (ay,...,a,), b = (b1,...,b,) € R" tali che, per ogni
j=1,... ,nrisulti a; < b;. La misura m([ay, b1] X - -+ X [an, b,]) dell'n-intervallo ¢ definita
ponendo

m([ay, by] X -+ X [an, by H (b; — a )

J=1

La misura degli altri n-intervalli (aperti o semiaperti) viene definita allo stesso modo.
Come abbiamo visto nel Capitolo 5 un sottoinsieme P di R™ viene denominato plurin-
tervallo se si puo rappresentare almeno in un modo come unione di un numero finito di
n-intervalli. Un plurintervallo viene denominato aperto (rispettivamente, chiuso, semia-
perto a sinistra oppure semiaperto a destra) se si puo rappresentare come unione di un
numero finito di n-intervalli aperti (rispettivamente, chiusi, semiaperti a sinistra oppure
semiaperti a destra). L’insieme di tutti i plurintervalli di R” viene denotato con P(R™).
Quindi, se P ¢ un plurintervallo, esistono Ji,. .., J, n-intervalli di R" tali che

o U
h=1

146
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si puo dimostrare che conseguentemente esistono un numero finito di n-intervalli Iy, ..., Iy
a due a due a parti interne disgiunte e tali che

N
P=|]JI.
h=1
Si pone allora
N
m(P) = _m(I).
h=1

La definizione precedente non dipende ovviamente dagli intervalli 1, ..., Iy con interni
a due a due disgiunti ed aventi P come unione. Una volta definita la misura dei plurin-
tervalli, si puo definire la misura esterna p*(A) di ogni sottoinsieme A C R™ ponendo

p(A) = inf {Z m(Py) 5 (Pu)ren C P(R™), AC U Ph} ;

heN heN

con la convenzione p*(A) = +o00 se ognuna delle serie a secondo membro ¢ divergente.
Un sottoinsieme limitato A C R” viene denominato misurabile se, per ogni € > 0, esiste
un plurintervallo P € P(R") tale che p*(AAP) < e.! Un insieme A illimitato si dice
misurabile se per ogni 7 > 0 sono misurabili gli insiemi limitati A N B,(0). Se A & un
sottoinsieme misurabile di R"™ si definisce la sua misura di Lebesgue m(A) := p*(A). Tra
le proprieta notevoli della misura di un sottoinsieme di R" si segnalano le seguenti

Proposizione 7.1.1 (Proprieta degli insiemi misurabili e della misura)
1. L’insieme vuoto é misurabile e m(0)) = 0. R™ é misurabile e m(R™) = +o0.

2. Se A e B sono sottoinsiemi misurabili di R™ tali che A C B, risulta che B\ A ¢
misurabile e m(B\ A) = m(B) —m(A).

3. Se (Ap)nen € una successione di insiemi misurabili a due a due disgiunti di R",

allora U A, e misurabile e
heN

m <l~J‘4h) = 2{:7ﬂ(14h).
heN heN
4. Se (Ap)nen € una successione di insiemi misurabili allora U A e ﬂ A, sono

heN heN
masurabili. Inoltre

m (U Ah> <> m(Ay).

heN heN

'Ricordiamo che la differenza simmetrica di due insiemi AAB ¢ data da (A\ B)U (B\ A).
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5. Gli instemi aperti e gli insiemi chiust sono misurabili.

Un concetto importante della teoria della misura considerata riguarda la definizione di
insieme di misura nulla o trascurabile, che € un sottoinsieme misurabile di R™ avente
misura esterna nulla. Poiché ogni sottoinsieme N C R™ avente misura esterna nulla e
misurabile, si puo dire che un sottoinsieme N di R™ ha misura nulla se e solo se, per ogni
e > 0, esiste una successione (Py)xen di plurintervalli tale che

NclJp., D mp)<e.

heN heN

Inoltre, poiché ogni plurintervallo € unione di un numero finito di n-intervalli, la condizione
precedente ¢ equivalente a richiedere che, per ogni ¢ > 0, esista una successione (I, )nen

di n-intervalli tale che
Ncln, D m)<e.
heN heN

Ad esempio, si vede facilmente che il seguente sottoinsieme di R"
D:=1[0,1"nQ"

e misurabile ed ha misura nulla mentre non e misurabile secondo Peano-Jordan. Infatti,
D ¢ numerabile e quindi si puo scrivere D = U{ah}, con ap € [0,1]" N Q™. Per ogni

heN
€ > 0 e per ogni h € N, si consideri I'n-intervallo

Iy, = [any — Opyan1 + 0n) X - X [ann — On, Gy + Op)

{/e 5 5

dove oy, = SGrnr la cui misura ¢ ovviamente m([) = (20,)" = 2" el = ghil
Risulta quindi D C U I e
heN

Smll) =3 g =<

heN heN

da cui, per I'arbitrarieta di e > 0, segue m(D) = 0.

La definizione di insieme di misura nulla consente di introdurre le proprieta quasi
ovunque (q.0.) verificate. Se E & un sottoinsieme di R" e se per ogni z € E & assegnata
la proprieta P(z), si dice che P & quasi ovunque vera se esiste un sottoinsieme N C E di
misura nulla secondo Lebesgue tale che la proprieta P(x) sia vera per ogni © € E \ N.
Pertanto, ad esempio, se f, g : E — R sono funzioni reali, si dice che f = g quasi ovunque
(brevemente f = g q.0.) se I'uguaglianza f(z) = g(z) vale per ognix € E\N,con N C E
di misura nulla.
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7.2 Funzioni misurabili e sommabili

Consideriamo all’inizio funzioni definite su tutto R™.

Definizione 7.2.1 (Funzioni misurabili) Sia f : R" — R. Diremo che f ¢ misurabile
se per ogni t € R Uinsieme f~1((t,+00)) = {x € R™ : f(x) >t} & misurabile. A volte
indicheremo per brevita tale insieme con {f > t}.

Tutte le funzioni continue su R™ sono misurabili in quanto {f > t} e aperto. Altri
esempi di funzioni misurabili sono dati dalle funzioni caratteristiche di insiemi misurabili.
Ricordiamo che se I/ € un arbitrario sottoinsieme di R", si denota con xp : R" — R la
funzione caratteristica di £ definita in (5.2.2).

Proposizione 7.2.2 Siano f,g funzioni misurabili. Allora sono funzioni misurabili le
funzioni aof + Bg, f - g, la funzione fV g = max{f, g}, la funzione f A g = min{f, g}.
Inoltre, se (fn)n € una successione di funzioni misurabili convergenti q.o. a f, anche f é
misurabile. Infine, se f & misurabile e {f # g} é trascurabile, anche g ¢ misurabile.

Definizione 7.2.3 (Funzioni semplici) Indicheremo con S, (R™) l'insieme delle fun-
ziont semplici positive, cioe linsieme delle funzioni esprimibili nella forma

Mz

ap XEh
h=1

con ay,...,ay numeri realt positivi e Fr, ..., En maisurabili.

Osserviamo che tutte le funzioni semplici sono misurabili. La rappresentazione come com-
binazione lineare di funzioni caratteristiche non & certo unica. B facile vedere che, au-
mentando se necessario il numero degli addendi, ogni funzione semplice e rappresentabile
nel seguente modo

Mz

an Xg, (r) con EyNE, =0 per h#k. (7.2.1)
h=1

Definizione 7.2.4 L’integrale secondo Lebesque di una funzione semplice f ¢é definito
dalla formula

N
f(z)dx = Z ap m(Ep)
Re h=1
ove ay, e Ej, sono scelti in modo che valga (7.2.1).
Naturalmente I'integrale non dipende dalla rappresentazione (7.2.1) prescelta. Estendi-

amo ora l’operazione di integrazione ad una classe pit ampia di funzioni. Premettiamo
un risultato di approssimazione che giustifica la definizione.
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Proposizione 7.2.5 Sia f > 0 misurabile. Allora esiste una successione di funzioni
semplici (fn) con fr, < f convergente q.o. ad f.

Possiamo ora definire I'integrale di Lebesgue di una funzione positiva.

Definizione 7.2.6 Sia f misurabile e positiva. Allora poniamo

f(fff)dx:sup{/ g(x)dr ; g€ Sy, géf}.
- .

Notiamo che I'integrale di una funzione misurabile positiva € ben definito, ma puo essere
+o00. Inoltre, si vede facilmente che se f € S, il suo integrale coincide con quello gia
definito.

In generale, se f & misurabile (e di segno qualunque), consideriamo la parte positiva
ft = max{f,0} e la parte negativa f~ = max{—f,0} di f, per cui f = f* — f~.
L’integrale di f* e f~ ¢ definito nella Definizione 7.2.6. Se f* ed f~ hanno integrale
finito poniamo

flx)de = | fH(x)de— | [ (z)dz.
R" R" R"

Diremo che f e sommabile in R™ se € misurabile e la parte positiva e la parte negativa
hanno entrambe integrale finito. Poiché |f| = f™+ f~ se una funzione ¢ sommabile anche
il suo valore assoluto lo e.

Tutte le funzioni limitate, misurabili, nulle fuori di un limitato sono sommabili. La

funzione f : R\ {0} — R definita da f(z) = — ¢ misurabile ma non sommabile.

Consideriamo ora l'integrale su un insieme misurabile £. Dato un insieme misurabile
E CR"e f:R"— R misurabile diremo che f & sommabile in E se f - xg ¢ sommabile
in R". In tal caso porremo

[1@dr= [ re)wds.

In pratica si integra la funzione che vale f(z) su E e 0 sul complementare di £. L’insieme
delle funzioni sommabili in F verra indicato con L'(FE).
Elenchiamo in un Teorema le proprieta delle funzioni sommabili.

Teorema 7.2.7 Sia E C R" misurabile. L’insieme delle funzioni sommabili in E é uno
spazio vettoriale. Inoltre valgono le proprieta

1. (Linearita)
[ @s@)+oendr=a [ fas+s [ gy,

2. (Monotonia)
f>9g = [Ef(x)da:Z/Eg(x)dx.



7.2. Funzioni misurabili e sommabili 151

3. (Indipendenza da insiemi di misura nulla) Se f € LY(E) e m({ f(z) # g(x)}) =0

allora g € L'(E) e
/Ef(a:) dx = /Eg(a:) dx .

4. (Disuguaglianza tra il modulo dell’integrale e l'integrale del modulo)

/Ef(x)dx S/EIf(x)|dx.

Osserviamo che, com’e naturale aspettarsi, se una funzione e integrabile nel senso di
Riemann allora e integrabile anche nel senso di Lebesgue e i due integrali hanno lo stesso
valore. Questa proprieta non vale se si considerano gli integrali impropri visti nel corso

di Analisi Matematica I. Infatti la funzione

¢ integrabile in senso improprio (vedi

x
I'esempio 6.11.3) ma non ¢ integrabile secondo Lebesgue.
Vediamo ora sotto quali condizioni vale I'implicazione

h—f = 1i}rbn/th(x)dx:/Ef(a:)d:U.

Vedremo che in molti casi la sola convergenza puntuale della successione implica la
convergenza degli integrali.

Teorema 7.2.8 (Teorema della convergenza dominata o di Lebesgue) Sia E C
R" un insieme misurabile e (fy), C L'(E) una successione convergente puntualmente a
f:E — R per qo. v € E. Supponiamo che esista una funzione g € L'(E) tale che
|fn(2)| < g(x) per qo. v € E, Yh € N. Allora f € L*(E) e si ha

Osservazioni 7.2.9

1. Il teorema della convergenza dominata puo essere falso se non vale 'ipotesi | f(z)| <
g(z): sia ad esempio f,(x) = h*re™™ per x € [0,+00). Allora f;, converge

+00
puntualmente a zero in [0, +00) ma / frn(x)de = 1.
0

2. Dal Teorema 7.2.8 si dimostra che se esista una funzione g € L'(F) tale che

N

> fal)

h=1

<g(x), VYreE, VN>1,
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+oo
e la serie E fn(x) converge puntualmente q.o. allora essa ¢ sommabile e vale la
h=1

formula di i;1tegrazione per serie
+oo +oo
/ (th(@) d:c:Z/ fola) de.
E \h=1 h=1"FE

Concludiamo il paragrafo con lo studio della dipendenza di integrali rispetto a parametri.
Sia A C R™ un aperto, £ C R™ un insieme misurabile e sia f(t,z) : A x E — R. Sup-
poniamo che per ogni t € A la funzione # — f(¢, ) sia sommabile in E. E allora definita
la funzione

F(t):[Ef(t,x)d:E, te A

Il problema che affronteremo in questo paragrafo ¢ quello della regolarita di F' in funzione
di quella di f. Incominciamo dalla continuita:

Teorema 7.2.10 Supponiamo che t — f(t,z) sia continua in A per quasi ogni x € E ed
esista una funzione g € L'(E) tale che

lf(t,z)| < g(z) Vite A,z € E. (7.2.2)
Allora F' ¢ continua in A.

Passiamo ora allo studio della regolarita C*:

Teorema 7.2.11 Supponiamo che t — f(t,x) sia di classe C* in A per ogni x € E ed
esista una funzione g € L'(E) tale che

10
()] + ) a—tf@,x) <g(z), VteAzeckE. (7.2.3)
=117
Allora F ¢ di classe C' in A e
oFr of .

Nel caso m = 1 possiamo anche supporre che 'insieme di integrazione dipenda da t:
B(t)
F(t) = / f(t,z)dz,
a(t)

con «, §§ funzioni di classe C*. Allora F(t) = G(t, a(t), 3(t)) con G(t,u,v) = [ f(t,z) dx.
Se f ¢ continua nelle variabili (t,z) e C' nella variabile ¢ abbiamo (si usa il teorema
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fondamentale del calcolo integrale)

Gi(t,u,v) = /U fi(t, x) dx
Gu(t,u,v) = —f(t,u)
G,

~~

t,u,v) = f(t,v)

quindi dal teorema di derivazione della funzione composta otteniamo
FI(t) = Gi(t, at), B(1)) + Gult, a(t), B) o (t) + Gu(t, o), B(1)) ()
B(t)
= [, FE 0B FO ~ fla®) )

7.3 Spazi L’(F)

Prima di esporre alcuni elementi della teoria degli spazi LP(FE) richiamiamo alcune
nozioni a cui abbiamo gia accennato nel Capitolo 1 a proposito di R™.

Ricordiamo che se V' & uno spazio vettoriale su K (con K = R oppure K = C), una
funzione || - || : V' — R si dice norma su V' se verifica le seguenti proprieta, per ogni
u,veVelek,

L ulf =20, flu =0 < u=0,
2 | dal] = A el
3. [lu+ ol <l + o]

In questo caso la coppia (V, || - ||) viene denominata spazio normato su K. Dalla norma si
puo sempre dedurre una distanza, cioe una funzione d : V' x V' — R verificante le seguenti
proprieta, per ogni u, v,z € V,

1. d(u,v) >0, d(u,v) =0 & u=wov,
2. d(u,v) = d(v,u),
3. d(u,z) < d(u,v) +d(v, 2).

Nel caso degli spazi normati basta infatti porre, per ogni u,v € V', d(u,v) := ||lu—wvl|. Tale
distanza viene denominata distanza dedotta dalla norma || - || e la coppia (V,d) diventa
uno spazio metrico. Negli spazi metrici viene definita in modo naturale la convergenza di
successioni. Infatti, una successione (up)pen di elementi di V' e convergente verso u € V/
se

lim up=u <= Ve>0, v eN : Vh>v : dlupu) <e.

h—+o00
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Inoltre, si dice che la successione (uy)pey verifica la condizione di Cauchy se
Ve>0, veN : Vhk>v : dlup,ug) <e.

Ovviamente, ogni successione convergente verifica la condizione di Cauchy, mentre il
viceversa non vale in generale. Uno spazio metrico (V,d) si dice completo se ogni succes-
sione di Cauchy ¢ convergente. Uno spazio normato (V|| - ||) si dice spazio di Banach se
€ uno spazio metrico completo munito della distanza dedotta dalla norma.

In tutto il seguito verranno identificate le funzioni che sono quasi ovunque uguali.
Inoltre considereremo funzioni a valori reali ma si potrebbero facilmente considerare fun-
zioni a valori complessi. Siano F un sottoinsieme misurabile di R” e 1 < p < 400. Lo
spazio LP(FE) viene definito come segue

LP(E) :={u: E— R; |uf’ ¢ sommabile }.

Lo spazio vettoriale (reale se si considerano solamente funzioni a valori reali, altrimenti
complesso) LP(FE) ¢ munito della seguente norma, per ogni u € LP(F)

1/p
w|| e == (/ |ul? dx) :
E

Una funzione v : E — R si dice essenzialmente limitata se esiste un sottoinsieme
N C FE di misura nulla tale che u ¢ limitata in £\ N (quindi, u € limitata quasi ovunque).
In definitiva, le funzioni essenzialmente limitate sono quelle che coincidono quasi ovunque
con una funzione limitata. Se u : £ — R e una funzione essenzialmente limitata, si
definisce estremo superiore essenziale di u il numero reale

l|u||p =supessu:=inf{ M : |u(z)| < M,Vre E\N,m(N)=0}

Lo spazio vettoriale di tutte le funzioni essenzialmente limitate su E viene denotato con
L>(E). Lo spazio (L*(E), | - ||=) ¢ uno spazio normato.

Seguono ora alcune proprieta essenziali degli spazi (LP(E), || - ||r») con 1 < p < +o0.
Se 1 < p < 400, si definisce coniugato di p, il numero reale p’ che verifica la condizione

Ovviamente 1 < p’ < +o00 e p’ = p/(p — 1). Inoltre, anche 1 e 400 si dicono coniugati.
Si osservi che I'unico numero coniugato con sé stesso € 2. Enunciamo un teorema che
ci permette di stimare il prodotto di due funzioni.

Teorema 7.3.1 (Diseguaglianza di Hoélder) Siano 1 < p, p’ < 400 coniugali e u €
LP(E), v € LP(E). Alloraw-v € L*(E) e inoltre

/ vl de < [lulloo o]l -
E
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Osservazione 7.3.2 Notiamo che dal Teorema precedente si ottiene che, se F ha misura
finita e r < s allora L*(F) C L"(E). Infatti se f € L°(E) scegliamo u = f", v =1¢
p = s/r. Allora risulta che u € LP(E), v € L¥(E) e

1/p ) 1/p
J T el de < (/ |u|de) (/ of d:v)
E FE F

= || £l m(E)

da cui )

11

[l < ([ fllze (m(E)) = .

In generale nulla si puo dire se £ ha misura infinita. La funzione ] f
1

(1+22)y/]a]

La proprieta seguente in realta ¢ stata gia utilizzata affermando che (LP(E), || - ||z») €
uno spazio normato, in quanto esprime proprio la terza proprieta della norma.

appartiene a
22

L*(R) ma non a L'(R). La funzione appartiene a L'(R) ma non a L?(R).

Teorema 7.3.3 (Diseguaglianza di Minkowski) Sianol <p < 4oo eu,v € LP(E).
Allora (u+v) € LP(E) e
lu+ollze < flullze + (0] v -

La distanza dedotta dalla norma || - || z» viene denotata con d,, quindi, per ogni u,v €
LP(E), dy(u,v) := ||u — v|[z». Pertanto, se 1 < p < 400 una successione (ug)ren di
elementi di LP(F) converge verso u € LP(FE) se

Ve>0,weN :Vk>v : /]uk(x)—u(x)]pdx<€,
E

ossia

h—+o00

lim / g () — ()P dz = 0.
E
Se p = 400, la condizione precedente diventa
Ve>0,Fv eN :Vk>v : supess|u, —u| <e.

La stessa successione verifica la condizione di Cauchy se
Ve>0,3veN :Vk,h>v / lug(x) — up ()P dx < e,
E
per 1 < p < 400, mentre

Ve >0,qv €N :Vk,h>v @ supess|u, —up| < e,

se p = +00. Una proprieta importante relativa alla convergenza negli spazi LP(F) ¢ data
dal seguente risultato.
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Teorema 7.3.4 Per ogni 1 < p < +oo, (LP(E),|| - ||z») ¢ uno spazio di Banach.

Pertanto, ogni successione di Cauchy in LP(E) risulta convergente in norma L.
Osserviamo infine che la convergenza nella norma L” non implica quella quasi ovunque,
ma esiste una sottosuccessione che converge q.o. in E.

Esempi 7.3.5

1. Sia @ > 0 e si consideri la funzione u : [0;1] — R definita ponendo, per ogni
x €)0,1],

(si osservi che ¢ sufficiente definire le funzioni in L? a meno di un insieme di misura
nulla, in quanto le funzioni che differiscono in insiemi di misura nulla vengono
identificate). Ovviamente, risulta

1
J
se e solo se ap < 1 e quindi uw € LP([0,1]) se < 1/p, mentre u ¢ LP([0,1]) se

a > 1/p. Se p = +o0, si verifica direttamente che u ¢ L*°([0, 1]) in quanto u non &
essenzialmente limitata.

p
dr < +00

mOé

2. Sia a > 0 e si consideri, per ogni k > 1, la funzione
ug(x) == k®Xpa/m(z), xeR.

Allora risulta ovviamente u; € LP(R) per ogni 1 < p < +00 ed inoltre, se 1 < p <
+00,

1/k Lop .
fonllyy = [ ke = S e

mentre
H'LLkHLoo = ka .

Pertanto, la successione (uy)g>1 non ¢ convergente in norma L mentre, se 1 < p <
+00, la successione (ug)r>1 converge alla funzione nulla nella norma L? se e solo se
ap—1<0,cioe se p < 1/a.

7.4 Spazi di Hilbert e prodotto scalare in L*(F)

La teoria di cui presentiamo i primi elementi e sta sviluppata dal matematico tedesco
David Hilbert (1862-1943) ed ha avuto un ruolo molto importante nella formulazione
della Meccanica Quantistica.

Sia H uno spazio vettoriale su K, dove K = R oppure K = C. Si dice che una funzione
(-,-) : Hx H — K & un prodotto scalare su H se verifica le seguenti condizioni:
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1. Perogniz € H : (x,z) > 0 einoltre (z,z) =0 <— =0,

2. Perogni z,y € H : (z,y) = (y,2),

3. Perogni x,y,z€ H : (x+vy,z2) = (x,2)+ (y,2),

W

. Perognize HeAeK : (Az,y) = A(z,y).

Assegnato un prodotto scalare, si puo definire una norma su H ponendo, per ogni z € H,

[l == vz, )

Si verifica facilmente che || - || ¢ una norma su H, denominata norma dedotta dal prodotto
scalare. Si dice che (H, (-,-)) ¢ uno spazio di Hilbert se lo spazio normato (H, || -||) munito
della norma dedotta dal prodotto scalare e uno spazio di Banach.

Assegnato uno spazio normato (V|| -]|), ci si puo chiedere se esiste un prodotto scalare
su V tale che la norma da esso dedotta coincida con quella originaria di V. La risposta
a tale domanda e affermativa se e solo se la norma di V' verifica la seguente regola del
parallelogramma

Yo,y €V tllz+yll* + llz — ylI* = 2= + Iy [I*) -

Nel caso degli spazi LP(FE), con E sottoinsieme misurabile di R™, si puo riconoscere che la
regola del parallelogramma ¢ valida se e solo se p = 2. Pertanto L?(E), usando il Teorema
7.3.1, puo essere munito di un prodotto scalare per cui risulta uno spazio di Hilbert. Il
prodotto scalare (-,-) : L?(E) x L*(E) — C ¢ definito ponendo, per ogni u,v € L*(F),

Per ogni 1 < p < 400, si puo considerare lo spazio 7 delle successioni p-sommabili
definito come segue

+o0
= {(ak)keN eCN : Z lagP < —I—oo} .

k=0
Si pone inoltre

> = {(ak)keN cCY :suplap| < —I—oo} .
keN

Si riconosce facilmente che P ¢ uno spazio di Banach munito della norma

+o0 1/p
[(ar)kenller == (Z |ak|p> se 1l <p<+oo, |(ar)kenle= = iup |ag| .
k=0 e
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Anche in questo caso la norma || - || deriva da un prodotto scalare solamente nel caso
p = 2, in £? il prodotto scalare & definito nel modo seguente:

+oo

((ar)ren, (br)ren) = Z ay - by .

k=0

Lo spazio (¢2,(-,-)) risulta uno spazio di Hilbert. Oltre agli esempi di spazi di Hilbert
considerati, conviene tenere presente che anche K" e uno spazio di Hilbert munito del
prodotto scalare

per ogni = (x1,...,2,) € K" e y = (y1,...,yn) € K. 1l prodotto scalare (x,y) in K"
viene spesso brevemente denotato con x -y e la norma da esso dedotta semplicemente con
Rt

Si consideri ora un arbitrario spazio di Hilbert (H, (-,-)). Si dice che una successione
(ug)ken di elementi di H € una base hilbertiana di (H, (-,-)) se verifica le seguenti proprieta:

1. (ug)ren € un sistema ortonormale, cioe, per ogni h, k € N,

1 seh=k
(up, ug) = opr {O s h+ k.

2. (ug)ren € un sistema di generatori di H, cioé per ogni u € H, esiste una successione
(a)ken di elementi di K tale che

“+o00

u = Z ag U, . (7.4.5)

k=0

Se (ug)ken © una base hilbertiana di (H, (-, -)), per ogni u € H, la successione (aj)ren di
elementi di K verificante la (7.4.5) ¢ unica ed ¢ data da

ak:<u7uk>7 keN.

Pertanto
—+o0

uzZ(u,uk)uk.

k=0

Valgono inoltre la seguente uguaglianza di Bessel

lul® = laxf?

k=0
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e l'uguaglianza di Parseval
+o0 o
(u,v) = Zakbk, ap = (u,ug) , by = (v, uy) .
k=0

Nello spazio di Hilbert (L*([0,27]), {,-)), una base hilbertiana ¢ costituita dalla succes-

sione (ug)rez, dove per ogni k € Z, la funzione uy, : [0,27] — C & definita ponendo, per
oikt

Nors

ogni t € [0,27], ux(t) :=



CAPITOLO 8

TRASFORMATA DI FOURIER

In questo capitolo introduciamo la trasformata di Fourier e ne enunciamo le princi-
pali proprieta. Questa trasformata, oltre a consentire di risolvere numerose equazioni
differenziali della fisica matematica per cui fu introdotta dal matematico francese Joseph
Fourier (1768-1830), ¢ ampiamente utilizzata nella teoria dei segnali continui per real-
izzarne 'analisi e la sintesi. La sua versione discreta (cioé per successioni invece che
per funzioni) ¢ diventata particolarmente utilizzata da quando, negli anni 1960, & stata
introdotta la Trasformata di Fourier Rapida (FFT).

Studieremo la Trasformata di Fourier negli spazi L'(R™) ed L?(R"), rimandando a corsi
successivi I’estensione a spazi di funzioni generalizzate, dette distribuzioni e la trattazione
del caso discreto.

In tutto il Capitolo si considerano funzioni v : R™ — C (in alcuni casi ci soffermeremo
sun=1)

8.1 La Trasformata di Fourier in L'(R")

Sia u € L'(R™). Si definisce trasformata di Fourier di u, e si denota con F(u) (oppure
semplicemente con @), la funzione F(u) : R" — C definita ponendo, per ogni £ € R,

Flu)(©) == / ula) e do (8.1.1)

Si osserva innanzitutto che l'integrale a secondo membro ha senso in quanto u € L'(R")
ed inoltre, per ogni z,& € R", |[e ¢ | = 1.
La trasformata di Fourier ¢ lineare, nel senso che, se u,v € L'(R") e se A € C, si ha

F(u+v) = F(u)+ F(v), F(Au) = AF(u),

come segue direttamente dalla linearita dell'integrale in (8.1.1). Dalla (8.1.1), si ottiene
subito, per ogni u € L'(R") e £ € R,
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Pertanto, se u assume valori reali, si ha

Osservazione 8.1.1 Nel caso n = 1, tenendo presente che l'integrale su R di una
funzione dispari e nullo, si ottengono le seguenti proprieta:

1. Se u € L'(R) ¢ pari, allora F(u) ¢ pari,

2. Se u € L'(R) ¢ dispari, allora F(u) ¢ dispari,

3. Se u € L'(R) ¢ reale e pari, allora F(u) ¢ reale e pari,

4. Se u € L'(R) ¢ reale e dispari, allora F(u) ¢ immaginaria pura e dispari.

Infatti, per quanto riguarda la proprieta 1., e sufficiente osservare che, per ogni £ € R,
F(u)(=¢) = / u(zx) cos(—x - &) dr = / u(x) cos(x - &) dx = F(u)(§) .
R R

e quindi F(u) ¢ pari e tenendo presente che la funzione coseno ¢ pari, si ha inoltre

F(u)(§) = 2/0 N u(z) cos(z - &) dx.

Analogamente, si dimostra la seconda proprieta e, in tal caso si ha

Flu)(-¢) = -2 [

R

w(z) sin(—z - €) dz = 2i / (@) sin(z - €) dz = —F(u)(€) .

R

Per quanto riguarda le proprieta 3. e 4., basta tener presente le espressioni gia fornite
della parte reale e della parte immaginaria di F(u)(§) ed applicare le proprieta 1. e 2.

Enunciano ora alcune regole algebriche di trasformazione.

1. (Cambiamento di scala) Sia A = (apx) , h,k = 1,...,n una matrice n X n non
singolare. Allora A definisce la trasformazione xr — A - x di R™ in sé; precisamente,
per ogni x = (z1,...,1,) € R" si pone

n

(A . I)h = Z ApkpT -

k=1
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Sia ora u € L'(R") e definiamo la funzione v(z) := u(A-z) per ogni z € R". Allora
v € L'(R") ed inoltre, per ogni & € R™,

F(u)(A™"-¢)

F)€) = =P

dove A~T denota 'inversa della trasposta della matrice A. Infatti, posto y = A - x,
si ha

PKu@4~x)X§):t/‘sz-x)eimgdx

n

1 o
= JdetA] Jq uly) eV dy
1 o F(u)(AT - €)
— (A8 oy =
aeta] )., Mwe Y [det A

Nel caso particolare in cui n = 1, la proprieta precedente si puo esprimere come
segue, per ogni a # 0,

Flu(az))(€) = = F(u) (é) . VeeR.

lal

(Traslazione) Se u € L'(R™) e se a € R", allora la funzione u(x — a) & ancora in
LY(R™) e si ha, per ogni & € R,

Flu(z —a))(€) = e Fu)(&).
Infatti, posto y = x — a, si ha
Fu(x —a))(€) = /n uw(z —a)e ™ dr
= / uly) e dy

=o't / ufy)eE dy = e Fu)(€).

(Modulazione) Se u € L'(R") e se a € R", allora la funzione €™* y(z) & ancora in
LY(R™) e si ha, per ogni & € R™,

F (e u(@))(§) = F(u)(§ —a).

Se u € L'(R") e se a € R", allora la funzione u(z) cos(a - x) ¢ ancora in L'(R") e
si ha, per ogni £ € R",

F(u(z) cos(a-x))(§) = 5(F(u)(§ —a) + F(u)(§ +a)).
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5. Seu € L'(R") e se a € R", allora la funzione u(z) sin(a - x) ¢ ancora in L'(R") e si
ha, per ogni £ € R",
1

F(u(@) sin(a - 2))(€) = o

(Fu)(§ —a) = F(u)(€ +a)).

Le proprieta 3, 4 e 5 precedenti si dimostrano procedendo come nelle proprieta 1 e 2.
Seguono a questo punto alcune proprieta di regolarita della trasformata di Fourier.

1. Per ogni u € L'(R™), si ha F(u) € CO(R™) N L>®(R") ed inoltre || F(u)||r= < ||ul|p:-
Infatti, I'ultima stima segue dal fatto che | e~ | =1 e pertanto
IF (u)l| e = sup

/ u(z)e ¢ da
SeR "

<swp [ fula)] e do = .

¢eRn

2. (Lemma di Riemann-Lebesgue) Per ogni u € L'(R"), si ha

lim F(u)(§)=0.

¢ =00

Dalle proprieta precedenti segue che F(u) € Cy(R"™) (cioe ¢ infinitesima all’infinito) e
quindi la trasformata di Fourier ¢ una funzione uniformemente continua.

Le successive regole analitiche di trasformazione, di frequente utilizzo, vengono
enunciate per brevita solamente nel caso n = 1. La dimostrazione si ottiene usando il
teorema 7.2.11

1. Supponiamo che u € L*(R) e che la funzione z - u(z) sia anch’essa in L*(R). Allora
F(u) € C(R) ed inoltre, per ogni ¢ € R,

(F(w)'(§) = —iF (x - u(z))(E) -
2. Supponiamo che u € CY(R) e che u,u’ € L*(R). Allora, per ogni £ € R,
F)(§) = ilF (u)(§) .-

Considerato il prodotto di convoluzione u*v di due funzioni u,v € L'(R") definito da

(wx0)a) = [ ula = y)ely)dy,

risulta (u*v) € LY(R™) e |[(u*v)|[z < ||u|p ||v]| L

L’operazione di convoluzione ¢ molto importante in quanto permette di regolarizzare
una funzione. Infatti se v € L'(R™) e v € C'(R") ed ¢ nulla fuori di un insieme limitato
allora (u*v) € CYR") e D;(u*v)(z) = (ux Djv)(x) per j = 1,...,n. Inoltre se la
funzione v ¢
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1. non negativa,

2. nulla fuori della sfera B;(0),

3. / v(x)de =1,
B1(0)

allora si puo definire la successione vy (x) := k™ v(kx) che si chiama successione regolariz-
zante oppure approssimazione dell’unita. Utilizzando la successione (vg)xen si ottiene che
up, = (uxvy) € CYR"™) e uy converge in L'(R™) a u. Se la funzione u ¢ continua allora
ug converge uniformemente a v su tutti gli insiemi compatti di R”.

Per quanto riguarda la trasformata di Fourier si ha

Fluxv) = F(u) - F(v).

Consideriamo ora brevemente il problema dell’inversione della trasformata di Fourier.
Sia w € L'(R"); poiché F(u) € C°(R") N L>*(R™), per poter invertire la trasformata
di Fourier bisogna richiedere u € C(R™) N L°>°(R™) oltre naturalmente alla condizione
F(u) € L*(R™). Vale quindi il seguente Teorema.

Teorema 8.1.2 (Inversione della Trasformata di Fourier) Seu € L'(R")NC°(R")N
L®(R") ed F(u) € L*(R™), risulta, per ogni x € R",
1 )
u(r) = — F(u)(€) e de .
@) = e [ F0©
Se si suppongono solamente le condizioni u, F(u) € L'(R™), allora la formula precedente
vale quasi ovunque.

8.2 La Trasformata di Fourier in L*(R")

Lo spazio L?(R") & molto importante, infatti i segnali che gli appartengono sono detti
segnali di energia finita.

Se la funzione u € L*(R™) l'integrale in (8.1.1) puo non essere convergente. Pertanto
nello spazio L*(R™), la trasformata di Fourier puo essere definita nel modo seguente.

Sia u € L*(R™) e, per ogni r > 0, si consideri la funzione u, := u - @[ n

u(xr), x€|-rr"
V$ € R’I’L U (p[_T’T]n(x) - ( ) [ ]

0, x € R\ [—r,r]".
Queste funzioni, per l'osservazione 7.3.2 appartengono a L'(R") e se ne puo calcolare la
trasformata usando la definizione (8.1.1). Si verifica che esiste il limite nel senso di L?(R")
di u, per r — +o00. Allora la trasformata F(u) ¢ definita ponendo, per ogni £ € R",

F(u)(€) := lim u(x) e do = lim u(z) e dr |

r—-+00 Rn r—-+00 [77,’74]”
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dove il limite precedente va inteso nel senso della convergenza in L?(R™) essendo anche
F(u) € L*(R").

Se il limite esiste anche nel senso della convergenza q.o. allora esso e proprio la
trasformata F(u).

In L?(R") il teorema di inversione ha un enunciato molto pit semplice di quello in
L'(R™). Infatti si ha che u € L*(R") < F(u) € L*(R") e risulta:

u@) = —— tim [ F()(€) - P (€) o de. (8.2.2)

(2m)" rotoo Jgn

nel senso della convergenza in L*(R").
In L?(R™) valgono le regole di trasformazione algebriche e analitiche analoghe a quelle
viste in L! e si ha l'uguaglianza di Plancherel:

IF@)llze = 2m)" [lull e (8.2.3)

8.3 Esempi ed applicazioni

Esempio 8.3.1 Sia a > 0 e si consideri la funzione v : R — R definita ponendo, per ogni
r € R,
e*(l.’E > ()7
u(zx) == r=
0, x <0.

Allora u € L'(R) e, per ogni £ € R, risulta

F T oo d 1 it :
— e a5 )T — ] = .
(w)() /0 T e L(aﬂ‘g)h a+ i

Se si considera la funzione

axr < O
v(z) == {e =

0, x>0,
si ha v € L'(R) e analogamente, per ogni £ € R, risulta
0 ' ola—ig)z 70 1
F = (@) gy — 1 = :
(v)(&) /_OO ¢ TSN i), T a—ie

Dalle due trasformate precedenti e dalla linearita della trasformata di Fourier, si ottiene
anche, per ogni ¢ € R,

1 1 2a

Fe)(¢) = F(u)(€) + Fo)(€) = atif Ta—if a2y
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Esempio 8.3.2 Sia a € R\ {0} e si consideri la funzione v : R — R definita ponendo,

per ogni z € R,
1

a?+ x?’
Osserviamo innanzitutto che u € L'(R) e quindi si puo considerare la trasformata di
Fourier di u. Si ha, per ogni ¢ € R,

u(z) =

F(u)(€) :/_ L e gy

2 2
o a°+x

Supponiamo in una prima fase & > 0 e consideriamo R > |a|, la funzione f(z) :=
e™%% /(a®+ 2?) ed il circuito costituito dai cammini v; g : [0,7] = Ceyr:[-R, R — C
definiti ponendo

Nnr(t):=Re™, tel0,7], vr():=t, te|-R;R].

Figura — 8.1: Circuito relativo all’Esempio 8.3.2.

Poiché f ha un polo del primo ordine in —|ali, dal teorema dei residui segue
/ f(2) dz +/ f(2) dz = —2miRes(f, —|ali)
71,R Y2,R

(il segno negativo & dovuto al fatto che il circuito & orientato in senso orario) ed inoltre

e_lfz e_|‘1‘§

Res(f, —|ali) = lim

z——lali z — |ali T 2|ali

da cul
T

— —lalé
[ﬂﬂf(z) dz—f—/hRf(z) dz = |a|e .
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La funzione e ¢ limitata sul semipiano Im z < 0 in quanto, se z = = + iy con y < 0,
risulta |e7%* | = |e7%¥ e8| = e |- 1 (si & scelto &€ < 0 ed un circuito contenuto nel
semipiano delle parti immaginarie negative proprio per far valere la limitatezza di e=%%) e

si ha | Ilim u(z) = 0. Quindi, per il Lemma di Jordan, 'integrale di f lungo il cammino
Z|—+00

7,r tende a 0 per R — +o00. Pertanto

+oo 1 ‘ —lal¢
/ e~ gt = lim / flo)dz="S"|
- Y2,R

o @+ 2 R—-+o0 |lal

da cui, per ogni & > 0,

Wef‘a"g

F(u)(€) =

lal

La funzione F(u) deve essere pari e quindi, per ogni £ € R,

ﬂ—e—\aﬂ

F(u)(€) =

lal

Alternativamente, si poteva anche utilizzare la formula di inversione applicata alla trasfor-
mata trovata nell’Esempio 8.3.1 precedente; infatti sia la funzione considerata che la sua
trasformata sono in L'(R) N L>(R)NC°(R). Sisupponga, per semplicitd, a > 0, essendo,
per ogni £ € R,

2a

Fle™ (¢ = IR

si ottiene, per ogni x € R,

1 o 92

21 J_o a?+ &2
a [T 1 ,

_ i§-x
T /_OO a? + &2 e dg
a 1

-7 (ara) 0

e quindi, invertendo i ruoli delle variabili ¢ ed x, si ha

r (ﬁ) (&)= F (ﬁ) GRS

Esempio 8.3.3 Vogliamo calcolare la Trasformata di Fourier della funzione caratteristica
u(z) == pp-1,1)(x). Naturalmente u € L*(R) pertanto possiamo usare la definizione (8.1.1).

—alz| _

¢ de
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Per £ # 0 si ha

F(u)(&) = / u(z) e dx

—00

o —igx] L
/ e T dy = {e - }
-1 _Zf -1

e” —et  2sin¢

—i§ £

Poiché F(u) e continua si ha F(u)(0) = 2. Per calcolare la trasformata della funzione
ur(x) = @i_rr)(x) basta applicare la regola per il cambiamento di scala. Risulta infatti

ur(x) = p11)(x/T) per cui

Flur)() = %%(Té) £eR.

La funzione F(u) € L*(R) mentre non & sommabile (vedi 6.11.3). Possiamo calcolare
la Trasformata di Fourier della funzione v(z) := MY sando la formula di inversione in
T

L*(R) (8.2.2). Otteniamo, scambiando i ruoli di x e &

" siné

W@[—l,l] (Z‘) = 7'('90[_171}(—([,‘) = hm e—’i§~x dé— '

Esempio 8.3.4 (La trasformata della funzione gaussiana) Consideriamo la trasfor-
mata di Fourier della funzione

2

u(z) ==e ", z €R,

con a > 0 fissato. La funzione u ¢ in L'(R) e potremmo fare il calcolo nella definizione
(8.1.1) utilizzando il teorema dei residui, integrando su un circuito rettangolare con base
sull’asse reale di lunghezza 2R e altezza £/(2y/a) e mandando R all’infinito (vedi ad
esempio [3]), ma utilizzeremo invece un metodo che sfrutta le regole analitiche di trasfor-
mazione. Infatti, nel caso in esame, risulta u € C*(R) con v’ € L'(R) e quindi, dalle
proprieta generali delle trasformate di Fourier,

F(u)(§) =iF(u)(§), §eR.

Inoltre anche la funzione v(x) := zu(x) ¢ in L*(R) e pertanto, sempre dalle proprieta
generali delle trasformate di Fourier, si ha F(u) € C*(R) e, per ogni £ € R,

F(u)'(§) = —iF(v)(§), ¢e€R.
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—CLIE2

Dall’equazione u'(z) = —2axe = —2azu(x), considerando la trasformata di Fourier

di entrambi i membri, si ottiene

IEF(u)(€) = L F(u)(€) = —2aiF(w)(€),

—1

da cul

Fw) ¢
F(u) (&)= 2’

La soluzione generale di tale equazione differenziale lineare del primo ordine ¢ data da

Fu)(€) = ce /U0 ceR,

e tenendo presente che, utilizzando (5.5.7), deve essere

]-"(u)(O)—/ e gy — \/_/\/_ Vi)

A

si ricava ¢ = \/m/a, da cui risulta

OGENCS

Esempio 8.3.5 Utilizzando le regole di trasformazione e I’Esempio 8.3.4 precedente, si
possono calcolare le trasformate di Fourier delle funzioni v, w : R — C definite ponendo,
per ogni =z € R,

v(z) = e @) a>0.beR,

w(z) = e e g5 0.bceR.

Infatti, considerata la funzione u(x) := e—ax’ dell’Esempio 8.3.4 precedente, si ha, per
ogni £ € R,

F)(€) = Flulz = b)(§) = ™™ F(u)(¢)

_ —zb{\/> —£2/(4a) \/> —£2/(4a) zb§

Conseguentemente, per ogni £ € R,
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Esercizi 8.3.6
1. Calcolare le trasformate di Fourier delle seguenti funzioni:
(1—1z))+, cosx-@rjox/2, ST Q77 .

2. Partendo dalla trasformata di 1/(1 + 22) che vale 7e~l calcolare le trasformate di

COS T 1 1
14+22" 14+ (x+3)2 4+z2’

e di

T x? 1

(1+22)2" (1+22)2" (1+4a22)?2°

3. Usando la formula di Plancherel (8.2.3) calcolare



CAPITOLO 9

TRASFORMATA DI LAPLACE

Nel presente capitolo consideriamo brevemente un ulteriore tipo di trasformata che
in diverse applicazioni, come per la risoluzione di equazioni differenziali, presenta dei
vantaggi rispetto alla trasformata di Fourier. Anche per la trasformata di Laplace ci si
limita a considerare le proprieta piu immediate insieme a qualche esempio ed applicazione.
Nel seguito del capitolo si seguira la convenzione di denotare con lettere maiuscole le
funzioni assegnate e con la corrispondente lettera minuscola la relativa trasformata di
Laplace.

9.1 Proprieta generali
Sia F' : [0; +0o[— C una funzione arbitraria (F' puo essere definita anche in un insieme
contenente [0; +oo[ purché il suo supporto Spt(F') (cio¢ I'insieme dove ¢ diversa da zero)

sia contenuto in [0; +00]).

Definizione 9.1.1 5@ dice che F' ¢ L-trasformabile oppure trasformabile secondo Laplace
se esiste A € R tale che la funzione F\(t) = F(t)e ™ sia sommabile (cioe¢, F\ €
LY([0; +00]) ). In tal caso, si possono definire linsieme di convergenza assoluta

Qp:={seC: F, e L'([0;+oc]) }

e la funzione L(F) : Qp — C ponendo, per ogni s € Qp,

L(F)(s) := /O+OO F(t)e " dt. (9.1.1)

Tale funzione viene denominata trasformata di Laplace di F'; talvolta viene denotata
semplicemente con il simbolo f.

Si riconosce facilmente che, se A € RN Qp, allora per ogni s € C tale che Res > A, si ha
ancora F, € L'([0, +o0[) e quindi s € Q. Infatti, ¢ sufficiente tener presente che

+o0o 400
/ F(t) e 5t dt = / F(t) e~ o~ RestA)t o—i(lms)t 1
0 0

171
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e che il secondo membro ¢ sommabile in quanto la funzione F(t)e™* & sommabile e la
funzione e(~RestV & limitata (anzi, compresa tra 0 e 1 ed infinitesima per ¢ — +o0
se Res > X ed uguale costantemente ad 1 se Res = \), inoltre, per quanto riguarda la
funzione e "™ =)t i ha ovviamente | e7*m#)* | = 1 e quindi & anch’essa limitata. Pertanto,
considerata l'ascissa di convergenza assoluta di F

con la convenzione A\p = —occ se l'insieme { A\ € R : F\ € L'([0; +o0|) } non & limitato
inferiormente, valgono le seguenti proprieta

1. Se Ap = —o0, allora Qp = C.
2. Se A\r € R, allora

i) Il semipiano {s € C : Res > Ap } ¢ contenuto in Qp (cioe, la trasformata di
Laplace ¢ definita per Res > Ap),

ii) Il semipiano {s € C : Res < Ap} ha intersezione vuota con Qp (cioe, la
trasformata di Laplace non ¢ definita in alcun punto Res < Ap).

Considerato A € QF N R, la trasformata di Laplace ¢ quindi definita su tutta la retta
{A+ip : p€ R} erisulta, per ogni p € R,

LIF)\+ip) = /Om F(t)e et gt = F(Fy)(n).

La formula precedente esprime un legame tra la trasformata di Laplace e quella di Fourier;
in essa, la funzione F' viene intesa estesa a tutto R assumendo il valore 0 in | — o0, 0],
per cui l'integrale su [0, +oo[ coincide con quello su tutta la retta come previsto nella
trasformata di Fourier. Si puo pertanto affermare che se A\p € Qp, allora ogni s € C tale
che Res = A\r ¢ ancora in Q2 e quindi in questo caso 2z coincide con il semipiano chiuso
{s€C: Res>Ar}. Se Ap & Qp, si puo dire solamente che

{seC: Res>A\p} CQrC{seC: Res>Ap}.
Seguono ora alcune proprieta elementari della trasformata di Laplace.

1. Se F : [0; +oo[— C ¢ L-trasformabile, allora L(F') ¢ olomorfa nel semipiano {s €
C : Res> Ap} esiha, per ogni k € Ned s € C tale che Res > Ap,

LIF)W(s) = (=) LEF(1))(s) -
Inoltre

lim L(F)(s)=0.

Re s—+o0
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2. Siano F, G : [0, 400[— C funzioni L-trasformabili. Allora, per ogni s € Qr N Qg,
L(F+G)(s)=L(F)(s)+ L(G)(s).
Inoltre, per ogni o € C,
L(aF)=aLl(F).

La presente proprieta esprime la linearita della trasformata di Laplace, anche se la
trasformata della somma puo non essere definita nello stesso insieme di convergenza
della trasformata di F' o di G.

A questo punto possono essere enunciate alcune regole di trasformazione algebriche.

1. (Cambiamento di scala) Se F': [0; +oo[— C & L-trasformabile e se a > 0, allora la
funzione G(t) := F'(at) & L-trasformabile e si ha, per ogni Res > al\p,

LG (s) = 2L(F) (2).

a a

Infatti, effettuando la sostituzione ™ = at,

+oo +oo
/ G(t)e ™ dt = / F(at) e dt
0 0

1 [T
Z—/ F(T)e_ST/“dT
0

a
S

Lan()

a

si osservi che per I'ultima uguaglianza & necessario imporre Re(s/a) > A\r e quindi,
poiché a e reale, Res > a\p.

2. (Traslazione) Se F' : [0, +oo[— C & L-trasformabile e se a > 0, allora la funzione
G(t) := F(t — a) (F viene considerata nulla in [0, a[) ¢ L-trasformabile e si ha, per
ogni Res > A\p,

L(G)(s) = e L(F)(s).

Infatti, effettuando la sostituzione 7 =t — a,

“+o00 “+o00
/ G(t)e ™ dt = / F(t—a)e™ dt
0 0

X /0 h F(r)e™" dr =e % L(F)(s).

3. (Modulazione) Se F' : [0 + oo[— C ¢ L-trasformabile e se o € C, allora la funzione
G(t) := e F(t) ¢ L-trasformabile e si ha, per ogni Res > Ar + Req,

L(G)(s) =L(F)(s—a).
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Infatti
—+o0 —+o0
/ G(t)e " dt = / F(t) e e dt
0 0

= /+Oo F(t)e G~ dt = L(F)(s — o).

Per enunciare le proprieta successive, € necessario ricorrere ad alcune ulteriori propri-
eta delle funzioni ed all’introduzione di nuovi spazi di funzioni. Innanzitutto, siano I un
intervallo di R e f : I — C una funzione. Si dice che f ¢ assolutamente continua se, per
ogni € > 0, esiste 0 > 0 tale che, assegnato un numero finito di intervalli aperti e a due a

m

due disgiunti I; =|a;,b;[C I, j =1,...,m, se vale la condizione Z (b; — a;) < 6, allora
j=1

m
deve essere anche Z |f(bj) — f(a;)| < e. Dalla definizione precedente segue subito che
j=1
una funzione assolutamente continua ¢ anche uniformemente continua (basta considerare
nella definizione il caso m = 1) e quindi continua. Una caratterizzazione semplice delle
funzioni assolutamente continue si esprime dicendo che f e assolutamente continua se e
solo se ¢ derivabile quasi ovunque, f’ € L'(I) e

f() — f) = / "pyde wyel (9.1.2)

(quindi le funzioni assolutamente continue coincidono con le primitive delle funzioni in
LY(I)). L’insieme delle funzioni assolutamente continue su I viene denotato con AC(I).

In diverse circostanze, si € interessati a proprieta locali per cui non e importante che
la funzione assegnata sia assolutamente continua in tutto il suo insieme di definizione,
ma solamente in un intorno di ogni punto prefissato. Pertanto, si dice che una funzione
f I — C é localmente assolutamente continua se e assolutamente continua in ogni
intervallo chiuso e limitato contenuto in I. L’insieme delle funzioni localmente assolu-
tamente continue su I viene denotato con AC),.(I). Introdotto lo spazio Lj,.(I) delle
funzioni localmente sommabili su I (cioe delle funzioni che sono sommabili in ogni inter-
vallo chiuso e limitato contenuto in I), si ha che f € AC,.(I) se e solo se f ¢ derivabile
quasi ovunque, f' € L} (I) e vale (9.1.2) (quindi le funzioni localmente assolutamente

loc

continue coincidono con le primitive delle funzioni in Lj,.(I)). Per quanto riguarda le

proprieta delle trasformate di Laplace, si ¢ ovviamente interessati agli spazi AC([0, +00[)
e AC([0, +00]).

Possiamo ora vedere alcune regole di trasformazione analitiche.

Teorema 9.1.2 (Trasformata della derivata) Sia F : [0, +oo[— C una funzione L-
trasformabile e si supponga che F' € AC,.([0,400]) e che F' sia L-trasformabile. Allora,
per ogni s € C tale che Res > Ag, si ha

L(F')(s) = sL(F)(s) — F(0F).
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Teorema 9.1.3 (Trasformata della primitiva) Sia F : [0; +00[— C una funzione L-
trasformabile. Allora, per ogni s € C tale che Res > max{ 0, A\r }, si ha

c (/Ot Fr) dT) (s) = %z(F)@).

Teorema 9.1.4 Sia F : [0;+o0[— C una funzione L-trasformabile e si supponga che
anche la funzione F(t)/t sia L-trasformabile. Allora, per ogni s € C tale che Res >

max{0, Ap}, si ha |
s (@> (s) = / +m+llmsc(p>(7) dr

t Res+ilms

(quindi l'integrazione va calcolata sulla parte reale di s da Res a +00).

Teorema 9.1.5 Sia F : [0, +oo[— C una funzione L-trasformabile e si supponga che
F € AC,.(]0,+0]) e che F' sia L-trasformabile. Allora

1. (Valore iniziale) lim sL(F)(s) = F(0) € C.

Re s—+o0

2. (Valore finale) Se si suppone in pin F' € AC([0,+00]), allora il sequente limite

lim F(t) =: F(+0)

t—+00

esiste in C; inoltre F' é limitata, A\p <0 e

lim sL(F)(s) = F(400).

s—0

Re s>0

Si puo riconoscere che se F;G : [0, +oo[— C sono funzioni L-trasformabili, si puo
considerare il prodotto di convoluzione F' x G : [0; +oo[— C definito ponendo, per ogni
t € [0;4+o0],

(F*G)(t) :—/0 F(t—7)G(r)dr.

Allora (F' % G) ¢ anch’esso L-trasformabile con Ap.q = max{ Ap, A\g } e inoltre, per ogni
s € C tale che Res > Ay, si ha

LIF*G)(s) = LF)(s) L(G)(s) -

In particolare, si consideri la funzione di Heaviside H : R — R definita ponendo, per ogni

teR,
1, t>0
H(t) = ' ’ 9.1.3
(1) {O, - (9.1.3)
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1
Dalla definizione (9.1.1) risulta facilmente £(H)(s) = — e allora la formula precedente
s

applicata con G := H fornisce

L(F)(s)

S

L(F+ H)(s) =

per ogni s € C tale che Res > max{ 0, Ar }. Tenendo presente che

c(F*H)<s):c</0+°° F(t—7)d7)(s)=£</0t F(t—T)dT> (5)

— L (-/to F(r)dr) (s)=L (/Ot F(r)dr) (s)

(si ¢ tenuto conto del fatto che F si annulla in | — 0o, 0[ e si ¢ applicato il cambiamento
di variabile r =t — 7), si ritrova il risultato ottenuto nel Teorema 9.1.3.

9.2 Inversione della trasformata di Laplace

Sia F': [0, 4+00[— C una funzione L-trasformabile con ascissa assoluta di convergenza
Ar e si supponga che esista un sottoinsieme finito H C [0, +oc tale che F' sia derivabile
in [0, +oo[\H ed inoltre nei punti di H esistano e siano finiti i limiti sinistro e destro di
F e le derivate sinistra e destra di F' (se F non & continua in t, posto F(t7) =: lgg F(r)

e analogamente F'(t7) =: lim F(7), la derivata destra ¢ da intendersi come il seguente
Tt
F(r)— F(t*"
limite F', (t) := lim % e analogamente la derivata sinistra ¢ data da F’ (t) :=
T—t — T

L F(r) = F()

Tt~ — T

. Allora per ogni a € R tale che a > A e per ogni t > 0, si ha

%(v.p.)/j L) (s) et ds — FW);F“_).

—100

Quindi, l'integrale e calcolato sulla retta verticale Re s = a. Nel caso in cui F' e continua
in t > 0, la formula precedente diventa

1 a+i0co
F(t) = —(v.p. L(F)(s)e™ ds.
0= 3m0) [ L)
Quest’ultima formula fornisce la funzione F' in termini della sua trasformata di Laplace.
Seguono ora alcune condizioni sufficienti sulla funzione f per la sua validita.

Teorema 9.2.1 Sia A € R e si supponga che f : {s € C : Res > A} — C sia una
funzione olomorfa per cui esistono M >0 ed o > 1 tali che

: /\2 < .
VseC : Res > [f(s)] < 1+ |s|
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Allora esiste una funzione L-trasformabile e continua F : [0, +oo[— C tale che
1. Ap < X ed inoltre, per ogni s € C, Res > A, f(s) = L(F)(s).
2. Per ognia € C, Rea > X e per ogni t > 0,

a+1i00
F(t) L(2;10)/ L(F)(s)e ds.

T o oo
Teorema 9.2.2 Sia A > 0 e si supponga che g : {s € C : Res > A} — C sia una
funzione olomorfa per cui esistono M >0 ed o« > 1 tali che

M

s

VseC: Res> A :|g(s)|§1

_|_
Sia inoltre ¢ € C e si consideri la funzione f : {s € C : Res > A} — C definita
ponendo, per ogni s € C, Res > A,

c
£ = <+ g(s).
Allora esiste una funzione L-trasformabile e continua F : [0, 4+o00[— C tale che
1. Ap < X ed inoltre, per ogni s € C, Res > A, f(s) = L(F)(s).

2. Per ognia € C, Rea > X\ e per ognit > 0,

Ft) = i@.;;.)/a T LF)(s) et ds.

21 oo

Osserviamo che una funzione razionale

con P e () polinomi tali che deg P < deg() verifica le condizioni previste nel teorema
precedente e quindi e una trasformata di Laplace, la cui trasformata inversa F' puo essere
determinata decomponendo f in una somma di fratti semplici (cioe, con denominatori di
grado 1).

In particolare, se () ha solamente zeri del primo ordine zq, ..., z,,, vale la seguente
formula di Heaviside:

o P(Zk) o7kt
F(t)_; IR t>0.
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9.3 Applicazioni alla risoluzione di problemi dif-
ferenziali

Come prima applicazione si consideri un problema di Cauchy relativo ad un’equazione
lineare di ordine n a coefficienti costanti
Y™ a, YO 4o a )Y 4 Y = F()
Y(O) = Yo,

Y(n_l) (O) = Un—1

Posto y = L(Y) ed f = L(F') e supponendo che sia Y che le sue derivate sino all’ordine
n — 1 siano localmente assolutamente continue, si puo applicare il Teorema 9.1.2 e si

ottiene
LY')(s) = sLY)(s) =Y (0) = sy(s) — yo
LY")(s) = sLY')(s) = Y'(0) = sy(s) — syo — v

LYM)(s) = sL(Y)(s) =Y =1(0)
= s"y(s) — " lyo— " Pyr — - — SYn—2 — Yn_1.

Sostituendo nell’equazione differenziale, si ottiene un’equazione algebrica del tipo

Q(s) + P(s)y = f(s)

; dove QQ € un polinomio di grado n — 1 che dipende dai coefficienti dell’equazione e dalle
condizioni iniziali e P(s) = s" + a,—18" ' + -+ + a1 + ag ¢ il polinomio caratteristico
dell’equazione differenziale. Si ottiene quindi

o = £-20

ed applicando la formula di inversione

L[ f(s) = Q(5)
Y(t)= %/a We ds .

9.4 Esempi ed applicazioni

Al fine di considerare funzioni con supporto in [0, +oc[, utilizziamo la funzione di
Heaviside H definita in (9.1.3).

Esempio 9.4.1 La trasformata di Laplace della funzione di Heaviside ha ascissa di
convergenza assoluta Ay = 0 e, per ogni Re s > 0, risulta
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Infatti, e=* & sommabile in [0, +o0o[ se e solo se A > 0; inoltre, se s € C e Res > 0, si ha

400 e—st R 1
LH)s)= [ H@E)e* dt = lim [ } _
0 R—+o00 —S 0 S

Esempio 9.4.2 Dall’esempio precedente ed applicando le regole generali di trasformazione,
si ricavano facilmente le seguenti trasformate di Laplace. Per ogni a > 0, la funzione
F(t) := H(t — a) ¢ L-trasformabile e si ha Ap = 0 e, per ogni Res > 0,

Inoltre, per ogni a € C, la funzione G(t) := €™ F(t) ¢ anch’essa L-trasformabile, A\ =
Re« e si ha, per ogni Res > Rea,

e—a(s—a)

Le trasformate precedenti possono essere facilmente ricavate direttamente dalla definizione.

Esempio 9.4.3 Sia w > 0 e si considerino le funzioni F': R —+ R e G : R — R definite
ponendo, per ogni t € R,

F(t) :== H(t) cos(wt) , G(t) == H(t)sin(wt).
Poiché F(t) = H(t)(e™' +e ") /2 e analogamente G(t) = H(t)(e™! —e~™")/(27), utiliz-

zando la linearita della trasformazione di Laplace e le regole di trasformazione si ottiene
allora che F e G sono L-trasformabili e, per ogni Res > 0 (= Re(iw)), si ha

L(F)(s) Z%(ﬁ(H(t) ') (s) + LIH(t) e™™")(s))
1 1 1 s
"2 <s—iw * s+iw) T tw?
e analogamente
L(G)(s) Z%(ﬁ(ﬂ(t) ') (s) — L(H(t) e ™")(s))

1 1\ w
2 \s—iw s+iw) 24w

Esempio 9.4.4 Sia k € N e si consideri la funzione

F(t):=t"H(t).
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Utilizzando il fatto che la trasformata di Laplace della funzione di Heaviside e olomorfa
e, per ogni k € N si ha

LH)M(s) = (~1)FLEH(B))(s),  Res >0,
si ottiene direttamente che la funzione F' e L-trasformabile ed inoltre, per ogni Res > 0,

LF)s) = (CDPL®D(s) = (1D (5) = (CDM-DF s =

s
(la penultima uguaglianza si riconosce facilmente procedendo per induzione su k € N).

Esempio 9.4.5 Mostriamo ora con un esempio esplicito come si puo utilizzare la Trasfor-
mata di Laplace per risolvere un Problema di Cauchy. Consideriamo il problema:

Y"(t) = 3Y'(t) + 2Y (t) = F(t) t>0

Y(0)=1, Y'(0)=2,

dove la funzione F' vale F'(t) =t per 0 <t <1, e vale F((t) = 1 per t > 1. Osserviamo
che la funzione F si puo scrivere come F(t) = tH(t) — (t — 1)H(t — 1) e dunque la sua

—S

trasformata ¢ — — . Trasformando 1’equazione, tenendo presente il Teorema 9.1.2 e

2 2
S s
usando la regola sulla traslazione, otteniamo:

s*y(s) —s —2—3(sy(s) — 1) +2y(s) = é — e;s .

S

Mettendo in evidenza y(s) e portando i termini noti al secondo membro si ha:

1 e
(32—33+2)y(5):3—1+8—2—

52
ossia

24 l—e" P—_g241—e"

y(s) = $2(s% — 3s + 2) - s2 (s —1)(s —2)

Usando il metodo dei fratti semplici otteniamo:

3 —s?+1 5 1 1 3
= - te=
2(s—1)(s—2) 4(s—2) s—1 2s2 45

et (1 113
s2(s—1)(s —2) 4(s—2) s—1 2s* 4ds)

Antitrasformando e usando ancora le regole sulla traslazione e sulla modulazione, si ha:

5 1, 3 1 1 3
Y(t) = (Z e — ¢! +ot+ Z) H(t) — (Z 2= _olt=1) +§(t — 1)+ Z) H(t—1).
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Trasformata di Fourier

A +OO
Definizione: f(§) =

—00

f(z) e dx

1 e 1ol
a® + 2?2 la|
e (a>0) T o=/ (4a)
a
2a
—alz| =
e >0
@0 | 2

flz—a) e~ f(g)
el f(z) fle—a)

f(ar) W)
efn) | ()
f'(z) i€f ()

(Fxg)(x) | f(&)-9(¢)

Tabella — A.1: Trasformate di Fourier
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Trasformata di Laplace

+00
Definizione: f(s) = / F(t) e s dt
0

Appendice

H(1) % (Res > 0)
H(t) cos(wt) (w > 0) 2 i g (Res>0)
H(t)sin(wt) (w > 0) w;i' 5 (Res >0)
FH (1) st (Res > 0)
F(at) (a > 0) éf (2) (Bes>arp)
F(t—a) (a > 0) e ® f(s) (Res>Ap)
ot F (1) f(s—a) (Res>Ap+Rea)
F(1) sf(s) = F(0) (Res > Ap)
/OtF(T) i %f(s) (Res > max{0, A\p})
Gl /R +O:+I:n f(0)do (Res > max{0, Ar})
(F+G)(t) f(s)-g(s) (Res> Ap.c)

Tabella — A.2: Trasformata di Laplace
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1 Compito di Analisi Matematica II del
12/01/09

. Studiare la convergenza della serie di funzioni

o0
Z 22 e N 7
n=0

e calcolarne la somma.

. Risolvere il seguente Problema di Cauchy

yy" +2(y)* =0
y(0) =1
y'(0) = 1.

. Calcolare il seguente integrale

/ / / zdxdydz ,

E

dove I = {(J],y72) GR?’; $2+y2 SZS \/2—$2—y2}.
. Determinare il massimo e il minimo della funzione

flzy)=Va2+y2+y* -1,

nell'insieme D = {(z,y) € R*; 2? +3y*> <9}.



1.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica 11
del 12/01/09

1. Studiamo la convergenza puntuale. Le funzioni sono tutte non negative.
In z = 0 esse valgono tutte zero. Per x # 0 usando il criterio della

radice troviamo
lim Va2enr =e ™,
n—-+oo

percio la serie converge puntualmente assolutamente in [0, +00), diver-
ge positivamente per x < 0.

Studiamo la convergenza totale in X = [(), +00). Calcolando la derivata
)

prima di ciascun termine troviamo u/,(z) = (2x — nz?) e ™ che si
2 2
annulla per © =0 e x = — dove u, | — | = ——. Pertanto
n n n?e
400
E sup [un (2)] = )~
] reX — 1

e dunque la serie converge totalmente (e quindi uniformemente) in X.
La sua somma ¢

2 2 [T

> Tee
Zx2 o NT xQZ _ '
1—e— et —1

n=0

2. L’equazione differenziale ¢ autonoma dunque usiamo la sostituzione
z(y(x)) = ¥'(z) da cui Z'(y)y = 2'(y)z(y) = y” e allora dobbiamo
risolvere il P.d.C.

{yzz’ +222=0

2(1) =1,

dove y e la variabile indipendente. Separando le variabili otteniamo

Integrando risulta



cioe z = — e, imponendo la condizione iniziale otteniamo k = 1. A
questo punto dobbiamo risolvere il P.d.C.
1
/
Y=
Y2

y(0) =1.

Separando le variabili otteniamo

/dey:/ldx
3

cioe vy x + ¢ da cui, imponendo la condizione iniziale, troviamo
1
c=3e la soluzione y(z) = (3z + 1)Y/2.

. Possiamo integrare in coordinate cilindriche (o, 9, z), nelle quali, impo-
nendo p? = /2 — 0%, abbiamo 0 < p < 1,0 < ¥ < 21me ® < z <

/2 — 0%. Allora l'integrale vale

2 1 \/2—0?
///zd:cdydz:/ dv gdg/ zdz
E 0 0 0?
27V 2-¢?

1 1 2_2 4
o [ e ] (52
o 12, ; 2 2

2 4 671
:QW[@__@__@_} :%(E_E_L):Lﬁ
0

. La funzione ¢ continua su un insieme chiuso e limitati, pertanto pos-
siede massimo e minimo. Essa non ¢ differenziabile in (0,0) dove vale
—1. Cerchiamo i punti stazionari interni. Il gradiente si annulla nelle
soluzioni del sistema

x
e ——
/1.2 + y2

Yy _
2y+ ——==0
2+ y?
ma questo sistema non ha soluzioni, dunque non ci sono punti sta-
zionari interni. Studiamo la funzione sulla frontiera con il metodo



dei moltiplicatori di Lagrange. Definiamo la funzione L(z,y,\) =
f(z,y)=X(z*+y*—9) e troviamo i punti stazionari risolvendo il sistema:

T

Y
2y + ————
ARG

2’ 4+y*—9=0 ;

— 22z =0

—2\y=0

ossia

’x1—2)n/x2+y2:0
(2—2)\)\/x2+y2+1_0
R

(2°+y*—9=0

Dalla prima equazione otteniamo

1
z=0 oppure ™ Vaz+y?,

Dalla seconda equazione otteniamo
-1
y=0 oppure \/JcQ—i-yQ:m.

Ad =z = 0 corrisponde nella terza equazione y = +£3. Ad y = 0
corrisponde nella terza equazione x = £3. Negli altri due casi

1 1 —1 7
) = A= - R R A= —
(2/\) 3 = 5 oppure ((2 — 2>\)> 3 = G

non otteniamo altre soluzioni per x e y. In definitiva abbiamo

pertanto il minimo di f ¢ —1 e il massimo e 11.



2 Compito di Analisi Matematica II del
23/03/09

. Risolvere il seguente Problema di Cauchy :

2yy// =1 + (y/)Q
y(0)=1, y(0)=0.

. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della serie

*i 1 (1—:52)”
‘ -~ )
“n! 3r—1

n—

Calcolarne la somma.

. Calcolare il seguente integrale
/ 2% + y* — 1| dxdy
s
doveS:{(x,y)G]RQ; 0<z<+V3, y>0, 22+y><4 }
. Calcolare il massimo ed il minimo della funzione

flz,y) = 32> — 29> + 3y

nell'insieme A = {(x,y) € R*;2 >0, y >z, 42° +y> <4 }.



2.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica II
del 23/03/09

1. L’equazione differenziale ¢ autonoma dunque usiamo la sostituzione
z(y(x)) = ' (x) con 2/ (y(z))z(y(z)) = y"(x) e allora dobbiamo risolvere
il P.d.C.

2z =1+ 22
z(1) =0,

dove y e la variabile indipendente. Separando le variabili otteniamo

222 1

1+22 gy

2z 1
/1+z2dz_/§dy’

log(1 + 2*) =logy + ¢

Integrando otteniamo

da cui

cioe 1 + 22 = ky e, imponendo la condizione iniziale otteniamo k = 1.
A questo punto dobbiamo risolvere il P.d.C.

{y' =y —1
y(0) = 1.

Poiche y(x) = 1 non risolve l'equazione di partenza, separando le

variabili otteniamo
/ ! d / 1dz
P y —
Vy—1

cioe 2 — 1 = x+c da cui, imponendo la condizione iniziale, troviamo
b )
2

¢ =0 e la soluzione y(z) = 1 + %
2
1 otteniamo

2. Con la sostituzione y =




per ogni y € R, con convergenza totale negli intervalli limitati. Tornan-

do nella variabile x abbiamo la convergenza puntuale per ogni x # %
2

Poiche per la funzione f(z) = Y isulta
dr—1
( .
1 = —
Atn @) = —oo
lim f(z) =400
lim f(x)=+o0
z—it
3
lim f(z) = —o0
\x_%i

segue che la serie converge totalmente in [a,b] U [c,d] con b < 5 < c.
1—a?
1

La somma della serie ¢ 3% — 1 per a # 3

3. Occorre distinguere tra 2> +y> — 1 < 0 e 2> +y?> — 1 > 0. Inoltre
I'intersezione tra la retta z = v/3 e la circonferenza x2 + 4> = 4 fornisce

il punto (v/3,1) = 2(cos %,sin %)

/6

Figura 1: Dominio di integrazione.

Allora, passando in coordinate polari, 'integrale si spezza in tre parti

9



e, tenendo conto che z = /3 diventa p = %7 si ha:

w/2 pl
/ /(1—p2)pdpd19+
0 0

/3

7r/6 cos319
/ / (p* = 1) pdpdd +
0 1

w/2 P2
/ (0* = 1) pdpdd.
w/6 J1
1 3
I tre integrali valgono rispettivamente T o dunque

8 3w 1
. 117
I'integrale proposto vale — + —.

V3 12

Nel calcolo del secondo integrale interviene il seguente integrale:

1 1 1
/ cost dv _/ cos? 9 cos? v dv

_ 1 tanﬁ—/zsmﬁtanﬂdﬁ

cos? 9 cos3
tan sin?

— — 2 — v
cos? 1 / cost

tan v 1 — cos?d tan 1 1
cos? U / cos* ¥ v cos? U / (0034 ¥ cos? 19) 4

tan 1 1 tan v
= -2 [ — 2 = 2
/ cost ad+ / cos? 19 dv cos? +2tan?

1
-2 [ ——dv.
/008419

Portando al primo membro 1'ultimo integrale e dividendo per tre si ha:

1 1 [/ tanv
d) = - | —— +2tan?d | .
/ cost ¥ 3 (C082 U >
4. L’insieme ¢ chiuso e limitato, la funzione e continua, quindi esistono il
massimo e il minimo. Troviamo i punti in cui il gradiente si annulla:

6xr =0
—4y+3=0.

10




Troviamo (0, %) che appartiene alla frontiera. Sulla parte di frontiera

x = 0 non ci sono altri punti stazionari quindi bisogna considerare

anche i punti (0,0) e (0,2). Sulla parte di frontiera y = z la funzione

diventa g(z) = 2 + 3z con x € [0,2/+/5]. La derivata ¢'(z) = 2z + 3

non si annulla nell’intervallo considerato, dunque bisogna aggiungere

solo il punto (2/v/5,2/+/5). Sulla parte di frontiera ellittica otteniamo
2

3 11
2 = 1—% e la funzione diventa h(y) = 3—Zy2—2y2+3y = 3—|—3y—zy2

11 6
con y € [2/v/5,2]. La derivata ' (y) = 3 — -V si annulla per y = 1
che non appartiene all’intervallo in cui varia y. In definitiva dobbiamo

valutare:

F0.0=0. f0.2)==2 flozo0)= 2+ [0.) =7

(=}

Percio il minimo di f & 1 e il massimo ¢ - + —.

5 b
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3 Compito di Analisi Matematica II del
6/04/09

. Trovare (se esistono) massimo e minimo assoluti della funzione
f(z,y,2) = zyzlog(z +y + z + 2)
nell’insieme
E={(r,y,2)€eR®: x+y+2—-1<0, 2>0, y >0, 2 >0}
. Risolvere il P.d.C.

y' =3y + 2y =10cosx + €*
y(0) =3, ¢'(0)=-1.

. Calcolare 'integrale doppio

// log(x +y) dx dy,
D

dove D={(z,y) eR?* : 1<z+y<2 y<2x <2y}

Sia f : R — R la funzione 1-periodica definita nell'intervallo [0, 1] da
f(x) = z—2?. Direse f é sviluppabile in serie di Fourier e determinarne
la serie.

Dedurre dal risultato precedente la somma della serie

f 1
5 .
—~ (2n+1)

12



3.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica 11
del 6/04/09

1. La funzione ¢ continua in un insieme chiuso e limitato, pertanto pos-
siede massimo e minimo. Cerchiamo i punti stazionari risolvendo il
sistema

rYz B
T+ yszZ +2

)

yzlog(x +y+2+2)+

vzlog(rx +y+2+2) +

Y

x—i—quyLquLQ B

log(z +y+2+2) + ————— =
wylog(a +y+2+2)+ P

Da cui:

’yz(x+y+z+2)log(x+y+z+2)-I—x

r+y+z+2
x%x+y+z+mng+y+z+@+y_

r+y+z+2
x%x+y+z+%bﬁx+y+z+%+z

( rT+y+z+2

che ammette soluzioni solo sulla parte della frontiera di £ dove due
coppie di coordinate valgono 0, in cui la funzione vale zero.

Studiamo la funzione sulla frontiera. Sui tre piani x = 0, y = 0 e
z = 0 la funzione vale zero. Resta da considerare il piano = +vy + z =
1. Su tale piano cerchiamo i punti stazionari vincolati della funzio-
ne g(x,y,z) = wyzlog(3). Usando il metodo dei moltiplicatori di
Lagraange, dobbiamo risolvere il sistema:

yzlog(3) — A =0,
xzlog(3) = A =0,
zylog(3) —A =0
r+y+z=1.

Dalle prime tre equazioni si ha z = y = 2z, e quindi dall'ultima =z =

0 .. .
y = z = —. In questo punto f vale ——, e dunque questo ¢ il massimo

g
27
della funzione, mentre il minimo ¢ 0.

13



2. L’equazione ¢ lineare non omogenea con termini noti di tipo particolare.
Studiamo prima l'’equazione omogenea. L’equazione caratteristica e:
A2 — 3\ +2 =0, le cui soluzioni sono A = 1 e X\ = 2, allora 'integrale
generale dell’equazione omogenea é:

y(c) = ¢ €” ey e,

Poiche e* ¢ soluzione dell’equazione omogenea, cerchiamo una soluzione
particolare della non omogenea del tipo y(x) = A cosxz+Bsinz+Cxe”.
Calcolando le derivate di g e sostituendo nell’equazione, troviamo:

—Acosx — Bsinx + 2Ce* +Cxe”

—3(—Asinz + Beosx + Ce” +Cxe”)

+2(Acosx + Bsinx + Czxe”) = 10cosx + €° .

Semplificando e uguagliando i coefficienti dei termini simili otteniamo:

A—3B=10,
B+3A=0,
C=-1.

Quindi l'integrale generale dell’equazione non omogenea é:
y(x) = c; 6" +cye* +cosx — 3sinz — xe”.
Imponendo le condizioni iniziali troviamo:

y(r) = e” +e* 4 cosx — 3sinw — v e” .

3. Utilizziamo il cambiamento di variabili:

T+y=u,
L=n.

Dalla seconda equazione abbiamo y = zv e sostituendo nella prima
U
con le condizioni 1 < u <2el1 <wv <2 La

otteniamo: r =
)

matrice Jacobiana eé:
1 U

14w (14 v)?

v U+ uv — uv
1+wv (1+v)?

14



u
il cui determinante vale ———. Allora l'integrale da calcolare e:

(1+wv)?
1 2 117
// uost dvdu:/ulogu ———| du=
(1+v)? 1 I+wv],

2 2
u u 1 1.1 3
~ =1 — [ Zdu|==(2log2—1+-)==(2log2—2).
6([2 ogU] /12du> 5 (2log +) =5(2log2-7)

1

. La funzione f e pari, quindi la sua serie di Fourier contiene solo coseni.
Calcoliamo i coefficienti (ax). Risulta w = 27 e quindi

1 2 371
1
a0—2/(x—x2)dac—2 o =—,
) 2 3], 3

mentre Vi € Nk > 1 si ha

1
ar = 2/ (x—xQ)cos(kav dx
0

(2k 1 1
= 2| |(z —2? sm mz) (1 — 2x) sin(2kmzx) dx
- 2%km 0 2k 7T
cos(2kmx) 1
= 2 1 —2x) 2k dz | = — )
([( )2 } + 0 cos( ) x) )2
Allora risulta
1 o0
=5~ Z 5 cos(2kmx) .
k=1
Per z = 0 otteniamo
Z dacu — = Z yE
k=1 k=1
Per z = % otteniamo
I 1 <1 2 2 (—1)F
o - k d 0D
1-% ; )’ cos(km) da cui B ; 2

Sommando membro a membro troviamo che i termini di indice pari si

elidono e risulta: -
k:O 2k +1

15




4 Compito di Analisi Matematica II del
4/05/09

1. Calcolare il seguente limite
rT—Yy

lim // e Y drdy
e—07+ A.

dove A, ={(z,y) eR* e<z+y<2,2>0,y>0}

N.B.: Utilizzare un opportuno cambiamento di variabili.

2. Calcolare il massimo ed il minimo della funzione
flz,y) =42® +2y° — 22

nell'insieme A = {(x,y) € R* 2+ 29> <1, 22> +y* <1 }.

3. Risolvere il P.d.C. :

N.B.: Attenzione alle condizioni iniziali!

4. Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale della serie

+o0

e determinarne la somma.

16



4.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica 11
del 4/05/09

1. Utilizziamo il cambiamento di variabili

rT+y=u,
rT—y=v.
Sommando e sottraendo le due equazione abbiamo z = f(u + v) e

y:%(u—v) con le condizionie <u <2, u+v>0eu—v>0. La

matrice Jacobiana e: .
2

N | —

1 1
2 2

1
il cui determinante vale —3 Allora l'integrale da calcolare e:
r—Yy

v
1 2 w o

/ex"'ydxdy = 5// eu dvdu

Ae £ —u
el 8 1 /2 1

= 5/5 ueu du:§/€ u(e—g) du

1
percio il limite richiesto vale (e ——).
e

2. L’insieme e chiuso e limitato, la funzione & continua, quindi esistono il
massimo e il minimo. Troviamo i punti in cui il gradiente si annulla:

8r—2=0
4y = 0.

Troviamo (%,0) che appartiene all'interno del dominio e f(3,0) = —1.

I

17



Sulla parte di frontiera x? + 2y? = 1 utilizziamo i moltiplicatori di
Lagrange e otteniamo il sistema

8 —2—-2 =0
4y — 4y =0
22+ 2y =1

da cui
4-Nz=1

(1=Ny=0
24+ 22 =1.
Dalla seconda equazione si ottiene y = 0 oppure A = 1. Allora ot-

teniamo i punti (+1,0) e (3,42). I primi non verificano la seconda

3
. . . . . 1 2 o 2
disuguaglianza mentre nei secondi abbiamo f(3,£3) = 3.

Sulla parte di frontiera 222 + y?> = 1 utilizziamo i moltiplicatori di
Lagrange e otteniamo il sistema

8r—2—4 x =0
4y — 2 \y =0
202 +y? =1
da cui
(4—-2N)z =1
2-=XNy=0
202+ =1.
Dalla seconda equazione si ottiene y = 0 oppure A = 2. Allora ot-
teniamo i punti (:l:\/ii,O) e nessuna soluzione per A = 2. Risulta

f(J5:0)=2-v2e f(=J5,0) =2+ V2.

Infine dobbiamo considerare i punti di intersezione dei due vincoli, cioe
dobbiamo risolvere
{:1:2 1o =1

222 + 9y =1,

da cui si ottengono i punti (i\%,i\%), in cui f vale: f(\/ig,j:\/ig) =

2 — \% e f(—\%, i\%) =2+ \% In conclusione, confrontando tutti i

18



valori ottenuti, abbiamo:

1 1 1 .
f(—ﬁ,()):Q—i—\/é:ijf, f(z,o):_zl:mjnf-

. L’equazione differenziale ¢ autonoma dunque usiamo la sostituzione
2(y(z)) = y'(x) e 2’z = ¢”, allora dobbiamo risolvere il P.d.C.

1
22 = =52 P

dove y e la variabile indipendente. Poiche z = 0 non ¢ soluzione,
possiamo dividere per z e otteniamo l’equazione di Bernoulli con o =
—1:

, 1y

Z=—z—=
Y z

z(-1)=1

Utilizziamo la sostituzione w = 22, da cui w’ = 2z 2’. Allora, moltipli-
cando per z, dobbiamo risolvere

w == w— 2y°
w(—1) =1

Questa ¢ un’equazione lineare del primo ordine non omogenea Risol-

vendo I'equazione omogenea w’ = — w otteniamo

2
£d
w = Cefy Y = CteOglm = Cy2 .

Una soluzione particolare dell’equazione non omogenea si ottiene ri-

solvendo ¢ (y)y? = —2y?, da cui ¢(y) = —2y e la soluzione generale &
w = cy? — 2y3. Imponendo la condizione iniziale troviamo ¢ = —1 e
dunque w = —y? — 2y3. Dunque, ricordandoci della condizione iniziale

su z troviamo z = y/—y? — 213.

Ora dobbiamo risolvere



Separando le variabili e ricordando che y deve essere negativa in un
intorno di 0 troviamo:

1
/ S / iz,
/_y2 _ 2y3
da cui

/ ! d +k
———dy == :
Y g7y

Per calcolare l'integrale usiamo la sostituzione —1 — 2y = 2 da cui

u?+1

2

—2dy =2uduey=— , dunque

—2
/ﬁdu:—Qarctanu:x—i—k.

Ritornando nella variabile y e imponendo la condizione iniziale otte-

niamo k = —Z e la soluzione &

o= (1w (5-3)).

. Con la sostituzione y = otteniamo
+00
—1)" n

Questa serie di potenze converge assolutamente per y € (—1,1), con
convergenza totale negli intervalli chiusi [—r,7] con 0 < r < 1 e non
converge negli estremi. Tornando nella variabile x abbiamo la conver-
genza assoluta per |r — 1| > 1. Dunque la serie converge puntual-
mente assolutamente in (—o00,0) U (2,4+00) e converge totalmente in
(—o0, =] U [2 4+ r,+00) per r > 0. La somma della serie &
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5 Compito di Analisi Matematica II del
29/06/09

. Determinare il massimo e il minimo della funzione cosi definita

f(xvyvz) - xy+227
nell’insieme

B={(z,y,2) €R®: 2 +92+22<1}.
. Risolvere il seguente P.d.C.

y//+2yl+5y:e—x
y(0)=1, ¢'(0)=2.

3. Calcolare il valore del seguente integrale

///ydxdydz,
E

E={(r,y,2) R : /a2 +y2<2<1,y>0}.

dove

4. Determinare la serie di Fourier della funzione 27-periodica che nell’in-
tervallo [—7, 7] & data da

fla) = {O per x € [—,0)

x(m—x) perxel0mn].

Precisare la convergenza puntuale e uniforme della serie ottenuta.
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5.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica II
del 29/06/09

1. L’insieme B e chiuso e limitato, la funzione e continua, quindi esistono
il massimo e il minimo. Troviamo i punti in cui il gradiente si annulla:

y=0
z=0
22 =0.

L’unico punto stazionario interno e (0,0, 0), dove la funzione vale zero.

Sulla frontiera 2% + y? + z? = 1 utilizziamo il metodo dei moltiplicatori
di Lagrange e cerchiamo i punti stazionari della funzione L(z,y, z, A) =
xy + 22 — Ma? +y? + 22 — 1). Otteniamo il sistema

y—22x =0
r—2X\y=0
22 =2 2z =0

4yt 422 =1

da cui
y=2\x
T =2\y
22(1-X) =0

22+t +2=1.
Dalla terza equazione si ottiene z = 0 oppure A = 1.
1
Nel caso z = 0, dalle prime due equazioni otteniamo A = +—, per cui

dall'ultima equazione otteniamo i punti (j:\/ii, 5, 0) e <i\/i§, 5 O)
nei quali si ha

f(iljzlo)—l f(i1$10)— 1
V2 V2 2’ V2 V2 2’
Nel caso A = 1, otteniamo z =y = 0 per cui z = *+1 ed allora

£(0,0,+£1) =1.

22



In conclusione, confrontando tutti i valori ottenuti, abbiamo:

1 1 1 .
f(0,0,:I:l)zlzmgxf, f(jzﬁ,$ﬁ,0) :—észmf.

2. L’equazione differenziale e lineare a coefficienti costanti non omoge-
nea. Troviamo l'integrale generale dell’equazione omogenea associata
risolvendo 'equazione caratteristica

AN 4+22+5=0.

Otteniamo A = —1 + 24, percio l'integrale generale dell’equazione
omogenea associata ¢

y(x) =c1 e cos2z + ¢y e sin 2.

Cerchiamo una soluzione particolare dell’equazione non omogenea del

1

¥, Sostituendo nell’equazione troviamo A = 7 percio

tipo y(z) = A e”

I'integrale generale dell’equazione non omogenea e

1
y(x) =c1 €% cos2x + ¢y e F sin2x + I e T

Imponendo le condizioni iniziali otteniamo

a+3=1
—Cl+262—i:2.

Dunque la soluzione e

e 7 2x + 3 e 7 sin2x + 1 e 7
— — 1 —
1 cos 2x 2 sin 2x 1

3. Calcoliamo l'integrale in coordinate cartesiane, integrando “per strati”.

23



Risulta

[/ wasaye:

S
I

dx

I

N — DN~ wl»—to\\
QL
)

/\/m

0

e [
[ [w—ﬂ;dz

! 2 1zt 1
/(223——23)612::—[2—] =,
0 3 213lo 6

1
percio l'integrale richiesto vale 5

/ 2 )
L

4. La funzione non e pari né dispari dunque dovremo calcolare tutti i
coefficienti di Fourier. Risulta w = 1 e dunque abbiamo, tenendo conto
che la funzione vale zero in [—,0]:

™

1 [" 2
aoz—/ (7m—:t2)dx:7r—
; 6
[ 9
ay = — [ (mx —z°) cos(kx)dx
0

(integrando per parti)

7T
1/ 7 mcos(km) N 2 sin(k )
o\ k2 k2 k3
1+ (=1)*
I o\ . :
by = — | (mx —z°) sin(kz)dx (integrando per parti)
T Jo
1 /2 2cos(km) msin(kn) _21—(—1)k
BN k3 k2 T wk

dunque la serie di Fourier di f e

7r_2 + ; <_1+k‘¥ cos(kx) + 2% sin(km)) :

24



Poiche la funzione e continua e regolare a tratti, la serie converge
uniformemente ad f su R.

La somma dei primi 101 termini della serie e riportata in Figura 2.

Figura 2: Somma parziale della serie di Fourier di f per £ = 100.

25



6 Compito di Analisi Matematica II del
13/07/09

1. Risolvere il Problema di Cauchy
Yy =2ytanx + /Yy
y(0) =1.

2. Calcolare il seguente integrale triplo

/// log(z? 4 y* + 2) dxdydz
B

E={(r,y,2) eR®: 1 <2’ +9y°<2,1<2<2}.

dove

3. Trovare il massimo e il minimo assoluti e relativi (se esistono) della
funzione

flz,y) = zlog(z? +4%),

nell’insieme

E={(r,y) eR*: 0<a<1,0<y<a}.

4. Studiare la convergenza della seguente serie di funzioni

“+o00
arctan .
n2x?
n=1

26



6.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica 11
del 13/07/09

1. L’equazione ¢ di Bernoulli con @ = 1 e possiamo risolverla con la

2
. 1 _
sostituzione w = y'72 = y'/? e dunque w' = %?J 1/2

'equazione per y/? e sostituendo otteniamo

y'. Dividendo

2w = 2wtanz + 1 . w' =wtanz + 3
ossia
w(0) =1. w(0) =1,

La soluzione generale dell’equazione omogenea associata w’ = w tan x

ew = . Per trovare una soluzione particolare dell’equazione non
cos T
.oclx) .. dx) 1 ., COS X .
omogenea del tipo risolviamo = — cioe d(x) = , da cui
) cosx cosx 2 2
sin @ . : :
c(x) = 5 e quindi l'integrale generale dell’equazione non omogenea
. c tan x L :
ew = . Imponendo la condizione iniziale otteniamo ¢ = 1
cosT . .
an x .
e dunque w = + . In definitiva
cos T
) 1 tan’z  tanx
y(r) = w(z)” =

cos? 4 cosT

2. Possiamo integrare in coordinate cilindriche (p,, z), nelle quali ab-
biamo 1 < p < \/§, 0 <Y <2rel <z <2 Allora 'integrale
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vale

2m V2 2
/// log(z? 4+ y* + 2) dwdydz = / d19/ ng/ log(0® + z) dz
E 0 1 1

vz 2
= 27r/ (0" + 2)log(0* + 2) — 2] odo
1

2y

V2
2m [ (16 + 2)1os(e +2) = (¢ + 1) gl +1) = 1) oo =

W/Q ((t+2)log(t+2)—(t+1)log(t+1)—1>dt
:W[(t+2)2 ?
2 1

2 2 1
_F/ ((H )+ )> dt = = (36 log2 — 18 log3 — 3) .
1 2 2 2

log(t +2) — *;1)2 log(t + 1) t]

3. La funzione f si puo prolungare per continuita nell’origine in quanto
nel triangolo E risulta zlog(z?) < xlog(z? 4+ y?) < zlog(22?) e dunque

lim  f(z,y) = 0. Dunque abbiamo una funzione continua definita
(z,9)—(0,0)
su un insieme chiuso e limitato, percio esistono il massimo e il minimo

di f.

Siccome i punti in cui il gradiente di f si annulla devono risolvere

222 2y

—I2+y2+log(x2+y2):0, =0

22 4 12 -
dalla seconda equazione abbiamo x = 0 oppure y = 0. Per x = 0
otteniamo il vertice (0,0), per y = 0 otteniamo i punti della base del
triangolo, dunque non esistono punti stazionari interni.

Studiamo la funzione sulla frontiera. Per y = 0 abbiamo ¢(x) =

1

2rlogx con 0 < x < 1. Risulta ¢/'(z) = 2logx + 2, allora x = R
2

e un punto di minimo relativo sulla frontiera e f (E’O) =3 In

(1,0) la funzione vale zero.

Sul lato # = 1 abbiamo ¢(y) = log(1 + y?) che & crescente e f(1,1) =
log 2.

28



Infine sul lato y = x abbiamo ¢(z) = zlog(22?) con 0 < x < 1. Risulta
1

1 1)6\/5\/5

eV2'eva) e

~
: : . 1 2 .
Confrontando i valori ottenuti risulta che f o 0) = ¢ il minimo

¢'(z) = log(22?) + 2, allora 22? = e2, cio¢ = = ¢ un punto di

minimo relativo sulla frontiera e f (

e f(1,1) =log?2 ¢ il massimo.

. Le funzioni sono tutte definite in R\ {0} e sono positive. Per studiare

. o . arctanzx
la convergenza puntuale, ricordando il limite IHI(I) —— =1, fissato
T— X
+oo

x # 0, confrontiamo la serie data con la serie convergente E —5, €
n

n=1
otteniamo .
) arctan —— 1
lim — & = — #£0.
72

n—-+4oo %
n

Dunque la serie converge puntualmente in R\ {0}.

Per quanto riguarda la convergenza totale, naturalmente la serie non
converge in X =R\ {0} perche

1 T
sup arctan = — Vn e N.
reX n2x? 2

Per » > 0 consideriamo gli insiemi
X, = (—o0, —r| U [r,+00).

Risulta, poiché le funzioni sono pari e decrescenti in x > 7,

= arctan

sup arctan =
n2r2 n2r2

wEXr

e per le considerazioni sulla convergenza puntuale la serie

converge, percio la serie data converge totalmente in ogni insieme X,.
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7 Compito di Analisi Matematica II del
7/09/09

. Determinare il massimo e il minimo della funzione f(z) = 4 — z nell’in-
sieme
E={(zy,2) : 2> +y" =8, z+y+z=1}.

/// (x2+y2+22) dxdydz ,
A

Az{(m,y,z) Dz >\ a2+ y?, x2+y2—|—22§1}.

. Calcolare

dove

. Risolvere il Problema di Cauchy

yy" = (y')* log(y/)
y(0) =1, y'(0)=e.

. Studiare la convergenza puntuale e totale della serie di funzioni:

too  on 2
E x—log 1+x— .
n \/ﬁ

n=1
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7.1 Soluzione del compito di Analisi Matematica II
del 7/09/09

1. L’insieme e chiuso e limitato, la funzione ¢ continua, quindi esistono il
massimo e il minimo. L’insieme £ non ha punti interni.

Dalla seconda equazione ricaviamo z = 1—x —y percio, sostituendo nel-
la funzione f, si tratta di cercare il massimo e il minimo della funzione
g(z,y) = 3+x+y nell'insieme B = { (z,y) : * +y*> = 8} . Anche que-
sto insieme B non ha punti interni, percio usiamo il metodo dei molti-
plicatori di Lagrange con la funzione L(z, y, \) = 3+x+y—A(z*+y*—8)
e otteniamo il sistema

1-2 =0
1—-2\y=0
22 +y? =38
Dalle prime due equazioni otteniamo
1 1
"o YT ax
e sostituendo nella terza, si ha
1 1 1

e Tpe T e T

e dunque A = £1/4.

Sostituendo nelle espressioni di x e y si hax = +2 e y = £2. Calcolando
il valore di ¢ nei punti ottenuti abbiamo:

9(272) = 77 g(_27 _2) = _17

ossia

£(2,2,-3)=7,  f(-2,-2,5) = —1.
Dunque m]gxf =Te mblnf =—1

Alternativamente si potevano usare direttamente due moltiplicatori di
Lagrange studiando la funzione

ma il sistema sarebbe stato piu lungo da risolvere.
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2. Utilizziamo il cambiamento di variabili sferiche (g, ¢, ) il cui Jacobiano
¢ 0%sinp. In questo sistema di coordinate I'insieme A diventa

{(@,w,ﬁ):oégél,oswg Ogﬁgh}.

s
4 )

Allora l'integrale da calcolare e:

1 pr2n pr/4
/// (SE2 + 9% + 22) drdydz = / / / o*sin p dp dv do
A o Jo Jo

571
= 27 [Q—l [— cos 90]3/4
5 g

_ 21(_@)
5% 2

Alternativamente si puo usare il cambiamento di variabili cilindriche
(0,7, z) il cui Jacobiano ¢ ¢ ma il calcolo & molto piu lungo. In questo
sistema di coordinate I'insieme A diventa

{(971973) : 0§79§27T,Q§z§\/1_7g2}'

Allora dobbiamo risolvere o> = 1 — ¢?, cio¢ ¢* = 1/2, per cui l'insieme
A diventa:

{(Q,ﬁ,Z) : OSﬁSQTF, OSQS

1
—, 0< 2<\/1—-0%% .
V2 emTe Q}

In definitiva I'integrale da calcolare e:

1/V2  p2n pa/1-02
/// (2® +y* + 2°) dedydz = / / / (0® + 2%) odz dV do
A 0 0 0
1—02

1/v2 537V
:27r/ [922 + —} odo
0 31,

1/V2 1 — 2\3 43
—271'/ <Q2 1—@24—%—%) odo.
0
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Sostituendo ¢* = t, e quindi 20 dp = dt, e integrando per parti, abbiamo

2 .2, 2 12 (1—t)** 4 3/2
(x +y —|—z)d:cdydz:7r t\/l—t+T—§t dt
A 0

2 21 —4)5/2 8 V22 g
:w({—gul—wW?—léigL——igﬁ”} —%/ gu—wﬁﬂﬁ
0 0

Y G S S T T I SRS b
_W< 6va 30v2 15 15v2 L5O ‘) ]0>

1 2 1 4 2 2 o V2
:W(—3—\/§+1—5—m+ﬁ):W(g—ﬁ):?<1—7>

. L’equazione differenziale ¢ autonoma, dunque usiamo la sostituzione

2(y(z) = y'(z), da cui y'(z) = 2 (y(x))y'(z) = 2 (y(@)) 2(y(z)) e
allora dobbiamo risolvere il P.d.C.

yz2 =2%logz
z(1) = e,

dove y e la variabile indipendente. Poiche z = 0 e z = 1 non sono
soluzioni, possiamo separare le variabili e otteniamo il P.d.C.:

21
zlogz g
2(1) =e,

Allora dobbiamo risolvere

/ o 2/1@,
z log 2z Y

cioe

log(logz) =logy + ¢, dacui logz = ky.
Imponendo la condizione iniziale troviamo £ = loge = 1 e dunque
z =eY.

Ora dobbiamo risolvere
y =e

y(0) =1.
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Separando le variabili troviamo:

/e_y dy:/dx,

da cui
—eV=x+k,
dunque
—y =log(—x — k).
1
Imponendo la condizione iniziale otteniamo log(—k) = —1, cioe k = 5

e la soluzione ¢

y(z) = —log (% - x) |

. Le funzioni sono definite su tutto R, non negative e pari. La serie
converge in 0 e per studiare la convergenza puntuale per x # 0 usiamo
il criterio del rapporto. Risulta:

22(n+1) 22
. n+1 lOg (1 + \/n+1> . ZL'2TL 2
lim - 5 = lim —— =2~.

Dunque la serie converge puntualmente per |z| < 1 e diverge positiva-
mente per |z| > 1. Nei punti z = %1 la serie diventa

S (10 L),

n=1
: - . log(1 + L o
Grazie al limite notevole hr% M = 1, si puo usare il criterio del
y— Yy
+oo

confronto asintotico con la serie 5 che € una serie armonica ge-

n=1
neralizzata convergente. Pertanto la serie data converge puntualmente
in [—1,1].

Per la convergenza totale si ha, per ogni n > 1,

" x? 1 1
M, = T dog (1422 ) = Zlog (14 —
A5 Og( +ﬁ> n Og( +ﬁ)
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“+o00o
e per quanto gia visto risulta Z M,, < 400 pertanto la serie converge

n=1
totalmente in [—1, 1].
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