
Appunti di Algebra lineare∗A. Peretti14 giugno 20051 Topologia di Rn e funzioni di più variabili1.1 Insiemi in RnConsideriamo dapprima insiemi di punti su un asse cartesiano. Utilizzando la corrispondenza biunivoca che si puòstabilire tra i punti di un asse cartesiano e i numeri reali relativi del campo R assoceremo sempre ad ogni punto lasua ascissa e ad ogni numero reale il punto che può essere considerato la sua immagine geometrica. Così parleremoindi�erentemente di punti e di numeri reali relativi.Insiemi notevoli in R sono gli intervalli. Dati a, b ∈ R, con a < b, è un intervallo l'insieme
[a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b}.Altri esempi di intervalli sono, come noto,

(a, b) = {x ∈ R | a < x < b},
[a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b},
(a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b}.I numeri a e b sono gli estremi dell'intervallo. Se gli estremi sono entrambi compresi nell'intervallo di cui si vuolparlare si dirà che l'intervallo è chiuso; se invece sono entrambi esclusi si parlerà di intervallo aperto.Un tipo particolare di intervalli sono gli intorni circolari di un punto x0. Sono gli intervalli

(x0 − δ, x0 + δ),dove δ può essere un qualunque numero reale positivo e viene detto il raggio dell'intorno. Possono essere aperti ochiusi e hanno come immagine geometrica un segmento del quale il punto di ascissa x0 è punto medio.Se, dati due punti x e y in R, de�niamo distanza di x e y il numero reale non negativo
d(x, y) = |x − y|,allora si ha

(x0 − δ, x0 + δ) = {z ∈ R | d(z, x0) < δ} = {z ∈ R | |z − x0| < δ} :quindi l'intorno aperto di x0 di raggio δ è costituito dai punti che distano da x0 meno di δ.
00 0xx -d x +d

dAvremo occasione di considerare anche intervalli illimitati, che sono insiemi del tipo
[a,∞) = {x ∈ R | x ≥ a},
(a,∞) = {x ∈ R | x > a},

(−∞, a] = {x ∈ R | x ≤ a},
(−∞, a) = {x ∈ R | x < a},

∗In questa dispensa sono trattati gli argomenti che fanno parte del programma del corso di Algebra lineare impartito presso la Facoltàdi Scienze Statistiche nell'Anno Accademico 2004/2005. 1



dove a ∈ R. Essi hanno come immagine geometrica una delle due semirette dell'asse reale che hanno origine nel puntodi ascissa a. Talvolta si scrive anche (−∞,∞), intendendo con questo tutto l'insieme R.In R sono noti i concetti di punto interno di un insieme, punto esterno, punto di frontiera, punto di accumulazione,punto isolato. Sono noti inoltre i concetti di insieme aperto e insieme chiuso.Se nel piano consideriamo due assi cartesiani ortogonali con l'origine nel loro punto comune, possiamo stabilire,così come fatto tra i punti di una retta ed R, una corrispondenza biunivoca tra i punti del piano e l'insieme R2, cioèil prodotto cartesiano R × R1, cioè l'insieme delle coppie ordinate di numeri reali.Possiamo chiamare intervallo in R2 un sottoinsieme di R2 che è prodotto cartesiano di due intervalli di R. Adesempio è un intervallo in R
2 l'insieme

A = [a, b] × [c, d] = {(x1, x2) ∈ R
2 | a ≤ x1 ≤ b; c ≤ x2 ≤ d}, a, b, c, d ∈ R,ed ha come immagine geometrica un rettangolo con i lati paralleli agli assi.

L'intervallo è aperto se è prodotto cartesiano di due intervalli aperti ed è chiuso se è prodotto cartesiano di dueintervalli chiusi. Le altre possibilità danno origine ad intervalli che non sono né aperti né chiusi.Possiamo anche qui parlare di intervalli illimitati: sono quelli che sonoprodotto cartesiano di due intervalli, di cui almeno uno illimitato. Èun intervallo illimitato ad esempio l'insieme
A = [0, 1]× (0,∞) = {(x1, x2) ∈ R

2 | 0 ≤ x1 ≤ 1; x2 > 0}.

Altri esempi notevoli di sottoinsiemi di R2 sono poi anche gli intornicircolari di un punto.Fissato un punto P (x0
1, x

0
2), si dice intorno circolare di P di raggio

δ > 0 l'insieme dei punti del piano che hanno da P distanza (euclidea)minore di δ (o minore o uguale). Essi come è noto riempiono uncerchio di centro P e raggio δ. È da notare che gli intorni circolari di
P sono in�niti, tutti contengono il punto P e considerato uno di essi,di raggio δ̄, ne esistono in�niti altri di raggio minore tutti contenutiin esso.Ricordiamo che la distanza euclidea tra P (x1, x2) e Q (y1, y2) è data da

d(P, Q) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.Riprendiamo brevemente in R
2 le nozioni topologiche, già note in R, di punti interni a un insieme, punti esterni aun insieme e punti di frontiera per l'insieme, di punto isolato di un insieme e di punto di accumulazione per l'insieme.De�nizione Dato un insieme A ⊂ R2, un punto P si dice1 Ricordo che, se A e B sono due insiemi, si de�nisce prodotto cartesiano di A e B l'insieme A×B delle coppie ordinate (a, b) di elementirispettivamente di A e di B. 2



• interno ad A se P ∈ A ed esiste almeno un suo intorno circolare tutto contenuto in A;
• esterno ad A se esiste almeno un suo intorno circolare tutto costituito da punti non appartenenti ad A;
• di frontiera per A se P non è né interno né esterno ad A. Succederà allora che in qualunque suo intorno circolarecadono almeno un punto di A e almeno un punto non appartenente ad A;
• isolato se P ∈ A ed esiste almeno un suo intorno circolare che non contiene alcun punto di A eccetto P ;
• di accumulazione per A se in qualunque suo intorno circolare cadono in�niti punti di A, indipendentemente dalfatto che esso appartenga o non appartenga ad A.È importante inoltre l'ulterioreDe�nizione Un insieme A ⊂ R2 si dice
• aperto se ogni punto di A è interno ad A;
• chiuso se il suo insieme complementare2 è aperto.Osservazioni ed esempi.
. Si può osservare che un punto isolato è certamente di frontiera, un punto interno è certamente di accumulazione,un punto esterno non può essere di accumulazione, un punto isolato di un insieme non può essere di accumulazioneper quell'insieme, un punto di frontiera può appartenere o non appartenere all'insieme e può essere o non esseredi accumulazione per l'insieme.
. L'insieme dei punti interni ad un insieme A viene indicato con intA. Possiamo quindi anche dire che un insieme

A è aperto se A = intA.
. R2 è aperto e chiuso nello stesso tempo, da cui ∅ è anch'esso aperto e chiuso.
. Abbiamo già visto che un intervallo è aperto se e solo se è prodotto cartesiano di due intervalli entrambi apertied è chiuso se e solo se è prodotto cartesiano di due intervalli entrambi chiusi.Se l'intervallo I è prodotto cartesiano di due intervalli, chiamiamoli I1 e I2, allora intI = intI1 × intI2. Si trattadel rettangolo privato del suo contorno.
. In generale i punti esterni sono quelli che risultano interni al complementare dell'insieme in questione.
. I punti di frontiera di un intervallo sono i punti che stanno sui lati del rettangolo, a prescindere dal fatto chequesti facciano parte oppure no del rettangolo stesso.
. Un intervallo non ha punti isolati. Vediamo tra breve un insieme che ha punti isolati.
. I punti di accumulazione di un intervallo sono tutti i punti che sono interni oppure di frontiera per l'intervallo.Il loro insieme coincide quindi con l'intervallo chiuso.Come esempio riassuntivo sugli intervalli, consideriamo I = [0, 1) × (−1, 1]. L'insieme dei suoi punti interni èl'insieme (0, 1) × (−1, 1)3; l'insieme dei suoi punti di frontiera si può scrivere come

(

{0} × [−1, 1]
)

∪
(

{1} × [−1, 1]
)

∪
(

[0, 1]× {−1}
)

∪
(

[0, 1]× {1}
)

;l'insieme dei punti di accumulazione per I è l'intervallo I = [0, 1]× [−1, 1].Altro esempio. Consideriamo l'insieme
A =

(

(−1, 1) × {0}
)

∪ {(0,−1)} ∪ {(0, 1)}4.2 Ricordiamo che, dato in generale un insieme X ed A ⊆ X, l'insieme degli elementi di X che non appartengono ad A si dicecomplementare di A (rispetto ad X). Nel nostro caso abbiamo A ⊂ R
2 e sottointendiamo che il complementare sia rispetto a tutto R

2.3 Come lo studente attento avrà notato, la scrittura (a, b) può risultare a questo punto ambigua: infatti, senza ulteriori informazioni,può indicare un intervallo (quindi un sottoinsieme) di R oppure una coppia di numeri reali, cioè un elemento di R2. Non c'è però ambiguitànella scrittura dell'insieme dei punti interni di I: infatti, trattandosi di un prodotto cartesiano, come noto questa è un'operazione trainsiemi e quindi, nel caso in questione, (0, 1) e (−1, 1) sono da interpretare senz'altro come intervalli di R.4 Si consideri che anche in questo caso non c'è ambiguità nell'interpretazione della scrittura di tipo (a, b): (−1, 1) è certamente unintervallo di R (vedi nota precedente), mentre (0,−1) e (0, 1) sono invece certamente elementi di R2 e la scrittura {(0,−1)} sta ad indicarequindi l'insieme il cui unico elemento è la coppia (0,−1). Per acquisire dimestichezza con il formalismo, lo studente ri�etta sempre conattenzione su questi aspetti. 3



L'insieme A (lo studente è invitato a disegnarne una rappresentazione gra�ca) non ha punti interni (si osservi ancheche l'intervallo (−1, 1) ha punti interni in R); l'insieme A ha due punti isolati, e sono (0,−1) e (0, 1); tutti i punti di Asono di frontiera per A; sono di frontiera anche gli estremi del segmento, cioè (−1, 0) e (1, 0); i punti di accumulazionedi A sono dati dall'insieme [−1, 1]× {0}.Gli studenti si costruiscano altri esempi in proposito.Tutto quanto detto per R
2 può essere esteso in modo del tutto naturalead Rn, l'insieme delle n-ple ordinate di numeri reali. Da notare che, in talcaso, solo per n = 3 si può dare ancora una immagine geometrica, che saràambientata in quello che si può indicare come lo spazio a tre dimensioni nelsenso elementare e intuitivo del termine, attrezzato con una terna di assicartesiani ortogonali.Si possono chiamare intervalli in Rn i prodotti cartesiani di n intervalli in

R. Ad esempio è un intervallo in R3 l'insieme
A = [0, 1] × (−1, 0)× [−1,−1]la cui immagine geometrica è un parallelepipedo con le facce parallele aipiani coordinati. x
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-1Si dirà intorno circolare di raggio δ di un punto P ∈ Rn l'insieme dei punti di Rn che hanno distanza euclidea da
P minore di δ, ricordando che, se P (x1, . . . , xn) e Q(y1, . . . , yn), la distanza euclidea tra P e Q è data da

d(P, Q) =

√

√

√

√

n
∑

i=1

(xi − yi)2.
5L'intorno circolare di un punto P ∈ R

3 di raggio δ è rappresentato dalla sfera di raggio δ con centro in P .Si estendono ai sottoinsiemi di Rn, in modo del tutto analogo a quanto fatto in R2, tutte le nozioni topologiche.Come già in R e in R2, anche in Rn si dice aperto ogni insieme i cui punti siano tutti punti interni. Abbiamogià visto che, ad esempio, in R2 un rettangolo privato dei lati è un insieme aperto, e così pure un cerchio privatodella circonferenza. In R3 sono aperti ad esempio un parallelepipedo privato delle facce oppure una sfera privata dellasuper�cie sferica.Si dirà poi chiuso un insieme che sia complementare (rispetto a Rn) di un insieme aperto.Si può dimostrare che A è chiuso se e solo se contiene tutti i suoi punti di frontiera, e anche se e solo se contienetutti i suoi punti di accumulazione.Un insieme aperto contenente un punto P verrà detto intorno di P (può essere un intorno circolare ma può nonesserlo).1.2 Funzioni reali di n variabili realiÈ noto che si dice funzione de�nita in un insieme A qualunque legge di corrispondenza che ad ogni elemento di A associain modo unico un altro oggetto di un altro insieme. Per il nostro scopo servono le funzioni de�nite nei sottoinsiemi Adi Rn che associano ad ogni elemento di A uno ed un solo elemento di R, cioè un numero reale. Per dire che f è unafunzione in tal senso possiamo scrivere
f : A ⊂ R

n → R.Se vogliamo riferirci alla funzione nel suo complesso scriveremo semplicemente f ; se invece, posto x = (x1, . . . , xn),vogliamo indicare il numero reale che è immagine di x attraverso la funzione f , scriveremo f(x).Si dice campo di esistenza o insieme di de�nizione della funzione f l'insieme C.E.(f) degli x di cui esiste ilcorrispondente secondo la legge f .È immediato che debba essere A ⊆ C.E.(f).Si indica con il simbolo f(A) l'insieme dei corrispondenti degli elementi di A, che talvolta viene chiamato immaginedi A secondo f . In particolare f(C.E.(f)) è immagine dell'intero insieme di de�nizione della funzione e si dice anche�codominio� della funzione.Chiaramente risulta f(A) ⊆ f(C.E.(f)).
. Esempi Con n = 2 sono esempi di funzioni de�nite in opportuni sottoinsiemi di R2 le seguenti funzioni:1. f(x1, x2) =

√

x2
1 + x2

25 Ricordo che, se x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, si de�nisce norma euclidea di x il numero reale non negativo ‖x‖ =
�Pn

i=1
x2

i

�1/2. Dati allora
x, y ∈ Rn, si può allora ride�nire d(x, y) = ‖x − y‖. 4



2. f(x1, x2) =
log(x1 + 3x2

2)

3x23. f(x1, x2) = max(x1, x2).Quando l'insieme di de�nizione non è indicato si sottointende che esso sia C.E.(f), cioè il più ampio sottoinsiemeproprio o improprio di Rn dotato della proprietà che ogni suo elemento abbia corrispondente secondo la legge f .Così, nei tre esempi proposti, il campo di esistenza della f in 1 è tutto R2, dato che x2
1 + x2

2 ≥ 0, per ogni
(x1, x2) ∈ R

2.Il campo di esistenza della f in 2 è l'insieme
C.E.(f) = {(x1, x2) ∈ R

2 | x1 > −3x2
2}e si tratta della parte di piano ra�gurata a �anco in grigio.Il campo di esistenza della f in 3 è ancora tutto R2.L'insieme delle (n + 1)-uple (x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)), con (x1, . . . , xn) ∈ A costituisce il cosiddetto gra�co di f ,ed è naturalmente ambientato in Rn+1. Solo con n = 1 oppure n = 2 possiamo rappresentare il gra�co di una funzione.Lo studente ha imparato nel corso di Matematica I ad ottenere il gra�co di funzioni f : A ⊂ R → R e a rappresentarlocome sottoinsieme di R2.Il gra�co di una f : A ⊂ R2 → R è invece un sottoinsieme di R3. Ad esempio, il gra�co della funzione f : R2 → Rde�nita da y = x1 + x2 è un piano nello spazio R

3.Esaminiamo ora un concetto che sarà utile in seguito, quello di restrizione di una funzione. Prima però serveintrodurre il concetto di curva in Rn. Per non appesantire l'esposizione, consideriamo solo curve in R2.Chiamiamo curva in R2 una funzione continua γ de�nita in un intervallo I di R a valori in R2. Pertanto abbiamo
γ : I → R

2, con γ(t) = (γ1(t), γ2(t)),dove γ1, γ2 sono funzioni continue de�nite nell'intervallo I.L'immagine della curva γ, cioè il sottoinsieme di R2

{

(γ1(t), γ2(t)) : t ∈ I
}

,si chiama anche sostegno della curva γ.
. Esempi1. La funzione γ(t) = (1 + t, 1 − t), con t ∈ [−1, 1] è una curva in R2. La sua immagine è un segmento nel piano.2. La funzione γ(t) = (t, t2), con t ∈ [0, 1] è una curva in R2. La sua immagine è un arco di parabola.3. La funzione γ(t) = (cos t, sin t), con t ∈ [0, 2π] è una curva in R

2. La sua immagine è una circonferenza concentro nell'origine e raggio 1.6Data una funzione f : A ⊂ R2 → R e data una curva γ : I → R2, con immagine contenuta in A, chiamiamorestrizione di f alla curva γ la funzione f ◦ γ.
. Esempi1. Data la funzione f(x1, x2) = x1 − x2, la sua restrizione alla curva γ(t) = (t, 0), con t ∈ R, è una restrizione di fall'asse x1.7 Si tratta della funzione g(t) = f(t, 0) = t.La restrizione della stessa funzione alla curva γ(t) = (t, t), con t ∈ R, è una restrizione di f alla retta di equazione

x1 = x2. Si tratta della funzione g(t) = f(t, t) = 0, con t ∈ R.2. La restrizione della funzione f(x1, x2) = x1x2

x2
1
+x2

2

alla curva γ(t) = (t, t), con t ∈ (0,∞) è la funzione g(t) =

f(t, t) = 1
2 , con t ∈ (0,∞).Una restrizione della stessa funzione alla parabola di equazione x2 = x2

1 si può ottenere con la funzione g(t) =
f(t, t2) = t

1+t2 , con t ∈ (0,∞).6 L'immagine di una curva può quindi non essere il gra�co di una funzione.7 Non è unica la restrizione di f all'asse x1: ad esempio la funzione g(t) = f(t3, 0) = t3 è un'altra restrizione di f all'asse x1.5



Anche se abbiamo presentato i concetti di curva e di restrizione nel caso bidimensionale, tutto si estende in modoovvio al caso n-dimensionale.A titolo di esempio, una restrizione della funzione
f : R

3 → R, con f(x1, x2, x3) = e−x2
1−x2

2−x2
3alla retta passante per il punto (1, 1, 0) e parallela all'asse x3 si ottiene considerando la restrizione di f alla curva

γ : R → R
3, con

γ(t) = (1, 1, t);si tratta pertanto della funzione
g(t) = f(γ(t)) = f(1, 1, t) = e−2−t2 .1.3 Concetti di limitePrenderemo in considerazione in Rn soltanto il concetto di limite �nito ` al tendere di x = (x1, . . . , xn) ad x0 =

(x0
1, . . . , x

0
n) e il concetto di limite ∞ oppure −∞ al tendere di x ad x0.Sia data una funzione f de�nita in A ⊆ Rn e sia x0 un punto di accumulazione per A. Per semplicità supporremoche se x0 ∈ A sia punto interno di A, e se x0 6∈ A sia punto isolato del complementare di A rispetto a R

n. 8De�nizione Si dice che f tende al numero reale ` per x tendente ad x0, e si scrive
lim

x→x0
f(x) = `,se per ogni intorno circolare I di ` esiste un intorno circolare di x0 la cui immagine è contenuta in I, con l'eventualeeccezione di x0 sul quale non si fa alcuna ipotesi. 9Si dice poi che f tende a ∞ per x tendente a x0, e si scrive

lim
x→x0

f(x) = ∞,se per ogni U = (a,∞) esiste un intorno circolare di x0 la cui immagine è tutta contenuta in U , eventualmenteeccettuato x0. 10Si dice in�ne che f tende a −∞ per x tendente ad x0, e si scrive
lim

x→x0
f(x) = −∞,se per ogni V = (−∞, a) esiste un intorno circolare di x0 la cui immagine, eventualmente escluso x0, è tutta contenutain V . 11

. Esempi1. Consideriamo la funzione f(x1, x2) = x1 + x2, de�nita in tutto R2. Vogliamo provare che
lim

(x1,x2)→(1,1)
f(x1, x2) = 2.Preso un qualunque intorno circolare di 2, indichiamolo con (2 − ε, 2 + ε), possiamo trovare le (x1, x2) la cuiimmagine è contenuta in tale intorno risolvendo la disequazione

2 − ε < x1 + x2 < 2 + ε, cioè 2 − ε − x1 < x2 < 2 + ε − x1,che porta all'insieme ra�gurato qui sotto. Tale insieme contiene certamente un intorno circolare di (1, 1), comerappresentato. Pertanto è provato che il limite in questione è 2.8 Possiamo anche dire equivalentemente che esiste un intorno circolare I(x0, δ) di x0 tale che I(x0, δ) \ {x0} ⊂ A.9 Quindi, equivalentemente, se per ogni I(`, ε) esiste un I(x0, δ) tale che si abbia f
�
I(x0, δ) \ {x0}

�
⊂ I(`, ε).10 Quindi se per ogni (a,∞) esiste un I(x0, δ) tale che si abbia f

�
I(x0, δ) \ {x0}

�
⊂ (a,∞).11 Quindi se per ogni (−∞, b) esiste un I(x0, δ) tale che si abbia f

�
I(x0, δ) \ {x0}

�
⊂ (−∞, b).
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2. Consideriamo ora la funzione f(x1, x2) = 1
x2
1
+x2

2

, de�nita in R2 \ {(0, 0)}12. Vogliamo provare che
lim

(x1,x2)→(0,0)
f(x1, x2) = ∞.Preso un qualunque U = (a, +∞), possiamo trovare le (x1, x2) la cui immagine sta in U risolvendo la disequazione

1

x2
1 + x2

2

> a.Ora, se a ≤ 0, la disuguaglianza è vera in tutto R2 \ {(0, 0)}. Se invece a > 0, la disuguaglianza equivale a
x2

1 + x2
2 <

1

a
,che risulta soddisfatta da tutti i punti del piano la cui distanza dall'origine è minore di √ 1

a , cioè appunto unintorno circolare dell'origine. Pertanto è provato che il limite in questione è ∞.3. Consideriamo in�ne la funzione f(x1, x2) = 1
x1+x2

, de�nita in R2, ad eccezione dei punti che stanno sulla rettadi equazione x1 + x2 = 0. Osserviamo che, volendo studiare il limite nell'origine, non siamo nella situazioneipotizzata nella de�nizione, dato che l'origine non appartiene al dominio di f , ma nemmeno è punto isolato delsuo complementare. Per rientrare nella prima situazione, estendiamo la funzione f dicendo che sulla retta inquestione la f ha, per de�nizione, valore nullo.Vogliamo ora provare che la scrittura
lim

(x1,x2)→(0,0)
f(x1, x2) = ∞è falsa. Se consideriamo U = (0, +∞), le (x1, x2) la cui immagine sta in U sono le soluzioni della disequazione

1

x1 + x2
> 0, cioè x1 + x2 > 0,semipiano aperto al di sopra della retta di equazione x1 + x2 = 0. Tale insieme non contiene però un intornocircolare dell'origine.Lo studente veri�chi che sono ugualmente false possibili scritture con limite �nito o con limite −∞, e che quindiil limite cercato non esiste.

. Osservazione Detto in modo molto impreciso ma che rende bene l'idea, il limite di una funzione di più variabili è�più di�cile che esista� rispetto al limite di una funzione di una sola variabile.A titolo di esempio, si consideri la funzione
f(x1, x2) =

x1x2

x2
1 + x2

2

, con (x1, x2) 6= (0, 0). (1)Si può veri�care facilmente che
lim

(x1,x2)→(0,0)
f(x1, x2) (2)non esiste, sulla base di un risultato (che enunciamo senza dimostrazione) che appare tuttavia molto plausibile.Se

lim
(x1,x2)→(x0

1
,x0

2
)
f(x1, x2) esiste, �nito o in�nito,e se γ è una curva in R

2 con γ(t0) = (x0
1, x

0
2), allora

lim
t→t0

(f ◦ γ)(t)1312 Ricordo che, se A e B sono due insiemi, col simbolo A\B si indica l'insieme degli elementi che appartengono ad A e non appartengonoa B.13 La funzione f ◦ γ è de�nita per tutti i t tali che γ(t) appartiene al campo di esistenza di f : quindi potrebbe non essere de�nita in t0.7



esiste e coincide col precedente (�nito o in�nito rispettivamente).In sintesi: se il limite esiste, deve essere lo stesso lungo una qualunque restrizione.Tornando alla nostra funzione (1), consideriamo la famiglia di curve
γm(t) = (t, mt), con m parametro e t ∈ R.Si tratta di curve che hanno per immagine rette per l'origine, di pendenza m. Dato che ora

lim
t→0

(f ◦ γm)(t) = lim
t→0

mt2

t2 + m2t2
=

m

1 + m2
,il limite evidentemente dipende da m e quindi il limite (2) non può esistere.1.4 Continuità di una funzioneVediamo ora un concetto che collega il comportamento di f in un punto x0 col suo comportamento negli intorni di x0.È richiesto ora che x0 appartenga all'insieme di de�nizione A della funzione f .De�nizione Si dice che f è continua in x0 se x0 è punto isolato di A, oppure se, essendo x0 di accumulazione per

A, risulta essere
lim

x→x0
f(x) = f(x0).Se poi f è continua in tutti i punti di A si dirà brevemente continua in A.Per le funzioni continue valgono in R

n tutti i teoremi già visti in R. A tale proposito ricordiamo che sono difondamentale importanza tutti i teoremi che a�ermano che somme e prodotti di funzioni continue sono funzionicontinue. Anche quozienti di funzioni continue, dove il quoziente esiste, sono funzioni continue. In�ne funzionicomposte di funzioni continue sono funzioni continue.Si potrebbe dimostrare facilmente che, se f : R → R è una funzione continua (di una variabile) allora anche ognifunzione g : Rn → R, con
g(x1, . . . , xn) = f(xi), 1 ≤ i ≤ nè una funzione continua. Da quanto appena detto segue allora facilmente che tutte le funzioni �elementari� in nvariabili sono continue. Ad esempio sono continue, nei rispettivi campi di esistenza, le funzioni

f(x1, x2) = 2x2
1x2 + 3x1x

3
2,

g(x1, x2, x3) = log(x1 − x2 + x3)

h(x1, x2, . . . , xn) = e−‖(x1,x2,...,xn)‖2

.Anche la funzione
f(x1, x2, . . . , xn) =

1
∑n

i=1 xi
,dove esiste14, è continua.Vale in Rn un teorema che generalizza il fondamentale Teorema di Weierstrass, che lo studente ha visto per funzionidi una variabile.Teorema 1 (di Weierstrass) Se f è de�nita e continua in un sottoinsieme chiuso e limitato (si suole anche direcompatto) di Rn, allora valgono le seguenti proprietà:1) f è limitata e la sua immagine è un insieme chiuso e limitato;152) f assume quindi il valore massimo assoluto e il valore minimo assoluto.Se in particolare f è de�nita e continua in un intervallo chiuso e limitato di Rn, allora3) l'immagine di f è un intervallo chiuso e limitato;4) f assume almeno una volta ciascuno dei valori compresi tra il minimo e il massimo assoluti.In particolare rientra nella quarta proprietà il seguenteTeorema 2 (degli zeri) Se f è continua in un intervallo chiuso e limitato di Rn ed assume in esso valori di segnoopposto, essa assume almeno una volta anche il valore 0.1614 Chiaramente la funzione esiste nei punti (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn in cui si ha Pn

i=1
xi 6= 0.15 In generale non è detto che l'immagine sia un intervallo; vedi il successivo punto 3.16 Citiamo a tal proposito il seguente risultato: se f è continua nell'insieme chiuso B, allora f−1(B) è un insieme chiuso. Da questosegue in particolare che l'insieme {x : f(x) = 0} = f−1({0}) è chiuso e anche {x : f(x) ≤ 0} = f−1((−∞, 0]) è chiuso.8



1.5 Continuità di funzioni de�nite mediante integraliVale la pena di �ssare l'attenzione su funzioni di una variabile espresse mediante integrali di funzioni di due variabili.Per ragioni didattiche anzichè usare per le due variabili i simboli x1 e x2, useremo x e y.Sia dunque I = [a, b] un intervallo chiuso e limitato di R e J un intervallo qualunque, sempre di R; siano poi
A = I × Je g una funzione continua in A17. Si consideri, per ogni y ∈ J ,
∫ b

a

g(x, y) dx.La scrittura non deve confondere inutilmente lo studente, che conosce per ora solo integrali di funzioni di unavariabile: per ogni y �ssato, la funzione g è funzione della sola variabile x, e quindi l'integrale è dello stesso tipo diquelli già incontrati nel corso di Matematica I.È chiaro però che il valore dell'integrale dipenderà a questo punto dal valore di y: detto in altri termini, per ogni
y avremo un ben determinato valore dell'integrale. Questo de�nisce quindi in J una legge di corrispondenza univoca,cioè una funzione in J , di variabile y. Ebbene vale il seguenteTeorema 3 Se g è continua in A = I × J allora

f : J → R, con f(y) =

∫ b

a

g(x, y) dxè continua in J.Più generalmente, dette α e β due funzioni de�nite in J e tali che α(y) ≤ β(y), ∀y ∈ J , considerato l'insieme
A = {(x, y) ∈ R

2 | α(y) ≤ x ≤ β(y), y ∈ J},si prenda in esame la funzione
f(y) =

∫ β(y)

α(y)

g(x, y) dx.Teorema 4 Se α e β sono continue in J e g è continua in A, allora
f(y) =

∫ β(y)

α(y)

g(x, y) dxè continua in J .
. Esempi1. La scrittura

∫ 1

0

ex+y dxde�nisce una funzione in tutto R (della variabile y). Con una semplice integrazione è possibile trovare di talefunzione un'espressione analitica che non faccia uso dell'integrale. Si ha
∫ 1

0

ex+y dx =

∫ 1

0

exey dx = ey

∫ 1

0

ex dx = ey ·
[

ex
]1

0
= (e − 1)ey.La funzione f(y) = (e − 1)ey è continua in quanto prodotto di funzioni continue. Il teorema enunciato soprapermetteva di stabilirne la continuità anche senza conoscerne l'espressione esplicita, ma solo sulla base dellacontinuità, in R2, della funzione ex+y.2. La scrittura

∫ 1

0

exy dxde�nisce una funzione continua in tutto R (della variabile y).18 Anche in questo caso è possibile trovareun'espressione esplicita di tale funzione. Si ha
∫ 1

0

exy dx =

[

exy

y

]1

0

=
1

y
(ey − 1).Da notare che l'espressione ottenuta non de�nisce la funzione anche in y = 0, ma che tale funzione è prolungabileper continuità in y = 0, dato che, come noto, limy→0

ey−1
y = 1.17 g è quindi una funzione de�nita in un sottoinsieme di R

2, quindi una funzione di due variabili.18 Si osservi che f(0) =
R

1

0
dx = 1. 9



3. La scrittura
∫ 1

0

ex2y dxde�nisce come prima una funzione continua in tutto R (della variabile y). Questa volta però non è possibiletrovare, con una semplice integrazione elementare, un'espressione esplicita di tale funzione.4. Anche la scrittura
∫ y2

y

log(x + y) dx, y ∈ [1,∞)de�nisce, in base al teorema enunciato sopra, una funzione continua, de�nita nell'insieme
A = {(x, y) ∈ R

2 | y ≤ x ≤ y2, y ∈ [1,∞)}.Lo studente determini un'espressione esplicita della funzione f .1.6 Derivate parzialiCome lo studente ha visto nel corso di Matematica I, il concetto di derivata di una funzione è basato sul concettodi rapporto incrementale. Volendo costruire anche per funzioni di n > 1 variabili un rapporto incrementale, cioè unquoziente di variazioni, ci si imbatte in una di�coltà. A partire da una n-upla x0 = (x0
1, . . . , x

0
n)19 si può sempredarle una variazione passando alla n-pla x = (x1, . . . , xn). Corrispondentemente la funzione subisce la variazione

f(x) − f(x0), che è ovviamente un numero reale. Però non si può poi costruire il quoziente tra la variazione dellafunzione e la variazione della n-upla di variabili, perché quest'ultima non è un numero.Ci sono alcuni modi per costruire in questa nuova situazione uno strumento simile alla derivata per funzioni di unavariabile. Uno di questi è l'introduzione delle cosiddette derivate parziali.Per facilitare la comprensione della de�nizione riducendo al minimo la pesantezza delle notazioni dovuta al numerodi variabili, presentiamo intanto le derivate parziali di funzioni di due variabili.Sia allora x0 = (x0
1, x

0
2). Diamo una variazione alla sola variabile x1, considerando, in un intorno di x0, il punto

(x1, x
0
2). Costruiamo il rapporto incrementale parziale di f rispetto ad x1

f(x1, x
0
2) − f(x0

1, x
0
2)

x1 − x0
1

.Facciamo in�ne il limite
lim

x1→x0
1

f(x1, x
0
2) − f(x0

1, x
0
2)

x1 − x0
1

.Se tale limite esiste �nito, lo chiamiamo derivata parziale di f rispetto ad x1 nel punto x0 e la indichiamo con unodei due simboli ∂f
∂x1

(x0) oppure f ′
x1

(x0). Diciamo anche che f è derivabile parzialmente rispetto ad x1 nel punto x0.Analogamente de�niamo il
lim

x2→x0
2

f(x0
1, x2) − f(x0

1, x
0
2)

x2 − x0
2

,se esiste �nito, la derivata parziale di f rispetto ad x2 nel punto x0 e la indichiamo con ∂f
∂x2

(x0) oppure f ′
x2

(x0), dicendoche f è derivabile parzialmente rispetto ad x2 nel punto x0.Dicendo semplicemente che una funzione f è derivabile in x0 si intende che essa è derivabile parzialmente rispettoad x1 e rispetto ad x2 in x0.In tal caso si chiama gradiente di f in x0 il vettore delle sue derivate parziali. Si scrive
∇f(x0) =

(

f ′
x1

(x0), f ′
x2

(x0)
)

.In generale, per una funzione di n variabili, avremo n possibili derivate parziali. A partire dal punto x0 =
(x0

1, . . . , x
0
n) diamo una variazione ad una sola delle n variabili, diciamo la xi, passando dal valore x0

i al valore xi.Questa variazione è xi − x0
i ed è un numero, cui corrisponde una variazione della funzione pari a

f(x0
1, . . . , x

0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n) − f(x0

1, . . . , x
0
i−1, x

0
i , x

0
i+1, . . . , x

0
n).Costruiamo quindi il rapporto incrementale

f(x0
1, . . . , x

0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n) − f(x0

1, . . . , x
0
i−1, x

0
i , x

0
i+1, . . . , x

0
n)

xi − x0
i

,19 Supporremo che il punto sia interno al dominio della funzione.10



che viene chiamato rapporto incrementale parziale rispetto ad xi. Si considera poi il
lim

xi→x0
i

f(x0
1, . . . , x

0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n) − f(x0

1, . . . , x
0
i−1, x

0
i , x

0
i+1, . . . , x

0
n)

xi − x0
i

.Se esso esiste �nito, lo si dice derivata parziale di f rispetto a xi nel punto x0, e si dirà che f è derivabile parzialmenterispetto a xi nel punto x0.Si usa uno dei simboli
∂f

∂xi
(x0) oppure f ′

xi
(x0).Se nel punto x0 la funzione f è derivabile parzialmente rispetto a tutte le sue variabili si dirà brevemente che èderivabile nel punto x0.Se f è una funzione derivabile nel punto x0, il vettore delle n derivate parziali in x0 viene detto gradiente di f in

x0. Viene indicato col simbolo ∇f(x0). Pertanto
∇f(x0) =

(

f ′
x1

(x0), . . . , f ′
xn

(x0)
)

.

. Esempi1. Consideriamo la funzione
f(x1, x2) = x1 + ex2 ,de�nita in tutto R

2. Consideriamo poi il punto x0 = (1, 0), in cui la funzione vale 2.Si ha
∂f

∂x1
(1, 0) = lim

x1→x0
1

f(x1, x
0
2) − f(x0

1, x
0
2)

x1 − x0
1

= lim
x1→1

f(x1, 0) − f(1, 0)

x1 − 1
= lim

x1→1

x1 + 1 − 2

x1 − 1
= 1.Si ha poi

∂f

∂x2
(1, 0) = lim

x2→x0
2

f(x0
1, x2) − f(x0

1, x
0
2)

x2 − x0
2

= lim
x2→0

f(1, x2) − f(1, 0)

x2
= lim

x2→0

1 + ex2 − 2

x2
= 1.Quindi f è derivabile nel punto (1, 0) e ∇f(1, 0) = (1, 1).2. Si consideri la funzione

f(x1, x2) = max(x1, x2),de�nita in tutto R2.Per facilitare la comprensione dei calcoli che seguono, possiamoriscrivere la f come
f(x1, x2) =

{

x1 se x1 ≥ x2

x2 se x2 ≥ x1e rappresentiamo quanto scritto nella �gura a �anco.Consideriamo ora il punto x0 = (1, 1), in cui si ha f(x0) = 1. Dare una variazione solo ad x1 vuol dire muoversilungo una retta passante per x0 e parallela all'asse x1 (tale retta ha equazione x2 = 1). Su di essa, nell'intornodestro di x0, la funzione vale x1, mentre nell'intorno sinistro vale 1. Si ha perciò
lim

x1→1+

x1 − 1

x1 − 1
= lim

x1→1+
1 = 1,

lim
x1→1−

1 − 1

x1 − 1
= lim

x1→1−

0 = 0,e pertanto questa funzione non ammette derivata parziale rispetto ad x1 nel punto (1, 1). Ciò è su�ciente perchèsi possa dire che in quel punto non è derivabile.Lo studente provi a studiare la derivabilità parziale rispetto ad x2.11



Si consideri ora il punto x0 = (1, 0). Facendo variare solo la x1 e percorrendo quindi l'asse x1 si trova che siaa destra sia a sinistra, in un intorno su�cientemente piccolo di x0, la funzione vale x1 (si veda ancora la �gurasopra). Si ha quindi
lim

x1→1+

x1 − 1

x1 − 1
= lim

x1→1+
1 = 1,

lim
x1→1−

x1 − 1

x1 − 1
= lim

x1→1−

1 = 1,e quindi la funzione è derivabile parzialmente rispetto a x1 in x0. Percorrendo invece una parallela all'asse x2 sitrova ancora che tanto a destra quanto a sinistra di 0 in un intorno su�cientemente piccolo la funzione vale 1.Si ha quindi
lim

x2→0+

1 − 1

x2 − 0
= 0,

lim
x2→0−

1 − 1

x2 − 0
= 0,e quindi la funzione in (1, 0) è derivabile parzialmente anche rispetto ad x2 ed è pertanto derivabile. Si ha

∇f(1, 0) = (1, 0).
. Osservazione Studiare la derivabilità parziale rispetto ad x1 di una funzione f in un punto x0 = (x0

1, x
0
2) equivalea studiare la derivabilità in t = 0 della restrizione di f alla curva γ1(t) = (x0

1 + t, x0
2).Analogamente studiare la derivabilità parziale rispetto ad x2 in x0 = (x0

1, x
0
2) equivale a studiare la derivabilità in

t = 0 della restrizione di f alla curva γ2(t) = (x0
1, x

0
2 + t).Anzi, si può vedere facilmente che, se c'è derivabilità parziale, allora risulta

∂f

∂x1
(x0) = (f ◦ γ1)

′(0) e ∂f

∂x2
(x0) = (f ◦ γ2)

′(0).Ad esempio, riprendendo la funzione del punto 1 degli esempi precedenti, cioè la
f(x1, x2) = x1 + ex2, nel punto x0 = (1, 0),per la derivata parziale rispetto ad x1 consideriamo la curva γ1(t) = (1 + t, 0) e la restrizione

f(1 + t, 0) = 2 + t.Tale funzione è derivabile in t = 0 con derivata uguale ad 1.Per la derivata parziale rispetto ad x2 consideriamo invece la curva γ2(t) = (1, t) e la restrizione
f(1, t) = 1 + et,che è derivabile in t = 0 con derivata uguale ad 1.Per la funzione del punto 2, cioè

f(x1, x2) = max(x1, x2), nel punto x0 = (1, 1),si ha invece
f(1 + t, 1) = max(1 + t, 1) =

{

1 se t ≤ 0

1 + t se t > 0e tale funzione non è derivabile in t = 0. Quindi f non è derivabile parzialmente rispetto ad x1.Nemmeno rispetto ad x2 c'è derivata parziale, dato che la restrizione alla curva (1, 1+ t) coincide con la restrizionealla curva (1 + t, 1).20Ancora un esempio. Per la funzione
f(x1, x2) = |x1 + x2

2|, nel punto x0 = (0, 0),l'esame della derivabilità parziale rispetto ad x1 porta a considerare la restrizione
f(t, 0) = |t|,che non è derivabile in t = 0. L'esame della derivabilità parziale rispetto ad x2 porta invece a considerare la restrizione

f(0, t) = |t2| = t2,20 Si osservi che le funzioni componenti sono diverse, ma la funzione composta è la stessa, cioè la funzione, de�nita su R, da g(t) =
max(1 + t, 1). 12



che è derivabile in t = 0, con derivata nulla. Pertanto si ha ∂f
∂x2

(0, 0) = 0, mentre la ∂f
∂x1

(0, 0) non esiste.Spendiamo ora due parole sull'interpretazione geometrica delle derivate parziali. Tenendo conto di quanto espostonell'ultima osservazione, che cioè le derivate parziali coincidono con le derivate (monodimensionali) lungo opportunerestrizioni, si intuisce facilmente che, se la f è derivabile rispetto ad x1 nel punto x0 = (x0
1, x

0
2), allora nel piano diequazione x2 = x0

2
21 vi è una (ed una sola) retta tangente al gra�co di f (vedi �gura sotto a sinistra). La derivataparziale di f rispetto ad x1 è la pendenza (coe�ciente angolare) di tale retta, indicata con r1 in �gura.Analogamente, se f è derivabile rispetto ad x2 in x0, allora nel piano di equazione x1 = x0

1 vi è una (ed una sola)retta tangente al gra�co di f . La derivata parziale di f rispetto ad x2 è la pendenza (coe�ciente angolare) di questaretta, indicata con r2 in �gura.
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1

1
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0
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x

r

x

1

2

2

x1
0

x2
0

x0Per quanto riguarda il calcolo delle derivate, come avviene per le funzioni di una sola variabile, la de�nizione (cioèil limite del rapporto incrementale) si utilizza solamente in casi particolari, come ad esempio le funzioni de�nite atratti, o perché espressamente richiesta.22 Per il calcolo ci sono metodi più comodi per procedere, quelli che vengonocomunemente detti regole di derivazione. Si ottengono comode regole di derivazione parziale semplicemente tenendoconto del fatto che nella derivazione rispetto alla variabile xi tutte le altre variabili sono da mantenersi costanti: quindile regole di calcolo sono le consuete regole di derivazione delle funzioni di una sola variabile.23
. Esempi

• Volendo la derivata parziale della funzione f(x1, x2) = x2
1x2e

x1x2
2 rispetto ad x1, basterà ritenere costante x2: siottiene

∂f

∂x1
(x1, x2) = 2x1x2e

x1x2
2 + x2

1x2e
x1x2

2 · x2
2 = 2x1x2e

x1x2
2 + x2

1x
3
2e

x1x2
2 .Mantenendo costante invece x1 si ottiene

∂f

∂x2
(x1, x2) = x2

1e
x1x2

2 + x2
1x2e

x1x2
2 · 2x1x2 = x2

1e
x1x2

2 + 2x3
1x

2
2e

x1x2
2 .

• Con la funzione f(x1, x2) = x1

x2
, derivando rispetto ad x1 si ha

∂f

∂x1
(x1, x2) =

1

x2
.Derivando rispetto ad x2 si ha invece

∂f

∂x2
(x1, x2) = −x1

x2
2

.

• Con la funzione f(x1, x2) = ln x1

ln x2
, derivando rispetto ad x1 si ha

∂f

∂x1
(x1, x2) =

lnx2

x1
· 1

lnx2
=

1

x1
.Derivando rispetto ad x2 si ha invece

∂f

∂x2
(x1, x2) =

lnx2

x1
·
(

− x1

ln2 x2

)

· 1

x2
= − 1

x2 lnx2
.21 Si tratta di un piano �verticale � parallelo al piano x1, y e che contiene il punto x0.22 Solitamente per capire se lo studente ha studiato bene anche la teoria.23 Sarebbe come derivare una funzione di una variabile che dipende anche da alcuni parametri, i quali però sono da ritenersi costanti almomento della derivazione. 13



• Con la funzione f(x1, x2) = sin(x1 cosx2) si ha
∂f

∂x1
(x1, x2) = cos(x1 cosx2) cos x2e

∂f

∂x2
(x1, x2) = −x1 cos(x1 cosx2) sin x2.

• Con la funzione f(x1, x2, x3) =
√

x1 +
√

x2 +
√

x3, si ha
∂f

∂x1
(x1, x2) =

1

2
√

x1 +
√

x2 +
√

x3

,

∂f

∂x2
(x1, x2) =

1

2
√

x1 +
√

x2 +
√

x3

· 1

2
√

x2 +
√

x3e
∂f

∂x3
(x1, x2) =

1

2
√

x1 +
√

x2 +
√

x3

· 1

2
√

x2 +
√

x3

· 1

2
√

x3
.È da mettere in evidenza il fatto che la derivabilità di una funzione nel vettore x0 non implica la continuità in x0.Un esempio in merito è fornito dalla funzione

f(x1, x2) =

{

x1x2

x2
1
+x2

2

(x1, x2) 6= (0, 0)

0 (x1, x2) = (0, 0).Lo studente veri�chi che la funzione f è derivabile in x0 = (0, 0) con derivate nulle, ma non è continua in x0.Un altro esempio può essere più semplicemente la funzione
f(x1, x2) =

{

0 x1x2 = 0

1 x1x2 6= 0.Le restrizioni agli assi x1 e x2 della funzione f sono funzioni identicamente nulle, quindi la funzione f è derivabileparzialmente in x0 = (0, 0) con derivate parziali entrambe nulle. Non c'è però continuità nel punto x0, dato che illimite
lim

(x1,x2)→(0,0)
f(x1, x2) non esiste.Infatti ad esempio la restrizione f(t, 0) ha limite 0 per t → 0, mentre la restrizione f(t, t) ha limite 1 per t → 0.Il motivo del fatto che la derivabilità parziale non implichi la continuità24 è facilmente intuibile: l'esistenza dellederivate parziali riguarda il comportamento della funzione soltanto lungo le direzioni parallele agli assi, mentre lacontinuità in x0 coinvolge tutto un intorno di x0. Quindi la derivabilità lungo tali direzioni particolari non mi dàsu�cienti garanzie sul comportamento della funzione lungo altre possibili direzioni.1.7 Derivate secondeSe f : A ⊂ R

n → R e se D è l'insieme dei punti di A nei quali f è derivabile, ogni f ′
xi

è una funzione de�nita in D avalori in R, che associa ad ogni x appartenente a D il numero reale f ′
xi

(x). Tali funzioni possono quindi a loro voltaessere derivabili parzialmente rispetto alle variabili x1, . . . , xn.Ciascuna f ′
xi

può avere dunque n derivate parziali seconde; la derivata parziale seconda di f ′
xi

rispetto ad xj vieneindicata con i simboli
f ′′

xixj
oppure ∂2f

∂xi∂xj
.Vi sono dunque nel complesso n2 derivate parziali seconde. Vi sono quelle ottenute derivando due volte rispettoalla stessa variabile, e cioè

f ′′
x1x1

, . . . , f ′′
xnxn

oppure ∂2f

∂x2
1

, . . . ,
∂2f

∂x2
ne quelle ottenute invece derivando rispetto a variabili diverse, e cioè

f ′′
xixj

, con i, j = 1, . . . , n e i 6= j24 Si ricordi che invece, per funzioni di una variabile, la derivabilità in un punto x0 implica la continuità in x0.14



oppure
∂2f

∂xi∂xj
, con i, j = 1, . . . , n e i 6= j.Queste ultime si sogliono chiamare derivate seconde miste.

. Esempi

• La funzione f(x1, x2) = x2
1 + x3

2 ha derivate parziali prime
∂f

∂x1
(x1, x2) = 2x1 e ∂f

∂x2
(x1, x2) = 3x2

2e derivate parziali seconde
∂2f

∂x2
1

(x1, x2) = 2 ,
∂2f

∂x1∂x2
(x1, x2) = 0 ,

∂2f

∂x2∂x1
(x1, x2) = 0 ,

∂2f

∂x2
2

(x1, x2) = 6x2.

• La funzione f(x1, x2) = x1

x2
ha derivate parziali prime

∂f

∂x1
(x1, x2) =

1

x2
e ∂f

∂x2
(x1, x2) = −x1

x2
2e derivate parziali seconde

∂2f

∂x2
1

(x1, x2) = 0 ,
∂2f

∂x1∂x2
(x1, x2) = − 1

x2
2

,
∂2f

∂x2∂x1
(x1, x2) = − 1

x2
2

,
∂2f

∂x2
2

(x1, x2) =
2x1

x3
2

.

• La funzione f(x1, x2) = sin(x1 cosx2) ha derivate parziali prime
∂f

∂x1
(x1, x2) = cos(x1 cosx2) cosx2 e ∂f

∂x2
(x1, x2) = −x1 cos(x1 cosx2) sin x2e derivate parziali seconde

∂2f

∂x2
1

(x1, x2) = cosx2(− sin(x1 cosx2)) cos x2,

∂2f

∂x1∂x2
(x1, x2) = − sin(x1 cosx2) · (−x1 sin x2) cos x2 + cos(x1 cosx2)(− sin x2),

∂2f

∂x2∂x1
(x1, x2) = − sin x2 cos(x1 cosx2) − x1 sin x2(− sin(x1 cosx2)) cosx2,

∂2f

∂x2
2

(x1, x2) = −x1 cosx2 cos(x1 cosx2) − x1 sin x2(− sin(x1 cosx2))(x1 sin x2).Lo studente avrà notato che in tutte le funzioni degli esempi proposti le derivate seconde miste sono uguali. Valein proposito il seguente importante risultato.Teorema 5 (di Schwarz) Data la funzione f , de�nita in A ⊂ Rn e derivabile parzialmente due volte nell'aperto
D ⊆ A, se le derivate seconde miste f ′′

xixj
e f ′′

xjxi
sono continue in D, esse sono uguali tra loro.Lo studente vedrà nel corso di Matematica 2 come le derivate parziali prime di una funzione possano essere utilinella ricerca dei punti di massimo e di minimo e come invece le derivate parziali seconde siano importanti per laconvessità o concavità della funzione.
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2 Spazi vettorialiNel seguito un tu sul margine destro indica la �ne di una dimostrazione.2.1 Spazi vettorialiIniziamo prendendo in considerazione l'insieme i cui elementi sono le n−uple ordinate di numeri reali, dove n è unnumero naturale, con n ≥ 1. Si tratta dell'insieme, che indicherò con Rn, de�nito da
R

n =
{

(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n
}

.Se (x1, x2, . . . , xn) è un elemento di Rn, lo si chiama anche vettore. I numeri reali xi, per i = 1, 2, . . . , n, si diconole componenti del vettore.Gli elementi di Rn, qualora non sia indispensabile fare riferimento alle loro singole componenti, saranno indicaticon lettere minuscole: così, scrivendo x ∈ R
n, intenderò che x = (x1, x2, . . . , xn).Talvolta nel seguito mi sarà utile considerare un certo numero, diciamo k, di vettori, tutti appartenenti ad Rn. Liindicherò allora ad esempio con v1, v2, . . . , vk, e metto in guardia lo studente a non confondere le due scritture

(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ R e v1, v2, . . . , vk : vi ∈ R
n .La prima si riferisce ad un vettore di n componenti (quindi un elemento di Rn), mentre la seconda sta ad indicare kvettori di Rn.Ovviamente, se ho la necessità di riferirmi alla i�esima componente del j�esimo vettore, userò la scrittura vj

i .Nell'insieme Rn possiamo de�nire le seguenti due operazioni, che chiamiamo rispettivamente addizione e moltipli-cazione per gli scalari o più semplicemente moltiplicazione scalare.L'addizione viene de�nita in questo modo: se x = (x1, x2, . . . , xn) e y = (y1, y2, . . . , yn) sono due elementi di Rn,poniamo
x + y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)e ovviamente la somma dei due vettori è ancora un vettore di R

n.La moltiplicazione per uno scalare, cioè per un numero reale, è de�nita così: se x = (x1, x2, . . . , xn) è un elementodi Rn e α è un numero reale, allora
αx = (αx1, αx2, . . . , αxn) ,dove ovviamente αxi è il prodotto (in R) dei due numeri reali α e xi, per ogni i = 1, 2, . . . , n.Si può facilmente veri�care che le operazioni appena de�nite hanno le seguenti proprietà.1a. x + y = y + x, ∀x, y ∈ Rn (proprietà commutativa dell'addizione);1b. (x + y) + z = x + (y + z), ∀x, y, z ∈ Rn (proprietà associativa dell'addizione);1c. esiste un vettore (è il vettore nullo e si indica con 0) tale che x + 0 = x, ∀x ∈ Rn;1d. ogni vettore x ∈ Rn ha un opposto (si indica con −x) tale che x + (−x) = 0;2a. α(βx) = (αβ)x, ∀x ∈ Rn e ∀α, β ∈ R(proprietà associativa della moltiplicazione per gli scalari);2b. 1x = x, ∀x ∈ Rn.3a. α(x + y) = αx + αy, ∀x, y ∈ Rn e ∀α ∈ R (proprietà distributiva della moltiplicazione scalarerispetto all'addizione di Rn);3b. (α + β)x = αx + βx, ∀x ∈ Rn e ∀α, β ∈ R (proprietà distributiva della moltiplicazione scalarerispetto all'addizione di R);

. Osservazione L'interpretazione geometrica, in R2, dell'addizione tra vettori e della moltiplicazione di un vettoreper uno scalare è illustrata nelle �gure qui sotto.
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Diamo ora una de�nizione generale.De�nizione Si de�nisce spazio vettoriale su R un insieme V, i cui elementi sono detti vettori, con le seguentiproprietà:1. c'è in V un'operazione, detta addizione vettoriale, che ad ogni x, y ∈ V associa il vettore x + y ∈ V, in modo che1a. l'addizione vettoriale è commutativa, cioè x + y = y + x, ∀x, y ∈ V;1b. l'addizione vettoriale è associativa, cioè x + (y + z) = (x + y) + z, ∀x, y, z ∈ Rn;1c. c'è in V un vettore, indicato con 0 e detto origine, tale che x + 0 = x, ∀x ∈ V;251d. ogni vettore x ∈ V ha un opposto, che si indica con −x, tale che x + (−x) = 0;2. c'è in V una seconda operazione, detta moltiplicazione per gli scalari, che ad ogni x ∈ V e ad ogni α ∈ R associail vettore αx ∈ V, in modo che2a. la moltiplicazione per gli scalari è associativa, cioè α(βx) = (αβ)x, ∀α, β ∈ R e ∀x ∈ V;2b. 1x = x, ∀x ∈ V;3. inoltre valgono le seguenti proprietà3a. la moltiplicazione scalare è distributiva rispetto all'addizione vettoriale, cioè
α(x + y) = αx + αy, ∀α ∈ R e ∀x, y ∈ V;3b. la moltiplicazione scalare è distributiva rispetto all'addizione in R, cioè
(α + β)x = αx + βx, ∀α, β ∈ R e ∀x ∈ V.

. Osservazione Si osservi che in ogni spazio vettoriale V, se x ∈ V, allora 0x = 0: infatti 0x = (0 + 0)x = 0x + 0xe da questa l'esistenza degli opposti porta a 0x = 0. Inoltre α0 = 0, dato che α0 = α(0 + 0) = α0 + α0 e da questaancora l'esistenza degli opposti porta a α0 = 0.Si può anche provare l'unicità dell'opposto e l'unicità dell'origine.

. Esempi

• Uno spazio vettoriale banale è quello costituito dal solo vettore nullo, cioè {0};
• R è spazio vettoriale su R, se adottiamo quali addizione vettoriale e moltiplicazione per gli scalari le usualiaddizione e moltiplicazione tra numeri reali;
• L'insieme P di tutti i polinomi in una variabile, a coe�cienti reali, è uno spazio vettoriale su R, con l'ad-dizione vettoriale data dall'usuale addizione tra polinomi e la moltiplicazione per gli scalari data dall'usualemoltiplicazione di un polinomio per una costante reale;
• Come già visto, R

n è spazio vettoriale su R (per ogni n), con le operazioni de�nite sopra;
• Per ogni numero naturale n ≥ 1, l'insieme Pn dei polinomi di grado minore o uguale di n in una variabile, acoe�cienti reali, è uno spazio vettoriale su R;26
• L'insieme della funzioni reali limitate, de�nite in un intervallo I di R è uno spazio vettoriale su R, se adottiamoquale addizione vettoriale l'usuale addizione tra funzioni reali e quale moltiplicazione per gli scalari l'usualimoltiplicazione tra una funzione reale ed una costante. Ricordo che, se f e g sono due funzioni de�nite il I e se

α ∈ R, con funzione somma si intende la funzione
(f + g)(x) = f(x) + g(x), con x ∈ Ie con prodotto di f per α si intende la funzione

(αf)(x) = αf(x), con x ∈ I.
. Esercizi1. Sia V uno spazio vettoriale su R, siano x, y ∈ V e sia α ∈ R. Si provi che

• −0 = 0;
• α0 = 0;
• 0x = 0;
• se αx = 0, allora α = 0 oppure x = 0 (o entrambi);
• −x = (−1)x;
• y + (x + (−y)) = x.25 Lo studente non confonda a questo punto lo 0 che è vettore origine di V con lo 0 che è il numero reale 0.26 Intendiamo che tra questi polinomi ci sia anche il polinomio nullo.17



2. Sia P lo spazio vettoriale su R dei polinomi e sia S ⊂ P formato dai polinomi x tali che
• x ha grado 2;
• 2x(0) = x(1);
• x(t) ≥ 0 se 0 ≤ t ≤ 1;
• x(t) = x(1 − t), ∀t.In quali di questi casi S è spazio vettoriale ?Le de�nizioni che seguono sono fondamentali.De�nizione Sia V uno spazio vettoriale su R. Siano dati in V i vettori

v1, v2, . . . , vk con k ≥ 1 .Si chiama combinazione lineare, d'ora in avanti c.l., dei vettori v1, v2, . . . , vk un qualunque vettore del tipo
α1v

1 + α2v
2 + . . . + αkvk ,dove gli αi, per ogni i = 1, 2, . . . , k, sono numeri reali. Questi numeri reali si dicono i coe�cienti della c.l.Se si esclude lo spazio vettoriale banale {0}, dati in V i vettori v1, v2, . . . , vk con k ≥ 1, di combinazioni linearine esistono in�nite. Una di queste è quella che si ottiene scegliendo tutti i coe�cienti nulli (così facendo ottengo,indipendentemente da quali siano i vettori dati, il vettore nullo).Ad esempio, in R3, dati i vettori

v1 = (1, 0,−1) , v2 = (1,−1, 0) , v3 = (0, 0, 2) , v4 = (−1,−1, 1) ,una loro c.l. è il vettore v = (4,−1,−2), in quanto v = v1 + 2v2 − v4.2.2 Dipendenza e indipendenza lineareDe�nizione Nello spazio vettoriale V, i vettori v1, v2, . . . , vk si dicono linearmente dipendenti, d'ora in avanti l.d.,se almeno uno di essi si può scrivere come c.l. dei rimanenti.De�nizione I vettori v1, v2, . . . , vk si dicono linearmente indipendenti, d'ora in avanti l.i., se nessuno di essi si puòscrivere come c.l. dei rimanenti.
. Esempio In R2 i vettori

v1 = (0, 2) , v2 = (1, 1) , v3 = (−2, 0)sono l.d. in quanto v3 = v1 − 2v2.In R
3 i vettori

v1 = (1, 0, 1) , v2 = (0, 1, 0) , v3 = (0, 0, 1)sono l.i. Infatti v1 non è c.l. degli altri due perchè gli altri due hanno nulla la prima componente, v2 non è c.l.degli altri due perchè gli altri due hanno nulla la seconda componente, e in�ne v3 non è c.l. degli altri due perchè lecombinazioni non nulle degli altri due non possono avere nulle la prima e la seconda componente.
. Esempio Nello spazio P dei polinomi, i vettori p1, p2, p3, con

p1(t) = 1 − t, p2(t) = t(1 − t), p3(t) = 1 − t2sono l.d., poichè p1 + p2 − p3 = 0.
. Osservazione In generale, se uno dei vettori v1, v2, . . . , vk è il vettore nullo, i vettori sono l.d., in quanto uno diessi (quello nullo) si può scrivere come c.l. (a coe�cienti nulli) dei rimanenti. Alcuni vettori possono però essere l.d.anche se nessuno di essi è il vettore nullo (come visto nell'esempio).
. Esercizio Se T =

{

v1, v2, . . . , vk
} e i vettori di T sono indipendenti, allora ogni sottoinsieme di T è costituito davettori indipendenti.Invece, se T =

{

v1, v2, . . . , vk
} e i vettori di T sono dipendenti, allora ogni insieme di vettori che contenga T ècostituito da vettori dipendenti. 18



Vale il seguente risultatoTeorema 1i) Nello spazio vettoriale V, i vettori v1, v2, . . . , vk sono l.d. se e solo se esiste una loro c.l. che è uguale al vettorenullo e che non ha tutti i coe�cienti nulli (cioè ha almeno un coe�ciente non nullo).27ii) I vettori v1, v2, . . . , vk sono l.i. se e solo se l'unica loro c.l. uguale al vettore nullo è quella in cui tutti i coe�cientisono nulli.28
Dimostrazione Per quanto riguarda i):se i vettori v1, v2, . . . , vk sono l.d. allora per de�nizione ce n'è uno che si può scrivere come c.l. degli altri.Supponiamo (non è restrittivo) che sia

v1 = α2v
2 + α3v

3 + . . . + αkvk .Si può scrivere allora
v1 − α2v

2 − α3v
3 − . . . − αkvk = 0 ,e abbiamo dimostrato la prima implicazione (il primo coe�ciente della c.l. è non nullo).Viceversa, se esiste una c.l. di v1, v2, . . . , vk, uguale al vettore nullo e con coe�cienti non tutti nulli, allora possiamoscrivere

α1v
1 + α2v

2 + α3v
3 + . . . + αkvk = 0 ,e supponiamo che sia α1 6= 0 (non è restrittivo). Si ottiene allora

v1 = −α2

α1
v2 − α3

α1
v3 − . . . − αk

α1
vk .La proposizione i) è quindi dimostrata.Per quanto riguarda ii):la dimostrazione si ottiene immediatamente dal punto i). Infatti, se la condizione espressa nell'enunciato non fossenecessaria, avremmo che esisterebbero c.l. nulle con coe�cienti non tutti nulli, e quindi, per la seconda implicazionedel punto i), i vettori sarebbero l.d.Viceversa, la condizione è su�ciente perché, se così non fosse, sarebbe negata questa volta la validità primaimplicazione della proposizione i). tuAll'ultimo teorema si può dare una versione leggermente più forte:Teorema 2 Nello spazio vettoriale V, i vettori non nulli v1, v2, . . . , vk sono l.d. se e solo se qualche vi, con 2 ≤ i ≤ k,è c.l. dei precedenti.

Dimostrazione Anzitutto è chiaro che, se vale la condizione del teorema, i vettori v1, v2, . . . , vk sono l.d. per de-�nizione. Viceversa, supponiamo che i vettori siano l.d. Sia i il primo intero tra 2 e k per cui v1, v2, . . . , vi sonol.d. Si osservi che i ≥ 2, dato che i vettori non sono nulli e che, nel caso �peggiore�, i = k. Allora (teorema 1)
α1v

1 + α2v
2 + . . . + αiv

i = 0 con coe�cienti non tutti nulli. Ma possiamo dire che αi 6= 0, per come è stato de�nito i,e quindi
vi = −α1

αi
v1 − . . . − αi−1

αi
vi, come volevasi dimostrare.

tu

. Esempio Lo studente veri�chi il teorema precedente in R3, con
v1 = (0, 1, 0), v2 = (0, 1, 1), v3 = (1, 0, 0), v4 = (1, 1, 0), v5 = (1, 1, 1).Esaminiamo ora un particolare ed importantissimo insieme di vettori di Rn. Consideriamo in Rn i vettori

u1, u2, . . . , un ,27 Scritto formalmente, questo risultato dice che i vettori v1, v2, . . . , vk sono l.d. se e solo se
∃α1, α2, . . . , αk : α1v1 + α2v2 + . . . + αkvk = 0 e αi 6= 0 per qualche i, 1 ≤ i ≤ k.28 Scritto formalmente, questo risultato invece dice che i vettori v1, v2, . . . , vk sono l.i. se e solo se

α1v1 + α2v2 + . . . + αkvk = 0 ⇒ α1 = α2 = . . . = αk = 019



dove il generico vettore uj ha nulle tutte le sue componenti tranne la j�esima, che è uguale ad 1. Possiamo formalizzarela de�nizione dicendo che
∀j, con 1 ≤ j ≤ n, uj ∈ Rne uj

i =

{

1 se i = j

0 se i 6= j.

29Faccio notare esplicitamente che in Rn l'insieme in questione è costituito da n elementi.Ad esempio, in R3, questo insieme è costituito dai vettori
u1 = (1, 0, 0) , u2 = (0, 1, 0) , u3 = (0, 0, 1) .I vettori u1, u2, . . . , un si dicono i vettori fondamentali di Rn. Vediamo perchè questo insieme di vettori è importante.

. Osservazione Ogni vettore di R
n si può scrivere (in modo unico) come combinazione lineare dei vettori fondamentali.Basta osservare infatti che, considerato un qualunque vettore x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, si può scrivere

x = x1u
1 + x2u

2 + . . . + xnun ,che è una combinazione lineare dei vettori fondamentali. Inoltre si osserva che i coe�cienti di tale combinazione linearesono le componenti del vettore x. Quando scriviamo un vettore come n−upla di componenti, queste componenti sonoquindi i coe�cienti della combinazione lineare di vettori fondamentali attraverso la quale si può esprimere il vettorestesso.
. Osservazione I vettori fondamentali quindi, attraverso loro opportune combinazioni lineari, mi permettono diottenere tutti i vettori di Rn. Per questo si dice che i vettori fondamentali sono generatori (o un insieme di generatori)dello spazio R

n.Viene data infatti in generale la seguenteDe�nizione I vettori v1, v2, . . . , vk si dicono generatori dello spazio vettoriale V se ogni vettore x ∈ V si può scriverecome c.l. di v1, v2, . . . , vk, se cioè esistono dei coe�cienti α1, α2, . . . , αk tali che
x = α1v

1 + α2v
2 + . . . + αkvk, ∀x ∈ V.2.3 Base e dimensione di uno spazio vettorialeSegue una de�nizione fondamentale.De�nizione Una base di uno spazio vettoriale V è un insieme di vettori di V che siano l.i. e generatori di V.30

. Osservazione I vettori fondamentali di Rn sono una base di Rn. Infatti, oltre ad essere, come già visto, generatoridi Rn, è facile dimostrare che sono anche l.i. Lo studente è invitato a dimostrarlo.

. Esercizio Si veri�chi che in Rn non vi è un'unica base: si costruisca, ad esempio in R2, una base che non sia quelladei vettori fondamentali.De�nizione In Rn, la base formata dai vettori fondamentali si chiama la base fondamentale (o base canonica).Veniamo ora ai risultati fondamentali.Teorema 3 Se V è uno spazio vettoriale e se {v1, v2, . . . , vk} è una base di V, allora ogni x ∈ V si può scrivere inmodo unico come c.l. dei vettori della base.
Dimostrazione Che ogni x ∈ V si possa scrivere come c.l. dei vettori della base segue dalla de�nizione di base.Dimostriamo che ciò avviene in modo unico. Abbiamo

x = α1v
1 + α2v

2 + . . . + αkvk.Se supponiamo che sia anche
x = β1v

1 + β2v
2 + . . . + βkvk,29 La de�nizione può essere data utilizzando la funzione detta δ di Kronecker: tale funzione viene indicata con δij e vale 1 se i = j e vale0 se i 6= j. Pertanto possiamo scrivere u

j
i = δij .30 La de�nizione data di c.l. prevede che i vettori di cui si fa una combinazione siano in numero �nito. Analogamente, vettori indipendenti(o dipendenti) sono sempre in numero �nito. Anche il concetto qui fornito di base, quindi, presuppone un numero �nito di vettori.Esistono spazi vettoriali che hanno una base formata da in�niti vettori, ma noi non considereremo tale possibilità: pertanto noi parleremodi basi di spazi vettoriali intendendo che tali basi sono �nite, cioè fatte da un numero �nito di vettori. Tali spazi si dicono a dimensione�nita e in tutto quello che segue sottointenderemo che gli spazi sono a dimensione �nita.20



allora
(α1 − β1)v

1 + . . . + (αk − βk)vk = 0.Ma quindi, per la lineare indipendenza e per il teorema 1, si ha che αi − βi = 0 per ogni i, 1 ≤ i ≤ k, da cui la tesi.
tuTeorema 4 Se V è uno spazio vettoriale e se {y1, y2, . . . , ym} è un insieme di vettori l.i. di V che non è una basedi V, allora possiamo trovare dei vettori {ym+1, . . . , ym+p} tali che {y1, y2, . . . , ym, ym+1, . . . , ym+p} sono una base di

V. In altre parole, ogni insieme di vettori l.i. può essere esteso �no ad ottenere una base.
Dimostrazione Supponiamo che {x1, x2, . . . , xk} sia una base di V.31 Consideriamo i vettori

y1, y2, . . . , ym, x1, x2, . . . , xk.Essi sono l.d. poiché ogni y è c.l. degli x. Allora (teorema 2) ce n'è uno che è c.l. dei precedenti e sia z il primo diquesti. Certamente z non è uno degli y (essi sono l.i.), quindi z è uno degli x, diciamo z = xi. Allora consideriamo
y1, y2, . . . , ym, x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk.Essi sono ancora generatori di V, dato lo sono x1, x2, . . . , xk e dato che xi è c.l. di y1, y2, . . . , ym, x1, x2, . . . , xi−1. Maora possiamo riapplicare il teorema 2 a questi vettori, �no a quando otteniamo dei vettori generatori di V e l.i. (quindiuna base), tra i quali ci sono y1, y2, . . . , ym. tu

. Esempio Come esempio di completamento della base, prendiamo in R3 i vettori
y1 = (1, 1, 1), y2 = (1, 1, 0),che sono l.i. Consideriamo allora i 5 vettori

y1, y2, u1 = (1, 0, 0), u2 = (0, 1, 0), u3 = (0, 0, 1).Essi sono generatori di R3. Sono l.d. e, applicando una prima volta il teorema 2, possiamo osservare che u1 non è c.l.dei primi due (lo si veri�chi), ma u2 è c.l. dei primi tre, dato che
u2 = (0, 1, 0) = y2 − u1.Quindi �buttiamo via� u2 e consideriamo

y1, y2, u1, u3.Essi sono ancora generatori di R3. Sono l.d. e applicando una seconda volta il teorema 2 possiamo osservare che u3 èc.l. dei primi tre, dato che u3 = y1 − y2. Quindi buttiamo via u3. Rimangono
y1, y2, u1.Essi sono generatori di R3 e sono l.i., quindi sono una base di R3.Ora un teorema fondamentale, che giusti�ca una de�nizione altrettanto fondamentale.Teorema 5 Tutte le basi di uno spazio vettoriale V hanno lo stesso numero di vettori.

Dimostrazione Siano X = {x1, x2, . . . , xn} e Y = {y1, y2, . . . , ym} due insiemi di vettori in V. Supponiamo che i dueinsiemi abbiano ciascuno una sola delle due proprietà che caratterizzano una base, e in particolare supponiamo che ivettori di X siano generatori di V e che i vettori di Y siano l.i.Consideriamo i vettori
ym, x1, x2, . . . , xn.Essi sono generatori di V, dato che lo sono gli x, e sono l.d., dato che ym è c.l. degli x. Ragionando come prima, sia

xi il primo che è c.l. dei precedenti. Lo togliamo e quindi aggiungiamo al primo posto ym−1, ottenendo
ym−1, ym, x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn.Essi sono ancora generatori di V. Continuando così e ottenendo ad ogni passo dei generatori di V, possiamo dire chegli x non possono �nire prima degli y (intendo dire che non ci si può trovare ad aver tolto tutti gli x ed avere ancoraqualche y da aggiungere) in quanto vorrebbe dire che qualche y è c.l. degli altri y, contro l'ipotesi che gli y sono l.i.Questo signi�ca che n ≥ m.31 In realtà questo è un punto delicato, dato che, in un generico spazio vettoriale, occorrerebbe prima dimostrare che una base esiste.Questo infatti si può fare, anche se qui non approfondiamo questo punto.21



Ma allora, se supponiamo che X e Y siano entrambi basi di V, cioè che abbiano entrambi le due proprietà di unabase, segue che n ≥ m e nello stesso tempo m ≥ n, cioè che n = m. tuÈ giusti�cata ora la seguente de�nizioneDe�nizione La dimensione di uno spazio vettoriale V è il numero di elementi delle basi dello spazio. Essa siindica con dim V.Come conseguenza dell'ultimo teorema, si ha cheTeorema 6i) Ogni insieme di n + 1 vettori in uno spazio vettoriale V di dimensione n è formato da vettori l.d.ii) Un insieme di n vettori di V è una base di V se e solo se i vettori sono l.i.iii) Un insieme di n vettori di V è una base di V se e solo se i vettori sono generatori di V.2.4 SottospaziDe�nizione Un sottoinsieme non vuoto S di uno spazio vettoriale V si dice sottospazio di V se per ogni x, y ∈ Sogni loro c.l. αx + βy appartiene a S.
. Osservazioni

• Se S è sottospazio di V, allora S contiene l'origine di V. Infatti, se x ∈ S, allora anche x − x = 0 ∈ S.
• Se S è sottospazio di V, allora S è a sua volta spazio vettoriale, con le stesse operazioni de�nite in V.
• Sottospazi molto particolari di uno spazio V sono {0} e tutto V, e sono detti sottospazi banali.

. Esempi Lo studente veri�chi che
• In R2, l'insieme S =

{

(s, 0) : s ∈ R

} è sottospazio di R2;
• In R2, l'insieme S =

{

(s1, s2) : s2
1 + s2

2 ≤ 1
} non è sottospazio di R2;

• In R3, l'insieme S =
{

(s1, s2, s3) : s1 + s2 + s3 = 0
} è sottospazio di R3;

• In P, spazio vettoriale dei polinomi, l'insieme S =
{

p ∈ P : p(0) = 0
} è sottospazio di P;

• In P l'insieme S =
{

p ∈ P : p(0) = 1
} non è sottospazio di P.Si può dimostrare facilmente il seguente risultato:Teorema 7 L'intersezione di una qualunque famiglia di sottospazi di uno spazio V è un sottospazio di V.Come applicazione di questo risultato, se T è un qualunque insieme di vettori di V, possiamo considerare la famigliadi tutti i sottospazi di V che contengono T e farne l'intersezione. Otteniamo, per il teorema 7, un sottospazio di V.Questo è il più piccolo sottospazio di V che contiene T , e si chiama il sottospazio generato da T .

. Esempio Consideriamo in R3 due vettori x1 e x2. Vogliamo dimostrare che il sottospazio di R3 generato da x1, x2coincide con l'insieme di tutte le c.l. di x1, x2.Sia S il sottospazio generato da x1, x2, cioè l'intersezione di tutti i sottospazi che contengono x1, x2.Sia poi C =
{

a1x
1 + a2x

2 : a1, a2 ∈ R

}, cioè l'insieme di tutte le c.l. di x1, x2. Intanto possiamo dire che C èsottospazio di R3, dato che c.l. di c.l. di x1, x2 sono certamente c.l. di x1, x2. Inoltre C contiene x1, x2, dato che
x1 = 1x1 + 0x2 e x2 = 0x1 + 1x2.Quindi S ⊂ C, dato che S è contenuto in tutti i sottospazi che contengono x1, x2.Ma si ha anche C ⊂ S, dato che S, essendo sottospazio che contiene x1, x2, contiene anche le c.l. di x1, x2. Dunque
S = C, come si voleva dimostrare. tuIl risultato si generalizza ad un qualunque insieme �nito di vettori di uno spazio vettoriale. Si ha cioè che, se
x1, x2, . . . , xk sono vettori di uno spazio V, il sottospazio generato da x1, x2, . . . , xk è formato da tutte e sole le c.l. di
x1, x2, . . . , xk.Possiamo ripetere per un sottospazio la de�nizione di vettori generatori e di base.22



De�nizione Se S è sottospazio di uno spazio vettoriale V, si dice che i vettori v1, v2, . . . , vk generano (o sonogeneratori di S) se ogni vettore di S si può scrivere come c.l. dei vettori v1, v2, . . . , vk.De�nizione I vettori v1, v2, . . . , vk sono una base di S se sono l.i. e nello stesso tempo sono generatori di S.Si può dimostrare, come si intuisce facilmente, che se S è sottospazio di uno spazio vettoriale n-dimensionale V,allora dim S ≤ n.Ci si rende conto facilmente che in R2 i possibili sottospazi non banali sono tutti e soli gli insiemi la cui rappre-sentazione nel piano cartesiano è una retta passante per l'origine. Tali sottospazi hanno dimensione 1.In R3 invece i sottospazi non banali sono le rette per l'origine (che hanno dimensione 1) oppure i piani per l'origine(che hanno dimensione 2).Più in generale è naturale chiedersi quale sia la dimensione del sottospazio generato da alcuni vettori v1, v2, . . . , vk,e come si possa ottenere una base di tale sottospazio. Si può dimostrare che un metodo è quello di eliminare via via ivettori dipendenti. Mi spiego meglio. Se i vettori v1, v2, . . . , vk sono indipendenti, essi sono una base del sottospaziogenerato e k è la dimensione. Se invece essi sono dipendenti, signi�ca che almeno uno di essi è combinazione linearedegli altri. Se ne sceglie uno di questi e lo si elimina dall'insieme e si ripete il procedimento, �no a quando i vettoririmasti risultano indipendenti.A titolo di esempio, consideriamo il sottospazio di R2 generato dai vettori
v1 = (1, 1) , v2 = (1,−1) , v3 = (0, 2) , v4 = (2, 0) .Possiamo osservare che i vettori sono dipendenti e che, ad esempio, v4 = v1 + v2. Eliminiamo v4 (perchè il sottospaziogenerato da v1, v2, v3 coincide con quello generato da v1, v2, v3, v4).I vettori rimasti sono ancora dipendenti in quanto, ad esempio, v3 = v1 − v2. Eliminiamo anche v3, per lo stessomotivo di prima. Restano v1 e v2, che sono indipendenti. Essi sono una base per il sottospazio in questione (che è tral'altro tutto R2).Si intuisce che, in generale, la base trovata con questo procedimento può non essere unica.2.5 Prodotto internoDe�nisco ora una nuova operazione tra vettori di Rn.De�nizione Siano x, y ∈ Rn, con x = (x1, x2, . . . , xn) e y = (y1, y2, . . . , yn). Si de�nisce prodotto interno (o prodottoscalare) di x e y il numero reale

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn =
n
∑

i=1

xiyi .

. Osservazione Il nome prodotto scalare fa riferimento al fatto che il risultato di questa operazione tra vettori è unoscalare, cioè un numero reale.Ad esempio, il prodotto interno di x = (1, 2, 3) e y = (−3, 2, 1) è 〈x, y〉 = 4, il prodotto interno di x = (0,−1, 1) e
y = (1, 1, 0) è 〈x, y〉 = −1, il prodotto interno di x = (0,−1, 1) e y = (1, 1, 1) è 〈x, y〉 = 0.
. Osservazione Possiamo dare al prodotto interno di due vettori in
R2 (la cosa vale anche in R3) un'interpretazione geometrica. Siano
x = (x1, x2) e y = (y1, y2) due vettori di lunghezza unitaria, cioè taliche x2

1 + x2
2 = y2

1 + y2
2 = 1. Allora si può scrivere (vedi �gura)

x = (cos α, sin α) e y = (cosβ, sin β).Quindi il prodotto interno di x e y è
cosα cosβ + sinα sinβ = cos(α − β).Pertanto 〈x, y〉 è il coseno dell'angolo che i due vettori formano tra loro.

. Osservazione Si veri�ca facilmente che il prodotto interno tra vettori di Rn ha queste proprietà:1. 〈x, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ R
n, e 〈x, x〉 = 0 se e solo se x = 0;2. 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y ∈ Rn ;3. 〈αx + βy, z〉 = α〈x, z〉 + β〈y, z〉, ∀α, β ∈ R, ∀x, y, z ∈ Rn.23



De�nizione In un generico spazio vettoriale V su R, si chiama prodotto interno una qualunque funzione che associalla coppia di vettori x, y un numero reale, che indichiamo con 〈x, y〉, con le proprietà1. 〈x, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ V, e 〈x, x〉 = 0 se e solo se x = 0;2. 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y ∈ V ;3. 〈αx + βy, z〉 = α〈x, z〉 + β〈y, z〉, ∀α, β ∈ R, ∀x, y, z ∈ V.Se in V è de�nito un prodotto interno, V si dirà spazio vettoriale con prodotto interno.
. Esempio Lo spazio vettoriale delle funzioni continue in un intervallo [a, b] diventa spazio vettoriale con prodottointerno se de�niamo prodotto interno di due funzioni f e g, continue in [a, b], il numero reale 〈f, g〉 =

∫ b

a
fg.

. Esercizio Lo studente veri�chi, in Rn e nello spazio delle funzioni continue in [a, b], le tre proprietà dei prodottiinterni de�niti.

. Esercizio Col prodotto interno de�nito in Rn si ha 〈0, x〉 = 0 per ogni x ∈ Rn. Si dimostri che tale proprietà valein un qualunque spazio vettoriale con prodotto interno.De�nizione Si de�nisce norma euclidea del vettore x ∈ Rn (e si scrive ‖x‖) il numero reale
‖x‖ =

√

〈x, x〉 =

√

√

√

√

n
∑

i=1

x2
i .

. Osservazione Il concetto di norma è un concetto molto generale. Una norma in uno spazio vettoriale V su R è ingenerale una funzione de�nita in V a valori in R che abbia le seguenti proprietà:1. ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ V e ‖x‖ = 0 se e solo se x = 0;2. ‖αx‖ = |α|‖x‖, ∀x ∈ V, ∀α ∈ R;3. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖, ∀x, y ∈ V.

. Esercizio Lo studente veri�chi tali proprietà sulla norma euclidea in Rn.La norma euclidea non è l'unica norma possibile in Rn.Altri esempi di norme (non euclidee) in Rn sono le seguenti, dette rispettivamente norma uno, norma p e normain�nito:
‖x‖1 =

n
∑

i=1

|xi| , ‖x‖p =

(

n
∑

i=1

|xi|p
)1/p

(p > 0) , ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi| .Si può de�nire una distanza tra gli elementi di Rn con la seguenteDe�nizione Dati x, y ∈ Rn, si chiama distanza euclidea tra x e y il numero reale
d(x, y) = ‖x − y‖ .

. Osservazione Anche il concetto di distanza, come quello di norma, è più generale di quanto la de�nizione precedentepossa far pensare. In generale, in un insieme X32 si de�nisce distanza una qualunque funzione δ de�nita in X × X avalori reali che abbia le seguenti proprietà:1. δ(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ X e δ(x, y) = 0 se e solo se x = y;2. δ(x, y) = δ(y, x), ∀x, y ∈ X ;3. δ(x, y) ≤ δ(x, z) + δ(y, z), ∀x, y, z ∈ X .

. Esercizio Si determini, in Rn, la distanza euclidea, la distanza in norma uno, in norma p e in norma in�nito deivettori fondamentali.

. Esercizio Si veri�chi che in Rn (ma anche in un qualsiasi insieme X) la funzione
δ(x, y) =

{

0 se x = y

1 se x 6= yè una distanza.
. Esercizio Si dimostri che, se x 7→ ‖x‖ è una norma in uno spazio vettoriale, allora δ(x, y) = ‖x−y‖ è una distanza.32 Si noti che viene richiesto solo che X sia un insieme, quindi non uno spazio vettoriale. Questo perché le proprietà della distanza nonrichiedono nessuna struttura particolare in X. Lo studente è invitato a riconsiderare le proprietà della norma e a constatare che questeultime richiedono invece una struttura, quella di spazio vettoriale. 24



. Osservazione Non tutte le distanze si ricavano da una norma nel modo suggerito nell'esercizio precedente. Adesempio la distanza 0 − 1 de�nita sopra non si può ricavare da una norma. Lo studente cerchi di capire perché.

. Osservazione Data in uno spazio vettoriale una distanza δ, il de�nire ‖x‖ = δ(x, 0) non porta in generale ad unanorma (anche se così accade in Rn con la distanza euclidea). Lo studente veri�chi che ad esempio con la distanza 0−1la funzione x 7→ δ(x, 0) non è una norma.In uno spazio V con prodotto interno poniamo ‖x‖ =
√

〈x, x〉. Si può dimostrare che vale la seguente disuguaglianzadi Cauchy�Schwarz :
|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖, ∀x, y ∈ V.

Dimostrazione Consideriamo i vettori x + ty con t ∈ R: si ha
0 ≤ 〈x + ty, x + ty〉

= 〈x, x〉 + 〈x, ty〉 + 〈ty, x〉 + 〈ty, ty〉
= 〈x, x〉 + 2t〈x, y〉 + t2〈y, y〉
= ‖x‖2 + 2t〈x, y〉 + t2‖y‖2.Quest'ultimo è un polinomio di secondo grado in t, che risulta non negativo per ogni valore di t. Il discriminantedell'equazione deve allora essere ≤ 0, e quindi

〈x, y〉2 − ‖x‖2‖y‖2 ≤ 0,da cui
〈x, y〉2 ≤ ‖x‖2‖y‖2, e quindi |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

tu

. Esercizio La disuguaglianza di Cauchy�Schwarz permette di dimostrare che la funzione ‖x‖ =
√

〈x, x〉 de�nisce,in uno spazio con prodotto interno, una norma.Veniamo ora all'importante concetto di ortogonalità tra vettori in uno spazio vettoriale con prodotto interno.De�nizione Due vettori x e y di uno spazio vettoriale V con prodotto interno si dicono ortogonali se il loro prodottointerno è nullo, cioè se 〈x, y〉 = 0.
. Esempi

• In R3 i vettori x = (2,−1, 1) e y = (1, 1,−1) sono ortogonali.
• Nello spazio vettoriale delle funzioni continue nell'intervallo [−1, 1], con il prodotto interno dato dall'integraledel prodotto33, le due funzioni max(x, 0) e max(−x, 0) sono ortogonali.

. Esercizio Si dimostri che, se V è spazio vettoriale e v ∈ V, allora l'insieme di tutti i vettori di V ortogonali a v è unsottospazio di V. Si generalizzi lo stesso risultato ad un qualunque sottoinsieme di V, cioè: se T ⊂ V, allora l'insiemedei vettori di V ortogonali a tutti gli elementi di T è un sottospazio di V.

. Osservazione Il sottospazio dei vettori ortogonali ad un insieme T (vedi esercizio precedente) si indica solitamentecon T⊥. Tale insieme è quindi un sottospazio a prescindere dal fatto che T lo sia. Esso però acquista particolareimportanza se T è sottospazio di V. In questo caso T⊥ si chiama il complemento ortogonale di T .De�nizione I vettori di un insieme X si dicono ortonormali se, presi x e y in X , si ha che 〈x, y〉 = 0 se x 6= y e
〈x, y〉 = 1 se x = y.
. Osservazione Se X = {x1, x2, . . . , xk}, possiamo dire che i vettori sono ortonormali se si ha

〈xi, xj〉 = δij
34, ∀i, j.Sui vettori ortonormali sussistono importanti risultati.Teorema 8 In uno spazio vettoriale V con prodotto interno, se i vettori x1, x2, . . . , xk sono ortonormali, allora essisono l.i.33 Vedi l'esempio che segue la de�nizione di prodotto interno.34Il simbolo è il δ di Kronecker. 25



Dimostrazione Siano x1, x2, . . . , xk vettori ortonormali. Dimostriamo che sono l.i. facendo vedere che l'unica loroc.l. uguale al vettore nullo è quella che ha i coe�cienti tutti nulli (vedi teorema 1).Presa una generica c.l. α1x
1 + α2x

2 + . . . + αkxk = 0, avremo, per ogni i, con 1 ≤ i ≤ k,
0 = 〈α1x

1 + α2x
2 + . . . + αkxk, xi〉 = a1〈x1, xi〉 + . . . + ak〈xk, xi〉 = ai〈xi, xi〉 = ai.Si ha quindi ai = 0 per ogni i, con 1 ≤ i ≤ k. Pertanto tutti i coe�cienti devono essere nulli. tuTeorema 9 Sia V spazio vettoriale con prodotto interno. Supponiamo che i vettori x1, x2, . . . , xk siano ortonormalie sia v ∈ V. Poniamo per comodità 〈v, xi〉 = ai, con 1 ≤ i ≤ k. Allora1. ∑k

i=1 a2
i ≤ ‖v‖2 (Disuguaglianza di Bessel).2. Il vettore z = v −∑k

i=1 aix
i è ortogonale a tutti i vettori x1, x2, . . . , xk.

Dimostrazione Per quanto riguarda il primo punto,
0 ≤ 〈z, z〉 = 〈v −

k
∑

i=1

aix
i, v −

k
∑

i=1

aix
i〉

= 〈v, v〉 − 〈v,
k
∑

i=1

aix
i〉 − 〈

k
∑

i=1

aix
i, v〉 + 〈

k
∑

i=1

aix
i,

k
∑

i=1

aix
i〉

= 〈v, v〉 − 2
k
∑

i=1

ai〈v, xi〉 +
k
∑

i=1

k
∑

j=1

aiaj〈xi, xj〉

= 〈v, v〉 − 2

k
∑

i=1

a2
i +

k
∑

i=1

a2
i

= 〈v, v〉 −
k
∑

i=1

a2
i .Pertanto ∑k

i=1 a2
i ≤ ‖v‖2.Per quanto riguarda il secondo punto, per ogni 1 ≤ j ≤ k si ha

〈z, xj〉 = 〈v −
k
∑

i=1

aix
i, xj〉 = 〈v, xj〉 −

k
∑

i=1

ai〈xi, xj〉 = aj − aj = 0.

tu

. Osservazione La disuguaglianza di Bessel permette di ottenere un'altra dimostrazione della disuguaglianza diCauchy�Schwarz.35 Eccola: se y = 0, entrambi i membri della disuaguaglianza sono nulli e quindi la disuguaglianza èveri�cata. Se invece y 6= 0, allora il vettore y/‖y‖ è ortonormale. Pertanto, per la disuguaglianza di Bessel, possiamodire che
〈x, y/‖y‖〉2 ≤ ‖x‖2,da cui si ricava

〈x, y〉2 ≤ ‖x‖2‖y‖2 e quindi |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.Particolarmente importanti sono gli insiemi di vettori che sono contemporaneamente ortonormali e basi dello spazioa cui appartengono.De�nizione I vettori x1, x2, . . . , xk sono una base ortonormale di uno spazio vettoriale V con prodotto interno sesono una base di V e sono ortonormali.
. Esempio I vettori fondamentali di Rn sono una base ortonormale di Rn. Non si tratta dell'unica base ortonormaledi Rn, come vedremo più avanti.35 Ricordo che la disuguaglianza dice che, dati due vettori x e y, allora

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.26



Sugli insiemi di vettori ortonormali e sulle basi ortonormali sussistono risultati molto generali. Qui ci limitiamo aquesti che seguono.Teorema 10 Se x1, x2, . . . , xk sono una base ortonormale dello spazio vettoriale V con prodotto interno e se v ∈ V,allora1. v =
∑k

i=1〈v, xi〉xi;2. ∑k
i=1〈v, xi〉2 = ‖v‖2.

Dimostrazione Per quanto visto in precedenza, dal fatto che x1, x2, . . . , xk sono una base segue che v si può scriverein modo unico come c.l. dei vettori di base e sia v = a1x
1 + a2x

2 + . . . + akxk. Ma allora
〈v, xi〉 = 〈a1x

1 + a2x
2 + . . . + akxk, xi〉 = ai, per ogni 1 ≤ i ≤ k.Per il secondo punto abbiamo

‖v‖2 = 〈v, v〉 = 〈
k
∑

i=1

aix
i,

k
∑

i=1

aix
i〉 =

k
∑

i=1

k
∑

j=1

aiaj〈xi, xj〉 =

k
∑

i=1

a2
i .

tu2.6 Costruzione di una base ortonormaleConcludiamo con un interessante procedimento che permette, data una qualunque base di Rn, di costruire una baseortonormale. Si tratta del metodo di ortogonalizzazione di Gram�Schmidt. Lo vediamo in generale e poi lo vediamoapplicato ad un esempio.Sia {v1, v2, . . . , vk} una base di uno spazio vettoriale V con prodotto interno. Il metodo di Gram�Schmidt costruisceuna base ortonormale {x1, x2, . . . , xk} con la proprietà che ogni xj è c.l. di v1, v2, . . . , vj .Passo 1. Poniamo x1 = v1/‖v1‖, e così x1 è un vettore di norma unitaria.Passo 2. Sia z = v2 − 〈v2, x1〉x1. Per il teorema 9 z è ortogonale a x1.Inoltre z è c.l. di v1, v2 e non è il vettore nullo (se z fosse 0 v1 e v2 sarebbero l.d.).Poniamo allora x2 = z/‖z‖.Quindi a questo punto x1, x2 sono ortonormali e x2 è c.l. di v1, v2.Passo 3. Sia z = v3 − 〈v3, x1〉x1 − 〈v3, x2〉x2. Per il teorema 9 z è ortogonale a x1, x2.Ora z è c.l. di v1, v2, v3 e non è il vettore nullo (se z fosse 0 v1, v2, v3 sarebbero l.d.).Poniamo allora x3 = z/‖z‖.Quindi a questo punto x1, x2, x3 sono ortonormali e x3 è c.l. di v1, v2, v3....Passo j. Si pone z = vj − 〈vj , x1〉x1 − . . . − 〈vj , xj−1〉xj−1. Per il teorema 9 z è ortogonale a x1, x2, . . . , xj−1.Inoltre z è c.l. di v1, v2, . . . , vj e non è il vettore nullo (se z fosse 0 v1, v2, . . . , vj sarebbero l.d.).Poniamo allora xj = z/‖z‖.A questo punto x1, x2, . . . , xj sono ortonormali e xj è c.l. di v1, v2, . . . , vj .Si continua così �no ad avere x1, x2, . . . , xk ortonormali, dove ogni xj è c.l. di v1, v2, . . . , vj .
. Esempio Siano

v1 = (1, 1, 1) , v2 = (0, 1, 1) , v3 = (0, 0, 1).Si tratta di una base di R3. Procedendo con il metodo di Gram�Schmidt, si ottiene
x1 =

1√
3
(1, 1, 1)

z = v2 − 〈v2, x1〉x1 =
1

3
(−2, 1, 1)

x2 = z/‖z‖ =
1√
6
(−2, 1, 1)

z = v3 − 〈x3, x1〉x1 − 〈v3, x2〉x2 =
1

2
(0,−1, 1)

x3 = z/‖z‖ =
1√
2
(0,−1, 1).27



Si veri�ca facilmente che i vettori 1√
3
(1, 1, 1), 1√

6
(−2, 1, 1), 1√

2
(0,−1, 1) sono ortonormali.Finiamo con un'interpretazione geometrica, in R2, del metodo di Gram�Schmidt. Si segua il discorso nella �gura a �anco.Supponiamo che v1, v2 sia una base. Il primo passo del metodo non fa altroche normalizzare il primo vettore, quindi x1 è un vettore di norma unitarianel sottospazio generato da v1. Il secondo ed ultimo passo trova anzitutto,nel sottoinsieme dei vettori v2 + αx1 il vettore z = v2 − 〈v2, x1〉x1, che èortogonale a x1. Si noti che l'insieme v2+αx1, al variare di α, è il sottospaziogenerato da x1 traslato di v2. Il vettore z è c.l. di v1, v2 ed è ortogonale a

x1; si ottiene in�ne x2 normalizzando z.
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3 Trasformazioni lineari e matriciIn questa sezione i vettori verranno sempre pensati e rappresentati come vettori colonna.3.1 Trasformazioni lineariIniziamo con il concetto di trasformazione lineare, per dare per così dire una motivazione all'altro concetto base diquesta dispensa, il concetto di matrice. Consideriamo una funzione f , de�nita nello spazio vettoriale Rn, a valori nellospazio vettoriale Rm. Scriviamo naturalmente
f : R

n → R
m.Qualora se ne presenti l'opportunità, per distinguere una tale funzione dalle usuali funzioni reali di variabile reale,cioè dalle funzioni de�nite in R a valori in R che lo studente ha visto nel corso di Matematica I, si può dire che, se

m > 1, la funzione è vettoriale (o a valori vettoriali) e, se n > 1, che è di variabile vettoriale. Nella prima partedel corso di Algebra lineare abbiamo considerato funzioni che rientrano in questa tipologia, con m = 1 (cioè funzioni
f : Rn → R, con n > 1, quindi funzioni reali di variabile vettoriale36). Possiamo ovviamente pensare anche a funzionivettoriali di variabile reale (f : R → Rm, con m > 1).Particolare importanza per i nostri scopi hanno le seguenti particolari funzioni:De�nizione Se f : Rn → Rm, diciamo che f è una trasformazione lineare di Rn in Rm se f ha queste due proprietà:1. ∀x, y ∈ R

n, f(x + y) = f(x) + f(y) (proprietà di additività);2. ∀x ∈ Rn e ∀α ∈ R, f(αx) = αf(x) (proprietà di omogeneità).
. Osservazione Si noti che nella de�nizione di trasformazione lineare si utilizza la struttura (le operazioni) di spaziovettoriale, sia nel dominio sia nel codominio di f .
. Osservazione Immediata conseguenza della de�nizione data è che, se f è una trasformazione lineare di Rn in Rme se v1, v2, . . . , vk sono vettori di Rn, allora per ogni c.l. α1v

1 + α2v
2 + . . . + αkvk dei k vettori si ha

f(α1v
1 + α2v

2 + . . . + αkvk) = α1f(v1) + α2f(v2) + . . . + αkf(vk).

. Esempi

• Consideriamo la funzione f : R3 → R2 de�nita da
f





x1

x2

x3



 =

(

2x1 − x2

x2 + x3

)

.Veri�chiamo che è una trasformazione lineare. Presi due generici elementi x = (x1, x2, x3) e y = (y1, y2, y3) in
R3, abbiamo
f(x+y) = f





x1 + y1

x2 + y2

x3 + y3



 =

(

2(x1 + y1) − (x2 + y2)
(x2 + y2) + (x3 + y3)

)

=

(

2x1 − x2 + 2y1 − y2

x2 + x3 + y2 + y3

)

= f





x1

x2

x3



+f





y1

y2

y3



 = f(x)+f(y).L'additività è dunque dimostrata. Vediamo l'omogeneità. Preso un x ∈ R3 e un numero reale α, abbiamo
f(αx) = f





αx1

αx2

αx3



 =

(

2αx1 − αx2

αx2 + αx3

)

= α

(

2x1 − x2

x2 + x3

)

= αf(x).Quindi f è una trasformazione lineare, essendo additiva ed omogenea.
• Consideriamo ora la funzione f : R2 → R2 de�nita da

f

(

x1

x2

)

=

(

x1

x2
2

)

.Questa non è una trasformazione lineare. Infatti non è additiva. Siano, ad esempio,
x =

(

1
1

) e y =

(

1
2

)

.36 In quel contesto però non avevamo ancora parlato di Rn con la struttura di spazio vettoriale.29



Risulta allora
f(x + y) = f

(

2
3

)

=

(

2
9

) mentre f(x) + f(y) = f

(

1
1

)

+ f

(

1
2

)

=

(

1
1

)

+

(

1
4

)

=

(

2
5

)

.Si vede facilmente che f non è nemmeno omogenea. Si potrebbe dire che f è lineare nella sua prima componente,ma non nella seconda.
• La funzione

f

(

x1

x2

)

= x1 − x2è una trasformazione lineare di R2 in R (lo si veri�chi).
• La funzione

f

(

x1

x2

)

= x1x2non è una trasformazione lineare di R2 in R (lo si veri�chi).
• La funzione

f

(

x1

x2

)

=

(

x1 + 1
x2

)non è una trasformazione lineare di R2 in R2 (lo si veri�chi).
. Esercizio Si dimostri che, se f è lineare, allora f(0) = 0.Consideriamo l'insieme Ln,m di tutte le trasformazioni lineari di Rn in Rm. Se de�niamo la somma di duetrasformazioni lineari e la moltiplicazione di una trasformazione lineare per uno scalare nel modo usuale, e cioècon

(f + g)(x) = f(x) + g(x), ∀x ∈ R
ne con

(αf)(x) = αf(x), ∀x ∈ R
n, ∀α ∈ R,si può veri�care facilmente (lo si faccia) che le due operazioni hanno tutte le proprietà che servono per rendere Ln,muno spazio vettoriale su R. D'ora in avanti, la scrittura f ∈ Ln,m vorrà dire che f è una trasformazione lineare di Rnin Rm.Sia f ∈ Ln,m. Si può pensare che sia

f(x) =







f1(x)...
f2(x)






,dove ciascuna fj è una trasformazione lineare di Rn in R (cioè fj ∈ Ln,1, ∀j, 1 ≤ j ≤ m).Si può dimostrare facilmente che f è lineare se e solo se tutte le fj sono lineari.Quindi, ad esempio per dimostrare che

f





x1

x2

x3



 =

(

2x1 − x2

x2 + x3

)è lineare si potrebbe dimostrare che le sue singole componenti lo sono, e cioè che sono lineari le funzioni (a valori reali)
f1





x1

x2

x3



 = 2x1 − x2 e f2





x1

x2

x3



 = x2 + x3.Parliamo ora della rappresentazione di una trasformazione lineare.Cominciamo con un caso particolare e sia f ∈ Ln,1. Se, dato x ∈ Rn, scriviamo x = x1u
1 + x2u

2 + . . . + xnun,dove u1, u2, . . . , un sono i vettori della base canonica di Rn, la linearità di f permette di scrivere
f(x) = f(x1u

1 + x2u
2 + . . . + xnun) = x1f(u1) + x2f(u2) + . . . + xnf(un).Se poniamo a = (f(u1), f(u2), . . . , f(un)), allora f(x) = 〈a, x〉.Il vettore a è su�ciente per rappresentare la trasformazione f .3737 È però doveroso precisare �n d'ora che la rappresentazione è data da a se esprimo x rispetto alla base canonica.30



A questo punto è chiaro che è possibile rappresentare una qualunque trasformazione lineare f attraverso una sortadi �tabella�: basterà rappresentare ogni componente di f con un vettore (riga) come appena visto ed accostare talivettori riga uno sull'altro.Consideriamo ad esempio la trasformazione lineare f : R3 → R2, già esaminata in precedenza, de�nita da
f(x) = f





x1

x2

x3



 =

(

2x1 − x2

x2 + x3

)

.Se rappresentiamo le due componenti del vettore f(x) rispettivamente con i vettori riga
(2 − 1 0) e (0 1 1),e accostiamo poi verticalmente questi due otteniamo

(

2 −1 0

0 1 1

)

.Questa si chiama matrice. Possiamo scrivere il vettore f(x) come prodotto tra la matrice suddetta e il vettore x,cioè scrivere
f





x1

x2

x3



 =

(

2x1 − x2

x2 + x3

)

=

(

2 −1 0

0 1 1

)





x1

x2

x3



 ,se pensiamo che tale prodotto matrice×vettore avvenga calcolando i prodotti interni delle righe della matrice per ilvettore colonna x.Saremmo pervenuti allo stesso risultato ragionando anche così: la linearità di f , come prima, porta a dire che
f(x) = f





x1

x2

x3



 = f(x1u
1 + x2u

2 + x3u
3) = x1f(u1) + x2f(u2) + x3f(u3) = x1

(

2
0

)

+ x2

(

−1
1

)

+ x3

(

0
1

)

.Quello che abbiamo ottenuto è una c.l. dei vettori f(u1), f(u2), f(u3), che sono le immagini dei vettori fondamentalidi R3 attraverso la trasformazione f .Pertanto la f può essere rappresentata da questi soli vettori, questa volta disposti in colonna. Se li a�anchiamoin una tabella, otteniamo la stessa matrice di prima.Quindi la scrittura
(

2 −1 0

0 1 1

)





x1

x2

x3



 ,è un modo di rappresentare un vettore, che si può vedere ottenuto come prodotto tra una matrice ed un vettorefacendo i prodotti interni delle righe della matrice per le colonne del vettore, oppure ottenuto come c.l. delle colonnedella matrice con coe�cienti dati dalle componenti del vettore.In generale allora, se f ∈ Ln,m, dalla linearità segue che
f(x) = f(x1u

1 + x2u
2 + . . . + xnun) = x1f(u1) + x2f(u2) + . . . + xnf(un) = Ax,intendendo che A è la matrice ottenuta disponendo in colonna le immagini dei vettori fondamentali del dominio di f(cioè Rn) e che Ax rappresenta una c.l. delle colone di A con coe�cienti nel vettore x.La matrice A si chiama matrice di rappresentazione della trasformazione lineare f .

. Osservazione Si noti anche che viceversa, data una generica matrice A di m righe ed n colonne, se diamo allascrittura Ax il signi�cato appena detto, e cioè
Ax = x1a

1 + x2a
2 + . . . + xnan,dove gli aj sono le colonne della matrice A, allora la scrittura f(x) = Ax, per ogni x ∈ Rn de�nisce una funzione di

R
n in R

m. Tale funzione è una trasformazione lineare.38 Pertanto possiamo dire che c'è una corrispondenza biunivoca38 Infatti (per de�nizione di f) f(x + y) = A(x + y)(per de�nizione di Ax) = (x1 + y1)a1 + . . . + (xn + yn)an(prop. distributiva della molt. scalare in Rm) = x1a1 + y1a1 + . . . + xnan + ynan31



tra l'insieme Ln,m delle trasformazioni lineari di Rn in Rm e le matrici di m righe ed n colonne. Questo risultato vienetalvolta indicato come teorema di rappresentazione delle trasformazioni lineari.
. Osservazione Si noti che, non appena c'è l'esigenza di dare alla trasformazione lineare una qualche rappresentazione,occorre scrivere i vettori rispetto ad una qualche base dei rispettivi spazi vettoriali. In quanto fatto �nora si èimplicitamente inteso che tale rappresentazione sia rispetto alle basi fondamentali (di Rn e di Rm). Quindi, anche se latrasformazione non dipende dal sistema di riferimento, in quanto stabilisce una corrispondenza tra vettori di due spazi,la matrice che rappresenta la trasformazione dipende dalla base che utilizzo. Possiamo dire che ogni trasformazionelineare può essere rappresentata da molte matrici, a seconda della base, e che una matrice può rappresentare moltetrasformazioni lineari, sempre a seconda della base che scelgo. Vedremo più avanti come si modi�ca la matrice dirappresentazione al variare della base dello spazio.
. Osservazione Se f ∈ Ln,m, allora la sua matrice di rappresentazione ha n colonne (come la dimensione di Rn) ed
m righe (come la dimensione di Rm).
. Osservazione La de�nizione di matrice di rappresentazione di una trasformazione lineare f ∈ Ln,m assume im-plicitamente che, sia in Rn, sia in Rm, i vettori vengano scritti rispetto alla base fondamentale. Vedremo più avanticome ottenere la matrice di rappresentazione rispetto ad altre basi. Per il momento quindi, parlando di matrice dirappresentazione, sottointendiamo che sia rispetto alle basi fondamentali.3.2 MatriciPer noi, quindi, una matrice non è che un modo per rappresentare una trasformazione lineare.Solitamente le matrici si indicano con lettere maiuscole. Come già osservato, la matrice che rappresenta una
f ∈ Ln,m ha m righe ed n colonne: diremo che è una matrice m × n.Indicheremo conMmn l'insieme di tutte le matrici m×n, cioè delle matrici di rappresentazione delle trasformazionilineari dello spazio Ln,m.Possiamo vedere un vettore riga come una matrice 1× n, cioè come la rappresentazione di una f ∈ Ln,1; possiamovedere un vettore colonna come una matrice m × 1, e quindi come la rappresentazione di una f ∈ L1,m.In alcuni casi potrà essere utile vedere in una matrice solo l'aspetto generale di rappresentazione di una trasfor-mazione lineare, in altri sarà utile vedere aspetti più particolari, come ad esempio i singoli elementi della matrice.Chiameremo elemento di posto (i, j) il numero che si trova nella riga i e colonna j della matrice. Se la matrice vieneindicata con A, è consuetudine indicare con aij il suo elemento di posto (i, j).La matrice di rappresentazione della trasformazione nulla è la matrice nulla e tutti i suoi elementi sono nulli.Se A è la matrice di rappresentazione della trasformazione f , allora la matrice che rappresenta −f si indica con
−A e si chiama l'opposta di A: il suo elemento di posto (i, j) è l'opposto del corrispondente elemento di A.Una matrice si dice quadrata se rappresenta una trasformazione f ∈ Ln,n. In una matrice quadrata il numero dellerighe è uguale al numero delle colonne. Questo numero è detto l'ordine della matrice quadrata. Quindi, dicendo adesempio che A è una matrice quadrata di ordine 3, si intende che A è una matrice 3 × 3, che rappresenta cioè unatrasformazione lineare f : R3 → R3.In una matrice quadrata gli elementi di posto (i, j), con i = j, formano la diagonale principale della matrice.De�nizione Se A ∈ Mmn, si chiama matrice trasposta di A, e si indica con AT , la matrice di n righe ed m colonneil cui elemento di posto (i, j) è aji.
. Osservazione Si può anche dire che AT è la matrice che si ottiene da A scambiando le righe con le colonne. Nonsi tratta, come forse si potrebbe pensare, della matrice che rappresenta la trasformazione inversa.De�nizione Una matrice quadrata A si dice simmetrica se AT = A, e quindi se aij = aji, per ogni i, j.
. Esempio E' simmetrica la matrice

A =





1 0 2

0 0 3

2 3 −1



 .(per de�nizione di Ax) = Ax + Ay(per de�nizione di f) = f(x) + f(y).Così è dimostrata l'additività di f .Analogamente (lo studente ri�etta su quali proprietà vengono utlizzate per ottenere i passaggi indicati)
f(αx) = A(αx) = (αx1)a1 + . . . + (αxn)an = α(x1a1) + . . . + α(xnan) = aAx,e questo prova l'omogeneità. 32



De�nizione Una matrice quadrata A è diagonale se risulta aij = 0 per ogni i, j, con i 6= j.Quindi una matrice è diagonale se sono nulli gli elementi che non stanno sulla diagonale principale. Faccio osservareche nella de�nizione non si fa riferimento agli elementi che stanno sulla diagonale principale, i quali possono esserenulli oppure no.Una matrice quadrata A è triangolare superiore se risulta aij = 0 per ogni i, j, con i > j. Signi�ca quindi che sononulli gli elementi che stanno �al di sotto� della diagonale principale.Una matrice quadrata A è invece triangolare inferiore se risulta aij = 0 per ogni i, j, con i < j. Signi�ca quindiche sono nulli gli elementi stanno �al di sopra� della diagonale principale.Risulta chiaro dalle de�nizioni che una matrice diagonale è anche triangolare superiore e triangolare inferiore.
. Esempio Delle seguenti tre matrici quadrate, la prima è diagonale, la seconda è triangolare superiore, la terza ètriangolare inferiore:

A =





−1 0 0

0 0 0

0 0 1



 , B =









1 1 −1 0

0 1 −1 1

0 0 1 1

0 0 0 0









, C =









1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 0 0 0









.Un particolare ed importante esempio di matrice diagonale è la matrice di rappresentazione della trasformazionelineare identità da Rn ad Rn, cioè la funzione 1n(x) = x, per ogni x ∈ Rn. Dato che
1n(x) = x1u

1 + x2u
2 + . . . + xnun,le colonne della sua matrice di rappresentazione sono i vettori fondamentali. Quindi questa matrice ha 1 sulla diagonaleprincipale e 0 fuori di questa. Tale matrice si chiama ovviamente matrice identità e si indica di solito con 1 (oppure

I) (o con 1n (In) se si vuole precisare che si tratta dell'identità in Rn).È naturale a questo punto de�nire nell'insieme delle matrici alcune operazioni.Le prime due sono immediate, perché derivano direttamente dalle operazioni de�nite sulle trasformazioni lineari,di cui le matrici sono rappresentazioni.Nell'insieme Mmn, se A, B rappresentano rispettivamente due trasformazioni f, g ∈ Ln,m, la matrice che rappre-senta f +g deve necessariamente essere quella che si ottiene da A, B sommando gli elementi di posto corrispondente.39Tale matrice verrà indicata con A + B.Analogamente, se A rappresenta la trasformazione f e α ∈ R, la matrice che rappresenta la trasformazione αf devenecessariamente essere quella che si ottiene da A moltiplicando tutti i suoi elementi per α. Si indica naturalmente con
αA.Abbiamo quindi de�nito nell'insieme Mmn una addizione tra matrici e una moltiplicazione di una matrice per unoscalare. Non è di�cile intuire che con queste operazioni l'insieme Mmn acquista la struttura di spazio vettoriale su
R.40 Lo 0 dello spazio Mmn è chiaramente la matrice nulla m × n.
. Esercizio Dimostrare che la somma di matrici diagonali è una matrice diagonale, che la somma di matrici triangolarisuperiori è una matrice triangolare superiore e che la somma di matrici triangolari inferiori è una matrice triangolareinferiore.A questo punto ci si aspetta un prodotto tra matrici e la prima cosa che viene in mente è la matrice che rappresentail prodotto delle due trasformazioni. Possiamo per esercizio seguire questa strada, che però non si rivela la piùinteressante.De�nire il prodotto di due trasformazioni lineari non è così immediato come il prodotto di due funzioni reali divariabile reale. Infatti, scrivendo

(fg)(x) = f(x) · g(x)occorre speci�care che cosa intendiamo a secondo membro, dato che si tratta in generale di vettori. L'unico prodottoche abbiamo visto in questo ambito è il prodotto interno, quindi possiamo de�nire
(fg)(x) = 〈f(x), g(x)〉.La funzione fg è ovviamente una funzione di Rn in R. Il problema è che non è una trasformazione lineare. Infattisi ha

(fg)(αx) = 〈f(αx), g(αx)〉 = 〈αf(x), αg(x)〉 = α2〈f(x), g(x)〉 = α2(fg)(x).39 Se indichiamo con aj e bj le colonne di A e B, allora f(x) = Ax =
Pn

j=1
xjaj e g(x) = Bx =

Pn
j=1

xjbj . Quindi
(f + g)(x) = f(x) + g(x) = Ax + Bx =

nX
j=1

xjaj +
nX

j=1

xjbj =
nX

j=1

xj(a
j + bj).40 Si intuisce anche che che gli spazi vettoriali Mmn e Ln,m hanno �forti somiglianze� e che entrambi hanno forti somiglianze con Rmn,cioè lo spazio euclideo di dimensione mn. 33



La via da seguire è un'altra, quella di pensare al prodotto di due trasformazioni in termini di composizione delledue.Ricordo intanto che, se f, g ∈ Ln,m, allora non si può in generale parlare di funzione composta f ◦ g (o g ◦ f) ameno che non sia m = n.41Il caso più generale è quindi il seguente: sia f ∈ Ln,m e g ∈ Lm,p. Allora esiste certamente la funzione composta
g ◦ f : Rn → Rp. Vale il seguente risultato:Teorema 1 Se f ∈ Ln,m e g ∈ Lm,p, allora g ◦ f ∈ Ln,p.
Dimostrazione Occorre dimostrare l'additività e l'omogeneità della funzione composta. Si ha

(g ◦ f)(x + y) = g(f(x + y)) = g(f(x) + f(y)) = g(f(x)) + g(f(y)) = (g ◦ f)(x) + (g ◦ f)(y)e
(g ◦ f)(αx) = g(f(αx)) = g(αf(x)) = αg(f(x)) = α(g ◦ f)(x).Quindi la linearità è dimostrata. tuVediamo ora come si ottiene la matrice di rappresentazione della trasformazione composta.Siano dunque f ∈ Ln,m e g ∈ Lm,p e siano A e B le rispettive matrici di rappresentazione, quindi abbiamo

f(x) = Ax, con x ∈ Rn e g(y) = By, con y ∈ Rm. 42 Siano poi
aj le colonne di A, e quindi aj = f(uj), con j = 1, . . . , n

bi le colonne di B, con i = 1, . . . , m.Sia ora C la matrice di rappresentazione della trasformazione composta g ◦ f , e siano cj le sue colonne, con
j = 1, . . . , n. Si ha

cj = (g ◦ f)(uj) = g(f(uj)) = g(aj) = Baj(cioè una c.l. delle colonne di B con coe�cienti in aj)
= b1aj

1 + b2aj
2 + . . . + bmaj

m.La matrice C si indica con BA e si chiama prodotto righe per colonne delle matrici B e A.
. Osservazione L'elemento di posto (i, j) della matrice C = BA si ottiene ovviamente considerando l'i-esimacomponente del vettore cj , e cioè

cj
i = cij = b1

i a
j
1 + b2

i a
j
2 + . . . + bm

i aj
m.Se, come consueto, anziché scrivere l'indice di colonna ad esponente lo scriviamo a �anco dell'indice di riga (comeindicato per l'elemento della matrice C), riferendoci agli elementi delle matrici, si ottiene

cij = bi1a1j + bi2a2j + . . . + bimamj

=

m
∑

k=1

bikakj

= 〈i-esima riga di B, j-esima colonna di A〉.Pertanto possiamo dire a conclusione che la matrice prodotto righe per colonne di due matrici date è la matriceche ha come elemento di posto (i, j) il prodotto interno della i-esima riga della prima per la j-esima colonna dellaseconda.
. Esempio Siano

A =

(

0 1 −1

1 2 0

) e B =





1 0

1 1

1 −1



 .Risulta
AB =

(

0 1 −1

1 2 0

)





1 0

1 1

1 −1



 =

(

0 2

3 2

)

.Seguono ora alcune osservazioni.41 Si ricordi che (f ◦ g)(x) signi�ca f(g(x)) e che quindi occorre che g(x) appartenga al dominio di f .42Ricordo che questo signi�ca che f(x) è c.l. delle colonne di A con coe�cienti in x e che g(y) è c.l. delle colonne di B con coe�cientiin y. 34



. Osservazioni

• Date due matrici A e B, per poter e�ettuare il prodotto righe per colonne è necessario e su�ciente che il numerodi colonne di A sia uguale al numero di righe di B.
• Il prodotto righe per colonne AB (quando si può fare) è una matrice che ha tante righe quante ne ha A e tantecolonne quante ne ha B (si dia una motivazione a questa regola pensando al signi�cato delle due matrici).
• Il prodotto tra matrici ha come caso particolare il prodotto di una matrice per un vettore, o di un vettore peruna matrice, o anche di un vettore per un vettore.Ad esempio, se

A =

(

0 1 −1

1 2 0

) e x =





1

2

3



 ,possiamo scrivere
Ax =

(

−1
5

)

.43
• Un caso particolare in cui il prodotto tra due matrici si può fare è quando le matrici sono quadrate (ovviamentedevono essere anche dello stesso ordine). Questo perché la composizione di due trasformazioni lineari di unospazio in sé ovviamente è sempre possibile. Si veri�ca facilmente su qualche esempio che in questo caso il prodottonon è commutativo. Quindi, se A e B sono matrici quadrate, può succedere che AB sia diverso da BA.Consideriamo il seguente esempio:

A =

(

1 2

0 1

) e B =

(

0 1

1 0

)

.Risulta
AB =

(

1 2

0 1

)(

0 1

1 0

)

=

(

2 1

1 0

)mentre
BA =

(

0 1

1 0

)(

1 2

0 1

)

=

(

0 1

1 2

)

.Nel prodotto tra matrici occorre dunque fare attenzione all'ordine in cui si e�ettua l'operazione: quindi molti-plicare A a destra per B non equivale in genere a moltiplicare A a sinistra per B.44
• Non vale, nel prodotto tra matrici, la legge di annullamento del prodotto, alla quale siamo abituati in R.Può cioè succedere che il prodotto di due matrici non nulle sia la matrice nulla.Ad esempio, questo succede con

A =

(

1 −1

−1 1

) e B =

(

1 1

1 1

)

.

• Nell'insieme delle matrici quadrate n×n la matrice identità 1n è elemento neutro del prodotto. È facile dimostrareinfatti che si ha A1n = 1nA = A, qualunque sia la matrice A ∈ Mnn.
. Esercizio Si dimostri che il prodotto di due matrici diagonali è una matrice diagonale, che il prodotto di matricitriangolari superiori è una matrice triangolare superiore e che il prodotto di matrici triangolari inferiori è una matricetriangolare inferiore. Il prodotto tra matrici diagonali è commutativo ? E il prodotto tra matrici triangolari ?
. Esempio La non commutatività del prodotto tra matrici non è che la conseguenza della non commutatività dellacomposizione di trasformazioni lineari. Questo signi�ca ad esempio che se noi operiamo due rotazioni dello spazio
R3 in sé, la trasformazione risultante dipende dall'ordine con cui operiamo le due trasformazioni. Veri�chiamo peresercizio il tutto su di un esempio particolare.Consideriamo la trasformazione lineare f nello spazio tridimensionale (vedi �gura sotto) che mantiene �sso l'asse
x1 e fa ruotare in senso antiorario gli assi x2 e x3 di un angolo di π/2.45 Consideriamo poi la trasformazione g chemantiene �sso l'asse x2 e fa ruotare in senso antiorario gli assi x1 e x3 di un angolo di π/2.43 Quindi la scrittura Ax, utilizzata già da un po' per indicare una c.l. delle colonne di A con coe�cienti in x, non è altro che un prodottorighe per colonne di due matrici, delle quali la seconda è un vettore colonna.44 Naturalmente, in base a quanto detto prima, può succedere che sia possibile moltiplicare A a destra per B ma non a sinistra.45 Si ri�etta sul fatto che tale traformazione lineare è univocamente individuata da queste condizioni.35



x

x

x

f

1

3

2

g

x

x

x

1

3

2Indicando come sempre con u1, u2, u3 i vettori fondamentali di R3, possiamo dire che le due trasformazioni sonounivocamente individuate dalle seguenti condizioni:
f(u1) = u1

f(u2) = u3

f(u3) = −u2
da cui la matrice di rappresentazione è A =





1 0 0

0 0 −1

0 1 0





g(u1) = −u3

g(u2) = u2

g(u3) = u1
da cui la matrice di rappresentazione è B =





0 0 1

0 1 0

−1 0 0



Costruiamo ora le trasformazioni composte: con f ◦ g si ha
(f ◦ g)(u1) = f(g(u1)) = f(−u3) = u2

(f ◦ g)(u2) = f(g(u2)) = f(u2) = u3

(f ◦ g)(u3) = f(g(u3)) = f(u1) = u1
con matrice AB =





0 0 1

1 0 0

0 1 0



Con g ◦ f invece si ha
(g ◦ f)(u1) = g(f(u1)) = g(u1) = −u3

(g ◦ f)(u2) = g(f(u2)) = g(u3) = u1

(g ◦ f)(u3) = g(f(u3)) = g(−u2) = −u2
con matrice BA =





0 1 0

0 0 −1

−1 0 0



Lo studente veri�chi che le matrici prodotto sono quelle che si ottengono eseguendo il prodotto righe per colonne.3.3 Immagine e nucleo di una trasformazione lineareSia f ∈ Ln,m.De�nizione De�niamo immagine di f l'insiemeIm f =
{

f(x) : x ∈ R
n
}

.46De�niamo inoltre nucleo di f l'insieme Ker f =
{

x ∈ R
n : f(x) = 0

}

.

. Osservazione Ovviamente risulta Im f ⊆ Rm e Ker f ⊆ Rn e il vettore nullo che compare nella de�nizione di Ker fè il vettore nullo dello spazio Rm. Inoltre, dal fatto che f(0) = 0 segue che nessuno dei due insiemi ora de�niti èvuoto.46 Si noti che si può scrivere in modo equivalenteIm f =
n

y ∈ R
m : ∃x ∈ R

n tale che y = f(x)
o

.Si ha anche, con altra notazione, Im f = f(Rn). 36



Teorema 2i) Im f è un sottospazio di Rm;ii) Ker f è un sottospazio di Rn.
Dimostrazione Riguardo al primo punto, se y1, y2 ∈ Im f , signi�ca che esistono x1, x2 ∈ Rn tali che y1 = f(x1) e
y2 = f(x2). Allora, per la linearità di f , se α1, α2 ∈ R, si ottiene

α1y
1 + α2y

2 = α1f(x1) + α2f(x2) = f(α1x
1 + α2x

2),e questo signi�ca che α1y
1 + α2y

2 è immagine di un vettore di Rn e cioè appartiene a Im f .Riguardo al secondo punto, se x1, x2 ∈ Ker f , signi�ca che f(x1) = f(x2) = 0. Ma allora per α1x
1 + α2x

2,sfruttando ancora la linearità di f , vale
f(α1x

1 + α2x
2) = α1f(x1) + α2f(x2) = 0,e quindi α1x

1 + α2x
2 ∈ Ker f . tu

. Osservazione Sia f ∈ Ln,m. Dato che ogni y ∈ Im f è c.l. dei vettori f(uj), cioè i trasformati dei vettorifondamentali di Rn, allora il sottospazio Im f è generato dai vettori f(uj). E dato che tali vettori sono le colonne dellamatrice di rappresentazione di f , possiamo anche dire che Im f è generato dalle colonne di tale matrice.De�nizione Se f ∈ Ln,m, si de�nisce rango di f e si indica con r(f) la dimensione dello spazio Im f . Si de�niscenullità di f e si indica con ν(f) la dimensione dello spazio Ker f .Enunciamo, senza dimostrazione, un risultato fondamentale:Teorema 3 (nullità + rango) Se f è una trasformazione lineare de�nita in Rn, allora
ν(f) + r(f) = n.

. Esempio Data la trasformazione lineare f : R4 → R3 de�nita da
f









x
y
z
t









=





x − y + t
0

y + z − t



 ,determiniamo la dimensione di Im f e di Ker f . Troviamo poi una base di Im f e di Ker f . Dall'identità




x − y + t
0

y + z − t



 = x





1
0
0



+ y





−1
0
1



+ z





0
0
1



+ t





1
0
−1



si ricava che i vettori
v1 =





1
0
0



 , v2 =





−1
0
1



 , v3 =





0
0
1



 , v4 =





1
0
−1



sono generatori di Im f . Tali vettori sono linearmente dipendenti, in quanto ad esempio v3 = v1 + v2. Quindi ilmassimo numero di vettori indipendenti è al più 3. Si può osservare poi che v4 = −v2 e quindi restano v1 e v2, chesono indipendenti. Quindi dim Im f = 2 e una base di Im f è formata appunto da v1 e v2.Dal teorema nullità + rango segue che allora dimKer f = 2. Per trovare una base del nucleo possiamo procederein questo modo. Dall'equazione vettoriale




x − y + t
0

y + z − t



 =





0
0
0



 ,che caratterizza gli elementi del nucleo, ricaviamo il sistema
{

x − y + t = 0
y + z − t = 0

che equivale a {

x = y − t
z = t − y.37



I vettori del nucleo sono quindi del tipo 


y − t
y

t − y
t









. Si può chiaramente scrivere








y − t
y

t − y
t









= y









1
1
−1
0









+ t









−1
0
1
1









,e quindi abbiamo trovato due generatori del nucleo.Si veri�ca facilmente che due generatori sono indipendenti e che quindi costituiscono una base di Ker f .La nozione di rango si estende alle matrici con la seguenteDe�nizione Data una matrice A ∈ Mmn, che rappresenta una trasformazione f ∈ Ln,m, si de�nisce rango di A esi indica con rA il rango della trasformazione f .
. Osservazione Dato che il rango della matrice A è la dimensione di Im f e che questo spazio è generato dalle colonnedi A, allora rA è il massimo numero di colonne l.i. di A.Concludiamo il paragrafo con un altro risultato importante, di cui non diamo dimostrazione.Teorema 4 Data una qualunque matrice A, risulta

rA = rAT .

. Osservazione Mettendo insieme i risultati e le osservazioni precedenti, possiamo allora dire che in una qualunquematrice il massimo numero di colonne indipendenti coincide con il massimo numero di righe indipendenti. Si notiancora una volta che le righe e le colonne sono vettori appartenenti in genere a spazi diversi.Non disponiamo ancora di un metodo �comodo� per il calcolo del rango di una matrice. Arriveremo a questo traun po'.3.4 Inversione di una trasformazione lineareIn questo paragrafo ci poniamo il problema di studiare l'invertibilità di una trasformazione lineare. Dato che, permotivi che via via risulteranno chiari, l'unico caso signi�cativo a questo proposito è quello delle trasformazioni linearidi uno spazio in sé, per la de�nizione seguente consideriamo una trasformazione di questo tipo.De�nizione La trasformazione f ∈ Ln,n si dice invertibile se esiste g : Rn → Rn tale che
f ◦ g = g ◦ f = 1n,avendo indicato con 1n la trasformazione identità su Rn.Se f è invertibile la trasformazione g si chiama inversa di f e si indica con f−1.

. Esercizio Si dimostri che, se f è invertibile, allora anche f−1 lo è ed f è la sua trasformazione inversa.Teorema 5 Se f ∈ Ln,n ed f è invertibile, allora f−1 ∈ Ln,n.
Dimostrazione Presi x, y ∈ Rn, per ipotesi abbiamo che f(f−1(x)) = x e f(f−1(y)) = y. Ma allora

f(f−1(x) + f−1(y)) = x + y,e quindi, applicando ad entrambi la funzione f−1,
f−1(x + y) = f−1(x) + f−1(y),e abbiamo dimostrato l'additività della trasformazione inversa.Analogamente, se α ∈ R, allora f(αf−1(x)) = αx, e quindi f−1(αx) = αf−1(x), e abbiamo dimostrato anchel'omogeneità. tuTorniamo ora a considerare una generica f ∈ Ln,m. La trasformazione f può avere queste due proprietà:i) Per ogni x ∈ Rn, se f(x) = 0, allora x = 0;ii) Per ogni y ∈ Rm esiste un x ∈ Rn tale che f(x) = y.38



. Esercizio Si dimostri che la proprietà i) equivale a dire che per ogni x, y ∈ Rn, se f(x) = f(y), allora x = y e chequesta a sua volta equivale a dire che per ogni x, y ∈ Rn, se x 6= y, allora f(x) 6= f(y).

. Osservazione La proprietà i) si esprime dicendo che f è iniettiva. La proprietà ii) invece si esprime dicendo che fè suriettiva. Possiamo dire inoltre che f è iniettiva se e solo se Kerf = {0} e che f è suriettiva se e solo se Im f = Rm(mentre in generale si ha Im f = f(Rn) ⊂ Rm).Sull'invertibilità di una trasformazione sussiste questo risultato:Teorema 6 Una trasformazione f ∈ Ln,n è invertibile se e solo se valgono le proprietà i) e ii) (contemporaneamente),cioè f è invertibile se e solo se è iniettiva e suriettiva.
Dimostrazione Supponiamo che esista la trasformazione inversa f−1. Se f(x) = 0, allora f−1(f(x)) = f−1(0), da cuisegue che x = 0, dato che per il teorema precedente f−1 è lineare. Inoltre, per ogni y si ha y = f(f−1(y)), e quindi laii) vale con x = f−1(y).Viceversa, supponiamo che valgano la i) e la ii). Allora, dato y, per la ii) esiste x tale che f(x) = y e, per la i),tale x è unico.47 Sia allora g la funzione che, dato y, associa ad y l'unico x tale che f(x) = y. Dimostriamo ora che gè l'inversa di f .

∀y (f ◦ g)(y)) = f(g(y)) = y,dato che per costruzione g(y) ha per immagine y attraverso f . Analogamente
∀x (g ◦ f)(x)) = g(f(x)) = x.

tu

. Esempi Una trasformazione f ∈ Ln,m può essere iniettiva ma non suriettiva, oppure suriettiva ma non iniettiva.
• Si consideri ad esempio la trasformazione lineare f ∈ L1,2, de�nita da

f(x) =

(

x
2x

)

.Essa è iniettiva, dato che ( x
2x

)

=

(

0
0

) può aversi solo con x = 0. Essa non è suriettiva, dato che ad esempio ilvettore (1
3

) non è immagine di nessun x.
• Si consideri ora la trasformazione lineare f ∈ L2,1, de�nita da

f

(

x
y

)

= x.Essa non è iniettiva, dato che ad esempio i vettori (1
1

) e (1
2

) hanno la stessa immagine. Essa è invece suriettiva,dato che ogni x ∈ R è immagine, ad esempio, del vettore (x
0

).Ci sono anche esempi di trasformazioni che non sono né iniettive né suriettive:
• consideriamo la f ∈ L2,2, de�nita da

f

(

x
y

)

=

(

x
0

)

.Essa non è iniettiva, dato che ad esempio i vettori (1
1

) e (1
2

) hanno la stessa immagine. Essa non è nemmenosuriettiva, dato che ad esempio il vettore (1
1

) non è immagine di nessun vettore.
. Esercizio Si provi che in realtà è su�ciente una sola delle due proprietà (iniettività o suriettività) per garantirel'invertibilità di una trasformazione lineare f ∈ Ln,n.
. Osservazione Per capire meglio come opera una trasformazione invertibile, si possono dimostrare due risultatiinteressanti.47 Se fosse anche f(z) = y, allora avremmo f(x − z) = 0 e per la i) questo signi�cherebbe x = z.39



i) Se f è iniettiva, allora trasforma vettori l.i. in vettori l.i.;ii) Se f è suriettiva, allora trasforma generatori in generatori;iii) Se f è invertibile, allora trasforma basi in basi.
Dimostrazionei) Sia f iniettiva e siano v1, v2, . . . , vk vettori l.i. di R

n. Consideriamo i vettori f(v1), f(v2), . . . , f(vk). Presa unaloro c.l. nulla,
α1f(v1) + α2f(v2) + . . . + αkf(vk) = 0segue che

f(α1v
1 + α2v

2 + . . . + αkvk) = 0,quindi α1v
1 + α2v

2 + . . . + αkvk = 0 e quindi (i vi sono l.i.) tutti gli αi sono nulli.Questo prova che i vettori f(v1), f(v2), . . . , f(vk) sono l.i.ii) Sia f suriettiva e siano v1, v2, . . . , vk generatori di Rn. Consideriamo i vettori f(v1), f(v2), . . . , f(vk). Presoun qualunque y ∈ Rm, dato che f è suriettiva, avremo che esiste un x ∈ Rn tale che y = f(x). Ma, essendo
v1, v2, . . . , vk generatori, si potrà scrivere x = α1v

1 + α2v
2 + . . . + αkvk. Quindi sarà

y = f(x) = f(α1v
1 + α2v

2 + . . . + αkvk) = α1f(v1) + α2f(v2) + . . . + αkf(vk).Questo prova che i vettori f(v1), f(v2), . . . , f(vk) sono generatori (di Rm).iii) Segue immediatamente da i) e ii), dato che, se f è invertibile, allora è iniettiva e suriettiva. Quindi se v1, v2, . . . , vnsono una base di Rn, allora f(v1), f(v2), . . . , f(vk) sono l.i. (per la i)) e generatori (per la ii)), quindi una base(sempre di Rn).
tu

. Esercizio Si dimostri che in realtà le condizioni viste sono anche su�cienti per le relative proprietà, che cioèi) f è iniettiva se e solo se trasforma vettori l.i. in vettori l.i.;ii) f è suriettiva se e solo se trasforma generatori in generatori;iii) f è invertibile se e solo se trasforma basi in basi.

. Osservazione Come caso particolare di quanto appena visto, possiamo dire che, se f è invertibile, allora i vettori
f(u1), f(u2), . . . , f(un) sono l.i. e viceversa.Visti i risultati sulle trasformazioni invertibili, possiamo dare la seguenteDe�nizione Se A è la matrice di rappresentazione di f ∈ Ln,n e se f è invertibile, allora si chiama matrice inversadi A la matrice di rappresentazione di f−1.Questo equivale a chiamare invertibile una matrice A ∈ Mnn se esiste un'altra matrice B ∈ Mnn tale che valga

AB = BA = 1n,dove 1n è la matrice identità in Mnn.
. Osservazione Si osservi che, se la matrice A è invertibile, allora le sue colonne aj sono l.i. (vedi osservazioneprecedente). Da AB = 1n si ha inoltre che

a1bj
1 + a2bj

2 + . . . + anbj
n = uje cioè bj , la j-esima colonna di A−1, è la scrittura di uj nella base {a1, a2, . . . , an}.Si tratta ora di trovare un procedimento di calcolo che, data una matrice, mi dica intanto se essa è invertibile e, incaso a�ermativo, mi permetta poi di trovare la matrice inversa. Arriveremo a tale procedimento tra un po'.
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3.5 Cambiamento di base nello spazio RnIn Rn, sia U = {u1, u2, . . . , un} la base fondamentale e sia V = {v1, v2, . . . , vn} un'altra base.Dato un vettore x, avremo x = x1u
1 + x2u

2 + . . . + xnun e x = y1v
1 + y2v

2 + . . . + ynvn. Si pone il seguenteproblema: se conosco la scrittura di x rispetto alla base fondamentale, come posso ottenere la scrittura di x rispettoalla base V ?Consideriamo la trasformazione lineare f : Rn → Rn tale che f(uj) = vj , per ogni j = 1, . . . , n.48Avremo allora
f
(

∑

j xju
j
)

=
∑

j yjv
j .Sia A la matrice di rappresentazione della trasformazione f . Ovviamente le colonne di A sono i vettori della base

V . La matrice A realizza un cambio di base, precisamente dalla base V alla base fondamentale, nel senso che, data larappresentazione (y1, y2, . . . , yn) di un vettore nella base V , Ay fornisce la rappresentazione (x1, x2, . . . , xn) del vettorenella base fondamentale. Infatti
Ay = y1a

1 + y2a
2 + . . . + ynan = x1u

1 + x2u
2 + . . . + xnun.Tutto questo giusti�ca la seguenteDe�nizione Date in R

n due basi V = {v1, v2, . . . , vn} e W = {w1, w2, . . . , wn}, chiamiamo matrice di cambio dibase da V a W la matrice WBV49 tale che, se y è la rappresentazione di un qualunque vettore nella base V , allora
WBVy è la rappresentazione del vettore nella base W .Pertanto la matrice A, ottenuta in precedenza disponendo in colonna i vettori della base V , non è altro che UBV ,cioè la matrice di cambio di base dalla base V alla base fondamentale.La matrice UBV è invertibile, dato che le sue colonne sono l.i. (sono i vettori di una base). Senza ulteriori dettagli,diciamo che VBU = UB−1

V , è cioè che la matrice di cambio di base dalla base fondamentale alla base V è la matriceinversa dell'altra.
. Osservazione Da quanto enunciato, per trovare WBV , basta fare

WBV = WBUUBV = UB−1
W UBV .

. Esempio 50Consideriamo, in R
2, la base fondamentale {u1, u2} e la base V = {v1, v2} indicatain �gura. Si ha v1 = (− 1√

2
, 1√

2
) e v1 = (− 1√

2
,− 1√

2
). Consideriamo poi il vettore

x indicato sempre in �gura.Rispetto alla base V il vettore x è indicato dalla coppia (0,−1). Rispetto alla basefondamentale è invece indicato dalla coppia ( 1√
2
, 1√

2
).La matrice di cambio di base è

UBV =

(

− 1√
2

− 1√
2

1√
2

− 1√
2

)

.

1

1

2

2

x

u

v

u

vSi ha infatti
UBV

(

0
−1

)

=

(

− 1√
2

− 1√
2

1√
2

− 1√
2

)

(

0

−1

)

=

(

1√
2

1√
2

)

.3.6 Determinante di una matriceVeniamo ora alla de�nizione di determinante di una matrice quadrata.Quella che presentiamo è una de�nizione �ricorsiva�. Per avere un esempio (più semplice) di de�nizione ricorsiva,lo studente consideri quanto segue.Il fattoriale di un numero naturale n ≥ 1 si può de�nire in modo diretto come
n! = 1 · 2 · 3 · · ·n.48 Si noti che la condizione è su�ciente per de�nire in modo unico la trasformazione.49 La notazione va letta, per così dire, da destra a sinistra, un po' come nel caso della composizione tra funzioni.50 Non possiamo fornire un esempio di cambio di base che non coinvolga la base fondamentale in quanto non abbiamo ancora detto nullasul calcolo della matrice inversa. 41



Allo stesso risultato si perviene però anche de�nendo
0! = 1e n! = n(n − 1)! , per n ≥ 1.Questa è una de�nizione ricorsiva, in quanto nel de�nire il fattoriale di n si utilizza il fattoriale di n−1. La de�nizionenon avrebbe senso se non ci fosse quella che si chiama la base della de�nizione ricorsiva, e cioè la de�nizione di 0!.La de�nizione ricorsiva di determinante di una matrice quadrata, che ora presentiamo, procede in modo analogo,de�nendo il determinante di una matrice di ordine n in funzione del determinante di una matrice di ordine n − 1.Sono necessarie alcune de�nizioni preliminari.De�nizione Se A è una matrice (anche non quadrata), si chiama sottomatrice di A una qualunque matrice che siottiene da A eliminando alcune righe e alcune colonne.

. Esempio Se
A =





1 2 0 −1

0 −1 1 0

1 0 1 0



 ,una sottomatrice di A è la matrice




1 −1

0 0

1 0



 ,ottenuta eliminando la seconda e la terza colonna. Un'altra sottomatrice di A è la matrice
(

2 −1

−1 0

)

,ottenuta eliminando la terza riga e la prima e terza colonna.
. Osservazione Le sottomatrici di una matrice data possono essere quadrate oppure no. È evidente che, per ottenereuna sottomatrice quadrata da una matrice che non lo è, dovrò eliminare un numero di righe diverso dal numero dicolonne, mentre le sottomatrici quadrate di una matrice quadrata si ottengono eliminando un numero di righe ugualeal numero di colonne.Inizia ora la de�nizione ricorsiva di determinante. Qui parliamo solo di matrici quadrate.Sia dunque A ∈ Mnn, cioè una matrice quadrata di ordine n. Se n = 1, allora il determinante di A è l'unicoelemento che la costituisce (un numero reale).51Sia ora n > 1. Se aij è l'elemento di posto (i, j) della matrice A, si de�nisce minore complementare di aij il numero

Mij = determinante della sottomatrice di A ottenuta eliminando la i−esima riga e la j−esima colonna.È ovvio che la sottomatrice di cui si parla nella de�nizione di minore complementare è una sottomatrice quadratadi ordine n − 1. Faccio esplicitamente notare che il minore complementare di aij non dipende dal valore di aij .Si de�nisce complemento algebrico di aij il numero
Aij = (−1)i+jMij .In pratica il complemento algebrico di aij coincide col suo minore complementare se la somma degli indici di rigae di colonna è pari, ed è invece l'opposto del minore complementare se tale somma è dispari.Si de�nisce in�ne determinante di A il numero reale

detA = a11A11 + a12A12 + . . . + a1nA1n =

n
∑

i=1

a1iA1i.Il determinante di una matrice di ordine n viene quindi de�nito attraverso i determinanti di matrici di ordine n−1(quelli che �gurano nei complementi algebrici).Vediamo qualche esempio. Per le matrici di ordine 1 il calcolo del determinante non crea problemi. Consideriamouna generica matrice quadrata di ordine 2:
A =

(

a11 a12

a21 a22

)

.51 Questa è la base della de�nizione ricorsiva di determinante. 42



Risulta
detA = a11 · A11 + a12 · A12

= a11 · (−1)1+1M11 + a12 · (−1)1+2M12

= a11a22 − a12a21.Abbiamo ora una comoda regola per il calcolo del determinante di tutte le matrici quadrate di ordine 2.Consideriamo ora una generica matrice quadrata di ordine 3:
A =





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 .Procedendo con la de�nizione abbiamo
detA = a11 · A11 + a12 · A12 + a13 · A13

= a11 · (−1)1+1M11 + a12 · (−1)1+2M12 + a13 · (−1)1+3M13

= a11(a22a33 − a23a32) − a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31)

= a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31.La formula che risulta non è evidentemente così semplice da ricordare. Esiste però un metodo pratico che aiutaa ricostruire la formula (regola di Sarrus): si a�ancano alla matrice data nuovamente la prima e la seconda colonna,ottenendo così la seguente matrice 3 × 5:




a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32



 .

↘ ↘ ↘ ↙ ↙ ↙

Ora basta sommare i prodotti degli elementi che �gurano nelle diagonali indicate dalle frecce che puntano a SE
(↘) e sottrarre i prodotti degli elementi delle diagonali indicate dalle frecce che puntano a SO (↙).Consideriamo ad esempio la matrice

A =





1 1 2

1 −1 0

0 2 1



 .Con la de�nizione di determinante otteniamo
det A = 1 · A11 + 1 · A12 + 2 · A13

= 1 · (−1)1+1M11 + 1 · (−1)1+2M12 + 2 · (−1)1+3M13

= M11 − M12 + 2M13

= −1 − 1 + 4 = 2.Con la regola di Sarrus, dalla matrice




1 1 2 1 1

1 −1 0 1 −1

0 2 1 0 2



otteniamo
detA = (−1 + 0 + 4) − (0 + 0 + 1) = 2.La regola di Sarrus vale per le matrici di ordine 3. Non c'è una regola analoga per matrici di ordine maggiore di 3.Consideriamo, a titolo di esempio conclusivo, una matrice quadrata di ordine 4:

A =









1 0 −1 1

1 1 0 −1

0 0 1 1

1 1 0 1
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Risulta, con la de�nizione,
det A = 1 · A11 + 0 · A12 + (−1) · A13 + 1 · A14

= M11 − M13 − M14.Procedendo ora sulle sottomatrici di ordine 3 abbiamo
M11 = 1 · 1 + (−1) · (−1) = 2 ;

M13 = 1 · (−1) − 1 · (−1) − 1 · 0 = 0 ;

M14 = 1 · (−1) − 1 · (−1) = 0e quindi detA = 2.
. Osservazione Nella de�nizione di determinante, cioè nella formula

det A = a11A11 + a12A12 + . . . + a1nA1ni calcoli sono svolti con riferimento alla prima riga: praticamente la de�nizione dice che il determinante di una matrice
A è il numero reale che si ottiene facendo la somma dei prodotti degli elementi della prima riga di A per i rispettivicomplementi algebrici.Si può dimostrare un risultato interessante e per nulla prevedibile secondo il quale, se noi e�ettuiamo lo stesso tipodi calcolo con riferimento ad una qualunque riga o qualunque colonna, il risultato è sempre lo stesso.In altre parole, se �ssiamo una qualunque riga (o colonna) e facciamo la somma dei prodotti degli elementi diquella riga (o colonna) per i rispettivi complementi algebrici, otteniamo sempre det A. Quindi

detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . . + ainAin (per qualunque i = 1, . . . , n)
= a1jA1j + a2jA2j + . . . + anjAnj (per qualunque y = 1, . . . , n).Questo risultato va sotto il nome di primo teorema di Laplace.Rispetto a quale riga o colonna calcolare il determinante di una matrice è quindi una scelta di convenienza.Ovviamente conviene operare rispetto alla riga o colonna che contiene il maggior numero di zeri.

. Osservazione Si può altresì dimostrare che, sommando i prodotti degli elementi di una certa riga (o colonna) per icomplementi algebrici dei corrispondenti elementi di un'altra riga (o colonna), si ottiene sempre zero (e questo risultatova sotto il nome di secondo teorema di Laplace). Lo studente è invitato a veri�care questo risultato su di una matricea sua scelta.

. Esercizio Dimostrare che il determinante di una matrice diagonale è il prodotto degli elementi che stanno sulladiagonale principale. Dimostrare poi che lo stesso avviene con una matrice triangolare superiore o triangolare inferiore.Elenco qui di seguito alcune tra le principali proprietà del determinante.Siano a1, a2, . . . , an vettori colonna di R
n.52 Indico con (a1 a2 . . . an) la matrice che si ottiene a�ancando talivettori. Valgono le proprietà:i) Proprietà di linearità del determinante.a. (additività del determinante): se per la generica colonna ak si ha ak = bk + ck, allora

det(a1 . . . ak . . . an) = det(a1 . . . bk + ck . . . an) = det(a1 . . . bk . . . an) + det(a1 . . . ck . . . an).b. (omogeneità del determinante): se per la generica colonna ak si ha ak = αbk, allora
det(a1 . . . ak . . . an) = det(a1 . . . αbk . . . an) = α det(a1 . . . bk . . . an).ii) det(αA) = αn detA: immediata conseguenza dell'omogeneità del determinante (si noti che moltiplicare per α lamatrice vuol dire moltiplicare per α tutti i suoi elementi).iii) È nullo il determinante di una matrice che ha una riga (o una colonna) nulla: la cosa è ovvia se si pensa dicalcolare il determinante rispetto a quella riga (o colonna), ma si può anche ottenere come conseguenza dellaproprietà di linearità del determinante.52 Lo stesso se si trattasse di vettori riga. 44



iv) Scambiando tra loro due righe (o due colonne) il determinante cambia segno.v) Il determinante è nullo se vi sono due righe (o due colonne) uguali: immediata conseguenza della precedente.vi) Il determinante non cambia se si aggiunge ad una riga un'altra riga moltiplicata per una costante (lo stesso conle colonne): immediata conseguenza della linearità e della precedente.vii) Il determinante è nullo se le righe (o le colonne) sono linearmente dipendenti.
. Osservazione Faccio notare che i punti 3,5 e 7 forniscono condizioni su�cienti per l'annullarsi del determinante.Si può dimostrare che solo la condizione espressa al punto 7 è anche necessaria, e ovviamente raccoglie in sé le altrecome casi particolari.Risulta utile il seguente risultato, di cui non diamo dimostrazione.Teorema 7 (di Binet) Se A e B sono matrici quadrate dello stesso ordine, vale l'uguaglianza

det(AB) = detA · detB.

. Osservazione Si noti che, come conseguenza del teorema di Binet, le matrici AB e BA possono essere diverse mahanno lo stesso determinante.3.7 Calcolo della matrice inversaTorniamo a parlare ora di matrice inversa. Abbiamo già visto in precedenza che cosa signi�ca che una matrice èinvertibile. Non abbiamo ancora però a disposizione un procedimento di calcolo che consenta di dire se una matrice èinvertibile e di calcolare la matrice inversa.Un metodo generale, ma di non facile applicazione se l'ordine della matrice è maggiore di 2, è quello che vediamoora su questo esempio.

. Esempio Consideriamo la matrice
A =

(

1 0

2 1

)

.Cerchiamo una matrice B =

(

x y

z t

) tale che AB =

(

1 0

0 1

). Si ottiene
AB =

(

1 0

2 1

)(

x y

z t

)

=

(

x y

2x + z 2y + t

)

,pertanto deve essere B =

(

1 0

−2 1

) e si vede subito che anche BA =

(

1 0

0 1

). Pertanto A è invertibile e B è lasua matrice inversa.Consideriamo ora la matrice
A =

(

1 −1

−1 1

)

.Procedendo come prima, calcoliamo
(

1 −1

−1 1

)(

x y

z t

)

=

(

x − z y − t

−x + z −y + t

)

.È evidente che la matrice a secondo membro non può essere la matrice identità per nessun valore delle incognite.In questo caso la matrice A non è invertibile. Si osservi che la matrice che risultava prima invertibile ha determinante1 e quest'ultima invece ha determinante 0.Ecco ora il risultato fondamentale.Teorema 8 Una matrice A è invertibile se e solo se il suo determinante non è zero.
Dimostrazione Se A è invertibile, allora esiste la sua matrice inversa A−1 ed è tale che AA−1 = 1.5353 Ricordo che con 1 (o con 1n se c'è la necessità di speci�care l'ordine) indico la matrice identità.45



Allora, ricordando il teorema di Binet, si ha
det(AA−1) = detA · det A−1 = det 1 = 1.54Dunque non può essere detA = 0.Viceversa, supponiamo che sia detA 6= 0.Considero la matrice B in cui bij = Aji, cioè la matrice il cui elemento di posto (i, j) è il complemento algebricodell'elemento di posto (j, i) della matrice A.Ora considero la matrice prodotto AB. La sua j-esima colonna è

a1b1j + a2b2j + . . . + anbnj = a1Aj1 + a2Aj2 + . . . + anAjn.Il generico i-esimo elemento di tale vettore colonna è dunque
ai1Aj1 + ai2Aj2 + . . . + ainAjn.Ora abbiamo che, se i = j, tale elemento è

ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . . + ainAin = det A,dato che si tratta della somma dei prodotti della i-esima riga di A per i rispettivi complementi algebrici (primo teoremadi Laplace).Se invece i 6= j, allora tale elemento è
ai1Aj1 + ai2Aj2 + . . . + ainAjn = 0,dato che si tratta della somma dei prodotti degli elementi di una certa riga di A per i complementi algebrici deglielementi di un'altra riga (secondo teorema di Laplace).Ma allora la j-esima colonna della matrice AB è un vettore che ha un unico elemento non nullo, uguale a detA, alposto j. Si tratta cioè del vettore detA · uj, dove come sempre uj è il j-esimo vettore fondamentale. Quindi possiamodire che

AB = detA · 1e quindi, dividendo per detA (che non è nullo), possiamo dire che
A · B

detA
= 1.Si dimostra nello stesso modo che anche B

det A · A = 155 e che quindi la matrice
B

detA
=

1

detA
· Bè la matrice inversa di A. tu

. Osservazione Il teorema appena dimostrato fornisce un metodo per il calcolo della matrice inversa, quando questaesiste. La matrice B che si incontra nella dimostrazione si chiama matrice aggiunta di A e si indica di solito con A?.La matrice aggiunta di A è quindi la matrice trasposta56 della matrice dei complementi algebrici di A.Pertanto, se A è invertibile, si ha
A−1 =

1

detA
· A?.De�nizione Si dicono singolari le matrici con determinante nullo (e quindi non invertibili). Quelle invertibili sidicono anche non singolari.

. EsempiVediamo un paio di esempi di calcolo della matrice inversa.54 Il determinante della matrice identità è 1 dato che questa è una matrice diagonale e gli elementi della diagonale principale sono tuttiuguali a 1.55 La j-esima colonna di BA è
b1a1j + b2a2j + . . . + bnanje l'i-esimo elemento di tale vettore è

bi1a1j + bi2a2j + . . . + binanjche, come prima, è det A se i = j ed è nullo se i 6= j. La conclusione segue come prima.56 Si ricordi che bij = Aji. 46



La matrice
A =

(

1 2

3 4

)è invertibile in quanto detA = −2. La matrice dei complementi algebrici è
(

4 −3

−2 1

)

. La matrice aggiunta è A? =

(

4 −2

−3 1

)e la matrice inversa è quindi
A−1 = −1

2

(

4 −2

−3 1

)

=

( −2 1
3
2 − 1

2

)

.Consideriamo ora la matrice
A =





0 1 0

1 0 0

0 0 1



 .Essa è invertibile dato che detA = −1. La matrice dei complementi algebrici è




0 −1 0

−1 0 0

0 0 −1



 che, essendo simmetrica, coincide con A? =





0 −1 0

−1 0 0

0 0 −1



 .Pertanto la matrice inversa è
A−1 =





0 1 0

1 0 0

0 0 1



 = A.3.8 Calcolo del rangoAbbiamo visto in precedenza che il rango rA di una matrice A ∈ Mmn è il rango della trasformazione lineare che Arappresenta (cioè la dimensione dell'immagine di questa) e che questo coincide con il massimo numero di colonne (orighe) l.i. di A. Ricordando che in uno spazio non ci possono essere più vettori l.i. di quella che è la dimensione dellospazio, si ha subito che risulta sempre
0 ≤ rA ≤ min{m, n}.57

. Osservazione La de�nizione di rango non ha carattere �operativo�, cioè non suggerisce come si possa determinareil rango nei casi concreti, a meno che non si trovi un modo �operativo� per decidere se dei vettori assegnati sono o nonsono indipendenti.Esiste un tale metodo operativo e mi limito ad enunciare il risultato teorico sul quale tale metodo si fonda.Anzitutto diamo la seguenteDe�nizione Data la matrice A ∈ Mmn, si chiamano minori di A di ordine k i determinanti delle sottomatriciquadrate di A di ordine k.

. Osservazione Ogni minore di A è un numero reale e non una sottomatrice. L'ordine di ogni minore di una matrice
A ∈ Mmn (con m, n ≥ 1) è sicuramente (un numero naturale) compreso tra 1 e il minimo tra m ed n.Vale ora il seguente risultato:Teorema 9 Sono dati i vettori v1, v2, . . . , vk ∈ Rn e sia V la matrice che si ottiene disponendo tali vettori in colonna(o in riga, è lo stesso). I vettori sono indipendenti se e solo se nella matrice V esiste un minore non nullo di ordine k.
. Osservazione Dal teorema segue immediatamente che, dati i vettori v1, v2, . . . , vk ∈ Rn, se k > n, allora i vettorisono sicuramente linearmente dipendenti. Infatti non può esserci nella matrice V un minore di ordine k in quanto,come già osservato, l'ordine dei minori di V non può superare il minimo tra n e k, che in questo caso è certamente n.Valendo il risultato dell'ultimo teorema, si può dire allora che il rango di una matrice coincide col massimo ordinedei suoi minori non nulli oppure, equivalentemente, col massimo ordine delle sue sottomatrici quadrate non singolari.In molti testi lo studente può trovare questa quale de�nizione di rango di una matrice.57 L'unico caso in cui può risultare rA = 0 è quando si tratta della matrice nulla, quindi tipicamente sarà 1 ≤ rA ≤ min{m, n}.47



Vediamo ora un paio di esempi. Consideriamo la matrice
A =

(

2 −2 0

−1 1 1

)

.È evidente che A ha sottomatrici quadrate di ordine 1 e 2.I minori di ordine 1 sono: 2,−2, 0,−1, 1.I minori di ordine 2 sono: 0, 2,−2. Il rango di A è quindi 2.La matrice
A =

(

1 −1 1

−1 1 −1

)ha invece rango 1, dato che tutti i suoi minori di ordine 2 sono nulli.
. Osservazione È chiaro che in generale non serve trovare tutti i minori della matrice. Se ne trovo uno di ordine kdiverso da zero, non serve trovare gli altri minori di ordiene k, dato che il rango è sicuramente almeno k.La matrice

A =





0 1 0 0

0 0 0 −1

1 0 0 1



può avere al più rango 3. Dato che la terza colonna è nulla, ogni sottomatrice di ordine 3 che contiene la terza colonnaha sicuramente determinante nullo. L'unica sottomatrice di ordine 3 non singolare può essere quella che non contienela terza colonna. Tale sottomatrice ha determinante uguale a −1. Quindi il rango di A è 3.
. Osservazione Si dice che una matrice A ∈ Mmn ha rango massimo (o rango pieno) se risulta rA = min{m, n}.Se la matrice è quadrata di ordine n, essa ha un solo minore di ordine n, che coincide con detA. Allora una matricequadrata ha rango massimo se e solo se il suo determinante non è zero, il che equivale al fatto che le righe (e le colonne)sono indipendenti, oppure al fatto che la matrice è invertibile.Lo studente presti attenzione al fatto che è falso a�ermare in generale che in una matrice a rango pieno sonolinearmente indipendenti sia le righe sia le colonne, a meno che la matrice non sia quadrata.
. Osservazione Sia A ∈ Mmn. Possiamo a�ermare che, a�nché il rango di A sia k, è necessario e su�ciente chevalgano le seguenti due proprietà:1. esiste un minore non nullo di A di ordine k;2. non esistono minori di A di ordine k + 1 oppure, se ne esistono, sono tutti nulli.58Relativamente al punto 2, è evidente che esistono minori di ordine k + 1 se e solo se k < min{m, n}.
. Esempio Talvolta la matrice può dipendere da uno (o più) parametri reali. In questi casi è ovvio che il rango dellamatrice dipende anch'esso dai valori che si attribuiscono ai parametri.Consideriamo ad esempio la matrice

Ax =





x 0 1 1

−1 x 0 −1

1 2 x 1



 .A priori (cioè per il solo fatto che la matrice è 3 × 4) possiamo dire che i valori possibili del rango della matricesono 1, 2 o 3.Da un esame un po' più dettagliato risulta che rA è almeno 2, qualunque sia il valore di x. Esiste infatti, qualunquesia x, un minore non nullo di ordine 2 (quale ?).Ora vediamo se il rango è 3 oppure no. Consideriamo un minore di ordine 3. In questi casi occorre un po' di�scaltrezza�. Un minore di una matrice che dipende da un parametro x è un polinomio nella variabile x. Anche se ingenerale non è vero che il numero di x presenti nella sottomatrice coincida con il grado del polinomio, è comunquebene fare in modo che non ci siano troppe x nella sottomatrice che vado a scegliere.Quindi la scaltrezza consiste nello scegliere, possibilmente, una sottomatrice che contenga �tanti zeri e poche x�.La cosa è particolarmente apprezzabile nell'esempio che stiamo considerando. Se scegliamo la sottomatrice diordine 3 costituita dalle prime 3 colonne di A, il minore corrispondente è
x · x2 + 1 · (−2 − x) = x3 − x − 2.Possiamo dire che esiste uno zero reale di questo polinomio, ma non siamo in grado di trovarlo in quanto il polinomionon si fattorizza in polinomi di grado inferiore a coe�cienti razionali.58 Si noti che, se i minori di ordine k + 1 sono tutti nulli ed esistono minori di ordine > k + 1, allora questi sono certamente tutti nulli.48



Se scegliamo invece la sottomatrice costituita dalle ultime 3 colonne, il minore corrispondente è
−1 · (x + 2) + 1 · x2 = x2 − x − 2 = (x + 1)(x − 2).Possiamo ora a�ermare che, se x 6= −1 e x 6= 2, il rango è 3, poiché questo minore di ordine 3 è non nullo.Ci restano da studiare due casi: x = −1 e x = 2.Lo studente stia attento a non cadere nella tentazione di a�ermare che per tali valori di x il rango è sicuramente

2: prima di arrivare a questa conclusione occorre esaminare i minori di ordine 3 non ancora considerati. Di solitoconviene sostituire i valori nella matrice e poi calcolare tutti i minori non ancora esaminati (nel nostro caso ce ne sono
3 oltre a quello già considerato): se ne troviamo uno non nullo, possiamo concludere che il rango è 3; il rango è invece
2 se tutti e 3 i minori di ordine 3 sono nulli.Nel nostro caso, dato che il minore relativo alla sottomatrice formata dalle prime tre colonne risulta essere ilpolinomio P (x) = x3 − x − 2, possiamo intanto calcolare tale polinomio per i valori x = −1 e x = 2. Risulta
P (−1) = −2 e P (2) = 4. Entrambi i valori sono non nulli e quindi concludiamo che il rango di A è 3, qualunque sia
x ∈ R.Consideriamo ora la matrice

Ax =





x 0 1 1

−1 x −1 −1

1 2 x 1



 .Possiamo subito a�ermare che il rango di A è almeno 2 in quanto il determinante della sottomatrice di ordine 2formata da 2a e 3a riga e 2a e 3a colonna è non nullo qualunque sia x.Poi, con procedimento analogo a quello usato nell'esempio precedente, il minore relativo alla sottomatrice formatadalle ultime 3 colonne è
−1 · (x + 2) + 1 · (x2 + 2) = x2 − x = x(x − 1).Possiamo dire allora che, se x 6= 0 e x 6= 1, il rango è 3.Se x = 0 oppure se x = 1 si ottengono rispettivamente le due matrici

A0 =





0 0 1 1

−1 0 −1 −1

1 2 0 1



 e A1 =





1 0 1 1

−1 1 −1 −1

1 2 1 1



 .Il rango di A0 è 3 in quanto la sottomatrice formata dalle prime tre colonne è non singolare.Il rango di A1 è invece 2. Si può infatti osservare che ci sono tre colonne uguali. Pertanto ogni sottomatricequadrata di ordine 3 è singolare, avendo sicuramente almeno due colonne uguali.Ora torniamo con un esempio conclusivo alla questione del cambiamento di base.Abbiamo visto in precedenza che, se
V = {v1, v2, . . . , vn} e W = {w1, w2, . . . , wn}sono due basi di Rn, allora la matrice che realizza il cambio di base da V a W è la matrice59

WBV = WBU · UBV = (UBW)−1 · UBV ,dove la matrice UBV è la matrice del cambio di base dalla base V alla base fondamentale e UBW è la matrice delcambio di base dalla base W alla base fondamentale. Ricordo anche che queste ultime due si ottengono semplicementescrivendo in colonna i vettori delle due basi, cioè
UBV = (v1 v2 . . . vn) e UBW = (w1 w2 . . . wn).Facciamo allora un esempio. Siano

v1 =

(

0
1

)

, v2 =

(

1
−1

) e w1 =

(

−1
1

)

, w2 =

(

−1
−1

)

.

1 1

1

1

-1

-12 2

x

w v

w v

1

1

1

-1 2

x

v

v

1

1

1 2

1

1

-1

-12

2

x

w

-w

- -w w

w

-w

59 Ricordo che WBV è la matrice che realizza il cambio di base dalla base V a W se, date le componenti y di un generico vettore rispettoalla base V , con WBV · y trovo le componenti di tale vettore rispetto alla base W.49



Consideriamo il vettore indicato con x. Dalla regola del parallelogramma (�gure al centro e a destra) si vedefacilmente che
x = v1 + v2 =

1

2
(−w1 − w2) = −1

2
w1 − 1

2
w2,e quindi le componenti di x sono (1, 1) rispetto alla base V e (− 1

2 ,− 1
2 ) rispetto alla base W .Usando ora le matrici, con la formula per il cambio di base si ha

WBV =

( −1 −1

1 −1

)−1(
0 1

1 −1

)

=
1

2

( −1 1

−1 −1

)(

0 1

1 −1

)

=
1

2

(

1 −2

−1 0

)e, operando sulle componenti del vettore x, si ottiene infatti
WBV

(

1
1

)

=
1

2

(

1 −2

−1 0

)(

1

1

)

=
1

2

(−1

−1

)

=

(− 1
2

− 1
2

)

.È chiaro che si ha in�ne
VBW = (WBV)−1 =

(

0 −2

−1 −1

)e questa realizza il cambio di base dalla base W alla base V .
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4 Sistemi di equazioni lineariLo studente ha forse già incontrato i sistemi di equazioni lineari alla scuola secondaria. Con il termine equazionelineare in n incognite si intende l'equazione
a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b,dove a1, a2, . . . , an e b sono numeri reali �ssati e x1, x2, . . . , xn sono le incognite.Con sistema di m equazioni lineari in n incognite si intende la scrittura



















a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm.Ciascuna riga del sistema è ovviamente una equazione lineare nelle incognite x1, x2, . . . , xn.Solitamente i numeri aij , con 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ n, si dicono i coe�cienti del sistema, i bi, con 1 ≤ i ≤ m, sonoi termini noti e le xj , con ≤ j ≤ n, sono appunto le incognite del sistema. Talvolta, anziché dire più correttamentesistema di equazioni lineari, diremo più sinteticamente sistema lineare o semplicemente sistema.È immediato osservare che il sistema si può scrivere, in forma matriciale, con Ax = b, avendo posto

A =









a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
am1 am2 . . . amn









, x =











x1

x2...
xn











e b =











b1

b2...
bm









(A si dice la matrice del sistema, x il vettore delle incognite e b il vettore dei termini noti).
A e b si presumono �ssati, cioè sono rispettivamente una matrice ed un vettore di numeri reali assegnati. Con iltermine soluzione del sistema intendiamo ogni vettore x tale che Ax = b.Risolvere il sistema signi�ca trovare tutte le sue soluzioni. Un sistema si dice possibile se ha almeno una soluzione.Si dice impossibile se non ha soluzioni. Si è soliti anche chiamare determinato un sistema possibile che abbia un'unicasoluzione, indeterminato un sistema possibile che abbia più di una soluzione. Un sistema si dice quadrato se la matrice

A è quadrata.
. Osservazione Dato il sistema Ax = b, è chiaro che risolvere il sistema signi�ca trovare la controimmagine di battraverso la trasformazione lineare f rappresentata dalla matrice A (f ∈ Ln,m, con f(x) = Ax)60, cioè l'insieme deivettori di Rn che la f trasforma nel vettore b. È evidente che il sistema è possibile se e solo se b ∈ Im f o, se sipreferisce, se e solo se b si può scrivere, in Rm, come combinazione lineare delle colonne di A.De�nizione Un sistema si dice omogeneo se b = 0.
. Osservazione Si osservi che risolvere il sistema omogeneo Ax = 0 equivale a determinare il nucleo della trasfor-mazione lineare rappresentata da A. Un sistema omogeneo Ax = 0 è pertanto sempre possibile, avendo sicuramentealmeno la soluzione nulla x = 0. Quindi la domanda interessante nel caso di sistema omogeneo è se esso ha altresoluzioni oltre a quella nulla, oppure no.
. Osservazione L'insieme delle soluzioni di un sistema omogeneo Ax = 0, essendo il nucleo della trasformazionelineare rappresentata da A, è un sottospazio di Rn.Si noti che invece, se il sistema non è omogeneo, l'insieme delle sue soluzioni non è un sottospazio di R

n (non contieneinfatti il vettore nullo). Il teorema che segue illustra quale è in generale la struttura dell'insieme delle soluzioni di unsistema lineare.Teorema 1 Se il sistema Ax = b ha la soluzione x, allora l'insieme delle sue soluzioni è
S =

{

x + y : Ay = 0
}

= {x} + Ker f,dove f è la trasformazione lineare rappresentata da A.60 Ricordo che in generale, data una funzione g : A → B, se C ⊂ B, allora la controimmagine di C attraverso la funzione g è l'insieme
g−1(C) = {x ∈ A : g(x) ∈ C}.Quindi la controimmagine di b attraverso f è

f−1({b}) = {x ∈ R
n : f(x) = b}.51



. Osservazione Dato un sistema Ax = b, si usa chiamare sistema omogeneo associato il sistema Ax = 0. Il teoremadice quindi che (tutte) le soluzioni di un sistema si ottengono sommando ad una soluzione particolare del sistemastesso il nucleo di f , ossia sommando ad una soluzione particolare le soluzioni del sistema omogeneo associato.
Dimostrazione Dobbiamo dimostrare due cose: che ogni soluzione del sistema può essere scritta come somma di x edi un elemento del nucleo di f e che, viceversa, ogni vettore di questo tipo è soluzione.Per ipotesi Ax = b. Sia v una generica soluzione del sistema. Scriviamo v = x + v − x. Ora il vettore v − x èsoluzione del sistema omogeneo associato, infatti A(v − x) = Av − Ax = b − b = 0 e la prima parte è dimostrata.Viceversa, dato un vettore del tipo x + y, con Ay = 0, chiaramente si ha A(x + y) = Ax + Ay = b + 0 = b e quindiun tale vettore è soluzione. tu

. Osservazione L'insieme delle soluzioni di un sistema non omogeneo, pur non essendo un sottospazio di Rn, tuttaviagli assomiglia molto, essendo sostanzialmente una traslazione di un sottospazio propriamente detto: viene dettosottospazio a�ne. Si può parlare di dimensione del sottospazio a�ne {x} + Kerf , riferendosi alla dimensione diKer f .Il seguente è un risultato molto generale. Conviene prima dare questaDe�nizione Dato un sistema Ax = b, la matrice, che si indica con A|b, ottenuta a�ancando ad A il vettore b, qualeulteriore colonna, si chiama matrice completa del sistema. Solitamente A viene detta allora matrice incompleta.Teorema 2 (di Rouché � Capelli) Un sistema Ax = b ha almeno una soluzione se e solo se rA = r(A|b).
Dimostrazione Ovviamente si ha in generale r(A|b) ≥ rA.Se il sistema è possibile signi�ca, come già osservato, che è possibile scrivere b come combinazione lineare dellecolonne di A. È chiaro a questo punto che il massimo numero di colonne indipendenti di A|b non può essere maggioredel massimo numero di colonne indipendenti di A, dato che il vettore b dipende linearmente dalle altre colonne. Quindi
rA = r(A|b).Viceversa, sia rA = r(A|b) e supponiamo che tale rango sia k. Non è restrittivo supporre che i vettori a1, a2, . . . , aksiano l.i. Dall'ipotesi sappiamo che i vettori a1, a2, . . . , ak, b sono l.d. Signi�ca che esiste una loro combinazione lineare
x1a

1+x2a
2+. . .+xkak+yb = 0 con coe�cienti non tutti nulli. Se fosse y = 0, avremmo che anche xi = 0 ∀i : 1 ≤ i ≤ k(in quanto i vettori a1, a2, . . . , ak sono indipendenti), contro il fatto che almeno un coe�ciente è non nullo. Ma allora

y 6= 0 e quindi possiamo scrivere b come combinazione lineare di a1, a2, . . . , ak e di conseguenza come combinazionelineare di a1, a2, . . . , an. Se b si può scivere come combinazione lineare delle colonne di A, il sistema è possibile.
tu

. Esercizio Quando un sistema Ax = b è possibile, con A matrice m×n, la dimensione dello spazio delle sue soluzioniè n − rA.Grazie al teorema di Rouché � Capelli è relativamente semplice sapere se un sistema ha soluzioni oppure no. Cometrovare le soluzioni (quando esistono) lo vediamo tra breve.Vediamo intanto un altro importante risultato.Teorema 3 (di Cramer) Un sistema quadrato Ax = b ha una ed una sola soluzione se e solo se detA 6= 0.
Dimostrazione Se detA 6= 0, allora A è invertibile ed esiste A−1. Quindi, se Ax = b, allora x = A−1b e quindi vi èuna ed una sola soluzione.Viceversa, se Ax = b ha una ed una sola soluzione, allora Ker f = {0}. Quindi f è invertibile e A è non singolare,cioè detA 6= 0. tu

. Osservazione Relativamente al calcolo della soluzione di un sistema quadrato Ax = b, con detA 6= 0, il modo piùnaturale per trovare la soluzione è sicuramente x = A−1b. Esiste un metodo equivalente, che consente di trovare lasoluzione componente per componente, evitando così il calcolo della matrice inversa. Si tratta della cosiddetta regoladi Cramer: dato il sistema Ax = b, con A quadrata di ordine n non singolare, l'unica soluzione del sistema è il vettore
x ∈ Rn la cui i-esima componente è

xi =
detAi

detA
,dove Ai è la matrice che si ottiene da A, sostituendo alla i−esima colonna il vettore b.La regola di Cramer trova giusti�cazione osservando che

x = A−1b =
1

detA
A?b =

1

detA
(b1a

1 + b2a
2 + . . . + bnan),avendo indicato con aj le colonne della matrice aggiunta A?. Pertanto la i-esima componente della soluzione x è

xi =
1

detA
(b1a

1
i + b2a

2
i + . . . + bnan

i ).52



Ma
aj

i = elemento di posto (i, j) di A?

= compl. alg. dell'elemento di posto (j, i) di A

= Aji.Quindi
xi =

1

detA
(b1A1i + b2A2i + . . . + bnAni)

=
1

detA
detAi,dove appunto Ai è la matrice che ottengo da A sostituendo con b la i-esima colonna.

. Esempio Risolvere il sistema
{

x1 − x2 = 1

2x1 + x2 = 1.Dopo aver osservato che det A = 3, utilizzando la regola di Cramer si ottiene
x1 =

1

3
det

(

1 −1

1 1

)

=
2

3
,

x2 =
1

3
det

(

1 1

2 1

)

= −1

3
.L'unica soluzione è quindi il vettore (2

3 ,− 1
3 ).

. Esempio Risolvere il sistema






x1 + x2 − x3 = 0

x1 + x3 = 1

x1 − x2 = 2.Risulta det A = 3 e pertanto anche in questo caso il sistema ha una sola soluzione. Applicando la regola di Cramersi ottiene
x1 =

1

3
det





0 1 −1

1 0 1

2 −1 0



 = 1;

x2 =
1

3
det





1 0 −1

1 1 1

1 2 0



 = −1;

x3 =
1

3
det





1 1 0

1 0 1

1 −1 2



 = 0.L'unica soluzione è quindi il vettore (1,−1, 0).
. Osservazione Qualche ulteriore considerazione sui sistemi omogenei. Come già osservato in precedenza, essi hannosempre almeno la soluzione nulla. Sull'esistenza di altre soluzioni, distinguiamo i due casi.

• Se il sistema Ax = 0 è quadrato, con A matrice n × n, in base al teorema di Cramer possiamo dire che esso hasoluzioni non nulle se e solo se A è singolare, cioè detA = 0. Condizioni equivalenti per l'esistenza di soluzioninon nulle sono: rA < n oppure Ker f 6= {0}, dove come sempre f è la trasformazione lineare reppresentata da
A.

• Se il sistema Ax = 0 non è quadrato, con A matrice m×n e m 6= n, il sistema ha soluzioni non nulle se e solo seKer f 6= {0}, e quindi se e solo se rA < n. A tale proposito si osservi che la condizione è sicuramente veri�catase m > n, cioè se il sistema ha più equazioni che incognite.
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Vediamo ora come si possano calcolare le soluzioni di un sistema in tutti i casi diversi da quello di sistema quadratocon det A 6= 0. Esiste un metodo generale che porta ad esprimere le soluzioni in funzione di un certo numero diparametri arbitrari. Vediamo questo metodo e poi lo applicheremo ad un paio di esempi conclusivi.Dato il sistema Ax = b, supponiamo di aver trovato che rA = r(A|b) = r e indichiamo con A una sottomatricedi A, quadrata, non singolare di ordine r (potrebbe ovviamente non essere unica tale sottomatrice). Riscriviamo ilsistema eliminando le eventuali equazioni corrispondenti a righe di A che non �gurano in A e �portando a secondomembro� le eventuali incognite relative a colonne di A che non �gurano in A.61Si può dimostrare che in questo modo otteniamo un sistema equivalente a quello dato (cioè con lo stesso insiemedi soluzioni).62 In tale sistema le r incognite relative alle colonne di A che �gurano in A vengono espresse in funzionedelle altre n − r, che a questo punto diventano parametri arbitrari. Infatti è chiaro che, �ssati in modo arbitrario ivalori di questi n − r parametri, e cioè per ogni scelta di questi, il sistema ha una ed una sola soluzione poiché è unsistema quadrato e il determinante della matrice di questo sistema (cioè detA) è non nullo.
. Osservazione Il fatto che tutte le soluzioni si possano esprimere al variare di n− r parametri arbitrari è una sortadi modo �operativo� di a�ermare che la dimensione dello spazio delle soluzioni è n − r.È evidente che, nel caso sia r = n, avremo necessariamente m > n (altrimenti il sistema è quadrato con matricenon singolare e si ricade nel teorema di Cramer) e il procedimento descritto sopra consiste nella sola eliminazionedelle equazioni �super�ue�: una volta eliminate queste equazioni, il sistema è quadrato ed ha una sola soluzione per ilteorema di Cramer.Per il calcolo esplicito delle soluzioni basta risolvere il sistema ottenuto con la regola di Cramer, considerandoparametri, come già detto, le incognite che �gurano a destra. Concludiamo allora con un certo numero di esempi cheillustrano i vari casi possibili.
. Esempio Risolvere il sistema

{

x − y + z = 2

−x + y + z = 1.Poniamo
A|b =

(

1 −1 1

−1 1 1

∣

∣

∣

∣

2

1

)

. Risulta rA = r(A|b) = 2.Il sistema è quindi possibile e lo spazio delle sue soluzioni ha dimensione 3 − 2 = 1.Quale sottomatrice di ordine massimo non singolare possiamo prendere quella formata dalla 1a e dalla 3a colonnadi A, e cioè A =

(

1 1

−1 1

). Si noti che invece, ad esempio, la sottomatrice formata dalle prime due colonne èsingolare.Riscriviamo allora il sistema dato nel sistema equivalente
{

x + z = 2 + y

−x + z = 1 − y.Con la regola di Cramer si ottiene
x =

1

2
det

(

2 + y 1

1 − y 1

)

=
1

2
(2 + y − 1 + y) =

1

2
+ y,

z =
1

2
det

(

1 2 + y

1 1 − y

)

=
1

2
(1 − y + 2 + y) =

3

2
.Pertanto le soluzioni si possono scrivere come i vettori

(

1
2 + y, y, 3

2

)

,dove y è un numero reale arbitrario. Si osservi che le soluzioni trovate si possono anche esprimere con (1
2 , 0, 3

2 )+y(1, 1, 0).Si tratta, al variare di y ∈ R, del sottospazio generato dal vettore (1, 1, 0), traslato del vettore (1
2 , 0, 3

2 ). Il vettore
(1, 1, 0) è chiaramente una base dello spazio delle soluzioni del sistema omogeneo associato al sistema dato.
. Osservazione Quello seguito non era l'unico modo di procedere. Si poteva anche porre

A =

( −1 1

1 1

) (2a e 3a colonna di A),61 Si ottine così un sistema di r equazioni, con r incognite �a sinistra� e n − r incognite �a destra�.62 Il portare a destra alcune incognite è chiaro che non fa cambiare le soluzioni. L'eliminazione delle equazioni è un'azione più pericolosaovviamente, ma in questo caso non muta l'insieme delle soluzioni poiché si tratta di equazioni dipendenti dalle altre.54



riscrivere il sistema come
{ −y + z = 2 − x

y + z = 1 + x,trovare, con la regola di Cramer,
y = −1

2
det

(

2 − x 1

1 + x 1

)

= −1

2
(2 − x − 1 − x) = −1

2
+ x,

z = −1

2
det

( −1 2 − x

1 1 + x

)

= −1

2
(−1 − x − 2 + x) =

3

2
,ed esprimere quindi le soluzioni con i vettori

(

x,− 1
2 + x, 3

2

)

=
(

0,− 1
2 , 3

2

)

+ x(1, 1, 0), con x ∈ R.È chiaro che questo è un modo solo formalmente diverso di scrivere le soluzioni trovate prima: al variare deiparametri in tutto l'insieme R si ottiene lo stesso insieme di vettori in R3.Si osservi che non era invece possibile esprimere le soluzioni in funzione di z, in quanto la sottomatrice di A formatadalla 1a e 2a colonna è singolare.
. Esempio Risolvere il sistema

{

x − y + t = 0

−x + y + z = 1.Poniamo
A|b =

(

1 −1 0 1

−1 1 1 0

∣

∣

∣

∣

0

1

)

. Risulta rA = r(A|b) = 2.Il sistema è possibile e lo spazio delle soluzioni ha dimensione 4 − 2 = 2.Quale sottomatrice di ordine massimo non singolare possiamo prendere quella formata dalla 1a e dalla 3a colonnadi A, e cioè A =

(

1 0

−1 1

).Riscriviamo allora il sistema dato nel sistema equivalente
{

x = y − t

−x + z = 1 − y.Con la regola di Cramer (ma è sicuramente più semplice in questo caso sostituire ad x nella seconda equazione
y − t) si ottiene

x = y − t , z = 1 − t.Pertanto le soluzioni si possono scrivere come i vettori
(

y − t, y, 1 − t, t
)

= (0, 0, 1, 0) + y(1, 1, 0, 0) + t(−1, 0,−1, 1),dove y e z sono numeri reali arbitrari. I vettori (1, 1, 0, 0) e (−1, 0,−1, 1), essendo l.i., sono una base dello spazio dellesoluzioni del sistema omogeneo associato.
. Osservazione Anche in questo caso non era l'unico modo di procedere. Si poteva anche porre

A =

(

1 1

−1 0

) (1a e 4a colonna di A),riscrivere il sistema come
{

x + t = y

−x = 1 − y − z,esprimere le soluzioni come i vettori
(

−1 + y + z, y, z, 1− z
)

, con y, z ∈ R.Non era invece possibile esprimere le soluzioni in funzione di x e y, in quanto la sottomatrice di A formata dalla
1a e 2a colonna è singolare. 55



. Esempio Risolvere il sistema
{

x + y − z − t = 1

x + y + z − t = 1.Poniamo
A|b =

(

1 1 −1 −1

1 1 1 −1

∣

∣

∣

∣

1

1

)

. Risulta rA = r(A|b) = 2.Il sistema è possibile e lo spazio delle soluzioni ha dimensione 4 − 2 = 2.Quale sottomatrice di ordine massimo non singolare possiamo prendere quella formata dalla 2a e dalla 3a colonnadi A, e cioè A =

(

1 −1

1 1

).Riscriviamo allora il sistema dato nel sistema equivalente
{

y − z = 1 − x + t

y + z = 1 − x + t.Con la regola di Cramer si ottiene
y =

1

2
det

(

1 − x + t −1

1 − x + t 1

)

= 1 − x + t e z =
1

2
det

(

1 1 − x + t

1 1 − x + t

)

= 0.Pertanto le soluzioni si possono scrivere come i vettori
(

x, 1 − x + t, 0, t
)

,dove x e t sono numeri reali arbitrari.
. Esempio Risolvere il sistema







x − 2y = 1

−x + 3y = 1

x − y = 3.Poniamo
A|b =





1 −2

−1 3

1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

1

3



 . Risulta rA = r(A|b) = 2.63Il sistema è possibile e lo spazio delle soluzioni ha dimensione 2 − 2 = 0, cioè la soluzione è unica.Quale sottomatrice di ordine massimo non singolare possiamo ad esempio prendere quella formata dalle prime duerighe e dalle prime due colonne di A, e cioè A =

(

1 −2

−1 3

).Possiamo quindi eliminare la terza equazione, perché dipendente dalle altre due. Il sistema si riduce allora alsistema equivalente
{

x − 2y = 1

−x + 3y = 1,che è un sistema quadrato con determinante della matrice diverso da zero. L'unica soluzione è il vettore di componenti
x = det

(

1 −2

1 3

)

= 5 e y = det

(

1 1

−1 1

)

= 2.Pertanto la soluzione è (5, 2).
. Esempio Risolvere il sistema







x − 2y + z = 1

−x + 3y + z = 2

y + 2z = 3.Poniamo
A|b =





1 −2 1

−1 3 1

0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2

3



 .63 Si noti che l'annullarsi del determinante della matrice A|b è in questo caso condizione necessaria (ma non su�ciente) a�nché esistaalmeno una soluzione. 56



Il sistema è quadrato, ma il determinante di A è nullo. Il rango di A è 2 e anche il rango di A|b è 2. Quindi ilsistema è possibile e lo spazio delle soluzioni ha dimensione 3 − 2 = 1.Quale sottomatrice di ordine massimo non singolare possiamo ad esempio prendere quella formata dalle prime duerighe e dalle prime due colonne di A, e cioè A =

(

1 −2

−1 3

).Possiamo eliminare la terza equazione, perché dipendente dalle altre due. Il sistema si riduce allora al sistemaequivalente
{

x − 2y + z = 1

−x + 3y + z = 2.Si può far diventare parametro la z e, con il metodo già visto prima, si trovano le soluzioni
(

7 − 5z, 3 − 2z, z
)

, con z ∈ R.
. Esempio Risolvere il sistema















x1 − x2 + x3 = 1

2x1 − x3 = 0

−x1 + x2 − x3 = −1

−x1 − x2 + 2x3 = 1.Poniamo
A|b =









1 −1 1

2 0 −1

−1 1 −1

−1 −1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

−1

1









.La matrice completa A|b è quadrata e risulta detA|b = 0 (la prima e la terza riga sono opposte). Si noti, come giàosservato in precedenza su di un caso analogo, che l'annullarsi del determinante di A|b è una condizione necessaria perl'esistenza di soluzioni: infatti se fosse det(A|b) 6= 0, avremmo che r(A|b) = 4, mentre sicuramente rA < 4. 64Risulta (lo studente faccia la veri�ca) rA = r(A|b) = 2. Per il teorema di Rouché � Capelli lo spazio delle soluzioniha dimensione 1. Possiamo scegliere quale sottomatrice di ordine massimo non singolare quella formata da 1a e 2ariga, 2a e 3acolonna, e cioè A =

( −1 1

0 −1

). Il sistema equivalente è
{ −x2 + x3 = 1 − x1

−x3 = −2x1.Con la regola di Cramer (ma qui è più veloce una semplice sostituzione) si trova
{

x3 = 2x1

x2 = 3x1 − 1.Le soluzioni sono i vettori (x1, 3x1 − 1, 2x1

), al variare di x1 in R.
. Osservazione Anche in questo caso si potevano considerare altre sottomatrici non singolari, ad esempio

A =

(

2 0

−1 1

) (2a e 3a riga, 1a e 2acolonna).Avremmo ottenuto il sistema equivalente
{

2x1 = x3

−x1 + x2 = x3 − 1
e quindi {

x1 = 1
2x3

x2 = 3
2x3 − 1,da cui le soluzioni

(

1
2x3,

3
2x3 − 1, x3

) con x3 ∈ R arbitrario.È ovviamente lo stesso insieme di prima: basta pensare che, in entrambi i casi, si tratta dei vettori in cui la terzacomponente è �doppia della prima� e la seconda è �3 volte la prima meno 1�.64 Non è ovviamente una condizione su�ciente per l'esistenza di soluzioni, dato che, con det A = 0, si potrebbe comunque avere adesempio r(A|b) = 3 e rA = 2. 57



5 Matrici simili, autovalori e diagonalizzabilità5.1 Matrici similiTorniamo su di un aspetto precedentemente solo s�orato (si veda una delle osservazioni che seguono la de�nizionedella matrice di rappresentazione di una trasformazione lineare).La matrice di rappresentazione di una f ∈ Ln,m è stata introdotta come la matrice le cui colonne sono le immaginidei vettori fondamentali di Rn attraverso la trasformazione f . Dalla scrittura
f(x) = f(x1u

1 + x2u
2 + . . . + xnun) = x1f(u1) + x2f(u2) + . . . + xnf(un)si ottiene appunto che, detta A la matrice (f(u1) f(u2) · · · f(un)), possiamo scrivere f(x) = Ax.La matrice A rappresenta quindi la trasformazione f , ma questa rappresentazione è rispetto alle basi fondamentalinei due spazi Rn ed Rm, dato che x è scritto nella base fondamentale di Rn (e questo è evidente) e f(x) è scritto nellabase fondamentale di Rm (e questo diciamo che è assunto implicitamente quando, non speci�cando quale è la base incui esprimo f(u1), f(u2), . . . , f(un), assumo che sia la base fondamentale). Si pone ora il seguente problema: comecambia la matrice A se vogliamo rappresentare i vettori in basi diverse da quelle fondamentali ?Anche se il problema può essere a�rontato e risolto nel caso generale di una f ∈ Ln,m

65, consideriamo il casoparticolarmente rilevante di una trasformazione lineare dello spazio Rn in sé, quindi consideriamo una f ∈ Ln,n.Se v è la scrittura di un vettore x in una data base V , allora UBVv è la scrittura di x nella base fondamentale. 66Quindi A · UBVv è l'immagine di x attraverso la trasformazione f , scritta in base fondamentale. In�ne VBU ·A · UBVvè l'immagine di x attraverso la trasformazione f , scritta in base V .Pertanto la matrice di rappresentazione di f nella base V è la matrice
VBU · A · UBV = (UBV)−1A · UBV .De�nizione Date due matrici (quadrate) A e B, diciamo che B è simile ad A se esiste una matrice invertibile Stale che si abbia

B = S−1AS.

. Osservazione La relazione di similitudine è una relazione di equivalenza. Infatti A è simile ad A (proprietà ri�essiva);se A è simile a B, anche B è simile ad A (proprietà simmetrica); se A è simile a B e B è simile a C, allora A è similea C (proprietà transitiva). Si provi a dimostrare per esercizio le tre proprietà.Per quanto appena detto nell'osservazione, d'ora in poi, anziché dire che A è simile a B (o che B è simile ad A),diremo che A e B sono simili.Dimostriamo ora un risultato generale.Teorema 1 Due matrici sono simili se e solo se rappresentano la stessa trasformazione lineare.
Dimostrazione Quanto visto nella premessa alla de�nizione di similitudine prova sostanzialmente che, se due matricirappresentano la stessa trasformazione, allora sono simili. Vediamo allora il viceversa e dimostriamo cioè che, se duematrici A e B sono simili, allora rappresentano la stessa trasformazione. Supponiamo che A e B siano simili, cioè che
B = S−1AS per qualche matrice non singolare S.Se A rappresenta una trasformazione lineare f rispetto alla base fondamentale U , allora il risultato è immediato:infatti, detta S la base formata dalle colonne della matrice S 67, per quanto visto in precedenza abbiamo

S = UBS ,cioè S è la matrice del cambio dalla base S alla base fondamentale U . Quindi
B = S−1AS = (UBS)−1A · UBS = SBU · A · UBSè la matrice che rappresenta f nella base S.Ora supponiamo che invece A rappresenti f in una qualunque base V . Premettiamo un lemma. 68Se S è una matrice non singolare e se V = {v1, v2, . . . , vn} è una base di Rn, allora esiste un'altra base W =

{w1, w2, . . . , wn} tale che S = VBW , cioè tale per cui S è la matrice che realizza il cambio dalla base W alla base V .65Più avanti c'è un esercizio a tale riguardo.66Le notazioni sono quelle già utilizzate in precedenza. Ricordo che UBV è la matrice che realizza il cambio dalla base V alla basefondamentale, che viene qui indicata con U . Ricordo anche che per ottenere UBV basta disporre in colonna i vettori della base V .67Si ricordi che S è non singolare, e che quindi le sue colonne sono l.i.68Lemma è un risultato intermedio che serve a dimostrare un risultato successivo, che è generalmente il vero risultato a cui si vuolearrivare. 58



Per dimostrare il lemma, sia W la base formata dalle colonne della matrice
UBV · S.69Avremo quindi UBV · S = UBW . Ma allora

S = (UBV)−1
UBW = VBU · UBW = VBW ,e dunque S è la matrice del cambio dalla base W alla base V , come volevamo dimostrare.Tornando allora alla questione originaria, se A rappresenta la trasformazione f nella base V , per il lemma precedentesi ha allora

B = S−1AS = WBV · A · VBW ,e quindi B rappresenta f nella base W . tu

. Esercizio Si consideri una trasformazione f ∈ Ln,m e si supponga che la matrice A rappresenti f rispetto allebasi canoniche in Rn e in Rm. Si supponga ora che V = {v1, v2, . . . , vn} sia una nuova base in Rn e che W =
{w1, w2, . . . , wm} sia una nuova base in Rm. Si dica come si può ottenere la matrice di rappresentazione di f rispettoalle basi V e W .Prima di studiare altre proprietà interessanti delle matrici simili, vediamo alcune de�nizioni fondamentali.5.2 Autovalori e autovettoriConsideriamo una trasformazione lineare f ∈ Ln,n, rappresentata da una matrice A.De�nizione Uno scalare λ è un autovalore di f (o di A) se esiste un vettore non nullo v tale che

f(v) = λv, ossia Av = λv.In tal caso v si dice autovettore di f (o di A) associato a λ.
. Osservazione Il senso della de�nizione è chiaro: se λ è un autovalore di f e v è un autovettore, signi�ca che la ftrasforma il vettore v in un vettore proporzionale a v, e il coe�ciente di proporzionalità è λ.
. Osservazione Nella de�nizione si chiede espressamente che l'autovettore v non sia il vettore nullo, dato che con
v = 0 l'equazione sarebbe banalmente soddisfatta.
. Osservazione Può invece essere λ = 0, e 0 è autovalore di f se e solo se ci sono vettori non nulli che vengonotrasformati nel vettore nullo, e cioè se e solo se il Ker f non è banale.
. Osservazione Sia λ un autovalore di f e sia Sλ l'insieme di tutti gli autovettori di f associati a λ. Certamente Sλnon contiene il vettore nullo, per de�nizione di autovettore, e quindi Sλ non è un sottospazio di Rn. Però possiamodimostrare facilmente che Sλ ∪ {0} lo è. Infatti, se x, y ∈ Sλ ∪ {0}, allora

f(αx + βy) = αf(x) + βf(y) = α · λx + β · λy = λ(αx + βy)(è chiaro che, se ad esempio fosse x = 0, allora αx = 0 e f(x) = 0).Nel seguito chiameremo autospazio associato all'autovalore λ il sottospazio Sλ ∪ {0}.De�nizione Chiamiamo molteplicità geometrica dell'autovalore λ, e la indichiamo con mg(λ), la dimensione delsuo autospazio associato.Diremo che λ è un autovalore semplice se la sua molteplicità è 1, quindi se dim(Sλ ∪ {0}); diremo che λ è unautovalore doppio se la sua molteplicità è 2, e così via.De�nizione L'insieme degli autovalori di f (di A) è detto lo spettro di f (di A).
. Osservazione Lo spettro di f (di A) è l'insieme degli scalari λ per cui f − λ (A − λ) non è invertibile. 70Dimostriamo dunque che spettro di f = {λ : f − λ non è invertibile}.Se λ appartiene allo spettro di f , cioè se λ è autovalore di f , allora f(v) = λv per qualche v 6= 0; quindi
(f − λ)(v) = 0, e dunque Ker(f − λ) 6= {0}. Pertanto f − λ non è invertibile.69Le colonne di tale matrice sono certamente l.i., dato che la matrice UBV · S è non singolare, essendo prodotto di matrici non singolari.70Scrivendo f − λ (si noti che f è una trasformazione e λ è un numero reale) intendiamo la trasformazione f − λ · 1, dove 1, come giàindicato in precedenza, è la trasformazione identità (in Rn). Analogamente, A − λ è la matrice A − λ · 1, dove anche qui 1 è la matriceidentità, quella che rappresenta la trasformazione identità. 59



Viceversa, se f − λ non è invertibile, allora il suo nucleo non è banale ed esiste v 6= 0 tale che (f − λ)(v) = 0. Maquindi f(v) = λv, e quindi λ è autovalore di f .Si può anche dire che la molteplicità geometrica mg(λ) di un autovalore λ è uguale alla nullità di f −λ 71, o ancheche è uguale a n − r(f − λ). 72
. Osservazione Ricordando che condizione necessaria e su�ciente a�nché una matrice sia invertibile è che il suodeteminante non si annulli, possiamo anche dire che λ è un autovalore della matrice A se e solo se

det(A − λ) = 0.De�nizione Data una matrice A (quadrata di ordine n), chiamiamo polinomio caratteristico di A il polinomio
p(λ) = det(A − λ) = det











a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann − λ











.Chiamiamo inoltre equazione caratteristica di A l'equazione p(λ) = 0.
. Osservazione Quindi possiamo anche dire che λ è un autovalore della matrice A se e solo se è una soluzionedell'equazione caratteristica di A. Questo risultato ha un'importanza fondamentale. Ragionando da un punto di vistageometrico sarebbe di�cile trovare gli autovalori di A. Il risultato permette di ricondurre la ricerca degli autovalori adun problema algebrico di risoluzione di un'equazione. Si noti che comunque in generale la risoluzione di un'equazionealgebrica non è un problema �facile�.Si può dimostrare che il polinomio caratteristico di A è un polinomio di grado n e che il coe�ciente di λn è (−1)n.De�nizione Chiamiamo molteplicità algebrica dell'autovalore λ, e la indichiamo con ma(λ), la molteplicità di λquale soluzione dell'equazione caratteristica. 73
. Osservazione Per quanto detto, l'equazione caratteristica è un'equazione algebrica di grado n. Nel campo reale,cioè se i coe�cienti dell'equazione sono reali e cerchiamo le soluzioni in R, non è detto che un'equazione algebricaabbia soluzioni. Si pensi ad esempio all'equazione di secondo grado λ2 + 1 = 0. È per questo motivo che unatrattazione più generale di questi argomenti viene condotta in un campo numerico in cui questo problema non sipresenta: il campo dei numeri complessi è preferibile a quello dei numeri reali a tale proposito, dato che un'equazionealgebrica a coe�cienti complessi ha sempre almeno una soluzione (eventualmente complessa). Si può anzi dimostrareche un'equazione algebrica di grado n a coe�cienti complessi ha sempre n soluzioni, se queste vengono contate con lerispettive molteplicità.Noi non vogliamo qui svolgere una trattazione generale. Restiamo nel campo reale e ci limitiamo quindi a consi-derare come sempre matrici ad elementi reali e quindi equazioni caratteristiche a coe�cienti reali, che potranno avereoppure no soluzioni (reali).Possiamo dire che il numero di soluzioni (reali) delle nostre equazioni caratteristiche di grado n è compreso tra 0ed n, contando sempre le soluzioni con le rispettive molteplicità.
. Esempio Consideriamo la matrice 1n, cioè la matrice identità n × n. Dato che 1n − 1 è la matrice nulla, allora
λ = 1 è autovalore di 1n di molteplicità geometrica n. L'equazione caratteristica di 1n è chiaramente (1 − λ)n = 0,che ha la soluzione λ = 1, di molteplicità n. Quindi la molteplicità algebrica dell'autovalore è n.
. Esempio

A =

(

1 3

1 −1

)

; A − λ =

(

1 − λ 3

1 −1 − λ

)

; det(A − λ) = λ2 − 4.L'equazione caratteristica è λ2 − 4 = 0. Gli autovalori sono λ1 = +2, λ2 = −2, entrambi di molteplicità algebrica1, cioè
ma(2) = ma(−2) = 1.Gli autovettori associati a λ1 = 2 sono le soluzioni del sistema

{

x1 + 3x2 = 2x1

x1 − x2 = 2x2
ossia { −x1 + 3x2 = 0

x1 − 3x2 = 0,71Ricordo che la nullità di una trasformazione lineare è la dimensione del suo nucleo.72Dal teorema nullità + rango segue che la dimensione del nucleo di f − λ è uguale ad n meno il rango di f − λ.73Ad esempio, l'equazione (x−1)(x+2) = 0 ha due soluzioni (x = 1 e x = −2), entrambe di molteplicità 1; l'equazione (x2−1)(x+2)2 = 0ha tre soluzioni, di cui due (x = 1 e x = −1) di molteplicità 1 e una (x = −2) di molteplicità 2.60



cioè lo spazio
S2 = {(3α, α) : α ∈ R},che ha dimensione 1: quindi mg(2) = dimS2 = 1.Gli autovettori associati a λ2 = −2 sono le soluzioni del sistema

{

x1 + 3x2 = −2x1

x1 − x2 = −2x2
ossia {

3x1 + 3x2 = 0

x1 + x2 = 0,cioè lo spazio
S−2 = {(α,−α) : α ∈ R},che ha dimensione 1: quindi mg(−2) = dimS−2 = 1.

. Esempio Consideriamo
A =





1 0 1

0 2 0

−1 0 3



 ; A − λ =





1 − λ 0 1

0 2 − λ 0

−1 0 3 − λ



 ; det(A − λ) = (2 − λ)3.L'equazione caratteristica è (2 − λ)3 = 0. C'è una sola soluzione λ = 2, con ma(2) = 3. Gli autovettori associati a
λ = 2 sono le soluzioni del sistema

Ax = 2x, cioè (A − 2)x = 0,che si riduce all'unica equazione
−x1 + x3 = 0.L'autospazio associato all'autovalore λ = 2 è quindi

S2 = {(α, β, α) : α, β ∈ R}.In questo caso si ha pertanto mg(2) = 2, che non coincide con la molteplicità algebrica trovata in precedenza.
. Osservazione L'ultimo esempio prova che molteplicità geometrica e molteplicità algebrica possono non essere uguali.In generale si può dimostrare che, per ogni autovalore λ, si ha

mg(λ) ≤ ma(λ).

. Esercizio Gli autovalori di una matrice triangolare, in particolare di una matrice diagonale, sono gli elementi chesi trovano sulla diagonale principale.

. Esercizio Si provi che λ = 0 è autovalore di A se e solo se A è singolare.

. Esercizio Si provi che, se A è invertibile, alloraspettro di A−1 =

{

1

λ
: λ ∈ spettro di A

}

.

. Esercizio Si provi che, se 0 è autovalore di A2, allora 0 è anche autovalore di A (il viceversa è banale).

. Esercizio Si provi che, se λ è autovalore di A, allora λ2 è autovalore di A2. Si veri�chi che il viceversa non è vero,e cioè che se λ è autovalore di A2, non necessariamente λ è il quadrato di un autovalore di A, sull'esempio
A =

(

0 1

−1 0

)

.

. Esercizio Si provi che, se λ > 0 è autovalore di A2, allora λ = α2, dove α è un autovalore di A.

. Esercizio Si provi che, se λ è autovalore di A, allora λk è autovalore di Ak, dove k è un qualunque numero naturale.

. Osservazione Un caso particolare in cui possiamo a�ermare che le molteplicità geometriche degli autovalori coinci-dono con le molteplicità algebriche è il seguente: se λ1, λ2, . . . , λp sono autovalori distinti di An×n, con rispettive mol-teplicità geometriche mg(λ1), mg(λ2), . . . , mg(λp), e si ha mg(λ1)+mg(λ2)+ . . .+mg(λp) = n, allora ma(λj) = mg(λj)per ogni j. 61



. Osservazione Ricordiamo che, data un'equazione algebrica di grado n

α0 + α1λ + α2λ
2 + . . . + αnλn = 0,il prodotto delle radici dell'equazione è uguale a (−1)n α0

αn
.Ora supponiamo che λ1, λ2, . . . , λp siano gli autovalori distinti di An×n, e che m1, m2, . . . , mp siano le rispettivemolteplicità algebriche, e si abbia m1 + m2 + . . . + mp = n. Se consideriamo l'equazione caratteristica di A, abbiamoche: le sue radici sono gli autovalori di A, αn = (−1)n, e in�ne α0 non è altro che il determinante di A74.Da tutto questo si deduce allora che

detA =

p
∏

j=1

λ
mj

j .Più avanti ci occuperemo di diagonalizzabilità di una matrice, cioè del fatto che una matrice sia simile ad unamatrice diagonale. Come vedremo non è detto che in generale una matrice sia simile ad una matrice diagonale, inaltre parole alcune matrici sono diagonalizzabili e altre no.Si può dimostrare che invece ogni matrice è simile ad una matrice triangolare, cioè che data una qualunque matrice
A, esiste una matrice invertibile S tale che la matrice S−1AS è triangolare.Vediamo ora alcune proprietà delle matrici simili.Teorema 2 Se A e B sono simili, allora:i) A e B hanno lo stesso determinante.ii) A e B hanno lo stesso polinomio caratteristico.iii) A e B hanno gli stessi autovalori.
. Osservazione Si dice che il determinante, il polinomio caratteristico, gli autovalori sono invarianti della trasforma-zione. Mentre le matrici che la rappresentano possono variare, e abbiamo visto il perché, le entità indicate invece sonoproprie della trasformazione e non della sua rappresentazione. Potremmo dire che tali entità sono più profondamentelegate alla trasformazione e non cambiano se cambia solo il modo di rappresentare la trasformazione stessa.
Dimostrazione Per quanto riguarda i), se B = S−1AS, allora

det B = det(S−1AS) = detS−1 detAdetS = det A.75Riguardo a ii), si ha
det(B − λ) = det(S−1AS − λ)

= det(S−1AS − λS−11S)

= det(S−1(A − λ)S)

= detS−1 det(A − λ) det S

= det(A − λ).Rigurado in�ne a iii), si tratta di un'immediata conseguenza di ii), dato che gli autovalori sono le radici delpolinomio caratteristico. tu

. Osservazione Matrici simili hanno, come appena visto, gli stessi autovalori.Per quanto riguarda gli autovettori, o se si preferisce gli autospazi, c'è un importante punto da osservare. Anchel'autospazio associato ad un dato autovalore è invariante, essendo un sottospazio che la funzione lineare trasforma inse stesso. Questo aspetto si coglie meglio se si pensa all'autovettore della trasformazione lineare, cioè al vettore taleche f(v) = λv.Non appena però tiriamo in ballo la matrice, ecco che si pone il problema della rappresentazione, dato che A è unadelle possibili rappresentazioni di f .Pertanto, se utilizziamo una matrice B simile ad A per rappresentare f , è ragionevole che gli autovettori, purrestando gli stessi, abbiano una diversa rapresentazione, quella relativa alla base in cui B rappresenta f .Infatti, se B = S−1AS, se λ è autovalore (di A e di B) e se v è autovettore di A associato a λ, si può dimostrare(farlo per esercizio) che t = S−1v è autovettore di B associato a λ. Il risultato come detto non deve sorprendere: se74Infatti, se
p(λ) = det(A − λ) = α0 + α1λ + . . . + (−1)nλn,allora p(0) = det A = α0.75Si è fatto uso del teorema di Binet. 62



la matrice B rappresenta la stessa trasformazione in una base diversa e se la matrice S realizza il cambio di base,è chiaro che, mentre l'autovalore e l'autospazio associato non dipendono dalla scelta della base, la rappresentazionedi quest'ultimo, cioè dei vettori che costituiscono l'autospazio, dipende invece dalla base e quindi le scritture di talivettori risentiranno di un cambio di base.Si noti anche che, se per �ssare le idee diciamo che la matrice A rappresenta una f nella base V e la matrice Brappresenta f nella base W , allora la matrice S è appunto la VBW , cioè la matrice del cambio di base da W a V .Quindi per avere gli autovettori di B basterà scrivere gli autovettori di A in base W , cioè moltiplicarli per WBV , cheè S−1.Vale ora il seguente risultato:Teorema 3 Autovettori associati ad autovalori distinti sono linearmente indipendenti.
Dimostrazione Supponiamo che λ1, λ2, . . . , λk siano autovalori distinti di A e che x1, x2, . . . , xk siano k autovettoriassociati. Vogliamo dimostrare che x1, x2, . . . , xk sono l.i.Supponiamo che essi siano l.d.: allora tra loro ce n'è almeno uno che è c.l. dei precedenti. Sia xj il primo di questi.Quindi avremo che

xj = α1x
1 + α2x

2 + . . . + αj−1x
j−1e x1, x2, . . . , xj−1 sono l.i.Moltiplicando a sinistra per A, si ottiene

Axj = α1Ax1 + α2Ax2 + . . . + αj−1Axj−1e quindi
λjx

j = α1λ1x
1 + α2λ2x

2 + . . . + αj−1λj−1x
j−1.Sostituendo ad xj la sua espressione come c.l. degli altri vettori, si ottiene

λj(α1x
1 + α2x

2 + . . . + αj−1x
j−1) = α1λ1x

1 + α2λ2x
2 + . . . + αj−1λj−1x

j−1cioè
α1x

1(λj − λ1) + α2x
2(λj − λ2) + . . . + αj−1x

j−1(λj − λj−1) = 0.Ora, ricordando che i vettori x1, x2, . . . , xj−1 sono l.i. e che gli autovalori sono distinti, si deduce che deve essere
α1 = α2 = . . . = αj−1 = 0.Questo però signi�ca xj = 0, contro l'ipotesi che sia un autovettore. tu5.3 DiagonalizzabilitàDe�nizione Una matrice A è diagonalizzabile se è simile ad una matrice diagonale, cioè se esiste una matriceinvertibile S tale che la matrice S−1AS è diagonale.De�nizione Chiamiamo matrice modale di A una qualunque matrice che abbia per colonne n autovettori di A.

. Osservazione Ovviamente la matrice modale non è unica. Inoltre può essere singolare.76Nel seguito indicheremo con diag(λ1, λ2, . . . , λn) la matrice diagonale che ha sulla diagonale principale gli scalari
λ1, λ2, . . . , λn.Teorema 4 Se x1, x2, . . . , xn sono n autovettori associati rispettivamente agli autovalori λ1, λ2, . . . , λn, vale l'ugua-glianza

AV = V diag(λ1, λ2, . . . , λn),dove V è la matrice modale degli xi.
Dimostrazione Si ha direttamente

AV = A(x1 x2 · · · xn)

= (Ax1 Ax2 · · · Axn)

= (λ1x
1 λ2x

2 · · · λnxn)

= (x1 x2 · · · xn)diag(λ1, λ2, . . . , λn)

= V diag(λ1, λ2, . . . , λn).76Banalmente, per avere una matrice modale singolare, basta ad esempio ripetere almeno due volte lo stesso autovettore, oppure scrivereun autovettore insieme ad un suo multiplo. Si noti che nella de�nizione di matrice modale non si richiede che gli autovettori siano distintio che siano associati ad autovalori distinti. Quindi si possono ottenere matrici modali �molto banali�.63



tu

. Osservazione Si noti che nel teorema non si fa l'ipotesi che gli autovalori siano distinti e non si fa nemmeno alcunaipotesi sugli autovettori associati.

. Osservazione Si noti che nella tesi del teorema 4 siamo �molto vicini alla diagonalizzabilità� della matrice A. Mispiego meglio: consideriamo la
AV = V diag(λ1, λ2, . . . , λn).Se noi sapessimo che V è invertibile, moltiplicando a sinistra per V −1 otterremmo

V −1AV = diag(λ1, λ2, . . . , λn),il che vorrebbe dire che A è diagonalizzabile. Quindi, se noi potessimo a�ermare che V è non singolare, avremmo cheogni matrice è simile ad una matrice diagonale. Questo purtroppo in generale non è vero.A tale proposito cade il teorema che segue.Teorema 5 Se una matrice ha n autovalori distinti, allora è diagonalizzabile.
Dimostrazione Se λ1, λ2, . . . , λn sono gli n autovalori distinti di A e se x1, x2, . . . , xn sono autovettori di A associatiagli autovalori, in base al Teorema 3 possiamo a�ermare che x1, x2, . . . , xn sono l.i. e che quindi la matrice modale Vcostruita con tali vettori è invertibile. Quindi, come conseguenza del Teorema 4, si ottiene

V −1AV = diag(λ1, λ2, . . . , λn),e cioè A è diagonalizzabile. tu

. Osservazione Il teorema appena dimostrato fornisce soltanto una condizione su�ciente per la diagonalizzabilità diuna matrice. In altre parole il teorema non dice che una matrice, per essere diagonalizzabile, debba necessariamenteavere n autovalori distinti.Il teorema che segue fornisce invece una condizione necessaria e su�ciente per la diagonalizzabilità di una matrice.Teorema 6 Una matrice A è diagonalizzabile se e solo se ha n autovettori linenarmente indipendenti.
Dimostrazione Se A è diagonalizzabile, allora è simile ad una matrice diagonale, cioè esiste una matrice invertibile Stale che la matrice

D = S−1ASè diagonale. Ma allora AS = SD e quindi, se s1, s2, . . . , sn sono le colonne di S e djj sono gli elementi sulla diagonaleprincipale di D, avremo
Asj = djjs

j per ogni j = 1, 2, . . . , n.Quindi i djj sono autovalori di A e gli sj sono autovettori associati a questi. Dato che S è invertibile, possiamoconcludere che s1, s2, . . . , sn sono l.i.Viceversa, se A ha n autovettori l.i. x1, x2, . . . , xn, essi saranno associati agli autovalori λ1, λ2, . . . , λn, non ne-cessariamente distinti. Costruiamo ora con gli autovettori la matrice modale V . Essa è invertibile, e quindi per ilTeorema 4, possiamo scrivere AV = V diag(λ1, λ2, . . . , λn) e quindi la matrice V −1AV è diagonale. tu

. Osservazione Come abbiamo visto, se la matrice A ha n autovalori distinti, allora ci sono senz'altro n autovettori l.i.e la matrice è diagonalizzabile. In questo caso abbiamo n autospazi, tutti di dimensione 1, per così dire indipendentitra loro.Se invece gli autovalori non sono distinti, e quindi c'è qualche autovalore λj di molteplicità ma(λj) ≥ 2, allorapossono accadere due cose:
• l'autospazio associato ha dimensione mg(λj) = ma(λj) e quindi in esso ci sono mg(λj) autovettori l.i.
• l'autospazio associato ha dimensione mg(λj) < ma(λj) e quindi in esso non ci sono abbastanza autovettori l.i.La diagonalizzabilità di A dipende da quale delle due situazioni si veri�ca. È chiaro che, per essere A diagonaliz-zabile, deve presentarsi la prima situazione per ogni autovalore di A. Basta che per un particolare autovalore non cisia coincidenza tra le molteplicità, e questo fa sì che la matrice non sia diagonalizzabile.Nel seguito vediamo alcune proprietà che coinvolgono il prodotto interno di Rn. Ricordiamo che, se x e y sonovettori,

〈x, y〉 = xT y =

n
∑

i=1

xiyi.64



Osserviamo che se A è una matrice (quadrata)77, allora
〈Ax, y〉 = (Ax)T y = xT AT y = 〈x, AT y〉.In�ne, se A è una matrice simmetrica, cioè se AT = A, allora la precedente diventa

〈Ax, y〉 = 〈x, Ay〉.Un paio di risultati che ci saranno utili in seguito.Teorema 7 Ax = 0 per ogni x se e solo se 〈Ax, y〉 = 0 per ogni x, y.78
Dimostrazione Ovviamente, se Ax = 0 per ogni x, allora 〈Ax, y〉 = 〈0, y〉 = 0 per ogni x, y.Viceversa, se 〈Ax, y〉 = 0 per ogni x, y, allora 〈Ax, Ax〉 = 0 per ogni x. Quindi ‖Ax‖ = 0 per ogni x e dunque
Ax = 0 per ogni x. tuTeorema 8 Se A è simmetrica, allora Ax = 0 per ogni x se e solo se 〈Ax, x〉 = 0 per ogni x.
Dimostrazione Per il teorema 7, se Ax = 0 per ogni x, allora 〈Ax, x〉 = 0 per ogni x.Viceversa, supponiamo che 〈Ax, x〉 = 0 per ogni x. Allora per ogni x, y si ha

0 = 〈A(x + y), x + y〉 − 〈Ax, x〉 − 〈Ay, y〉(il prodotto interno è distributivo) = 〈Ax, y〉 + 〈Ay, x〉(A è simmetrica) = 〈Ax, y〉 + 〈y, Ax〉(il prodotto interno è commutativo) = 〈Ax, y〉 + 〈Ax, y〉
= 2〈Ax, y〉.Quindi per il Teorema 7 si ha che Ax = 0 per ogni x. tuDe�nizione Diciamo che una matrice U (o una trasformazione lineare U) è ortogonale se U−1 = UT . Si può anchedire equivalentemente che U è ortogonale se UT U = UUT = 1.

. Osservazione Se U è ortogonale e indicando con xj le sue colonne, dalla UT U = 1 segue che 〈xi, xj〉 è nullo se
i 6= j, mentre vale 1 se i = j. Quindi possiamo dire che le colonne di U sono una base ortonormale. Lo stesso si puòdire per le righe di U , ragionando sulla UUT = 1.Teorema 9 Sia U una matrice quadrata. Sono equivalenti le seguenti proprietà:i) UT U = 1;ii) 〈Ux, Uy〉 = 〈x, y〉, per ogni x, y;iii) ‖Ux‖ = ‖x‖, per ogni x.
Dimostrazione Dimostriamo che i) implica ii). Se vale i), allora

〈Ux, Uy〉 = 〈x, UT Uy〉 = 〈x, y〉.Dimostriamo che ii) implica iii). Se vale ii), allora come caso particolare
‖Ux‖2 = 〈Ux, Ux〉 = 〈x, x〉 = ‖x‖2,da cui segue la iii).Dimostriamo in�ne che iii) implica i). Se vale iii), allora per ogni x

〈(UT U − 1)x, x〉 = 〈UT Ux, x〉 − 〈x, x〉
= 〈Ux, Ux〉 − 〈x, x〉
= 0,e quindi, per il teorema 8, UT U − 1 = 079, cioè UT U = 1. tu77Possiamo anche considerare A come una trasformazione lineare, valendo le ben note relazioni tra i due concetti, e scrivere quindi Axper l'immagine di x attraverso la trasformazione A.78Se vediamo A come trasformazione lineare, la proprietà che Ax = 0 per ogni x signi�ca naturalmente che la trasformazione èidenticamente nulla.79Si osservi che la matrice UT U − 1 è simmetrica dato che è somma di matrici simmetriche.65



. Osservazione La proprietà iii) implica cheiv) ‖Ux − Uy‖ = ‖x − y‖, per ogni x, y.Vale ovviamente anche il viceversa, cioè iv) implica iii) (si dimostrino entrambe per esercizio).Quindi le trasformazioni di cui parla il teorema 9, e che hanno tutte le proprietà i), ii), iii) e iv), in particolareconservano le distanze e per questo si chiamano isometrie.Sulle isometrie e sulle matrici simmetriche esistono molti risultati interessanti. Ne citiamo alcuni.Teorema 10 Se X = {x1, x2, . . . , xn} è una base ortonormale e U è un'isometria, allora anche {Ux1, Ux2, . . . , Uxn}è una base ortonormale. Viceversa, se {Ux1, Ux2, . . . , Uxn} è una base ortonormale, allora U è un'isometria.
Dimostrazione Supponiamo che X = {x1, x2, . . . , xn} sia una base ortonormale e U sia un'isometria. Allora, per laproprietà ii),

〈Uxi, Uxj〉 = 〈xi, xj〉, per ogni xi, xj .Il risultato segue dal fatto che gli x sono una base ortonormale.Viceversa, se entrambe {x1, x2, . . . , xn} e {Ux1, Ux2, . . . , Uxn} sono basi ortonormali, allora arriviamo al risultatodimostrando che vale la proprietà ii). Anzitutto è immediato che
〈Uxi, Uxj〉 = 〈xi, xj〉, per ogni xi, xj ,dato che entrambi i prodotti interni sono nulli se i 6= j e valgono 1 se i = j.Quindi, se a, b sono due vettori qualunque, allora

〈Ua, Ub〉 = 〈U(a1x
1 + a2x

2 + . . . + anxn), U(b1x
1 + b2x

2 + . . . + bnxn)〉
=

∑

i,j

aibj〈Uxi, Uxj〉

=
∑

i,j

aibj〈xi, xj〉

= 〈a, b〉e la proprietà ii) è dimostrata. tuTeorema 11 Ogni autovalore di un'isometria ha modulo unitario.
Dimostrazione Dai risultati precedenti segue che, se x è un autovettore associato all'autovalore λ, allora

‖Ux‖ = |λ|‖x‖ = ‖x‖,e quindi (gli autovettori non sono nulli) |λ| = 1. tuLe matrici simmetriche, dal punto di vista degli autovalori, sono matrici �speciali�. Infatti valgono i seguentirisultati:Teorema 12 Se A è simmetrica, allora i suoi autovalori sono reali.
. Osservazione Detto così il risultato può sembrare banale. In e�etti nella nostra trattazione gli autovalori (seesistono) sono sempre numeri reali. Quindi il teorema 12, che non a�erma che gli autovalori esistono, sostanzialmentedice che, se esistono, sono reali, cosa ovvia nella nostra trattazione.Lo stesso enunciato avrebbe tutto un altro signi�cato in una trattazione più generale, alla quale si accennavaqualche pagina fa. Trattando di matrici in campo complesso, dove gli autovalori sono in genere complessi, risultamolto signi�cativo infatti che, una matrice di un certo tipo80 abbia sempre autovalori reali. Il risultato del teorema12, nella nostra trattazione in campo reale, viene meglio espresso nel modo seguente:81Teorema 13 Ogni radice dell'equazione caratteristica di una matrice simmetrica è reale.
. Osservazione Il teorema 13 a�erma che l'equazione caratteristica di una matrice simmetrica n × n ha n radicireali, se le contiamo con le rispettive molteplicità. Non è detto ovviamente in generale che le radici dell'equazionecaratteristica siano distinte.80Non dico espressamente simmetrica perché in quel contesto la simmetria è leggermente diversa: non consiste infatti nella uguaglianzatra la matrice e la sua trasposta, ma tra la matrice e la trasposta della coniugata. A quel punto la si chiama anche in modo diverso, nonpiù simmetrica ma autoaggiunta.81Non forniamo una dimostrazione del risultato, dato che per ottenere la tesi in modo abbastanza semplice occorre comunque fare ricorsoal campo dei numeri complessi, e mi si perdoni il gioco di parole. 66



. Osservazione Il risultato del teorema precedente non vale per le isometrie. Infatti, la matrice
A =

(

0 1

−1 0

)

,rappresenta un'isometria, dato che AT A = 1. Essa però non ha autovalori reali, dato che l'equazione caratteristica è
λ2 + 1 = 0.Il seguente teorema ra�orza, nel caso di matrici simmetriche o di isometrie, il teorema 3.Teorema 14 Se A è simmetrica oppure un'isometria, allora gli autovettori di A associati ad autovalori distinti sonoortogonali.
Dimostrazione Supponiamo che λ1 e λ2 sianno autovalori di A e che λ1 6= λ2. Supponiamo inoltre che x e y sianoautovettori associati rispettivamente a λ1 e λ2. Vogliamo dimostrare che allora x e y sono ortogonali.Se A è simmetrica si ha

λ1〈x, y〉 = 〈λ1x, y〉
= 〈Ax, y〉
= 〈x, Ay〉
= 〈x, λ2y〉
= λ2〈x, y〉.Quindi

(λ1 − λ2)〈x, y〉 = 0.Dato che λ1 − λ2 6= 0, deve necessariamente essere 〈x, y〉 = 0.Vediamo ora la seconda parte, e cioè che lo stesso succede se A è un'isometria. In tale caso abbiamo
〈x, y〉 = 〈Ax, Ay〉 (proprietà ii))

= 〈λ1x, λ2y〉
= λ1λ2〈x, y〉.Quindi
(λ1λ2 − 1)〈x, y〉 = 0.Ricordando il risultato del teorema 11 e ricordando che gli autovalori sono distinti, deve necessariamente essere

λ1λ2 = −1, da cui segue ancora che 〈x, y〉 = 0. tuA questo punto resta ancora aperta una questione: nel caso di matrici simmetriche, o di isometrie, può succederequello che talvolta succede con matrici qualunque, e cioè che ad un autovalore di molteplicità algebrica maggiore di 2sia associato un autospazio troppo piccolo per consentire in esso la presenza di abbastanza autovettori indipendenti ?In altre parole la questione è: una matrice simmetrica, o un'isometria, può essere non diagonalizzabile ?Il teorema che segue chiarisce questo aspetto e dà alla domanda una risposta negativa.Teorema 15 Se A è simmetrica oppure un'isometria, allora la molteplicità algebrica di ogni autovalore è ugualealla molteplicità geometrica di questo.
. Osservazione Il teorema 15 dice quindi che le matrici simmetriche e le isometrie sono sempre diagonalizzabili.82Conseguenza dei risultati precedenti, in particolare del teorema 14, è anche che la diagonalizzazione di una matricesimmetrica può avvenire attraverso una matrice ortogonale. Quindi, se A è simmetrica, esiste una matrice ortogonale
U tale che

UT AU = diag(λ1, λ2, . . . , λn),dove λ1, λ2, . . . , λn sono gli autovalori di A, non tutti necessariamente distinti.
82Per le isometrie la diagonalizzazione potrebbe richiedere il campo complesso in quanto come visto gli autovalori non sono necessariamentereali. 67



6 Forme quadraticheSi dice forma quadratica (scriveremo per comodità f.q.) nelle indeterminate x1, x2, . . . , xn un polinomio omogeneo disecondo grado nelle variabili x1, x2, . . . , xn.Posto x = (x1, x2, . . . , xn), la f.q. è
Q(x) =

n
∑

i,j=1

aijxixj .Come subito si veri�ca, usando la scrittura matriciale si può più sinteticamente scrivere
Q(x) = 〈Ax, x〉 = xT Ax,dove A è la matrice dei coe�cienti aij .83Si veri�ca facilmente che si può sempre scrivere la f.q. mediante una matrice simmetrica. Infatti per ogni i, jpossiamo scrivere

aijxixj + ajixjxi =
aij + aji

2
xixj +

aij + aji

2
xjxi.D'ora in avanti sottointenderemo che la matrice della f.q. sia simmetrica.Qualunque f.q. assume il valore 0 in corrispondenza del vettore nullo.Con riguardo al segno dei valori assunti in corrispondenza di vettori non nulli si possono classi�care le f.q. comesegue.De�nizionei) Una f.q. si dice de�nita positiva se

Q(x) > 0 ∀x 6= 0;ii) Una f.q. si dice de�nita negativa se
Q(x) < 0 ∀x 6= 0;iii) una f.q. si dice semide�nita positiva se

Q(x) ≥ 0 ∀x ed esiste x 6= 0 tale che Q(x) = 0;iv) una f.q. si dice semide�nita negativa se
Q(x) ≤ 0 ∀x ed esiste x 6= 0 tale che Q(x) = 0;v) una f.q. si dice inde�nita se esistono x, y 6= 0 tali che Q(x) > 0 e Q(y) < 0.Per il riconoscimento di una f.q. dal punto di vista del suo segno esistono alcuni metodi pratici, che ora esamineremo.Vedremo in particolare due metodi: uno coinvolge l'uso degli autovalori della matrice della f.q., l'altro coinvolge ilsegno di alcuni minori della matrice stessa.Vediamo prima il metodo con gli autovalori. Sia dunque Q(x) = 〈Ax, x〉 una f.q. Poiché A è simmetrica, essaha n autovettori ortogonali, che possono essere normalizzati. Supponiamo dunque che x1, x2, . . . , xn sia una baseortonormale formata da autovettori della matrice A.Con questi vettori possiamo costruire una matrice modale V , che è ortogonale. Abbiamo alloradiag(λ1, λ2, . . . , λn) = V T AV, ossia A = V diag(λ1, λ2, . . . , λn)V T ,dove diag(λ1, λ2, . . . , λn) è la matrice diagonale degli autovalori di A: chiamiamola per comodità D.Possiamo quindi scrivere

Q(x) = 〈Ax, x〉
= 〈V DV T x, x〉
= 〈DV T x, V T x〉(ponendo V T x = y) = 〈Dy, y〉.83Una f.q. non è altro quindi che una particolare funzione di n variabili a valori reali (o una funzione scalare di variabile vettoriale se sipreferisce). 68



Quest'ultima esprime chiaramente la f.q. rispetto alla base ortonormale formata dagli autovettori di A. Il cambiodi base è particolarmente conveniente, dato che rispetto a tale base ortonormale la matrice della f.q. è diagonale.Si noti che l'equazione vettoriale V T x = y stabilisce una trasformazione lineare invertibile di R
n in sé. L'ultimorisultato è quindi da intendere nel senso che i valori della f.q. Q(x), al variare di x in tutto Rn si ottengono attraversoi valori di 〈Dy, y〉 al variate di y in tutto Rn.Possiamo anche dire che x = 0 se e solo se y = 0, e cioè x 6= 0 se e solo se y 6= 0. Quindi ai �ni del riconoscimentodel segno della f.q., lo studio di 〈Ax, x〉 equivale allo studio di 〈Dy, y〉, che risulta di molto sempli�cato, dato che lamatrice D è diagonale.Risulta infatti

〈Dy, y〉 = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + . . . + λny2

n. 84A questo punto è facile classi�care la f.q. Si può dire che:
• la f.q. è de�nita positiva se e solo se λi > 0 ∀i = 1, . . . , n;
• la f.q. è de�nita negativa se e solo se λi < 0 ∀i = 1, . . . , n;
• la f.q. è semide�nita positiva se e solo se λi = 0 per qualche i e λi > 0 per i rimanenti;
• la f.q. è semide�nita negativa se e solo se λi = 0 per qualche i e λi < 0 per i rimanenti;
• la f.q. è inde�nita se e solo se ci sono autovalori positivi e autovalori negativi.

. Osservazione Dimostriamo ad esempio la prima doppia implicazione (lo studente faccia per esercizio le altre). Se laf.q. è de�nita positiva, signi�ca che 〈Dy, y〉 è strettamente positivo su tutti i vettori y non nulli. Se per assurdo ci fosseun λi ≤ 0, allora avremmo 〈Dui, ui〉 = λi ≤ 0, contro l'ipotesi. Se viceversa tutti gli autovalori sono positivi, allora,preso un y 6= 0, ci sarà almeno una sua componente yi 6= 0; ma allora 〈Dy, y〉 = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + . . .+ λny2

n ≥ λiy
2
i > 0.Vediamo ora alcuni esempi di studio del segno di una f.q. con il metodo degli autovalori.

. Esempio Consideriamo la f.q.
Q(x1, x2) = 9x2

1 + 12x1x2 + 4x2
2.Possiamo scrivere Q(x) = 〈Ax, x〉, dove

A =

(

9 6

6 4

)

.Il calcolo degli autovalori di A porta a trovare λ1 = 0 e λ2 = 13. Quindi la f.q. è semide�nita positiva.Veri�chiamolo in base al segno: abbiamo 9x2
1+12x1x2+4x2

2 = (3x1+2x2)
2, e quindi si ha chiaramente Q(x1, x2) ≥ 0ovunque e Q(x1, x2) = 0 sul sottospazio {α(2,−3) : α ∈ R}.

. Esempio Consideriamo la f.q.
Q(x1, x2, x3) = x2

1 − 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2
2 − 2x2x3 + 2x2

3.Possiamo scrivere Q(x) = 〈Ax, x〉, dove
A =





1 −1 1

−1 2 −1

1 −1 2



 .Il calcolo degli autovalori di A porta a trovare λ1 = 1, λ2 = 2+
√

3 e λ3 = 2−
√

3. Quindi la f.q. è de�nita positiva.Veri�chiamolo in base al segno: si può scrivere infatti
x2

1 − 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2
2 − 2x2x3 + 2x2

3 = (x1 − x2)
2 + (x2 + x3)

2 + x2
3,84Basta pensare che D = diag(λ1, λ2, . . . , λn) è la matrice le cui colonne sono i vettori λ1u1, λ2u2, . . . λnun e quindi

〈diag(λ1, λ2, . . . , λn)y, y〉 = 〈(λ1u1 λ2u2 . . . λnun), y〉

= 〈
X

i

λiu
iyi, y〉

=
X

i

λiyi〈u
i, y〉

=
X

i

λiy
2

i .Si noti anche che gli autovalori non sono necessariamente tutti distinti.69



e si tratta intanto di una quantità sicuramente non negativa. Può essere nulla solo se i tre termini quadratici sonocontemporaneamente nulli, cioè se






x1 − x2 = 0

x2 + x3 = 0

x3 = 0,sistema omogeneo che ha come unica soluzione la soluzione nulla. Pertanto per de�nizione la f.q. è de�nita positiva.
. Esempio Consideriamo la f.q.

Q(x1, x2, x3, x4) = (x1 − x2)
2 + (x3 + x4)

2.Si tratta chiaramente di una f.q. semide�nita positiva, dato che è non negativa e si annulla sul sottospazio
{α(1, 1, 0, 0) + β(0, 0, 1,−1) : α, β ∈ R}.Veri�chiamolo con gli autovalori. La matrice della f.q. è

A =









1 −1 0 0

−1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 1









.Il calcolo degli autovalori di A porta a trovare λ1 = 0 (di molteplicità 2) e λ2 = 2 (di molteplicità 2). Questoconferma che la f.q. è semide�nita positiva.
. Esempio Consideriamo la f.q.

Q(x1, x2, x3, x4) = 2x1x2 + 2x2
2 + 2x2x3 + x2

3 + 2x3x4 + 2x2
4.La matrice della f.q. è

A =









0 1 0 −1

1 2 1 0

0 1 1 1

−1 0 1 2









.Il calcolo degli autovalori di A porta a trovare λ1 = 0, λ2 = 3, λ3 = 1 +
√

3 e λ4 = 1 −
√

3. La f.q. è pertantoinde�nita.
. Esercizio Sia Q(x) = 〈Ax, x〉 e sia λ = 0 autovalore di A. Si dimostri che Q si annulla sull'autospazio associatoall'autovalore nullo.
. Esercizio Sia Q(x) = 〈Ax, x〉. Si dimostri che Q(x) =

∑

i λix
2
i , dove x = (x1, x2, . . . , xn) e λ1, λ2, . . . , λn sono gliautovalori di A.Un altro criterio utile per classi�care una f.q. è quello che prende in esame il segno di alcuni particolari minoridella matrice della forma quadratica. Occorrono intanto un paio di de�nizioni.De�nizione Sia A una matrice simmetrica.

• Si chiamano minori principali di ordine k di A i minori85 che si ottengono considerando sottomatrici formate da
k righe e dalle corrispondenti colonne.

• Si chiamano minori principali di Nord�Ovest (NO) di ordine k di una matrice simmetrica A i minori principaliche si ottengono considerando le prime k righe (e quindi di conseguenza le prime k colonne).Ad esempio, in una matrice A di ordine 4, vi sono;
. 4 minori principali di ordine 186,
. 6 minori principali di ordine 287,
. 4 minori principali di ordine 288,85Ricordo che minore di una matrice A è in generale ogni determinante di una sottomatrice (quadrata) di A. Un minore è di ordine kse la sottomatrice da cui proviene è di ordine k, cioè è una sottomatrice k × k.86Sono gli elementi della diagonale principale di A.87Si ottengono scegliendo in tutti i modi possibili 2 righe su 4 nella matrice: quindi 1a e 2a, 1a e 3a, 1a e 4a, 2a e 3a, 2a e 4a, 3a e 4a.Non c'è libertà di scelta sulle colonne, dato che devono essere quelle corrispondenti alle righe. Come noto il numero di scelte possibili didue elementi in un insieme di 4 è �4

2

�.88Si ottengono scegliendo in tutti i modi possibili 3 righe su 4 nella matrice e quindi 1a, 2a e 3a, 1a, 2a e 4a, 1a, 3a e 4a e 2a, 3a e 4a.70



. 1 minore principale di ordine 489Vi sono invece soltanto 4 minori principali di NO, uno per ogni ordine. Naturalmente i minori principali di NOsono un sottoinsieme dei minori principali.
. Esercizio Quanti sono i minori principali di NO di una matrice di ordine n ? Quanti sono i minori principali ? Ein�ne quanti sono i minori ?Qui di seguito forniamo, senza dimostrazione, le regole per decidere il segno di una forma quadratica in base aiminori principali della sua matrice.

• La f.q. 〈Ax, x〉 è de�nita positiva se e solo se tutti i minori principali di NO di A sono positivi;
• La f.q. 〈Ax, x〉 è de�nita negativa se e solo se tutti i minori principali di NO di A di ordine pari sono positivi etutti i minori principali di NO di A di ordine dispari sono negativi;
• La f.q. 〈Ax, x〉 è semide�nita positiva se e solo se tutti i minori principali di A sono non negativi e detA = 0;
• La f.q. 〈Ax, x〉 è semide�nita negativa se e solo se tutti i minori principali di A di ordine pari sono non negativi,tutti i minori principali di A di ordine dispari sono non positivi e detA = 0;
• la f.q. è inde�nita se e solo se non si veri�ca nessuna delle situazioni precedenti.Vediamo alcuni esempi di studio del segno di una f.q. con i minori principali, riprendendo anche alcuni degli esempigià proposti in precedenza e già studiati con il metodo degli autovalori.

. Esempio Consideriamo la f.q.
Q(x1, x2) = 9x2

1 + 12x1x2 + 4x2
2.La matrice è

A =

(

9 6

6 4

)

.Il determinante è nullo e i minori principali di ordine 1 sono positivi: quindi la f.q. è semide�nita positiva.
. Esempio Consideriamo la f.q.

Q(x1, x2, x3) = x2
1 − 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2

2 − 2x2x3 + 2x2
3.La matrice è

A =





1 −1 1

−1 2 −1

1 −1 2



 .I tre minori principali di NO sono tutti uguali ad 1, quindi la f.q. è de�nita positiva.
. Esempio Consideriamo la f.q.

Q(x1, x2, x3) = −2x2
1 + 4x1x2 − 4x2

2 + 5x2x3 − 2x2
3.La matrice è

A =





−2 2 0

2 −4 5/2

0 5/2 −2



 .I minori principali di ordine 1 sono negativi; i minori principali di ordine 2 sono positivi; il determinante di A (èun minore principale di ordine 3) è però positivo, e quindi la f.q. è inde�nita.
. Esempio Consideriamo la f.q.

Q(x1, x2, x3, x4) = (x1 − x2)
2 + (x3 + x4)

2.La matrice è
A =









1 −1 0 0

−1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 1









.89È evidentemente il determinante di A. 71



Il determinante è nullo e gli altri minori principali sono tutti uguali a 0 oppure a 1. La f.q. è quindi semide�nitapositiva.
. Esempio Consideriamo la f.q.

Q(x1, x2, x3, x4) = 2x1x2 + 2x2
2 + 2x2x3 + x2

3 + 2x3x4 + 2x2
4.La matrice è

A =









0 1 0 −1

1 2 1 0

0 1 1 1

−1 0 1 2









.La f.q. non è de�nita, dato che il primo minore principale di NO è nullo. Il secondo minore principale di NO ènegativo e, essendo di ordine pari, rende la f.q. inde�nita. Come si vede il metodo dei minori può rendere lo studiodel segno molto più veloce del metodo degli autovalori.
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