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1 Topologia di R” e funzioni di pit variabili

1.1 Insiemi in R"

Consideriamo dapprima insiemi di punti su un asse cartesiano. Utilizzando la corrispondenza biunivoca che si puo
stabilire tra i punti di un asse cartesiano e i numeri reali relativi del campo R assoceremo sempre ad ogni punto la
sua ascissa e ad ogni numero reale il punto che puo essere considerato la sua immagine geometrica. Cosi parleremo
indifferentemente di punti e di numeri reali relativi.

Insiemi notevoli in R sono gli intervalli. Dati a, b € R, con a < b, é un intervallo l'insieme

[a,b) ={x €R | a <a <b}.

Altri esempi di intervalli sono, come noto,

(a,b) = {ze€eR]|a<azx<b},
[a,b) = {zeR|a<z<b},
(a,b) = {zeR|a<z<b}

I numeri a e b sono gli estremi dell’intervallo. Se gli estremi sono entrambi compresi nell’intervallo di cui si vuol
parlare si dira che ’'intervallo é chiuso; se invece sono entrambi esclusi si parlera di intervallo aperto.
Un tipo particolare di intervalli sono gli intorni circolari di un punto xo. Sono gli intervalli
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dove § puod essere un qualunque numero reale positivo e viene detto il raggio dell’intorno. Possono essere aperti o
chiusi e hanno come immagine geometrica un segmento del quale il punto di ascissa zy é punto medio.
Se, dati due punti x e y in R, definiamo distanza di = e y il numero reale non negativo

d(l‘,y) = |£C - y|a

allora si ha
(kg — 0,20 +0)={2 €R | d(z,z0) <} ={2€R | |z — zo| < I} :

quindi l'intorno aperto di xg di raggio d é costituito dai punti che distano da zy meno di §.

Avremo occasione di considerare anche intervalli illimitati, che sono insiemi del tipo

y={x€R |z >a},
(a,00) ={x eR | z>a},
(—o0,a]l ={zeR |z <a},
(—o0,a)={z €eR |z <a},

[a, 00

*In questa dispensa sono trattati gli argomenti che fanno parte del programma del corso di Algebra lineare impartito presso la Facolta
di Scienze Statistiche nell’Anno Accademico 2004,/2005.



dove a € R. Essi hanno come immagine geometrica una delle due semirette dell’asse reale che hanno origine nel punto
di ascissa a. Talvolta si scrive anche (—oo, 00), intendendo con questo tutto 'insieme R.

In R sono noti i concetti di punto interno di un insieme, punto esterno, punto di frontiera, punto di accumulazione,
punto isolato. Sono noti inoltre i concetti di insieme aperto e insieme chiuso.

Se nel piano consideriamo due assi cartesiani ortogonali con ’origine nel loro punto comune, possiamo stabilire,
cosi come fatto tra i punti di una retta ed R, una corrispondenza biunivoca tra i punti del piano e ’insieme R2, cioé
il prodotto cartesiano R x R!, cioé I’insieme delle coppie ordinate di numeri reali.

Possiamo chiamare intervallo in R? un sottoinsieme di R? che & prodotto cartesiano di due intervalli di R. Ad
esempio & un intervallo in R? I’insieme

A=la,b] x [c,d] = {(z1,20) ER* |a <21 <b; c< a9 <d}, a,b, c, dER,
ed ha come immagine geometrica un rettangolo con i lati paralleli agli assi.

A
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L’intervallo é aperto se é prodotto cartesiano di due intervalli aperti ed é chiuso se é prodotto cartesiano di due
intervalli chiusi. Le altre possibilitd danno origine ad intervalli che non sono né aperti né chiusi.
A

X2

Possiamo anche qui parlare di intervalli illimitati: sono quelli che sono
prodotto cartesiano di due intervalli, di cui almeno uno illimitato. E
un intervallo illimitato ad esempio 1’insieme

A=10,1] x (0,00) = {(z1,22) € R* | 0 < 2y < 1; x5 > 0}.

1 X1

Altri esempi notevoli di sottoinsiemi di R? sono poi anche gli intorni
circolari di un punto. - N

Fissato un punto P (z9,zY), si dice intorno circolare di P di raggio 0 ¥ xy‘
d > 0 'insieme dei punti del piano che hanno da P distanza (euclidea)
minore di § (o minore o uguale). Essi come ¢ noto riempiono un N
cerchio di centro P e raggio 6. E da notare che gli intorni circolari di
P sono infiniti, tutti contengono il punto P e considerato uno di essi,
di raggio 6, ne esistono infiniti altri di raggio minore tutti contenuti 0 >

. X X
in esso.

Ricordiamo che la distanza euclidea tra P (x1,22) e Q (y1,y2) € data da

d(P,Q) = /(z1 — y1)* + (v2 — y2)%.

Riprendiamo brevemente in R? le nozioni topologiche, gia note in R, di punti interni a un insieme, punti esterni a
un insieme e punti di frontiera per 'insieme, di punto isolato di un insieme e di punto di accumulazione per l'insieme.

Definizione Dato un insieme A C R2, un punto P si dice

! Ricordo che, se A e B sono due insiemi, si definisce prodotto cartesiano di A e B I’insieme A x B delle coppie ordinate (a, b) di elementi
rispettivamente di A e di B.



e interno ad A se P € A ed esiste almeno un suo intorno circolare tutto contenuto in A;
e esterno ad A se esiste almeno un suo intorno circolare tutto costituito da punti non appartenenti ad A;

e di frontiera per A se P non é né interno né esterno ad A. Succedera allora che in qualunque suo intorno circolare
cadono almeno un punto di A e almeno un punto non appartenente ad A;

e isolato se P € A ed esiste almeno un suo intorno circolare che non contiene alcun punto di A eccetto P;

e di accumulazione per A se in qualunque suo intorno circolare cadono infiniti punti di A, indipendentemente dal
fatto che esso appartenga o non appartenga ad A.

E importante inoltre I'ulteriore

Definizione Un insieme A C R? si dice
e aperto se ogni punto di A é interno ad A;

o chiuso se il suo insieme complementare? & aperto.

Osservazioni ed esempi.

> Si puo osservare che un punto isolato é certamente di frontiera, un punto interno € certamente di accumulazione,
un punto esterno non puo essere di accumulazione, un punto isolato di un insieme non puo essere di accumulazione
per quell’insieme, un punto di frontiera pud appartenere o non appartenere all’insieme e pud essere o non essere
di accumulazione per I'insieme.

> L’insieme dei punti interni ad un insieme A viene indicato con intA. Possiamo quindi anche dire che un insieme
A ¢ aperto se A = intA.

> R? ¢ aperto e chiuso nello stesso tempo, da cui () ¢ anch’esso aperto e chiuso.

> Abbiamo gia visto che un intervallo é aperto se e solo se é prodotto cartesiano di due intervalli entrambi aperti
ed ¢é chiuso se e solo se é prodotto cartesiano di due intervalli entrambi chiusi.

Se l'intervallo I & prodotto cartesiano di due intervalli, chiamiamoli I; e I, allora int] = intl; x intls. Si tratta
del rettangolo privato del suo contorno.

> In generale i punti esterni sono quelli che risultano interni al complementare dell’insieme in questione.

> I punti di frontiera di un intervallo sono i punti che stanno sui lati del rettangolo, a prescindere dal fatto che
questi facciano parte oppure no del rettangolo stesso.

> Un intervallo non ha punti isolati. Vediamo tra breve un insieme che ha punti isolati.

> I punti di accumulazione di un intervallo sono tutti i punti che sono interni oppure di frontiera per I'intervallo.
1l loro insieme coincide quindi con l'intervallo chiuso.

Come esempio riassuntivo sugli intervalli, consideriamo I = [0,1) x (—1,1]. L’insieme dei suoi punti interni &
Iinsieme (0,1) x (—1,1)3; I'insieme dei suoi punti di frontiera si puo scrivere come

({0} x [~1, 1]) U ({1} x [~1, 1]) U ([0, 1] x {4}) U ([0, 1] x {1});

I'insieme dei punti di accumulazione per I ¢ l'intervallo I = [0,1] x [-1,1].
Altro esempio. Consideriamo I’insieme

A= ((=1,1) x {0}) U {(0,~D)}U{(O, )}

2 Ricordiamo che, dato in generale un insieme X ed A C X, I’insieme degli elementi di X che non appartengono ad A si dice
complementare di A (rispetto ad X). Nel nostro caso abbiamo A C R? e sottointendiamo che il complementare sia rispetto a tutto R2.

3 Come lo studente attento avra notato, la scrittura (a,b) puo risultare a questo punto ambigua: infatti, senza ulteriori informazioni,
puo indicare un intervallo (quindi un sottoinsieme) di R oppure una coppia di numeri reali, cioé¢ un elemento di R2. Non ¢’é perd ambiguita
nella scrittura dell’insieme dei punti interni di I: infatti, trattandosi di un prodotto cartesiano, come noto questa é un’operazione tra
insiemi e quindi, nel caso in questione, (0,1) e (—1,1) sono da interpretare senz’altro come intervalli di R.

4 Si consideri che anche in questo caso non c’é ambiguita nell’interpretazione della scrittura di tipo (a,b): (—1,1) & certamente un
intervallo di R (vedi nota precedente), mentre (0, —1) e (0, 1) sono invece certamente elementi di R? e la scrittura {(0, —1)} sta ad indicare
quindi I'insieme il cui unico elemento & la coppia (0, —1). Per acquisire dimestichezza con il formalismo, lo studente rifletta sempre con
attenzione su questi aspetti.




L’insieme A (lo studente ¢ invitato a disegnarne una rappresentazione grafica) non ha punti interni (si osservi anche
che I'intervallo (—1, 1) ha punti interni in R); I'insieme A ha due punti isolati, e sono (0, —1) e (0, 1); tutti i punti di A
sono di frontiera per A; sono di frontiera anche gli estremi del segmento, cioé (—1,0) e (1,0); 1 punti di accumulazione
di A sono dati dall’insieme [—1,1] x {0}.

Gli studenti si costruiscano altri esempi in proposito.

Tutto quanto detto per R? pud essere esteso in modo del tutto naturale ﬂx
ad R™, I'insieme delle n-ple ordinate di numeri reali. Da notare che, in tal 3
caso, solo per n = 3 si pud dare ancora una immagine geometrica, che sara —A1

ambientata in quello che si puo indicare come lo spazio a tre dimensioni nel

|
|
senso elementare e intuitivo del termine, attrezzato con una terna di assi f
cartesiani ortogonali. -1 :
Si possono chiamare intervalli in R™ i prodotti cartesiani di n intervalli in P xz'
R. Ad esempio ¢ un intervallo in R3 l'insieme L// JI
--1-M
A=10,1] x (=1,0) x [~1, 1] xl‘//{___ 1
e
Ve
la cui immagine geometrica é un parallelepipedo con le facce parallele ai -

piani coordinati.

Si dirad intorno circolare di raggio ¢ di un punto P € R” l'insieme dei punti di R™ che hanno distanza euclidea da
P minore di 0, ricordando che, se P(z1,...,2,) € Q(y1,...,Yn), la distanza euclidea tra P e @ é data da

d(P,Q) =

L’intorno circolare di un punto P € R? di raggio 0 ¢ rappresentato dalla sfera di raggio § con centro in P.

Si estendono ai sottoinsiemi di R™, in modo del tutto analogo a quanto fatto in R?, tutte le nozioni topologiche.

Come gia in R e in R?, anche in R™ si dice aperto ogni insieme i cui punti siano tutti punti interni. Abbiamo
gia visto che, ad esempio, in R? un rettangolo privato dei lati & un insieme aperto, e cosi pure un cerchio privato
della circonferenza. In R? sono aperti ad esempio un parallelepipedo privato delle facce oppure una sfera privata della
superficie sferica.

Si dird poi chiuso un insieme che sia complementare (rispetto a R™) di un insieme aperto.

Si puo dimostrare che A é chiuso se e solo se contiene tutti i suoi punti di frontiera, e anche se e solo se contiene
tutti i suoi punti di accumulazione.

Un insieme aperto contenente un punto P verra detto intorno di P (pud essere un intorno circolare ma pud non
esserlo).

1.2 Funzioni reali di n variabili reali

E noto che si dice funzione definita in un insieme A qualunque legge di corrispondenza che ad ogni elemento di A associa
in modo unico un altro oggetto di un altro insieme. Per il nostro scopo servono le funzioni definite nei sottoinsiemi A
di R™ che associano ad ogni elemento di A uno ed un solo elemento di R, cioé un numero reale. Per dire che f & una
funzione in tal senso possiamo scrivere

frACR" - R.

Se vogliamo riferirci alla funzione nel suo complesso scriveremo semplicemente f; se invece, posto @ = (21, ..., Zn),
vogliamo indicare il numero reale che é immagine di z attraverso la funzione f, scriveremo f(z).

Si dice campo di esistenza o insieme di definizione della funzione f linsieme C.E.(f) degli = di cui esiste il
corrispondente secondo la legge f.

E immediato che debba essere A C C.E.(f).

Si indica con il simbolo f(A) I'insieme dei corrispondenti degli elementi di A, che talvolta viene chiamato immagine
di A secondo f. In particolare f(C.E.(f)) ¢ immagine dell’intero insieme di definizione della funzione e si dice anche
“codominio” della funzione.

Chiaramente risulta f(A4) C f(C.E.(f)).

> Esempi Con n = 2 sono esempi di funzioni definite in opportuni sottoinsiemi di R? le seguenti funzioni:

1. f(z1,22) = \/2} + 23

icordo che, se r = (1,...,Tn c , S1 dellnisce norma euciidea ai T 11 numero reale non negativo ||r|| = 1 I . atl allora
5 Ricordo ch R™, si defini lidea di x il 1 gati . 22)'/2 Dati all
x,y € R", si pud allora ridefinire d(z,y) = ||z — y||-




log(z1 + 323)
3%

3. f(x1,x2) = max(x1, x2).

2. f(.%'l, $2) =

Quando l'insieme di definizione non & indicato si sottointende che esso sia C.E.(f), cioé il pit ampio sottoinsieme
proprio o improprio di R dotato della proprieta che ogni suo elemento abbia corrispondente secondo la legge f.
Cosi, nei tre esempi proposti, il campo di esistenza della f in 1 ¢ tutto R?, dato che 22 + 23 > 0, per ogni

(SCl,SCQ) S R2.

X2
Il campo di esistenza della f in 2 é I'insieme ‘\\“\\\\ /*‘x1=73x§
C.E.(f) = {(v1,72) € R* | 2y > —3z3} 5
Y X
e si tratta della parte di piano raffigurata a fianco in grigio. i

Il campo di esistenza della f in 3 & ancora tutto R2.

L’insieme delle (n + 1)-uple (x1,...,%n, f(21,...,2,)), con (z1,...,z,) € A costituisce il cosiddetto grafico di f,
ed & naturalmente ambientato in R"*1, Solo con n = 1 oppure n = 2 possiamo rappresentare il grafico di una funzione.
Lo studente ha imparato nel corso di Matematica I ad ottenere il grafico di funzioni f : A C R — R e a rappresentarlo
come sottoinsieme di R?.

Il grafico di una f : A C R? — R ¢ invece un sottoinsieme di R3. Ad esempio, il grafico della funzione f :R? — R
definita da y = 1 + 22 & un piano nello spazio R3.

Esaminiamo ora un concetto che sard utile in seguito, quello di restrizione di una funzione. Prima perd serve
introdurre il concetto di curva in R™. Per non appesantire ’esposizione, consideriamo solo curve in R2.

Chiamiamo curva in R? una funzione continua ~ definita in un intervallo I di R a valori in R?. Pertanto abbiamo

v:1—R?  cony(t) = (n(t),2(t)),

dove 71,72 sono funzioni continue definite nell’intervallo I.
L’immagine della curva, v, cioé il sottoinsieme di R?

{on®.220) : te1},

si chiama anche sostegno della curva 7.

> Esempi
1. La funzione y(t) = (1 +¢,1 —t), con t € [-1,1] & una curva in R?. La sua immagine ¢ un segmento nel piano.
2. La funzione v(t) = (£,t?), con t € [0,1] & una curva in R?. La sua immagine ¢ un arco di parabola.

3. La funzione ~(t) = (cost,sint), con t € [0,27] ¢ una curva in R?. La sua immagine ¢ una circonferenza con
centro nell’origine e raggio 1.9

Data una funzione f : A C R? — R e data una curva v : I — R?, con immagine contenuta in A, chiamiamo
restrizione di f alla curva ~ la funzione f o-.

> Esempi

1. Data la funzione f(x1,x2) = x1 — @2, la sua restrizione alla curva v(t) = (¢,0), con t € R, é una restrizione di f
all’asse z1.7 Si tratta della funzione g(t) = f(¢,0) = t.

La restrizione della stessa funzione alla curva v(t) = (¢,t), con t € R, & una restrizione di f alla retta di equazione
21 = x9. Si tratta della funzione g(t) = f(¢t,t) =0, con t € R.

2. La restrizione della funzione f(z1,22) = 3125 alla curva y(t) = (t,t), con ¢t € (0,00) ¢ la funzione g(t) =
1 2
f(t,t) =1, cont e (0,00).

Una restrizione della stessa funzione alla parabola di equazione x5 = z? si pud ottenere con la funzione g(t) =
f(t,1%) = 352, con t € (0,0).

6 L’'immagine di una curva pud quindi non essere il grafico di una funzione.
7 Non ¢ unica la restrizione di f all’asse z1: ad esempio la funzione g(t) = f(t3,0) = ¢3 é un’altra restrizione di f all’asse x1.



Anche se abbiamo presentato i concetti di curva e di restrizione nel caso bidimensionale, tutto si estende in modo
ovvio al caso n-dimensionale.
A titolo di esempio, una restrizione della funzione

fiR®P =R, con fzy,z0,a3) = e 14277

alla retta passante per il punto (1,1,0) e parallela all’asse x5 si ottiene considerando la restrizione di f alla curva
v:R — R3, con

’7(15) = (L 17t);
si tratta pertanto della funzione

g(t) = F(v(1) = f(1,1,8) = e2,

1.3 Concetti di limite

Prenderemo in considerazione in R™ soltanto il concetto di limite finito ¢ al tendere di z = (x1,...,7,) ad 20 =
(29,...,29) e il concetto di limite oo oppure —oo al tendere di z ad 2°.
0

Sia data una funzione f definita in A C R™ e sia z” un punto di accumulazione per A. Per semplicitd supporremo
che se 2 € A sia punto interno di A4, e se 2° ¢ A sia punto isolato del complementare di A rispetto a R™. 8

Definizione Si dice che f tende al numero reale £ per x tendente ad x°, e si scrive

lim f(z)=2¢,

z—1z0

se per ogni intorno circolare Z di ¢ esiste un intorno circolare di 2° la cui immagine & contenuta in Z, con l’eventuale
eccezione di z° sul quale non si fa alcuna ipotesi. °

Si dice poi che f tende a oo per x tendente a z°, e si scrive

lim f(x) = oo,

r—1z0

se per ogni U = (a,00) esiste un intorno circolare di 2° la cui immagine é tutta contenuta in U, eventualmente
eccettuato z°. 10
Si dice infine che f tende a —oo per = tendente ad z°, e si scrive

lim f(z) = —o0,

r—1z0

se per ogni V = (—o00, a) esiste un intorno circolare di 2° la cui immagine, eventualmente escluso x°, & tutta contenuta
; 11
in V.

> Esempi

1. Consideriamo la funzione f(x1,z2) = 1 + 22, definita in tutto R2. Vogliamo provare che

f(:z:l, $2) = 2.

lim
(z1,22)—(1,1)

Preso un qualunque intorno circolare di 2, indichiamolo con (2 — ¢,2 + €), possiamo trovare le (x1,z2) la cui
immagine é contenuta in tale intorno risolvendo la disequazione

2—e<x1+a2<2+¢, cioé 2—c—x1 <x9<24¢€—1x1,

che porta all'insieme raffigurato qui sotto. Tale insieme contiene certamente un intorno circolare di (1,1), come
rappresentato. Pertanto ¢ provato che il limite in questione é 2.

8 Possiamo anche dire equivalentemente che esiste un intorno circolare Z(z?,4) di 20 tale che Z(2°,6) \ {z°} C A.
9 Quindi, equivalentemente, se per ogni Z(¢,¢) esiste un Z(z?, §) tale che si abbia f(I(zO7 0)\ {zo}) CI(e).

10 Quindi se per ogni (a, o) esiste un Z(x?,d) tale che si abbia f(I(xO,é) \ {xo}) C (a, ).

1 Quindi se per ogni (—oo,b) esiste un Z(x0,§) tale che si abbia f(I(xO,(S) \ {xo}) C (—o0,b).
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2. Consideriamo ora la funzione f(z1,22) = 772, definita in R?\ {(0,0)}'?. Vogliamo provare che

lim f(x1,22) = 00.
(z1,22)—(0,0) ( )
Preso un qualunque U = (a, +00), possiamo trovare le (21, x2) la cui immagine sta in U risolvendo la disequazione
1

——5 > a.
2 2
] + x5

Ora, se a < 0, la disuguaglianza & vera in tutto R? \ {(0,0)}. Se invece a > 0, la disuguaglianza equivale a
1
x% + x% < -,
a
che risulta soddisfatta da tutti i punti del piano la cui distanza dall’origine é minore di \/g, cioé appunto un
intorno circolare dell’origine. Pertanto & provato che il limite in questione é co.

3. Consideriamo infine la funzione f(x1,z2) = zl—}rm, definita in R?, ad eccezione dei punti che stanno sulla retta

di equazione x; + o = 0. Osserviamo che, volendo studiare il limite nell’origine, non siamo nella situazione
ipotizzata nella definizione, dato che lorigine non appartiene al dominio di f, ma nemmeno ¢é punto isolato del
suo complementare. Per rientrare nella prima situazione, estendiamo la funzione f dicendo che sulla retta in
questione la f ha, per definizione, valore nullo.

Vogliamo ora provare che la scrittura

li =
(zl,IZIE»(o,o) f(x1,22) = 00

é falsa. Se consideriamo U = (0, 400), le (1, x2) la cui immagine sta in U sono le soluzioni della disequazione
1
1+ T2
semipiano aperto al di sopra della retta di equazione z; + o = 0. Tale insieme non contiene perd un intorno
circolare dell’origine.

> 0, cioé xr1 + T2 > 0,

Lo studente verifichi che sono ugualmente false possibili scritture con limite finito o con limite —oo, e che quindi
il limite cercato non esiste.

> Osservazione Detto in modo molto impreciso ma che rende bene l'idea, il limite di una funzione di piu variabili &
“piu difficile che esista” rispetto al limite di una funzione di una sola variabile.
A titolo di esempio, si consideri la funzione

19
flx1,22) = o con (x1,x2) # (0,0). (1)
Si puo verificare facilmente che
lim fx1,x2) (2)

(z1,22)—(0,0)
non esiste, sulla base di un risultato (che enunciamo senza dimostrazione) che appare tuttavia molto plausibile.

Se

lim f(x1,22) esiste, finito o infinito,
(z1,22)— (29 ,29)

e se 7y & una curva in R? con (t) = (27, 29), allora

lim (f o 7)(t)"®

t—>t0

12 Ricordo che, se A e B sono due insiemi, col simbolo A\ B si indica I’insieme degli elementi che appartengono ad A e non appartengono
a B.
13 T,a funzione f o~y ¢ definita per tutti i ¢ tali che y(t) appartiene al campo di esistenza di f: quindi potrebbe non essere definita in to.



esiste e coincide col precedente (finito o infinito rispettivamente).
In sintesi: se il limite esiste, deve essere lo stesso lungo una qualunque restrizione.
Tornando alla nostra funzione (1), consideriamo la famiglia di curve

Ym (t) = (t, mt), con m parametro e t € R.
Si tratta di curve che hanno per immagine rette per 'origine, di pendenza m. Dato che ora

mt? m

(S mm)(t) = iy e = T me

il limite evidentemente dipende da m e quindi il limite (2) non puo esistere.

1.4 Continuita di una funzione

Vediamo ora un concetto che collega il comportamento di f in un punto z° col suo comportamento negli intorni di 2°.
E richiesto ora che 2° appartenga all’insieme di definizione A della funzione f.

0

Definizione Si dice che f é continua in x° se z° é punto isolato di A, oppure se, essendo z° di accumulazione per

A, risulta essere

lim f(x) = f(°).

z—1z0

Se poi f é continua in tutti i punti di A si dird brevemente continua in A.

Per le funzioni continue valgono in R”™ tutti i teoremi gid visti in R. A tale proposito ricordiamo che sono di
fondamentale importanza tutti i teoremi che affermano che somme e prodotti di funzioni continue sono funzioni
continue. Anche quozienti di funzioni continue, dove il quoziente esiste, sono funzioni continue. Infine funzioni
composte di funzioni continue sono funzioni continue.

Si potrebbe dimostrare facilmente che, se f : R — R @ una funzione continua (di una variabile) allora anche ogni
funzione g : R — R, con

g(x1,. ., xn) = flx;), 1<i<n

é una funzione continua. Da quanto appena detto segue allora facilmente che tutte le funzioni “elementari” in n
variabili sono continue. Ad esempio sono continue, nei rispettivi campi di esistenza, le funzioni

flay,xe) = Qz%zg + 3z1zg,

g(fL'l,.’L'g,ng) - IOg($1 — o + ,ng)

h(l‘l, To,... 7$n) — e—||(11,127~~~,93n)||2_
Anche la funzione .
f(zlv'r?v"'azn): n )
D1 Ti

dove esiste'?, & continua.
Vale in R™ un teorema che generalizza il fondamentale Teorema di Weierstrass, che lo studente ha visto per funzioni
di una variabile.

Teorema 1 (di Weierstrass) Se f ¢ definita e continua in un sottoinsieme chiuso e limitato (si suole anche dire
compatto) di R™, allora valgono le seguenti proprieta:

1) f ¢ limitata e la sua immagine é un insieme chiuso e limitato;'®
2) f assume quindi il valore massimo assoluto e il valore minimo assoluto.

Se in particolare f é definita e continua in un intervallo chiuso e limitato di R"™, allora
3) 'immagine di f & un intervallo chiuso e limitato;

4) f assume almeno una volta ciascuno dei valori compresi tra il minimo e il massimo assoluti.

In particolare rientra nella quarta proprieta il seguente

Teorema 2 (degli zeri) Se f ¢ continua in un intervallo chiuso e limitato di R™ ed assume in esso valori di segno
opposto, essa assume almeno una volta anche il valore 0.'°

14 Chiaramente la funzione esiste nei punti (z1,2,...,2n) € R™ in cui si ha 327 ; ; # 0.

15 In generale non ¢é detto che I’immagine sia un intervallo; vedi il successivo punto 3.

16 Citiamo a tal proposito il seguente risultato: se f & continua nell’insieme chiuso B, allora f~1(B) & un insieme chiuso. Da questo
segue in particolare che I'insieme {z : f(z) = 0} = f~1({0}) é chiuso e anche {z : f(z) <0} = f~1((—o00,0]) & chiuso.



1.5 Continuita di funzioni definite mediante integrali

Vale la pena di fissare ’attenzione su funzioni di una variabile espresse mediante integrali di funzioni di due variabili.
Per ragioni didattiche anziché usare per le due variabili i simboli z; e 2, useremo x e y.
Sia dunque I = [a,b] un intervallo chiuso e limitato di R e J un intervallo qualunque, sempre di R; siano poi

A=1xJ

e g una funzione continua in A'7. Si consideri, per ogni y € J,

/ab g(x,y)dz.

La scrittura non deve confondere inutilmente lo studente, che conosce per ora solo integrali di funzioni di una
variabile: per ogni y fissato, la funzione g é funzione della sola variabile x, e quindi I'integrale ¢ dello stesso tipo di
quelli gia incontrati nel corso di Matematica I.

E chiaro perd che il valore dell'integrale dipendera a questo punto dal valore di y: detto in altri termini, per ogni
y avremo un ben determinato valore dell’integrale. Questo definisce quindi in J una legge di corrispondenza univoca,
cioé una funzione in J, di variabile y. Ebbene vale il seguente

Teorema 3 Se g é continua in A =1 x J allora

b
JiJ—R  con f(y):/ oz, y) da

¢ continua in J.

Piu generalmente, dette o e 5 due funzioni definite in J e tali che a(y) < B(y), Yy € J, considerato I'insieme

A={(z,y) eR* | aly) <z < Bly), y € J},

si prenda in esame la funzione

B(y)
f(y)=/( : g(z,y) dz.

Teorema 4 Se « e (§ sono continue in J e g é continua in A, allora

B(y)
f(y) =/( : g(z,y)dx

€ continua in J.
> Esempi

1. La scrittura

1
/ eV dx
0

definisce una funzione in tutto R (della variabile y). Con una semplice integrazione & possibile trovare di tale
funzione un’espressione analitica che non faccia uso dell’integrale. Si ha

1 1 1
/ e“tdr = / e’eVdx = ey/ e“dr=eY- [em]é =(e—1)eY.
0 0 0

La funzione f(y) = (e — 1)e¥ é continua in quanto prodotto di funzioni continue. Il teorema enunciato sopra
permetteva di stabilirne la continuitd anche senza conoscerne ’espressione esplicita, ma solo sulla base della
continuitd, in R?, della funzione e**¥.
1
/ e dx
0

definisce una funzione continua in tutto R (della variabile y).!
un’espressione esplicita di tale funzione. Si ha

2. La scrittura

8 Anche in questo caso é possibile trovare

1 Ty 1 1
/ eVdx = [e_] =—(e¥ —1).
0 Y lo Yy

Da notare che I’espressione ottenuta non definisce la funzione anche in y = 0, ma che tale funzione & prolungabile

. e N . . y_
per continuita in y = 0, dato che, come noto, lim,_.¢ © " L—1.

17 g & quindi una funzione definita in un sottoinsieme di R2, quindi una funzione di due variabili.
18 Sj osservi che f(0) = fol dz = 1.



3. La scrittura

1
2
/ e Ydx
0

definisce come prima una funzione continua in tutto R (della variabile y). Questa volta perd non & possibile
trovare, con una semplice integrazione elementare, un’espressione esplicita di tale funzione.

4. Anche la scrittura )
Yy
/ log(x + y) dz, y € [1,00)
Yy
definisce, in base al teorema enunciato sopra, una funzione continua, definita nell’insieme

A={(z,y) eR* |y <z <y ye[loo)}
Lo studente determini un’espressione esplicita della funzione f.

1.6 Derivate parziali

Come lo studente ha visto nel corso di Matematica I, il concetto di derivata di una funzione é basato sul concetto
di rapporto incrementale. Volendo costruire anche per funzioni di n > 1 variabili un rapporto incrementale, cioé un

quoziente di variazioni, ci si imbatte in una difficoltd. A partire da una n-upla 2° = (29,...,2%)! si puo sempre
darle una variazione passando alla n-pla * = (x1,...,x,). Corrispondentemente la funzione subisce la variazione

f(x) — f(2%), che & ovviamente un numero reale. Perd non si pud poi costruire il quoziente tra la variazione della
funzione e la variazione della n-upla di variabili, perché quest’ultima non ¢ un numero.

Ci sono alcuni modi per costruire in questa nuova situazione uno strumento simile alla derivata per funzioni di una
variabile. Uno di questi & 'introduzione delle cosiddette derivate parziali.

Per facilitare la comprensione della definizione riducendo al minimo la pesantezza delle notazioni dovuta al numero
di variabili, presentiamo intanto le derivate parziali di funzioni di due variabili.

Sia allora 2° = (29, 29). Diamo una variazione alla sola variabile 1, considerando, in un intorno di z°, il punto
(x1,29). Costruiamo il rapporto incrementale parziale di f rispetto ad x1

f(.%'1,$g) - f(x?,acg)

1'1756?

Facciamo infine il limite

lim f(xlﬂzg) 7f(x(1)ﬂzg)

0 x1 — 29 '

@1 —af 1= )

Se tale limite esiste finito, lo chiamiamo derivata parziale di f rispetto ad x, nel punto z° e la indichiamo con uno
dei due simboli g—gl(:co) oppure f;l(zo). Diciamo anche che f ¢ derivabile parzialmente rispetto ad x1 nel punto z°.

Analogamente definiamo il
0 0 ,.0

lim [, 22) — f(a7,23)
0 — 290 !
To—Ty i) Ty

se esiste finito, la derivata parziale di f rispetto ad xo nel punto 2° e la indichiamo con 6%%(900) oppure f,_(z°), dicendo

che f ¢ derivabile parzialmente rispetto ad x5 nel punto x°.

Dicendo semplicemente che una funzione f é derivabile in 2° si intende che essa ¢ derivabile parzialmente rispetto

ad z; e rispetto ad z5 in z°.

In tal caso si chiama gradiente di f in zV il vettore delle sue derivate parziali. Si scrive

Vi) = (f1,@°), f1, (7)) -

In generale, per una funzione di n variabili, avremo n possibili derivate parziali. A partire dal punto z° =
(29,...,2%) diamo una variazione ad una sola delle n variabili, diciamo la z;, passando dal valore z¥ al valore z;.
Questa variazione ¢ x; — x¥ ed é un numero, cui corrisponde una variazione della funzione pari a

0 0 0 0 0 0 0,0 0
F@y, oy T, Ty @) = f(X e T T Ty D)
Costruiamo quindi il rapporto incrementale

f(:z:(f,...,$?_1,$i,$?+1,...,302) — f(x?,...,$?_1,$?,x?+1,...,3cg)

19 Supporremo che il punto sia interno al dominio della funzione.
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che viene chiamato rapporto incrementale parziale rispetto ad x;. Si considera poi il

0 0 0 0 0 0 0 ,.0 0
lim f(‘rla' sy Ly 15 Tis Ly gy - - -wrn) - f(‘rla' SRR O P/ R O P --7$n)

Se esso esiste finito, lo si dice derivata parziale di f rispetto a x; nel punto 2°, e si dira che f ¢ derivabile parzialmente
rispetto a x; nel punto z°.
Si usa uno dei simboli

of
8:01-

Se nel punto 2° la funzione f é derivabile parzialmente rispetto a tutte le sue variabili si dird brevemente che ¢é
derivabile nel punto z°.

Se f é una funzione derivabile nel punto z°, il vettore delle n derivate parziali in x
20, Viene indicato col simbolo V f(2°). Pertanto

(z°)  oppure  f (z°).

0 viene detto gradiente di f in

> Esempi

1. Consideriamo la funzione
f(x1,m2) = x1 + €2,

definita in tutto R?. Consideriamo poi il punto z° = (1,0), in cui la funzione vale 2.

Si ha
9 9 — f(=9, 29 0) — f(1,0 1-2
—f(l,O)Z lim f(xlaxQ) fgxlax2) — lim f(‘rla ) f( ) ) — lim L -1
(9:61 11—>z[1) xr1 — :Cl xr1—1 T, — 1 x1—1 T, — 1
Si ha poi
9 0 — 0 29 1 — f(1,0 1+e" -2
_f(170): hm f(x17‘r2) fg‘rlﬂzQ) — hm f( 51"2) f( i ) — hm +e = 1.
a.’L'Q 12—>12 X9 — .’L'2 z9—0 xTo x2—0 o
Quindi f ¢ derivabile nel punto (1,0) e Vf(1,0) = (1,1).
2. Si consideri la funzione
f(w1,20) = max(x1, 12),
definita in tutto R2.
lek
x=1 | vxl =X
Per facilitare la comprensione dei calcoli che seguono, possiamo 1 B \_,}
riscrivere la f come *p¥o) Ixz } —X2= 1
Tr1 Se Iy Z T2 _
= I flx,x)=x
f(z1,22) { Ty 86 Tn > @ | pXp) =X
|
e rappresentiamo quanto scritto nella figura a fianco. w

Consideriamo ora il punto z° = (1, 1), in cui si ha f(z") = 1. Dare una variazione solo ad z1 vuol dire muoversi
lungo una retta passante per 2° e parallela all’asse x; (tale retta ha equazione x5 = 1). Su di essa, nell'intorno
destro di 2, la funzione vale z;, mentre nell’intorno sinistro vale 1. Si ha percio

xr1 — 1

lim = lim 1=1,
r1—1t T1 — 1 r1—1+

1-1
lim = lim 0=0,
x1—1=- T1 — 1 r1—1—

e pertanto questa funzione non ammette derivata parziale rispetto ad x; nel punto (1, 1). Cio é sufficiente perchée
si possa dire che in quel punto non ¢ derivabile.

Lo studente provi a studiare la derivabilita parziale rispetto ad x».
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Si consideri ora il punto z° = (1,0). Facendo variare solo la z1 e percorrendo quindi 'asse z si trova che sia
a destra sia a sinistra, in un intorno sufficientemente piccolo di z°, la funzione vale z; (si veda ancora la figura
sopra). Si ha quindi

1
N7 fim 1=1,
r1—1t T1 — 1 r1—1t
1
im 22— fim 1=1,

x1—1- T1 — 1 r1—1—

e quindi la funzione & derivabile parzialmente rispetto a x; in 2°. Percorrendo invece una parallela all’asse x5 si
trova ancora che tanto a destra quanto a sinistra di 0 in un intorno sufficientemente piccolo la funzione vale 1.
Si ha quindi

1-1

:0,
IQE?(I:H’.TQ_O
1-1

lim =0,

ro—0~ T2 — 0
e quindi la funzione in (1,0) é derivabile parzialmente anche rispetto ad 3 ed & pertanto derivabile. Si ha
Vf(1,0) = (1,0).

> Osservazione  Studiare la derivabilita parziale rispetto ad x; di una funzione f in un punto 2° = (29, 29) equivale

a studiare la derivabilita in ¢ = 0 della restrizione di f alla curva v (¢) = (29 + ¢, 29).

Analogamente studiare la derivabilita parziale rispetto ad xo in 2° = (29, 29) equivale a studiare la derivabilita in
t = 0 della restrizione di f alla curva vo(t) = (29, 29 +t).

Anzi, si puo vedere facilmente che, se c’é derivabilita parziale, allora risulta

of of

o (@) = (f o) (0).

(%) =(fom)'(0) e
Ad esempio, riprendendo la funzione del punto 1 degli esempi precedenti, cio¢ la
f(x1,m2) = 21 +€*2, nel punto 2° = (1,0),
per la derivata parziale rispetto ad x; consideriamo la curva v, (¢) = (1 +¢,0) e la restrizione
FA+1¢0)=2+1.

Tale funzione ¢é derivabile in ¢ = 0 con derivata uguale ad 1.
Per la derivata parziale rispetto ad xo consideriamo invece la curva v2(t) = (1,t) e la restrizione

f(1,t) =1+¢",

che ¢ derivabile in ¢t = 0 con derivata uguale ad 1.
Per la funzione del punto 2, cioé

f(x1,22) = max(xq1,72), nel punto 20 = (1, 1),

si ha invece
1 set <0

f+#1) = max(1+1,1) {1+t set >0

e tale funzione non é derivabile in t = 0. Quindi f non é derivabile parzialmente rispetto ad x;.

Nemmeno rispetto ad x5 ¢’é derivata parziale, dato che la restrizione alla curva (1,14 ¢) coincide con la restrizione
alla curva (1 +¢,1).%0

Ancora un esempio. Per la funzione

f(z1,72) = |x1 + 23], nel punto 2° = (0,0),
I’esame della derivabilita parziale rispetto ad x1 porta a considerare la restrizione
f(t,0) = [t],
che non é derivabile in t = 0. L’esame della derivabilita parziale rispetto ad zs porta invece a considerare la restrizione

f(0,t) = |t?| =12,

20 Si osservi che le funzioni componenti sono diverse, ma la funzione composta é la stessa, cio¢ la funzione, definita su R, da g(t) =
max(1+¢,1).
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che & derivabile in ¢t = 0, con derivata nulla. Pertanto si ha g—mfz(O, 0) = 0, mentre la g—lfl(O, 0) non esiste.

Spendiamo ora due parole sull’interpretazione geometrica delle derivate parziali. Tenendo conto di quanto esposto
nell’ultima osservazione, che cioé le derivate parziali coincidono con le derivate (monodimensionali) lungo opportune
restrizioni, si intuisce facilmente che, se la f ¢ derivabile rispetto ad z; nel punto 2° = (29, 29), allora nel piano di
equazione zo = xJ 2! vi ¢ una (ed una sola) retta tangente al grafico di f (vedi figura sotto a sinistra). La derivata
parziale di f rispetto ad x; ¢ la pendenza (coefficiente angolare) di tale retta, indicata con ry in figura.

Analogamente, se f ¢ derivabile rispetto ad x5 in 2°, allora nel piano di equazione 1 = 29 vi ¢ una (ed una sola)
retta tangente al grafico di f. La derivata parziale di f rispetto ad z2 ¢ la pendenza (coefficiente angolare) di questa

retta, indicata con ry in figura.

Per quanto riguarda il calcolo delle derivate, come avviene per le funzioni di una sola variabile, la definizione (cioé
il limite del rapporto incrementale) si utilizza solamente in casi particolari, come ad esempio le funzioni definite a
tratti, o perché espressamente richiesta.?? Per il calcolo ci sono metodi pitt comodi per procedere, quelli che vengono
comunemente detti regole di derivazione. Si ottengono comode regole di derivazione parziale semplicemente tenendo
conto del fatto che nella derivazione rispetto alla variabile x; tutte le altre variabili sono da mantenersi costanti: quindi
le regole di calcolo sono le consuete regole di derivazione delle funzioni di una sola variabile.??

> Esempi
. . . 2 . N . .
e Volendo la derivata parziale della funzione f(x1,x2) = 23x9e%1%2 rispetto ad z1, bastera ritenere costante xo: si
ottiene
af zlx2 2 IIIZ 2 mlzz 2.3 :61:62
——(x1,x2) = 212" 72 4 x{w0e™1 "2 - x5 = 2x129e1 2 4 xixne™ 72,
6:1:1
Mantenendo costante invece z; si ottiene
af 2 2 2 2
——(21,x2) = xfemlx? + xf:ﬂgez“? - 21T = xfemlm? + 2:1:?:1:361112.
81‘2
e Con la funzione f(x1,x2) = 42, derivando rispetto ad z1 si ha
af 1
—(561, 332) = —.
81‘1 X9
Derivando rispetto ad x5 si ha invece
8f (SC T ) _ 1
5 (T1,T2) = ——.
0xa x5
. . . . . .
e Con la funzione f(x1,22) =In <, derivando rispetto ad z; si ha
af In zo 1 1
L (2, 20) = ) ——
o0x1 1  Inao T
Derivando rispetto ad x5 si ha invece
af ( ) In xZ9 T 1 1
—(T1,29) = . [ —_— = ——
O0xa T In? To T2 ToIn zo

21 Sj tratta di un piano “verticale ” parallelo al piano z1,y e che contiene il punto x0.

22 golitamente per capire se lo studente ha studiato bene anche la teoria.

23 Sarebbe come derivare una funzione di una variabile che dipende anche da alcuni parametri, i quali perd sono da ritenersi costanti al
momento della derivazione.
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e Con la funzione f(x1,x2) = sin(x; cosxz) si ha

of (21, 22) = cos(xq cosxa) cos
Oz, C1T2) = 1 2 2
e
of .
8—z2(x1, x2) = —x1 cos(x1 cOS T2) Sin Z.
e Con la funzione f(x1,x9,23) = \/zl + /22 + /23, si ha
of 1
8—@17%2) = s
1 2\/x1 + /32 + /T3
of 1 1
87(131,332) = -2
2 2\/1‘14’«/5624’% \/1'24>\/E
e
of 1 1 1
~—(z1,22) =

Ozx3 2 /21 + /72 + V/Ea 2/To + /T3 2:/73

0 0

E da mettere in evidenza il fatto che la derivabilita di una funzione nel vettore z° non implica la continuita in z°.

Un esempio in merito ¢ fornito dalla funzione

o (.Tl,l'g) 7"é (an)
T1,%2) = rit+Ty
f( b 2) { 0 (1‘1,1‘2) = (0,0)

Lo studente verifichi che la funzione f ¢ derivabile in 2° = (0,0) con derivate nulle, ma non é continua in 2°.
Un altro esempio pud essere pitt semplicemente la funzione

0 1Ty = 0

f(xl’x2) - { 1 X1X2 75 0.

Le restrizioni agli assi x1 e x5 della funzione f sono funzioni identicamente nulle, quindi la funzione f & derivabile
parzialmente in #° = (0,0) con derivate parziali entrambe nulle. Non c’é¢ perd continuita nel punto z°, dato che il
limite

lim T1,T non esiste.
om0y 772

Infatti ad esempio la restrizione f(¢,0) ha limite 0 per ¢ — 0, mentre la restrizione f(¢,¢) ha limite 1 per ¢t — 0.

II motivo del fatto che la derivabilitd parziale non implichi la continuita®* é facilmente intuibile: I’esistenza delle
derivate parziali riguarda il comportamento della funzione soltanto lungo le direzioni parallele agli assi, mentre la
continuitd in 20 coinvolge tutto un intorno di xz°. Quindi la derivabilita lungo tali direzioni particolari non mi da
sufficienti garanzie sul comportamento della funzione lungo altre possibili direzioni.

1.7 Derivate seconde

Se f: ACR"™ — ReseD élinsieme dei punti di A nei quali f ¢ derivabile, ogni f;. ¢ una funzione definita in D a
valori in R, che associa ad ogni = appartenente a D il numero reale f; (z). Tali funzioni possono quindi a loro volta
essere derivabili parzialmente rispetto alle variabili x4, ..., z,.
Ciascuna f; puo avere dunque n derivate parziali seconde; la derivata parziale seconda di f; rispetto ad z; viene
indicata con i simboli
0% f
aSCia:L'j '

Vi sono dunque nel complesso n? derivate parziali seconde. Vi sono quelle ottenute derivando due volte rispetto
alla stessa variabile, e cioé

1"
foia, oppure

2 2
P T
T Tre s g

nin Oxy 0x2
e quelle ottenute invece derivando rispetto a variabili diverse, e cioé

fr coni,j=1,....,nei#j

TiTj?

24 i ricordi che invece, per funzioni di una variabile, la derivabilita in un punto z° implica la continuita in z°.
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oppure
0*f
8mi8:z:j’

Queste ultime si sogliono chiamare derivate seconde miste.

coni,j=1,...,nei#j.

> Esempi
e La funzione f(x1,72) = 22 + 3 ha derivate parziali prime

of of

—(x1,29) = 22 e —(x1,x2) = 322
8901( 1,22) 1 (9962( 1,T2) 2
e derivate parziali seconde
0% f 0%f 0%f 9?
—(r1,22) =2 , —(x1,22) =0 , ———(x1,22)=0 , T1,T2) = 6.
81%( 1,72) 8x18z2( 1,72) 8z28:c1( 1,72) 8x%( 1,7%2) 2
e La funzione f(x1,22) = £ ha derivate parziali prime
of 1 of 1
——(x1,72) = — e ——(z1,22) = ——
81'1( ! 2) i) 81'2( ! 2) %
e derivate parziali seconde
0? 0? 1 8? 1 0? 2
—J;(zl,zz)io ) 7f($17502):*—2 ) 7f(5017502):*—2 ) —ch(zl,@):%-
ox3 0x10x2 x5 0x20x1 x5 0x5 x5
e La funzione f(x1,x2) = sin(z1 cosxs) ha derivate parziali prime
of of .
——(x1,x2) = cos(x1 cosxa) COS To e ——(x1,x2) = —x1 cos(x1 cos T2) sin xo
6:1:1 8:1:2
e derivate parziali seconde
0% f .
W(:Cl,xg) = cosza(—sin(x cosza)) cos xa,
1
0% f . . .
- (x1,2) = —sin(xycoszs) - (—x1 sinxs) cos k2 + cos(x1 cos z2)(— sin xz),
T10T2
o0 f . . .
- (x1,2) = —sinzgcos(zy cosza) — x1 sinzo(— sin(x; cosxa)) cos 2,
2011
0% f . . .
W(xl’ Xg) = —&yCOSTaco8(X1 COSx2) — 21 sinxe(— sin(xy coszz)) (27 sin xq).
2

Lo studente avra notato che in tutte le funzioni degli esempi proposti le derivate seconde miste sono uguali. Vale

in proposito il seguente importante risultato.

Teorema 5 (di Schwarz) Data la funzione f, definita in A C R™ e derivabile parzialmente due volte nell’aperto

D C A, se le derivate seconde miste f;/, e f; . sono continue in D, esse sono uguali tra loro.

Lo studente vedra nel corso di Matematica 2 come le derivate parziali prime di una funzione possano essere utili
nella ricerca dei punti di massimo e di minimo e come invece le derivate parziali seconde siano importanti per la

convessitd o concavita della funzione.
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2 Spazi vettoriali

Nel seguito un O sul margine destro indica la fine di una dimostrazione.

2.1 Spazi vettoriali

Iniziamo prendendo in considerazione l'insieme i cui elementi sono le n—uple ordinate di numeri reali, dove n & un
numero naturale, con n > 1. Si tratta dell’insieme, che indicherd con R™, definito da

R" = {(z1,@2,..., @) : 3 €R,1<i<n}.

Se (x1,22,...,2y,) & un elemento di R™, lo si chiama anche vettore. I numeri reali z;, per i = 1,2,...,n, si dicono
le componenti del vettore.

Gli elementi di R™, qualora non sia indispensabile fare riferimento alle loro singole componenti, saranno indicati
con lettere minuscole: cosi, scrivendo z € R”, intendero che x = (z1, 2z2,...,2n).

Talvolta nel seguito mi sara utile considerare un certo numero, diciamo k, di vettori, tutti appartenenti ad R™. Li

indichero allora ad esempio con v',v2, ..., v, e metto in guardia lo studente a non confondere le due scritture

(1,29,...,2y) : x; ER e oot 0F s vt e R
La prima si riferisce ad un vettore di n componenti (quindi un elemento di R™), mentre la seconda sta ad indicare k
vettori di R™. ‘
Ovviamente, se ho la necessita di riferirmi alla i—esima componente del j—esimo vettore, usero la scrittura v;.

Nell’insieme R"™ possiamo definire le seguenti due operazioni, che chiamiamo rispettivamente addizione e moltipli-
cazione per gli scalari o pitt semplicemente moltiplicazione scalare.
L’addizione viene definita in questo modo: se = (1,22,...,2,) € ¥y = (Y1,Y2,- -, Yn) sono due elementi di R™,
poniamo
r+y=(@1+yLT2+y2, - Tn+Yn)

e ovviamente la somma dei due vettori é ancora un vettore di R™.
La moltiplicazione per uno scalare, cioé per un numero reale, & definita cosi: se x = (21, 22,...,2,) € un elemento
di R™ e o & un numero reale, allora
ar = (axy, aa, ..., 0Ly) ,

dove ovviamente ax; ¢ il prodotto (in R) dei due numeri reali a e x;, per ogni i =1,2,... n.
Si puo facilmente verificare che le operazioni appena definite hanno le seguenti proprieta.

la. z+y=y+x Vr,y € R™ (proprietd commutativa dell’addizione);

1b. (z4+y)+z=2z+ (y+ 2), Vx,y,z € R" (proprieta associativa dell’addizione);

lc. esiste un vettore (¢ il vettore nullo e si indica con 0) tale che z +0 = z, Vo € R™;

1d. ogni vettore z € R™ ha un opposto (si indica con —z) tale che x + (—z) = 0;

2a. «(fx) = (af)x, Vx € R™ e Va, 8 € R(proprieta associativa della moltiplicazione per gli scalari);

2b. 1z =z, Vx € R™.

3a. a(x+y)=ar+ay, Y,y € R" e Va € R (proprieta distributiva della moltiplicazione scalare
rispetto all’addizione di R™);

3b. (a+ B)r =ax+ Bz, Vr € R" e Va, 8 € R (proprieta distributiva della moltiplicazione scalare
rispetto all’addizione di R);

> Osservazione L’interpretazione geometrica, in R?, dell’addizione tra vettori e della moltiplicazione di un vettore
per uno scalare ¢ illustrata nelle figure qui sotto.

A 'y
X+
Xt Yo =mmmmm - P Y e
—_ | -
Vol Y - / 3 w”"""”;c ””” o
i / ! BN A i (a>0)
| /o | |
[ / | | ! N
Yot e /[x | X o !
| } }
! I ! >
Y1 Xooooxty _Tox
(a<0)
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Diamo ora una definizione generale.

Definizione Si definisce spazio vettoriale su R un insieme V, i cui elementi sono detti wvettori, con le seguenti
proprieta:
1. ¢’¢ in V un’operazione, detta addizione vettoriale, che ad ogni =,y € V associa il vettore z +y € V, in modo che
la. l'addizione vettoriale € commutativa, cioé x +y =y + x, Va,y € V;
1b. TPaddizione vettoriale & associativa, cioé x + (y+ z) = (x + y) + z, Va,y, 2 € R™;
lc.  c¢’@in V un vettore, indicato con 0 e detto origine, tale che x +0 = z, Yz € V;?°
1d. ogni vettore € V ha un opposto, che si indica con —z, tale che z + (—z) = 0;

2. c’¢ in V una seconda operazione, detta moltiplicazione per gli scalari, che ad ogni z € V e ad ogni o € R associa
il vettore ax € V, in modo che
2a. la moltiplicazione per gli scalari é associativa, cioé a(fz) = (af)x, Vo, € Re Vz € V;
2b. lz=2z,Vx eV,
3. inoltre valgono le seguenti proprieta
3a. la moltiplicazione scalare é distributiva rispetto all’addizione vettoriale, cioé
alz+y)=ax+ay, Va e ReVa,y €V,
3b. la moltiplicazione scalare ¢ distributiva rispetto all’addizione in R, cioé
(a+ B = ax + Bz, Va,l € ReVr € V.

> Osservazione  Si osservi che in ogni spazio vettoriale V, se 2z € V, allora 0z = 0: infatti 0z = (0 + 0)z = 0z + Oz
e da questa Desistenza degli opposti porta a 0z = 0. Inoltre a0 = 0, dato che a0 = a(0 + 0) = a0 + a0 e da questa
ancora ’esistenza degli opposti porta a a0 = 0.

Si puo anche provare 'unicita dell’opposto e 'unicita dell’origine.

> Esempi
e Uno spazio vettoriale banale & quello costituito dal solo vettore nullo, cioé {0};

e R ¢ spazio vettoriale su R, se adottiamo quali addizione vettoriale e moltiplicazione per gli scalari le usuali
addizione e moltiplicazione tra numeri reali;

e L’insieme P di tutti i polinomi in una variabile, a coefficienti reali, ¢ uno spazio vettoriale su R, con l’ad-
dizione vettoriale data dall’'usuale addizione tra polinomi e la moltiplicazione per gli scalari data dall’'usuale
moltiplicazione di un polinomio per una costante reale;

e Come gia visto, R™ ¢ spazio vettoriale su R (per ogni n), con le operazioni definite sopra;

e Per ogni numero naturale n > 1, l'insieme P, dei polinomi di grado minore o uguale di n in una variabile, a
coefficienti reali, & uno spazio vettoriale su R;%

e L’insieme della funzioni reali limitate, definite in un intervallo I di R é uno spazio vettoriale su R, se adottiamo
quale addizione vettoriale 'usuale addizione tra funzioni reali e quale moltiplicazione per gli scalari 'usuali
moltiplicazione tra una funzione reale ed una costante. Ricordo che, se f e g sono due funzioni definite il [ e se
«a € R, con funzione somma si intende la funzione

(f+9)(x) = f(x) +g(x), conzel
e con prodotto di f per « si intende la funzione

(af)(z) = af(z), conz el

> Esercizi

1. Sia V uno spazio vettoriale su R, siano z,y € V e sia o € R. Si provi che

e —0=0;

e a0 = 0;

o Oz =0;

e se ax =0, allora o = 0 oppure x = 0 (0 entrambi);
o —x=(—1)x;

o y+(z+(—y) ==

25 Lo studente non confonda a questo punto lo 0 che é vettore origine di V con lo 0 che é il numero reale 0.
26 Intendiamo che tra questi polinomi ci sia anche il polinomio nullo.
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2. Sia P lo spazio vettoriale su R dei polinomi e sia S C P formato dai polinomi x tali che

e 1 ha grado 2;

o 22(0) = z(1);

o x(t)>0se 0<t<1;
o z(t) =x(1—1t), VL.

In quali di questi casi S & spazio vettoriale ?

Le definizioni che seguono sono fondamentali.

Definizione Sia V uno spazio vettoriale su R. Siano dati in V i vettori

vl,v2,...,vk con k>1.

k

Si chiama combinazione lineare, d’ora in avanti c.l., dei vettori v!,v?, ..., v* un qualunque vettore del tipo

1 2 k
a1v + v + L+ agv

dove gli «;, per ogni i = 1,2,...,k, sono numeri reali. Questi numeri reali si dicono i coefficienti della c.l.

Se si esclude lo spazio vettoriale banale {0}, dati in V i vettori v!,v2,...,v¥ con k > 1, di combinazioni lineari

ne esistono infinite. Una di queste & quella che si ottiene scegliendo tutti i coefficienti nulli (cosi facendo ottengo,
indipendentemente da quali siano i vettori dati, il vettore nullo).
Ad esempio, in R3, dati i vettori

1)1:(1,07*1) ) 1)2:(1,*1,0) ; ’03:(05072) ; 1)4:(71,71,1) )

una loro c.l. ¢ il vettore v = (4, —1, —2), in quanto v = v! + 2v? — v*.

2.2 Dipendenza e indipendenza lineare
Definizione Nello spazio vettoriale V, i vettori v',v2,...,v* si dicono linearmente dipendenti, d’ora in avanti L.d.,
se almeno uno di essi si pud scrivere come c.l. dei rimanenti.

Definizione I vettori v!,v2, ..., v"* si dicono linearmente indipendenti, d’ora in avanti 1.i., se nessuno di essi si pud

scrivere come c.l. dei rimanenti.

> Esempio In R? i vettori
o' =1(0,2) , ?*=(1,1) , v*=(-2,0)

sono 1.d. in quanto v3 = v! — 202
In R? i vettori
vt =(1,0,1) , 0*=(0,1,0) , ©*=(0,0,1)

sono Li. Infatti v! non & c.l. degli altri due perché gli altri due hanno nulla la prima componente, v? non é c.l.
degli altri due perché gli altri due hanno nulla la seconda componente, e infine v3 non é c.l. degli altri due perché le
combinazioni non nulle degli altri due non possono avere nulle la prima e la seconda componente.

> Esempio  Nello spazio P dei polinomi, i vettori p', p?, p3, con
prt)=1—t, p*(t)=t(1—t), p*’(t)=1—+¢

sono L.d., poiché p! + p? — p3 = 0.

> Osservazione In generale, se uno dei vettori v',v2,...,v* ¢ il vettore nullo, i vettori sono l.d., in quanto uno di

essi (quello nullo) si pud scrivere come c.l. (a coefficienti nulli) dei rimanenti. Alcuni vettori possono pero essere 1.d.
anche se nessuno di essi ¢ il vettore nullo (come visto nell’esempio).

> Esercizio Se T = {1)1,’02, ey vk} e i vettori di T sono indipendenti, allora ogni sottoinsieme di T" & costituito da
vettori indipendenti.
Invece, se T = {v',v%,...,vF} e i vettori di T sono dipendenti, allora ogni insieme di vettori che contenga T &

costituito da vettori dipendenti.
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Vale il seguente risultato

Teorema 1

i) Nello spazio vettoriale V, i vettori v*,v2,..., v* sono l.d. se e solo se esiste una loro c.l. che & uguale al vettore

nullo e che non ha tutti i coefficienti nulli (cioé ha almeno un coefficiente non nullo).

ii) T vettori v, v2,..., 0" sono Li. se e solo se I'unica loro c.l. uguale al vettore nullo é quella in cui tutti i coefficienti

sono nulli.?®

Dimostrazione  Per quanto riguarda i):
se i vettori v',v2,...,v¥ sono Ld. allora per definizione ce n’¢ uno che si pud scrivere come c.l. degli altri.

Supponiamo (non ¢ restrittivo) che sia

1

v :a202+a3v3+...+o¢kvk.

Si puo scrivere allora
1 2 3 k

v — v’ —azv” — ... —apv =0,
e abbiamo dimostrato la prima implicazione (il primo coefficiente della c.l. ¢ non nullo).
Viceversa, se esiste una c.l. di v, 22, ..., v¥, uguale al vettore nullo e con coefficienti non tutti nulli, allora possiamo
scrivere
1 2 3 kE_
a1V + agv® + agv® + ...+ apvt =0,

e supponiamo che sia ay # 0 (non é restrittivo). Si ottiene allora

=222 3 Sk
aq aq aq

La proposizione i) ¢ quindi dimostrata.

Per quanto riguarda ii):

la dimostrazione si ottiene immediatamente dal punto i). Infatti, se la condizione espressa nell’enunciato non fosse
necessaria, avremmo che esisterebbero c.l. nulle con coefficienti non tutti nulli, e quindi, per la seconda implicazione
del punto i), i vettori sarebbero 1.d.

Viceversa, la condizione é sufficiente perché, se cosi non fosse, sarebbe negata questa volta la validita prima
implicazione della proposizione i). O

All’ultimo teorema si pud dare una versione leggermente piu forte:

k

Teorema 2 Nello spazio vettoriale V, i vettori non nulli v*,v?, ..., v* sono l.d. se e solo se qualche v*, con 2 < i < k,

é c.l. dei precedenti.

k sono 1.d. per de-

Dimostrazione  Anzitutto é chiaro che, se vale la condizione del teorema, i vettori v',v?,..., v
finizione. Viceversa, supponiamo che i vettori siano 1.d. Sia 4 il primo intero tra 2 e k per cui v!',2?%,...,v" sono
l.d. Si osservi che i > 2, dato che i vettori non sono nulli e che, nel caso “peggiore”, i = k. Allora (teorema 1)
a1vt + apv? 4 ... + oyv® = 0 con coefficienti non tutti nulli. Ma possiamo dire che o; # 0, per come é stato definito i,
e quindi
pi= 2L Qi v',  come volevasi dimostrare.
&% &%

> Esempio Lo studente verifichi il teorema precedente in R?, con

vt =(0,1,0), »?=(0,1,1), »>=(1,0,0), »*=(1,1,0), »°=(1,1,1).

Esaminiamo ora un particolare ed importantissimo insieme di vettori di R™. Consideriamo in R™ i vettori

1,2 n
U, U, u

k

27 GScritto formalmente, questo risultato dice che i vettori v, 02, ..., v* sono L.d. se e solo se

Jag,q2,...,0 : oqvl+a202+...+o¢kvk:0eo¢i;ﬁ0per qualche 4, 1 <13 < k.

k

28 Scritto formalmente, questo risultato invece dice che i vettori v!,v2,...,v* sono Li. se e solo se

alvl+a2v2+...+o¢kvk:0 = ar=ax=...=ap=0
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dove il generico vettore u? ha nulle tutte le sue componenti tranne la j—esima, che & uguale ad 1. Possiamo formalizzare

la definizione dicendo che )
Vi, conl<j<n, vl € R"”

. 29

i_ 1 sei=j

’ 0 sei#j.

Faccio notare esplicitamente che in R™ I'insieme in questione é costituito da n elementi.
Ad esempio, in R3, questo insieme é costituito dai vettori

e u

u' =(1,0,0) , »?=(0,1,0) , u®=(0,0,1).

1

Ivettori u!,u?, ..., u" sidicono i vettori fondamentali di R™. Vediamo perché questo insieme di vettori é importante.

> Osservazione  Ogni vettore di R™ si puo scrivere (in modo unico) come combinazione lineare dei vettori fondamentali.
Basta osservare infatti che, considerato un qualunque vettore = (z1, 2, ..., z,) € R", si puo scrivere

$:$1u1+x2u2+...+mnu",

che ¢ una combinazione lineare dei vettori fondamentali. Inoltre si osserva che i coefficienti di tale combinazione lineare
sono le componenti del vettore . Quando scriviamo un vettore come n—upla di componenti, queste componenti sono
quindi i coefficienti della combinazione lineare di vettori fondamentali attraverso la quale si pud esprimere il vettore
stesso.

> Osservazione 1 vettori fondamentali quindi, attraverso loro opportune combinazioni lineari, mi permettono di
ottenere tutti i vettori di R™. Per questo si dice che i vettori fondamentali sono generatori (o un insieme di generatori)
dello spazio R™.

Viene data infatti in generale la seguente

Definizione I vettoriv!,v?,...,v"* si dicono generatori dello spazio vettoriale V se ogni vettore 2 € V si puo scrivere

come c.l. di v',v?,...,v", se cioé esistono dei coefficienti a1, ca, . . ., oy tali che

T = a1vt + asv? —l—...—l—akvk,V:E cV.

2.3 Base e dimensione di uno spazio vettoriale

Segue una definizione fondamentale.
Definizione Una base di uno spazio vettoriale V & un insieme di vettori di V che siano Li. e generatori di V.3°

> Osservazione 1 vettori fondamentali di R™ sono una base di R™. Infatti, oltre ad essere, come gid visto, generatori
di R", é facile dimostrare che sono anche 1.i. Lo studente é invitato a dimostrarlo.

> Esercizio  Si verifichi che in R™ non vi & un’unica base: si costruisca, ad esempio in R?, una base che non sia quella
dei vettori fondamentali.

Definizione In R", la base formata dai vettori fondamentali si chiama la base fondamentale (o base canonica).

Veniamo ora ai risultati fondamentali.

Teorema 3 Se V ¢ uno spazio vettoriale e se {v!,v%,...,v*} & una base di V, allora ogni x € V si puo scrivere in
modo unico come c.l. dei vettori della base.

Dimostrazione  Che ogni « € V si possa scrivere come c.l. dei vettori della base segue dalla definizione di base.
Dimostriamo che cid avviene in modo unico. Abbiamo

:c:alvl—i—agUQ—i—...—i—akvk.

Se supponiamo che sia anche
z = frot + Bov® 4+ ... 4 Brv”,

29 La definizione puo essere data utilizzando la funzione detta § di Kronecker: tale funzione viene indicata con d;5 e vale 1 se i = j e vale
0 se i # j. Pertanto possiamo scrivere uf = dij-

30 La definizione data di c.l. prevede che i vettori di cui si fa una combinazione siano in numero finito. Analogamente, vettori indipendenti
(o dipendenti) sono sempre in numero finito. Anche il concetto qui fornito di base, quindi, presuppone un numero finito di vettori.

Esistono spazi vettoriali che hanno una base formata da infiniti vettori, ma noi non considereremo tale possibilita: pertanto noi parleremo
di basi di spazi vettoriali intendendo che tali basi sono finite, cioé fatte da un numero finito di vettori. Tali spazi si dicono a dimensione
finita e in tutto quello che segue sottointenderemo che gli spazi sono a dimensione finita.
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allora
(ar = B)v" + ...+ (= Be)v* =0.

Ma quindi, per la lineare indipendenza e per il teorema 1, si ha che a; — 3; = 0 per ogni i, 1 < i < k, da cui la tesi.
O

Teorema 4 Se V ¢ uno spazio vettoriale e se {y!, 42, ... ,y™} ¢ un insieme di vettori Li. di V che non ¢ una base
di V, allora possiamo trovare dei vettori {y™*! ... y™*P} tali che {yt,y2,...,y™ y™" L, ..., y™ TP} sono una base di
V. In altre parole, ogni insieme di vettori 1.i. puo essere esteso fino ad ottenere una base.

Dimostrazione ~ Supponiamo che {z!, 22 ... 2"} sia una base di V.>! Consideriamo i vettori

1,2 m 1 2 k
vy,y,....y ,r,r,...,T .

Essi sono l.d. poiché ogni y é c.l. degli . Allora (teorema 2) ce n’é¢ uno che é c.l. dei precedenti e sia z il primo di
questi. Certamente z non ¢ uno degli y (essi sono 1.i.), quindi z & uno degli z, diciamo z = x%. Allora consideriamo

1.2 m 1,2 i—1 i+l k

Yoy y ettt
Essi sono ancora generatori di V, dato lo sono 2!, 22, ..., 2" e dato che 2 ¢ c.l. di y',42,...,y™ o', 22,..., 2"~ . Ma
ora possiamo riapplicare il teorema 2 a questi vettori, fino a quando otteniamo dei vettori generatori di V e Li. (quindi
una base), tra i quali ci sono y!,y?, ..., y™. 0

> Esempio  Come esempio di completamento della base, prendiamo in R3 i vettori
y'=(L11), y*=(11,0),
che sono l.i. Consideriamo allora i 5 vettori
y',y%ut = (1,0,0), w?=(0,1,0), u*®=(0,0,1).

Essi sono generatori di R3. Sono l.d. e, applicando una prima volta il teorema 2, possiamo osservare che u!' non é c.l.
dei primi due (lo si verifichi), ma u? ¢ c.l. dei primi tre, dato che

u? = (0,1,0) = y* —u'.

Quindi “buttiamo via” u? e consideriamo
1,2 ,1,3
y ’y )u )u M
Essi sono ancora generatori di R3. Sono 1.d. e applicando una seconda volta il teorema 2 possiamo osservare che u? é
c.l. dei primi tre, dato che u® = y' — y2. Quindi buttiamo via u3. Rimangono

1,2 1
yL,y,u.

Essi sono generatori di R? e sono li., quindi sono una base di R3.
Ora un teorema fondamentale, che giustifica una definizione altrettanto fondamentale.

Teorema 5 Tutte le basi di uno spazio vettoriale V hanno lo stesso numero di vettori.

Dimostrazione  Siano X = {z',22,... 2"} e Y = {y},y?,...,y™} due insiemi di vettori in V. Supponiamo che i due
insiemi abbiano ciascuno una sola delle due proprieta che caratterizzano una base, e in particolare supponiamo che i
vettori di X siano generatori di V e che i vettori di ) siano 1.i.
Consideriamo i vettori
y™ ot a?
Essi sono generatori di V, dato che lo sono gli z, e sono 1.d., dato che y™ é c.l. degli x. Ragionando come prima, sia
2% il primo che & c.l. dei precedenti. Lo togliamo e quindi aggiungiamo al primo posto ™!, ottenendo

g™ ym et 22 et et
Essi sono ancora generatori di V. Continuando cosi e ottenendo ad ogni passo dei generatori di V, possiamo dire che
gli  non possono finire prima degli y (intendo dire che non ci si puo trovare ad aver tolto tutti gli « ed avere ancora
qualche y da aggiungere) in quanto vorrebbe dire che qualche y & c.l. degli altri y, contro l'ipotesi che gli y sono L.i.
Questo significa che n > m.

31 In realta questo ¢ un punto delicato, dato che, in un generico spazio vettoriale, occorrerebbe prima dimostrare che una base esiste.
Questo infatti si puo fare, anche se qui non approfondiamo questo punto.
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Ma allora, se supponiamo che X' e ) siano entrambi basi di V, cioé che abbiano entrambi le due proprietd di una
base, segue che n > m e nello stesso tempo m > n, cioé che n = m. a

E giustificata ora la seguente definizione

Definizione La dimensione di uno spazio vettoriale V é il numero di elementi delle basi dello spazio. Essa si
indica con dim V.

Come conseguenza dell’ultimo teorema, si ha che

Teorema 6
i) Ogni insieme di n + 1 vettori in uno spazio vettoriale V di dimensione n é formato da vettori 1.d.
ii) Un insieme di n vettori di V & una base di V se e solo se i vettori sono L.i.

iii) Un insieme di n vettori di V & una base di V se e solo se i vettori sono generatori di V.

2.4 Sottospazi

Definizione Un sottoinsieme non vuoto S di uno spazio vettoriale V si dice sottospazio di V se per ogni z,y € S
ogni loro c.l. ax + [y appartiene a S.

> Osservazioni
e Se S ¢é sottospazio di V, allora S contiene 'origine di V. Infatti, se « € S, allora anche x —x =0 € S.
e Se S ¢ sottospazio di V, allora S é a sua volta spazio vettoriale, con le stesse operazioni definite in V.

e Sottospazi molto particolari di uno spazio V sono {0} e tutto V, e sono detti sottospazi banali.

> Esempi Lo studente verifichi che

e In R?, l'insieme S = {(s, 0):s¢€ R} ¢ sottospazio di R?;

In R2, l'insieme S = {(51, 59) 187+ 53 < 1} non & sottospazio di R?;

In R3, I’insieme S = {(31, $2,83) : 81+ S2 + 83 = 0} é sottospazio di R3;

In P, spazio vettoriale dei polinomi, 'insieme S = {p eP:p(0) = 0} ¢ sottospazio di P;

In P linsieme S = {p eP:p(0) = 1} non & sottospazio di P.

Si puo dimostrare facilmente il seguente risultato:
Teorema 7 L’intersezione di una qualunque famiglia di sottospazi di uno spazio V & un sottospazio di V.

Come applicazione di questo risultato, se T' ¢ un qualunque insieme di vettori di V, possiamo considerare la famiglia
di tutti i sottospazi di V che contengono T e farne l'intersezione. Otteniamo, per il teorema 7, un sottospazio di V.
Questo ¢ il piu piccolo sottospazio di V che contiene T, e si chiama il sottospazio generato da T'.

1 2

> Esempio  Consideriamo in R? due vettori 2! e x2. Vogliamo dimostrare che il sottospazio di R? generato da 2!,z

coincide con l'insieme di tutte le c.l. di 2!, z2.

Sia S il sottospazio generato da z!, 22
2

, cioé lintersezione di tutti i sottospazi che contengono !, 22.

2

taj,az € R}, cioé l'insieme di tutte le c.l. di z',22. Intanto possiamo dire che C &

2 2

Sia poi C = {a1x1 + asx

sottospazio di R3, dato che c.l. di c.l. di 2!, 22 sono certamente c.l. di z',z2. Inoltre C contiene z!, 22, dato che
2t =12t + 022 e 22 = 0z + 122

Quindi S C C, dato che S é contenuto in tutti i sottospazi che contengono z', z2.

Ma si ha anche C C S, dato che S, essendo sottospazio che contiene z!, 22, contiene anche le c.l. di 2!, 2. Dunque

S = C, come si voleva dimostrare. a

Il risultato si generalizza ad un qualunque insieme finito di vettori di uno spazio vettoriale. Si ha cioé che, se

x', 22, ..., ¥ sono vettori di uno spazio V, il sottospazio generato da z',z2,..., 2" é formato da tutte e sole le c.l. di

b a2, ak

Possiamo ripetere per un sottospazio la definizione di vettori generatori e di base.
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1

Definizione Se S ¢é sottospazio di uno spazio vettoriale V, si dice che i vettori v!,v%,...,v* generano (o sono

generatori di S) se ogni vettore di S si puo scrivere come c.l. dei vettori v!,v2, ... v*.

Definizione I vettori v!,v2,...,v" sono una base di S se sono Li. e nello stesso tempo sono generatori di S.

Si pud dimostrare, come si intuisce facilmente, che se S ¢ sottospazio di uno spazio vettoriale n-dimensionale V,
allora dimS < n.

Ci si rende conto facilmente che in R? i possibili sottospazi non banali sono tutti e soli gli insiemi la cui rappre-
sentazione nel piano cartesiano & una retta passante per ’origine. Tali sottospazi hanno dimensione 1.

In R? invece i sottospazi non banali sono le rette per I'origine (che hanno dimensione 1) oppure i piani per I’origine
(che hanno dimensione 2).

Pit in generale & naturale chiedersi quale sia la dimensione del sottospazio generato da alcuni vettori v', v?, ..., v*,
e come si possa ottenere una base di tale sottospazio. Si pud dimostrare che un metodo é quello di eliminare via via i
vettori dipendenti. Mi spiego meglio. Se i vettori v',v2,...,v* sono indipendenti, essi sono una base del sottospazio
generato e k é la dimensione. Se invece essi sono dipendenti, significa che almeno uno di essi ¢ combinazione lineare
degli altri. Se ne sceglie uno di questi e lo si elimina dall’insieme e si ripete il procedimento, fino a quando i vettori
rimasti risultano indipendenti.

A titolo di esempio, consideriamo il sottospazio di R? generato dai vettori

ol =(1,1) , v?*=(1,-1) , »*=(0,2) , v*=(2,0).

Possiamo osservare che i vettori sono dipendenti e che, ad esempio, v* = v! +v2. Eliminiamo v* (perché il sottospazio
generato da v!,v%, v3 coincide con quello generato da v!,v?,v3,v?).

I vettori rimasti sono ancora dipendenti in quanto, ad esempio, v3 = v! — v2. Eliminiamo anche v, per lo stesso
motivo di prima. Restano v! e v?, che sono indipendenti. Essi sono una base per il sottospazio in questione (che ¢ tra
laltro tutto R?).

Si intuisce che, in generale, la base trovata con questo procedimento pud non essere unica.

2.5 Prodotto interno

Definisco ora una nuova operazione tra vettori di R™.

Definizione Siano z,y € R"™, con & = (x1,22,...,2Zn) €y = (Y1, Y2, ..., Yn). Si definisce prodotto interno (o prodotto
scalare) di = e y il numero reale

n
(@,y) = 2151 + Tay2 + o+ Tt = Y Tithi -
=1

> Osservazione Il nome prodotto scalare fa riferimento al fatto che il risultato di questa operazione tra vettori ¢ uno
scalare, cioé un numero reale.

Ad esempio, il prodotto interno di = (1,2,3) e y = (—3,2,1) & (x,y) = 4, il prodotto interno di z = (0,—1,1) e
y=(1,1,0) & {(x,y) = —1, il prodotto interno di x = (0,—-1,1) e y = (1,1,1) & (z,y) = 0.

'y
> Osservazione Possiamo dare al prodotto interno di due vettori in
R? (la cosa vale anche in R?®) un’interpretazione geometrica. Siano
x = (x1,22) e y = (y1,y2) due vettori di lunghezza unitaria, cioé tali 4
che 23 + 2% = y? + y2 = 1. Allora si puo scrivere (vedi figura) e snp N
X _sing 1 AN
|
x = (cosa,sina) e y = (cosp,sinf). //; o— ! \\\
/S I \
| |
Quindi il prodotto interno di z e y & / i /B | \]
—] cosa cosf 1 >
cosacos 3+ sinasin 8 = cos(a — ).

Pertanto (z,y) ¢ il coseno dell’angolo che i due vettori formano tra loro.

> Osservazione  Si verifica facilmente che il prodotto interno tra vettori di R™ ha queste proprieta:
1. {z,z) >0,Vz € R" e (x,2) =0 se e solo se x = 0;
2. (z,y)=(y,x), Vo,y € R";
3. {ax+ By, z) =alx,z) + By, 2z), Vo, B €R, Va,y,z € R™.
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Definizione In un generico spazio vettoriale V su R, si chiama prodotto interno una qualunque funzione che associ
alla coppia di vettori x,y un numero reale, che indichiamo con (x,y), con le proprieta

1. {(z,z) >0,Vz eV, e (z,z) =0 se e solo se z = 0;
2. (z,y>:<y,z>,Vz,y€V;
3. {ax+ Py, z) =alz,z)+ By, 2), Vo, B € R, Va,y,z € V.

Se in V & definito un prodotto interno, V si dird spazio vettoriale con prodotto interno.

> Esempio Lo spazio vettoriale delle funzioni continue in un intervallo [a, b] diventa spazio vettoriale con prodotto
interno se definiamo prodotto interno di due funzioni f e g, continue in [a, b], il numero reale (f,g) = f: fg.

> Esercizio Lo studente verifichi, in R™ e nello spazio delle funzioni continue in [a, ], le tre proprieta dei prodotti
interni definiti.

> Esercizio  Col prodotto interno definito in R™ si ha (0,2) = 0 per ogni # € R™. Si dimostri che tale proprieta vale
in un qualunque spazio vettoriale con prodotto interno.

Definizione Si definisce norma euclidea del vettore z € R™ (e si scrive ||z||) il numero reale

2] = v/ (z,x) =

> Osservazione 1l concetto di norma é un concetto molto generale. Una norma in uno spazio vettoriale V su R ¢ in
generale una funzione definita in V a valori in R che abbia le seguenti proprieta:

1. |lz|| >0Vz e Velz|=0seesolose x =0;

2. Jaz|| = |of||z]], Vz € V, Va € R;

3.z +yl <zl + llyll, va,y € V.

> Esercizio Lo studente verifichi tali proprieta sulla norma euclidea in R".

La norma euclidea non & I’unica norma possibile in R™.
Altri esempi di norme (non euclidee) in R™ sono le seguenti, dette rispettivamente norma uno, norma p e norma
infinito:
1/p

n n
Il = lasl o lwlly =Dl >0 ., |2]e = max |z .
=1 =1

1<i<n

Si puo definire una distanza tra gli elementi di R™ con la seguente

Definizione Dati z,y € R", si chiama distanza euclidea tra x e y il numero reale

d(z,y) = [l —y| .

> Osservazione Anche il concetto di distanza, come quello di norma, ¢ pit generale di quanto la definizione precedente
possa far pensare. In generale, in un insieme X 32 si definisce distanza una qualunque funzione § definita in X x X a
valori reali che abbia le seguenti proprieta:

1. d(z,y) >0Vz,y € X e d(x,y) =0 se e solo se x =y;

2. d(x,y) =6(y,x), Vo, y € X;

3. 8lwy) < 8, 2) +6(y, 2), Yy, 2 € X.
> Esercizio  Si determini, in R™, la distanza euclidea, la distanza in norma uno, in norma p e in norma infinito dei
vettori fondamentali.

> Esercizio  Si verifichi che in R™ (ma anche in un qualsiasi insieme X) la funzione

0 sex=y
e ={ |
sex £y
é una distanza.
> Esercizio  Si dimostri che, se  — ||z|| € una norma in uno spazio vettoriale, allora é(x, y) = ||z —y|| & una distanza.

32 Si noti che viene richiesto solo che X sia un insieme, quindi non uno spazio vettoriale. Questo perché le proprieta della distanza non
richiedono nessuna struttura particolare in X. Lo studente é invitato a riconsiderare le proprietd della norma e a constatare che queste
ultime richiedono invece una struttura, quella di spazio vettoriale.
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> Osservazione  Non tutte le distanze si ricavano da una norma nel modo suggerito nell’esercizio precedente. Ad
esempio la distanza 0 — 1 definita sopra non si puo ricavare da una norma. Lo studente cerchi di capire perché.

> Osservazione Data in uno spazio vettoriale una distanza 4, il definire ||z|| = §(x,0) non porta in generale ad una
norma (anche se cosi accade in R™ con la distanza euclidea). Lo studente verifichi che ad esempio con la distanza 0 —1
la funzione x — §(x,0) non ¢ una norma.

In uno spazio V con prodotto interno poniamo ||z|| = /{(x, z). Si pud dimostrare che vale la seguente disuguaglianza
di Cauchy-Schwarz:
[z, )] < llzllllyll, Va,y V.

Dimostrazione  Consideriamo i vettori x + ty con t € R: si ha

0 < (z+ty,z+ty)

= (z,2) + (z,ty) + (ty, z) + (ty, ty)
(z,2) + 2t(x, y) + t*(y, y)
]1? + 2t(z, y) + [|y|1>.

Quest’ultimo & un polinomio di secondo grado in ¢, che risulta non negativo per ogni valore di ¢. Il discriminante
dell’equazione deve allora essere < 0, e quindi

(z,9)* = l=I?lylI*> <0,
da cui
(@) < [|=|Plyll®>, e quindi [(z,y)| < [|lz]|[y]-
O

> Esercizio La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz permette di dimostrare che la funzione ||z| = \/(z,z) definisce,
in uno spazio con prodotto interno, una norma.

Veniamo ora all’importante concetto di ortogonalita tra vettori in uno spazio vettoriale con prodotto interno.

Definizione Due vettori z e y di uno spazio vettoriale V con prodotto interno si dicono ortogonali se il loro prodotto
interno & nullo, cioé se (x,y) = 0.

> Esempi
e In R3 i vettori z = (2,—1,1) e y = (1,1, —1) sono ortogonali.

e Nello spazio vettoriale delle funzioni continue nell’intervallo [—1, 1], con il prodotto interno dato dall’integrale
del prodotto®?, le due funzioni max(x,0) e max(—x,0) sono ortogonali.

> Esercizio  Si dimostri che, se V & spazio vettoriale e v € V, allora 'insieme di tutti i vettori di V ortogonali a v é un
sottospazio di V. Si generalizzi lo stesso risultato ad un qualunque sottoinsieme di V, cioé: se T' C V, allora l'insieme
dei vettori di V ortogonali a tutti gli elementi di 7" é un sottospazio di V.

> Osservazione Il sottospazio dei vettori ortogonali ad un insieme T' (vedi esercizio precedente) si indica solitamente
con T*+. Tale insieme & quindi un sottospazio a prescindere dal fatto che T lo sia. Esso perd acquista particolare
importanza se T' é sottospazio di V. In questo caso T si chiama il complemento ortogonale di T.

Definizione I vettori di un insieme X si dicono ortonormali se, presi z e y in X, si ha che (z,y) =0sez #ye
(z,y) =1sex=y.

> Osservazione Se X = {x',2%,..., 2%}, possiamo dire che i vettori sono ortonormali se si ha

<.Ti,$j> = (Sij34, V’L,j

Sui vettori ortonormali sussistono importanti risultati.

Teorema 8 In uno spazio vettoriale V con prodotto interno, se i vettori z', 2, ..., z"* sono ortonormali, allora essi

sono 1.i.

33 Vedi I’esempio che segue la definizione di prodotto interno.
3411 simbolo ¢ il § di Kronecker.
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Dimostrazione  Siano z',z?, ..., 2" vettori ortonormali. Dimostriamo che sono Li. facendo vedere che I'unica loro
c.l. uguale al vettore nullo & quella che ha i coefficienti tutti nulli (vedi teorema 1).
Presa una generica c.l. ayz! + asz? + ... 4+ apz® = 0, avremo, per ogni 4, con 1 < i < k,

0= (aqa! +aga®+... + ak:ck,zi> =ap(zt, )+ ... + ak<:ck,:ci> = a;(z', 2") = a;.
Si ha quindi a; = 0 per ogni 7, con 1 < ¢ < k. Pertanto tutti i coefficienti devono essere nulli. O

Teorema 9 Sia V spazio vettoriale con prodotto interno. Supponiamo che i vettori 2!, 22, ..., 2* siano ortonormali
e sia v € V. Poniamo per comodita (v, z%) = a;, con 1 < i < k. Allora

LY a2 <|u)? (Disuguaglianza di Bessel).

2. 1 vettore z=v— Zle a;x* & ortogonale a tutti i vettori ', 22, ..., zF.

Dimostrazione  Per quanto riguarda il primo punto,

0 < (z,2)= vfg a;xt, v — E a;T
k k k
(v, E a;z’) E a;z’,v) E a;x’, E a;z")
1=1 1=1 =1 1=1
k
vv—2§ azv:c Jrg g alajz“:cj

=1 j=1
k k

(v,0) =2 af +) af
kz:l 1=1
= (v,v) — Za?.

i—1
Pertanto Zle a? < [lo]|?.

Per quanto riguarda il secondo punto, per ogni 1 < j < k si ha

k k
(z,zj> = <U—Zaixi,xj> = <v,:cj> fZaxzi,:cj} =a; —a; =0.
i=1

i=1

O

> Osservazione La disuguaglianza di Bessel permette di ottenere un’altra dimostrazione della disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz.?®> Eccola: se y = 0, entrambi i membri della disuaguaglianza sono nulli e quindi la disuguaglianza, &
verificata. Se invece y # 0, allora il vettore y/||y|| & ortonormale. Pertanto, per la disuguaglianza di Bessel, possiamo
dire che

(@, y/lly)? < ll=)l?,

da cui si ricava
(@, 9)> < |lz|P|yll> e quindi [(z,y)| < [lz]]lyll

Particolarmente importanti sono gli insiemi di vettori che sono contemporaneamente ortonormali e basi dello spazio
a cui appartengono.

Definizione 1 vettori ', 22, ..., 2" sono una base ortonormale di uno spazio vettoriale V con prodotto interno se

sono una base di V e sono ortonormali.

> Esempio 1 vettori fondamentali di R™ sono una base ortonormale di R™. Non si tratta dell’'unica base ortonormale
di R™, come vedremo piu avanti.

35 Ricordo che la disuguaglianza dice che, dati due vettori z e y, allora

[z, »)| < ll=lllyll-
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Sugli insiemi di vettori ortonormali e sulle basi ortonormali sussistono risultati molto generali. Qui ci limitiamo a
questi che seguono.

Teorema 10 Se z',z2, ..., 2" sono una base ortonormale dello spazio vettoriale V con prodotto interno e se v € V,
allora

k i\ .
1. v= Zi:1<v,:c )t
k V2 _ 2
2. Y (v,ah)® = lvf*.
Dimostrazione  Per quanto visto in precedenza, dal fatto che x!, 22, ..., 2" sono una base segue che v si puo scrivere
in modo unico come c.l. dei vettori di base e sia v = ajzt + asx? + ... + arz®. Ma allora

(v,2") = (a12' + agx® + ... + akxk,zi> =a;, per ogni 1 <i <k.

Per il secondo punto abbiamo

k k k k k
o1 = (00) = (3 asa' 3 ose') = 303 Savaytonsny) = 3
=1 =1 =1 j=1 1=1

2.6 Costruzione di una base ortonormale

Concludiamo con un interessante procedimento che permette, data una qualunque base di R™, di costruire una base
ortonormale. Si tratta del metodo di ortogonalizzazione di Gram—Schmidt. Lo vediamo in generale e poi lo vediamo
applicato ad un esempio.

Sia {vl,v? ,vF} una base di uno spazio vettoriale V con prodotto 1nterno Il metodo di Gram—Schmidt costruisce
una base ortonormale {x',2%,... 2"} con la proprieta che ogni 7 & c.l. di v, v? ... 0.

1 1

PAsso 1. Poniamo z! = v!/||[v}||, e cosi ! ¢ un vettore di norma unitaria.

PAsso 2. Sia z = v? — (v? 2!)zt. Per il teorema 9 z é ortogonale a x!.

Inoltre z ¢ c.l. di v*,v? e non ¢ il vettore nullo (se z fosse 0 v! e v? sarebbero 1.d.).
Poniamo allora 22 = z/||z|.

Quindi a questo punto 2!, 22 sono ortonormali e 22 ¢ c.l. di v!,v2.

Passo 3. Sia z =v® — (03, 2!)z! — (v3,2%)22. Per il teorema 9 z ¢ ortogonale a z', z2.

Ora z & c.l. di v*,v2%,v3 e non ¢ il vettore nullo (se z fosse 0 v!,v? v sarebbero 1.d.).
Poniamo allora 2® = 2/ z||.

Quindi a questo punto ', 22, 2% sono ortonormali e 23 & c.1. di v, v?,v3.

PAsso j. Si pone z = vj — (et — . — (07, 27 7L, Per il teorema 9 z & ortogonale a x', 22, ... 277

Inoltre z ¢ c.l. di v',v2,...,97 e non & il vettore nullo (se z fosse 0 v!,v2,..., v/ sarebbero l.d.).
Poniamo allora 7 = z/||z||
A questo punto ', 22, ..., 27 sono ortonormali e 27 & c.l. di v, v?,... 07,

2

Si continua cosi fino ad avere x!, 22, ..., 2" ortonormali, dove ogni 27 ¢ c.l. di v',v?,..., 7.

> Esempio  Siano
=(,1,1) , +»*=(0,1,1) , +*=(0,0,1).

Si tratta di una base di R3. Procedendo con il metodo di Gram—Schmidt, si ottiene

2 = —(1,1,1
\/—( )
z = 02— (v z1>z1:%(—2,1,1)
2 = z/|lz|| = 2,1,1
[zl = \/—( )
z = 03— (2 2t — (v 2%)2? = %(O,—l, 1)
1
2’ = Z/||Z||:E(07*171)-
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Si verifica facilmente che i vettori = (1,1,1), ==(—2,1,1), \%(0, —1,1) sono ortonormali.

V3 V6

Finiamo con un’interpretazione geometrica, in R?, del metodo di Gram—
Schmidt. Si segua il discorso nella figura a fianco.

Supponiamo che v, v? sia una base. Il primo passo del metodo non fa altro
che normalizzare il primo vettore, quindi 2! & un vettore di norma unitaria
nel sottospazio generato da v!. Il secondo ed ultimo passo trova anzitutto,
nel sottoinsieme dei vettori v? + ax! il vettore z = v? — (v, x1)a!, che &
ortogonale a 2'. Sinoti che I'insieme v2+ax!, al variare di «, é il sottospazio
generato da ! traslato di v2. 1l vettore z é c.l. di v',v? ed & ortogonale a
x%; si ottiene infine 22 normalizzando z.

28




3 Trasformazioni lineari e matrici
In questa sezione i vettori verranno sempre pensati e rappresentati come vettori colonna.

3.1 Trasformazioni lineari

Iniziamo con il concetto di trasformazione lineare, per dare per cosi dire una motivazione all’altro concetto base di
questa dispensa, il concetto di matrice. Consideriamo una funzione f, definita nello spazio vettoriale R™, a valori nello
spazio vettoriale R, Scriviamo naturalmente

f:R® - R™,

Qualora se ne presenti 'opportunita, per distinguere una tale funzione dalle usuali funzioni reali di variabile reale,
cioe dalle funzioni definite in R a valori in R che lo studente ha visto nel corso di Matematica I, si puo dire che, se
m > 1, la funzione ¢ vettoriale (o a valori vettoriali) e, se n > 1, che ¢ di variabile vettoriale. Nella prima parte
del corso di Algebra lineare abbiamo considerato funzioni che rientrano in questa tipologia, con m = 1 (cioé funzioni
f:R®™ — R, con n > 1, quindi funzioni reali di variabile vettoriale®®). Possiamo ovviamente pensare anche a funzioni
vettoriali di variabile reale (f : R — R™, con m > 1).

Particolare importanza per i nostri scopi hanno le seguenti particolari funzioni:

Definizione Se f:R™ — R™, diciamo che f & una trasformazione lineare di R™ in R™ se f ha queste due proprieta:
1. Va,yeR” f(x4+y)=f(x)+ f(y) (proprieta di additivitd);
2. VreR"eVaeR, f(ax) =af(x) (proprietd di omogeneita).

> Osservazione  Si noti che nella definizione di trasformazione lineare si utilizza la struttura (le operazioni) di spazio
vettoriale, sia nel dominio sia nel codominio di f.

> Osservazione Immediata conseguenza della definizione data é che, se f & una trasformazione lineare di R™ in R™

e se v!,v?,...,v" sono vettori di R”, allora per ogni c.l. ayv® + agv? + ... 4+ axv® dei k vettori si ha

flagv! + aov? + ..+ apv®) = o f(0!) + anf (V) + .. 4 an f(0F).

> Esempi

e Consideriamo la funzione f : R? — R? definita da
Z1
201 — x
f Zro = ( ! 2) .
Xro + I3
x3

Verifichiamo che & una trasformazione lineare. Presi due generici elementi © = (z1, 22,23) e y = (Y1, Y2, ¥y3) in
R3, abbiamo

Z1 Y1

T1+ Y1

_ _ 2($1 +y1) - ($2+y2) o 2x1 — 22 + 2y1 — Yo . .

flaty) =f{a2tw | = ( (@2 +y2)+ (x3+ys3) )] \ zo+a3+y2+ys = [z |1 vz | = f@H W)
3+ Y3 x3 Y3

L’additivita & dunque dimostrata. Vediamo ’omogeneita. Preso un € R3 e un numero reale «, abbiamo

Flaz) = f oz:c; _ (204:01 — 04562) — (Qzl — xg) — af(x).

axs + axs To + I3
axrs

Quindi f é una trasformazione lineare, essendo additiva ed omogenea.

e Consideriamo ora la funzione f : R? — R? definita da

/2)-()

Questa non ¢ una trasformazione lineare. Infatti non é additiva. Siano, ad esempio,

() )

36 In quel contesto perd non avevamo ancora parlato di R™ con la struttura di spazio vettoriale.
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Risulta allora

fe=s()-§) e roers)es )~ () (- )

Si vede facilmente che f non & nemmeno omogenea. Si potrebbe dire che f ¢ lineare nella sua prima componente,

ma non nella seconda.
T1
f =21 — 22
€2

¢ una trasformazione lineare di R? in R (lo si verifichi).

f (i;) = T1x2

non ¢ una trasformazione lineare di R? in R (lo si verifichi).

/)

non ¢ una trasformazione lineare di R? in R? (lo si verifichi).

e La funzione
e La funzione

e La funzione

> Esercizio  Si dimostri che, se f ¢é lineare, allora f(0) = 0.

Consideriamo l'insieme £, ,, di tutte le trasformazioni lineari di R™ in R™. Se definiamo la somma di due
trasformazioni lineari e la moltiplicazione di una trasformazione lineare per uno scalare nel modo usuale, e cioé
con

(f+9)(x) = f(z) +g(zx), VrecR"

e con
(af)(x) =af(x), VYreR" VackR,

si puo verificare facilmente (lo si faccia) che le due operazioni hanno tutte le proprieta che servono per rendere £, »,
uno spazio vettoriale su R. D’ora in avanti, la scrittura f € L, ,,, vorra dire che f é una trasformazione lineare di R"
in R™.
Sia f € Ly,m. Si puo pensare che sia
fi(z)
foy={ + |,

fa(x)

dove ciascuna f; & una trasformazione lineare di R™ in R (cioé f; € L1, Vj, 1 < j <m).
Si puo dimostrare facilmente che f ¢ lineare se e solo se tutte le f; sono lineari.
Quindi, ad esempio per dimostrare che
f il o 2:61 — T2
27 2+ T3

T3

¢ lineare si potrebbe dimostrare che le sue singole componenti lo sono, e cioé che sono lineari le funzioni (a valori reali)

Z1 Z1
filz2 | =221 — 29 e folze | =22+ 3.
x3 x3

Parliamo ora della rappresentazione di una trasformazione lineare.
Cominciamo con un caso particolare e sia f € £, 1. Se, dato x € R", scriviamo x = zu! + zou? + ... + z,u",

dove u', u?,...,u" sono i vettori della base canonica di R”, la linearita di f permette di scrivere

f(z) = f(fclul +zou? ...+ rpu") = xlf(ul) =+ fo(uQ) +.otan fu").

Se poniamo a = (f(ul), f(u?),..., f(u™)), allora f(z) = (a,z).
Il vettore a ¢é sufficiente per rappresentare la trasformazione f.3”

37 T pero doveroso precisare fin d’ora che la rappresentazione ¢ data da a se esprimo x rispetto alla base canonica.
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A questo punto € chiaro che & possibile rappresentare una qualunque trasformazione lineare f attraverso una sorta
di “tabella” bastera rappresentare ogni componente di f con un vettore (riga) come appena visto ed accostare tali
vettori riga uno sull’altro.

Consideriamo ad esempio la trasformazione lineare f : R3 — R2, gii esaminata in precedenza, definita da

T
f@) = f | =(m”xﬁ.

1'2+£L'3

Se rappresentiamo le due componenti del vettore f(z) rispettivamente con i vettori riga
2 -1 0 e (0 1 1),

e accostiamo poi verticalmente questi due otteniamo

2 -1 0
0o 1 1/)°

Questa si chiama matrice. Possiamo scrivere il vettore f(x) come prodotto tra la matrice suddetta e il vettore x,

cioé scrivere
f il o 2.%'1—.%'2 . 2 -1 0 il
) " \ae4a23) Lo 1 1 2]
x3

T3

se pensiamo che tale prodotto matricexvettore avvenga calcolando i prodotti interni delle righe della matrice per il
vettore colonna .
Saremmo pervenuti allo stesso risultato ragionando anche cosi: la linearita di f, come prima, porta a dire che

Z1

Fa) =1 2 | = Flort 4o b i) = o f0) 4 (02) +aaf0) =1 () 02 (1) a (9).

zs3

Quello che abbiamo ottenuto ¢ una c.l. dei vettori f(ul), f(u?), f(u?), che sono le immagini dei vettori fondamentali
di R? attraverso la trasformazione f.

Pertanto la f puo essere rappresentata da questi soli vettori, questa volta disposti in colonna. Se li affianchiamo
in una tabella, otteniamo la stessa matrice di prima.

Quindi la scrittura
2 -1 0 (™
o 1 1)\
z3

é un modo di rappresentare un vettore, che si pud vedere ottenuto come prodotto tra una matrice ed un vettore
facendo i prodotti interni delle righe della matrice per le colonne del vettore, oppure ottenuto come c.l. delle colonne
della matrice con coefficienti dati dalle componenti del vettore.

In generale allora, se f € L,, ,,, dalla linearita segue che

flx) = fleru + zou® + .. 4 zpu”) = 21 f(ul) + 22 f (W?) + ..+ 2, f(u") = Az,

intendendo che A é la matrice ottenuta disponendo in colonna le immagini dei vettori fondamentali del dominio di f
(cioé R™) e che Az rappresenta una c.l. delle colone di A con coefficienti nel vettore z.
La matrice A si chiama matrice di rappresentazione della trasformazione lineare f.

> Osservazione Si noti anche che viceversa, data una generica matrice A di m righe ed n colonne, se diamo alla
scrittura Az il significato appena detto, e cioé

Az = 110t + 200 + ... + Tpa”,

dove gli a/ sono le colonne della matrice A, allora la scrittura f(z) = Az, per ogni x € R definisce una funzione di
R™ in R™. Tale funzione é una trasformazione lineare.?® Pertanto possiamo dire che c’é¢ una corrispondenza biunivoca

38 Tnfatti

(per definizione di f) f(z+y) = A(z+vy)
(x1+y1)a' + ...+ (Tn + yn)a®
(prop. distributiva della molt. scalare in R™) = zi1a' +y1at + ...+ zpa”™ + yna®

(per definizione di Ax)
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tra I'insieme L,, ,,, delle trasformazioni lineari di R"™ in R™ e le matrici di m righe ed n colonne. Questo risultato viene
talvolta indicato come teorema di rappresentazione delle trasformazioni lineari.

> Osservazione  Sinoti che, non appena c’é I'esigenza di dare alla trasformazione lineare una qualche rappresentazione,
occorre scrivere i vettori rispetto ad una qualche base dei rispettivi spazi vettoriali. In quanto fatto finora si é
implicitamente inteso che tale rappresentazione sia rispetto alle basi fondamentali (di R™ e di R™). Quindi, anche se la
trasformazione non dipende dal sistema di riferimento, in quanto stabilisce una corrispondenza tra vettori di due spazi,
la matrice che rappresenta la trasformazione dipende dalla base che utilizzo. Possiamo dire che ogni trasformazione
lineare puod essere rappresentata da molte matrici, a seconda della base, e che una matrice pud rappresentare molte
trasformazioni lineari, sempre a seconda della base che scelgo. Vedremo piti avanti come si modifica la matrice di
rappresentazione al variare della base dello spazio.

> Osservazione Se f € Ly, m,, allora la sua matrice di rappresentazione ha n colonne (come la dimensione di R™) ed
m righe (come la dimensione di R™).

> Osservazione La definizione di matrice di rappresentazione di una trasformazione lineare f € L, ,, assume im-
plicitamente che, sia in R™, sia in R™, i vettori vengano scritti rispetto alla base fondamentale. Vedremo piu avanti
come ottenere la matrice di rappresentazione rispetto ad altre basi. Per il momento quindi, parlando di matrice di
rappresentazione, sottointendiamo che sia rispetto alle basi fondamentali.

3.2 Matrici

Per noi, quindi, una matrice non € che un modo per rappresentare una trasformazione lineare.

Solitamente le matrici si indicano con lettere maiuscole. Come gia osservato, la matrice che rappresenta una
f € Ly, ha m righe ed n colonne: diremo che é una matrice m x n.

Indicheremo con M,,,, I'insieme di tutte le matrici m xn, cioé delle matrici di rappresentazione delle trasformazioni
lineari dello spazio Ly, .

Possiamo vedere un vettore riga come una matrice 1 X n, cioé come la rappresentazione di una f € £, 1; possiamo
vedere un vettore colonna come una matrice m x 1, e quindi come la rappresentazione di una f € Ly .

In alcuni casi potra essere utile vedere in una matrice solo ’aspetto generale di rappresentazione di una trasfor-
mazione lineare, in altri sard utile vedere aspetti piti particolari, come ad esempio i singoli elementi della matrice.
Chiameremo elemento di posto (i,j) il numero che si trova nella riga i e colonna j della matrice. Se la matrice viene
indicata con A, é consuetudine indicare con a;; il suo elemento di posto (4, j).

La matrice di rappresentazione della trasformazione nulla é la matrice nulla e tutti i suoi elementi sono nulli.

Se A é la matrice di rappresentazione della trasformazione f, allora la matrice che rappresenta —f si indica con
—A e si chiama l'opposta di A: il suo elemento di posto (4,5) & opposto del corrispondente elemento di A.

Una matrice si dice quadrata se rappresenta una trasformazione f € £,, . In una matrice quadrata il numero delle
righe é uguale al numero delle colonne. Questo numero é detto ’ordine della matrice quadrata. Quindi, dicendo ad
esempio che A é una matrice quadrata di ordine 3, si intende che A é una matrice 3 x 3, che rappresenta cioé una
trasformazione lineare f : R? — R3.

In una matrice quadrata gli elementi di posto (i, 5), con i = j, formano la diagonale principale della matrice.

Definizione Se A € M,,,, si chiama matrice trasposta di A, e si indica con AT, la matrice di n righe ed m colonne
il cui elemento di posto (¢, 7) & a;;.

> Osservazione  Si pud anche dire che AT ¢ la matrice che si ottiene da A scambiando le righe con le colonne. Non
si tratta, come forse si potrebbe pensare, della matrice che rappresenta la trasformazione inversa.

Definizione Una matrice quadrata A si dice simmetrica se AT = A, e quindi se a;; = aj;, per ogni i, j.

> Esempio E’ simmetrica la matrice

(per definizione di Az) = Az + Ay

(per definizione di f) f(z)+ f(y)-

Cosl & dimostrata ’additivita di f.
Analogamente (lo studente rifletta su quali proprietd vengono utlizzate per ottenere i passaggi indicati)

flaz) = A(az) = (ax1)a’ + ... + (axn)a™ = a(ziat) + . .. + a(zna™) = aAx,

e questo prova ’omogeneita.
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Definizione Una matrice quadrata A é diagonale se risulta a;; = 0 per ogni %, j, con i # j.

Quindi una matrice & diagonale se sono nulli gli elementi che non stanno sulla diagonale principale. Faccio osservare
che nella definizione non si fa riferimento agli elementi che stanno sulla diagonale principale, i quali possono essere
nulli oppure no.

Una matrice quadrata A é triangolare superiore se risulta a;; = 0 per ogni ¢, j, con ¢ > j. Significa quindi che sono
nulli gli elementi che stanno “al di sotto” della diagonale principale.

Una matrice quadrata A é invece triangolare inferiore se risulta a;; = 0 per ogni 4, j, con ¢ < j. Significa quindi
che sono nulli gli elementi stanno “al di sopra” della diagonale principale.

Risulta chiaro dalle definizioni che una matrice diagonale é anche triangolare superiore e triangolare inferiore.

> Esempio  Delle seguenti tre matrici quadrate, la prima é diagonale, la seconda é triangolare superiore, la terza é
triangolare inferiore:

11 -1 0 10 0 0
-1 0 0
A 0 0 0 ’ B 01 -1 1 ’ - 01 00
0 0 1 00 1 1 1 01 0
00 0 O 0 0 0O

Un particolare ed importante esempio di matrice diagonale é la matrice di rappresentazione della trasformazione
lineare identita da R™ ad R", cioé la funzione 1, (z) = z, per ogni € R™. Dato che

1n(z) = zut + xou® + .+ zpu”,

le colonne della sua matrice di rappresentazione sono i vettori fondamentali. Quindi questa matrice ha 1 sulla diagonale
principale e 0 fuori di questa. Tale matrice si chiama ovviamente matrice identita e si indica di solito con 1 (oppure
I) (o con 1,, (I,) se si vuole precisare che si tratta dell’identita in R™).

E naturale a questo punto definire nell’insieme delle matrici alcune operazioni.

Le prime due sono immediate, perché derivano direttamente dalle operazioni definite sulle trasformazioni lineari,
di cui le matrici sono rappresentazioni.

Nell’insieme M,,,,, se A, B rappresentano rispettivamente due trasformazioni f,g € £, ,,, la matrice che rappre-
senta f+ g deve necessariamente essere quella che si ottiene da 4, B sommando gli elementi di posto corrispondente.?
Tale matrice verra indicata con A + B.

Analogamente, se A rappresenta la trasformazione f e a € R, la matrice che rappresenta la trasformazione af deve
necessariamente essere quella che si ottiene da A moltiplicando tutti i suoi elementi per «. Si indica naturalmente con
aA.

Abbiamo quindi definito nell’insieme M,,,, una addizione tra matrici e una moltiplicazione di una matrice per uno
scalare. Non é difficile intuire che con queste operazioni 'insieme M,,,, acquista la struttura di spazio vettoriale su
R.4% Lo 0 dello spazio M, é chiaramente la matrice nulla m x n.

> Esercizio Dimostrare che la somma di matrici diagonali € una matrice diagonale, che la somma di matrici triangolari
superiori é una matrice triangolare superiore e che la somma di matrici triangolari inferiori ¢ una matrice triangolare
inferiore.

A questo punto ci si aspetta un prodotto tra matrici e la prima cosa che viene in mente & la matrice che rappresenta
il prodotto delle due trasformazioni. Possiamo per esercizio seguire questa strada, che perd non si rivela la pin
interessante.

Definire il prodotto di due trasformazioni lineari non é cosi immediato come il prodotto di due funzioni reali di
variabile reale. Infatti, scrivendo

(fo)(z) = f(z) - g(z)
occorre specificare che cosa intendiamo a secondo membro, dato che si tratta in generale di vettori. L’unico prodotto
che abbiamo visto in questo ambito é il prodotto interno, quindi possiamo definire

(f9)(@) = {f(x), g(x))-

La funzione fg é ovviamente una funzione di R™ in R. Il problema ¢ che non é una trasformazione lineare. Infatti
si ha

(f9)(az) = (f(az),g(ax)) = (af(z),ag(2)) = a*(f(2), g(z)) = a*(fg)(2).

39 Se indichiamo con a? e b7 le colonne di A e B, allora f(z) = Az = pOY zja’ e g(z) = Bx = > z;b7. Quindi

(f+9)(x) = f(x) + g(x) = Ax + Bz = Za:jaj +ijbj = ij(aj + 7).

j=1 j=1 j=1

40 Sj intuisce anche che che gli spazi vettoriali Mmn € Ln,m hanno “forti somiglianze” e che entrambi hanno forti somiglianze con R™",
cioé lo spazio euclideo di dimensione mn.
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La via da seguire é un’altra, quella di pensare al prodotto di due trasformazioni in termini di composizione delle
due.

Ricordo intanto che, se f,g € L, m, allora non si puo in generale parlare di funzione composta fog (0 go f) a
meno che non sia m = n.*!

II caso pit generale ¢ quindi il seguente: sia f € £, € g € Ly, . Allora esiste certamente la funzione composta
go f:R™ — RP. Vale il seguente risultato:

Teorema 1 Se feLy,megeLyy, alloragofeLl,,.

Dimostrazione  Occorre dimostrare ’additivita e I’omogeneita della funzione composta. Si ha

(goN@+y)=g(f(x+y))=g(f(x)+ fy) =9(f(2)) +9(f(y) = (g° @)+ (g° )(y)

(90 f)lax) = g(f(ax)) = g(af(z)) = ag(f(z)) = alg o f)(z).
Quindi la linearita ¢ dimostrata. a

Vediamo ora come si ottiene la matrice di rappresentazione della trasformazione composta.
Siano dunque f € L, ,, e g € Ly, € siano A e B le rispettive matrici di rappresentazione, quindi abbiamo
f(x) = Az, con x € R" e g(y) = By, con y € R™. 42 Siano poi

a’ le colonne di A, e quindi @/ = f(u/), con j=1,...,n

b® le colonne di B, coni=1,...,m.

Sia ora C la matrice di rappresentazione della trasformazione composta g o f, e siano ¢’ le sue colonne, con
j=1,...,n. Siha

(9o f)(u’) = g(f(u’)) = g(a’) = Ba’
(cioé una c.l. delle colonne di B con coefficienti in a’)
blal +b%al + ...+ b™al,.

&

La matrice C si indica con BA e si chiama prodotto righe per colonne delle matrici B e A.

> Osservazione L’elemento di posto (i,j) della matrice C = BA si ottiene ovviamente considerando l’i-esima
componente del vettore ¢/, e cioé ‘ ‘ ‘ ‘
c) =cij =bra] +bial +...+b"al,.

Se, come consueto, anziché scrivere 'indice di colonna ad esponente lo scriviamo a fianco dell’indice di riga (come
indicato per ’elemento della matrice C), riferendoci agli elementi delle matrici, si ottiene

birai; + bipasj + ... 4 bimam;

m
= E bikak;
k=1

= (i-esima riga di B, j-esima colonna di A).

Cij

Pertanto possiamo dire a conclusione che la matrice prodotto righe per colonne di due matrici date & la matrice
che ha come elemento di posto (i,5) il prodotto interno della i-esima riga della prima per la j-esima colonna della

seconda.
1
=(1, %) 1
1 -1

0
01 -1 0 2
as - ( o )=(53)
1 2 0 1 -1 3 2

Seguono ora alcune osservazioni.

> Esempio  Siano

o®
oy
Il

Risulta

41 §j ricordi che (f o g)(x) significa f(g(z)) e che quindi occorre che g(x) appartenga al dominio di f.
42Ricordo che questo significa che f(z) é c.l. delle colonne di A con coefficienti in = e che g(y) ¢ c.l. delle colonne di B con coefficienti
in y.
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> Osservazioni

e Date due matrici A e B, per poter effettuare il prodotto righe per colonne & necessario e sufficiente che il numero
di colonne di A sia uguale al numero di righe di B.

e Il prodotto righe per colonne AB (quando si puo fare) ¢ una matrice che ha tante righe quante ne ha A e tante
colonne quante ne ha B (si dia una motivazione a questa regola pensando al significato delle due matrici).

e Il prodotto tra matrici ha come caso particolare il prodotto di una matrice per un vettore, o di un vettore per
una matrice, o anche di un vettore per un vettore.

1
01 -1
A:( ) e z=|2
1 2 ’
0 3

-1
Ax = A3
5
e Un caso particolare in cui il prodotto tra due matrici si puo fare ¢ quando le matrici sono quadrate (ovviamente
devono essere anche dello stesso ordine). Questo perché la composizione di due trasformazioni lineari di uno

spazio in sé ovviamente ¢ sempre possibile. Si verifica facilmente su qualche esempio che in questo caso il prodotto
non & commutativo. Quindi, se A e B sono matrici quadrate, puo succedere che AB sia diverso da BA.

(1) e(0y)
(L)1)
me(V)(51)-(11)

Nel prodotto tra matrici occorre dunque fare attenzione all’ordine in cui si effettua 'operazione: quindi molti-
plicare A a destra per B non equivale in genere a moltiplicare A a sinistra per B.4*

Ad esempio, se

possiamo scrivere

Consideriamo il seguente esempio:

Risulta

mentre

e Non vale, nel prodotto tra matrici, la legge di annullamento del prodotto, alla quale siamo abituati in R.

Puo cioé succedere che il prodotto di due matrici non nulle sia la matrice nulla.

1 -1 1 1
A= B= .
(43) o oe-(ih)
e Nell’insieme delle matrici quadrate nxn la matrice identita 1,, ¢ elemento neutro del prodotto. E facile dimostrare
infatti che si ha Al,, =1, A = A, qualunque sia la matrice A € M,,,.

Ad esempio, questo succede con

> Esercizio  Si dimostri che il prodotto di due matrici diagonali ¢ una matrice diagonale, che il prodotto di matrici
triangolari superiori &€ una matrice triangolare superiore e che il prodotto di matrici triangolari inferiori ¢ una matrice
triangolare inferiore. Il prodotto tra matrici diagonali & commutativo ? E il prodotto tra matrici triangolari ?

> Esempio  La non commutativita del prodotto tra matrici non é che la conseguenza della non commutativita della
composizione di trasformazioni lineari. Questo significa ad esempio che se noi operiamo due rotazioni dello spazio
R? in sé, la trasformazione risultante dipende dall’ordine con cui operiamo le due trasformazioni. Verifichiamo per
esercizio il tutto su di un esempio particolare.

Consideriamo la trasformazione lineare f nello spazio tridimensionale (vedi figura sotto) che mantiene fisso 1’asse
x1 e fa ruotare in senso antiorario gli assi x5 e x3 di un angolo di 7/2.* Consideriamo poi la trasformazione g che
mantiene fisso 1’asse xo e fa ruotare in senso antiorario gli assi z1 e z3 di un angolo di 7/2.

43 Quindi la scrittura Az, utilizzata gia da un po’ per indicare una c.l. delle colonne di A con coefficienti in z, non ¢ altro che un prodotto
righe per colonne di due matrici, delle quali la seconda é un vettore colonna.

44 Naturalmente, in base a quanto detto prima, puo succedere che sia possibile moltiplicare A a destra per B ma non a sinistra.

45 Gji rifletta sul fatto che tale traformazione lineare é univocamente individuata da queste condizioni.
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Indicando come sempre con u',u?, u3 i vettori fondamentali di R3, possiamo dire che le due trasformazioni sono
univocamente individuate dalle seguenti condizioni:

n o 1
f (u2> . 10 0
f?) = da cui la matrice di rappresentazioneé A= 0 0 -1
f@’) = —u? 01 0
n .3
g(w’) = da cui la matrice di rappresentazione ¢ B = 0 1 0
gw®) = u! -1 0 0
Costruiamo ora le trasformazioni composte: con f o g si ha
(Foa)u) = Flo(w) = f(—u®) =’ -
(fog)w®) = [flg(u?)) = f(u?) =0’ con matrice AB= | 1 0 0
(fog)w®) = flg(u?) = flu') =u' 10
Con g o f invece si ha
(go ) = g(f(u")=g(u')=—u’ 0 1 0
(go NW?) = g(f(u?)=g(u’) =u' con matrice BA = 0 0 -1
(go W’ = g(f(u’)) = g(~u*) = —u’ ~1.0 0

Lo studente verifichi che le matrici prodotto sono quelle che si ottengono eseguendo il prodotto righe per colonne.

3.3 Immagine e nucleo di una trasformazione lineare

Sia f € Ly m-
Definizione Definiamo immagine di f I'insieme
Im f = {f(z) : x € R"}.1
Definiamo inoltre nucleo di f ’'insieme

Ker f = {z e R": f(z) = 0}.

> Osservazione  Ovviamente risulta Im f C R™ e Ker f C R" e il vettore nullo che compare nella definizione di Ker f
¢ il vettore nullo dello spazio R™. Inoltre, dal fatto che f(0) = 0 segue che nessuno dei due insiemi ora definiti &
vuoto.

46 Si noti che si puo scrivere in modo equivalente
Imf = {y €R™ : 3z € R” tale che y = f(m)}.

Si ha anche, con altra notazione, Im f = f(R™).
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Teorema 2
i) Im f & un sottospazio di R™;
ii) Ker f & un sottospazio di R".

Dimostrazione  Riguardo al primo punto, se y*,y? € Im f, significa che esistono x!,2? € R™ tali che y! = f(z!) e
y? = f(z?). Allora, per la linearita di f, se a1, s € R, si ottiene

oyt + oy’ = ar f(2') + aa f(2®) = flarz' + aoa?),

e questo significa che ayy' 4+ any? ¢ immagine di un vettore di R™ e cioé appartiene a Im f.
Riguardo al secondo punto, se x',22 € Ker f, significa che f(z') = f(2%) = 0. Ma allora per aja! + aga?,
sfruttando ancora la linearita di f, vale

flaaa! + aga?) = an f(a") + aa f(2?) = 0,
e quindi az! + axz? € Ker f. 0
> Osservazione Sia f € L, ,. Dato che ogni y € Im f ¢ cl. dei vettori f(u?), cio¢ i trasformati dei vettori

fondamentali di R, allora il sottospazio Im f é generato dai vettori f(u’). E dato che tali vettori sono le colonne della
matrice di rappresentazione di f, possiamo anche dire che Im f é generato dalle colonne di tale matrice.

Definizione Se f € L,, ,, si definisce rango di f e si indica con r(f) la dimensione dello spazio Im f. Si definisce
nullita di f e si indica con v(f) la dimensione dello spazio Ker f.

Enunciamo, senza dimostrazione, un risultato fondamentale:

Teorema 3 (nullitd + rango) Se f & una trasformazione lineare definita in R”, allora

v(f) +r(f) =mn.

> Esempio Data la trasformazione lineare f : R* — R3 definita da

T
Y T—y+t

f o = 0 )
" y+z—1

determiniamo la dimensione di Im f e di Ker f. Troviamo poi una base di Im f e di Ker f. Dall’identita

T —y+t 1 ~1 0 1
0 =z |0 4+y| O | +2z[0])+¢t| O
y+z—1t 0 1 1 -1
si ricava che i vettori
1 —1 0 1
vt=10] ,0*=10]|,B=[0] ,v*=1]0
0 1 1 -1

sono generatori di Im f. Tali vettori sono linearmente dipendenti, in quanto ad esempio v® = v! 4+ v2. Quindi il
massimo numero di vettori indipendenti é al pitt 3. Si pud osservare poi che v* = —v? e quindi restano v! e v2, che
sono indipendenti. Quindi dimIm f = 2 e una base di Im f ¢ formata appunto da v' e v2.

Dal teorema nullitd + rango segue che allora dim Ker f = 2. Per trovare una base del nucleo possiamo procedere
in questo modo. Dall’equazione vettoriale

r—y+t 0
0 =10],
y+z—1 0

che caratterizza gli elementi del nucleo, ricaviamo il sistema

r—y+t=0
y+z2—-1t=0

. X
che equivale a { c=t—y
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y—t

I vettori del nucleo sono quindi del tipo . ‘iJ . Si pud chiaramente scrivere
t
y—t 1 —1
Y _ 1 0
t—y | TY | T |
t 0 1

e quindi abbiamo trovato due generatori del nucleo.
Si verifica facilmente che due generatori sono indipendenti e che quindi costituiscono una base di Ker f.

La nozione di rango si estende alle matrici con la seguente

Definizione Data una matrice A € M,,,,, che rappresenta una trasformazione f € L,, ,,,, si definisce rango di A e
si indica con rA il rango della trasformazione f.

> Osservazione Dato che il rango della matrice A é la dimensione di Im f e che questo spazio é generato dalle colonne
di A, allora rA ¢ il massimo numero di colonne l.i. di A.
Concludiamo il paragrafo con un altro risultato importante, di cui non diamo dimostrazione.

Teorema 4 Data una qualunque matrice A, risulta

rA =rAT.

> Osservazione Mettendo insieme i risultati e le osservazioni precedenti, possiamo allora dire che in una qualunque
matrice il massimo numero di colonne indipendenti coincide con il massimo numero di righe indipendenti. Si noti
ancora una volta che le righe e le colonne sono vettori appartenenti in genere a spazi diversi.

Non disponiamo ancora di un metodo “comodo” per il calcolo del rango di una matrice. Arriveremo a questo tra
un po’.

3.4 Inversione di una trasformazione lineare

In questo paragrafo ci poniamo il problema di studiare l'invertibilitd di una trasformazione lineare. Dato che, per
motivi che via via risulteranno chiari, I’unico caso significativo a questo proposito é quello delle trasformazioni lineari
di uno spazio in sé, per la definizione seguente consideriamo una trasformazione di questo tipo.

Definizione La trasformazione f € £, ,, si dice invertibile se esiste g : R™ — R" tale che
fog=gof=1n,

avendo indicato con 1,, la trasformazione identita su R".
Se f ¢ invertibile la trasformazione g si chiama inversa di f e si indica con f~1.

> Esercizio  Si dimostri che, se f ¢ invertibile, allora anche f~! lo & ed f ¢é la sua trasformazione inversa.
Teorema 5 Se f € L, ,, ed f ¢é invertibile, allora fte Loy
Dimostrazione  Presi z,y € R™, per ipotesi abbiamo che f(f~1(x)) =z e f(f~'(y)) = y. Ma allora
FUH@) + 7 ) =2+,
e quindi, applicando ad entrambi la funzione !,
e +y) =) + (),

e abbiamo dimostrato ’additivitd della trasformazione inversa.
Analogamente, se a € R, allora f(af~!(z)) = ar, e quindi f~'(az) = af~!(z), e abbiamo dimostrato anche
I’omogeneita. O

Torniamo ora a considerare una generica f € £,, ,,. La trasformazione f puo avere queste due proprieta:
i) Per ogni € R™, se f(z) =0, allora z = 0;

ii) Per ogni y € R™ esiste un = € R™ tale che f(z) =y.
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> Esercizio  Si dimostri che la proprieta i) equivale a dire che per ogni z,y € R", se f(z) = f(y), allora z = y e che
questa a sua volta equivale a dire che per ogni x,y € R", se x # y, allora f(z) # f(y).

> Osservazione La proprietd i) si esprime dicendo che f ¢ iniettiva. La proprieta ii) invece si esprime dicendo che f
& suriettiva. Possiamo dire inoltre che f ¢ iniettiva se e solo se Ker f = {0} e che f & suriettiva se e solo se Im f = R™
(mentre in generale si ha Im f = f(R"™) C R™).

Sull’invertibilita di una trasformazione sussiste questo risultato:

Teorema 6 Una trasformazione f € £, ,, & invertibile se e solo se valgono le proprieta i) e ii) (contemporaneamente),
cioé f & invertibile se e solo se ¢ iniettiva e suriettiva.

Dimostrazione  Supponiamo che esista la trasformazione inversa f~1. Se f(x) = 0, allora f~1(f(z)) = f~1(0), da cui
segue che x = 0, dato che per il teorema precedente f~! ¢ lineare. Inoltre, per ogni y si ha y = f(f~ e

L(y)), e quindi la
ii) vale con x = f~1(y).

Viceversa, supponiamo che valgano la i) e la ii). Allora, dato y, per la ii) esiste x tale che f(x) = y e, per la i),
tale x & unico.’” Sia allora g la funzione che, dato y, associa ad y 1'unico x tale che f(z) = y. Dimostriamo ora che g
é l'inversa di f.

Yy (Fog)y) = fla(y)) = v,
dato che per costruzione g(y) ha per immagine y attraverso f. Analogamente

v (go f)(x)) =g(f(z)) ==

a

> Esempi  Una trasformazione f € L, ,,, pud essere iniettiva ma non suriettiva, oppure suriettiva ma non iniettiva.

e Si consideri ad esempio la trasformazione lineare f € £y o, definita da

fla) = (2“’;) :

Essa é iniettiva, dato che (23;) = ( ) pud aversi solo con z = 0. Essa non ¢ suriettiva, dato che ad esempio il

0

1 L. . .
vettore 3 non ¢ immagine di nessun z.

e Si consideri ora la trasformazione lineare f € Lo 1, definita da

6)--

1 1
Essa non ¢ iniettiva, dato che ad esempio i vettori (1) e <

2> hanno la stessa immagine. Essa é invece suriettiva,

dato che ogni x € R é immagine, ad esempio, del vettore (g

Ci sono anche esempi di trasformazioni che non sono né iniettive né suriettive:

1()=(6)

e .. (1 1
Essa non ¢é iniettiva, dato che ad esempio i vettori (1) e (2

e consideriamo la f € Lq 9, definita da

) hanno la stessa immagine. Essa non é nemmeno

_ . 1
suriettiva, dato che ad esempio il vettore (

1) non ¢ immagine di nessun vettore.

> Esercizio  Si provi che in realtd ¢ sufficiente una sola delle due proprieta (iniettivitd o suriettivitd) per garantire
I'invertibilitad di una trasformazione lineare f € L, ,.

> Osservazione Per capire meglio come opera una trasformazione invertibile, si possono dimostrare due risultati
interessanti.

47 Se fosse anche f(z) =y, allora avremmo f(z — 2) = 0 e per la i) questo significherebbe = = 2.
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i) Se f ¢ iniettiva, allora trasforma vettori L.i. in vettori L.i.;
ii) Se f & suriettiva, allora trasforma generatori in generatori;

iii) Se f ¢ invertibile, allora trasforma basi in basi.

Dimostrazione

i) Sia f iniettiva e siano v',v2,...,v* vettori Li. di R”. Consideriamo i vettori f(v'), f(v?),..., f(v*). Presa una
loro c.l. nulla,
a1 f(h) + anf(0?) 4+ ...+ apf(F) =0

segue che
flav! +agv? +... + akvk) =0,

quindi aqv! + agv? + ... + auv* = 0 e quindi (i v sono 1i.) tutti gli o; sono nulli.

Questo prova che i vettori f(v!), f(v?),..., f(v*) sono Li.

ii) Sia f suriettiva e siano v',v2,...,v* generatori di R”. Consideriamo i vettori f(v'), f(v?),..., f(v*¥). Preso
un qualunque y € R™, dato che f é suriettiva, avremo che esiste un € R™ tale che y = f(z). Ma, essendo
vl 02, ..., vF generatori, si potra scrivere = av! 4+ av?® + ... 4+ agvF. Quindi sara

y=f(z) = flarv* + axv® + ... + apv®) = a1 f(01) + o f (V) + ... + ap f(VF).

Questo prova che i vettori f(v!), f(v?),..., f(v*) sono generatori (di R™).
iii) Segue immediatamente da i) e ii), dato che, se f & invertibile, allora ¢ iniettiva e suriettiva. Quindise v*,v?,...,v"
sono una base di R™, allora f(v'), f(v?),..., f(v*) sono Li. (per la i)) e generatori (per la ii)), quindi una base

(sempre di R™).

> Esercizio  Si dimostri che in realta le condizioni viste sono anche sufficienti per le relative proprieta, che cioé
i) f ¢ iniettiva se e solo se trasforma vettori l.i. in vettori Li.;
ii) f @ suriettiva se e solo se trasforma generatori in generatori;

iii) f e invertibile se e solo se trasforma basi in basi.

> Osservazione Come caso particolare di quanto appena visto, possiamo dire che, se f é invertibile, allora i vettori
ful), f(u?),..., f(u™) sono li. e viceversa.

Visti i risultati sulle trasformazioni invertibili, possiamo dare la seguente

Definizione Se A ¢ la matrice di rappresentazione di f € £,, , e se f & invertibile, allora si chiama matrice inversa
di A la matrice di rappresentazione di 1.
Questo equivale a chiamare invertibile una matrice A € M,,,, se esiste un’altra matrice B € M, tale che valga

AB = BA =1,

dove 1,, ¢ la matrice identitd in M,,,.

> Osservazione Si osservi che, se la matrice A ¢ invertibile, allora le sue colonne a’ sono li. (vedi osservazione
precedente). Da AB = 1,, si ha inoltre che

albjl + a2b% + ...+ a”bfm =’
e cioé b7, la j-esima colonna di A~!, & la scrittura di u/ nella base {a',a?,... a"}.

Si tratta ora di trovare un procedimento di calcolo che, data una matrice, mi dica intanto se essa ¢ invertibile e, in
caso affermativo, mi permetta poi di trovare la matrice inversa. Arriveremo a tale procedimento tra un po’.
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3.5 Cambiamento di base nello spazio R”

In R", siad = {u',u?,...,u"} la base fondamentale e sia V = {v!,v2 ... v"} un’altra base.
Dato un vettore x, avremo z = zu! + zou’ + ... + zou™ e x = yvt + yov? + ... + y,v". Si pone il seguente
problema: se conosco la scrittura di = rispetto alla base fondamentale, come posso ottenere la scrittura di x rispetto
alla base V' ?
Consideriamo la trasformazione lineare f : R™ — R™ tale che f(u’/) = v7, per ogni j = 1,...,n.

Avremo allora ‘ ‘
I (Sya) = Sy

Sia A la matrice di rappresentazione della trasformazione f. Ovviamente le colonne di A sono i vettori della base
V. La matrice A realizza un cambio di base, precisamente dalla base V' alla base fondamentale, nel senso che, data la
rappresentazione (y1, Yo, . . ., Yn) di un vettore nella base V', Ay fornisce la rappresentazione (z1, xa, ..., x,) del vettore
nella base fondamentale. Infatti

48

Ay = yia' +yoa® + ...+ ypa" = zrut + zou® + ..+ zu™

Tutto questo giustifica la seguente

Definizione Date in R™ due basi V = {v},v2,... 0"} e W = {w!,w?,...,w"}, chiamiamo matrice di cambio di
base da V a W la matrice yyBy%° tale che, se y ¢ la rappresentazione di un qualunque vettore nella base V), allora
wByy é la rappresentazione del vettore nella base W.

Pertanto la matrice A, ottenuta in precedenza disponendo in colonna i vettori della base V, non ¢ altro che By,
cioé la matrice di cambio di base dalla base V alla base fondamentale.

La matrice 3By ¢ invertibile, dato che le sue colonne sono l.i. (sono i vettori di una base). Senza ulteriori dettagli,
diciamo che By = uBgl, é cioé che la matrice di cambio di base dalla base fondamentale alla base V ¢ la matrice
inversa dell’altra.

> Osservazione Da quanto enunciato, per trovare yy By, basta fare

wBy = wBuuBy = uB;y, uBy.

> Esempio 9

Consideriamo, in R?, la base fondamentale {u', u?} e la base V = {v!, v?} indicata

in figura. Si ha v! = (=5, ) e v! = (=75, —5). Consideriamo poi il vettore

x indicato sempre in figura.

u

Rispetto alla base V il vettore « & indicato dalla coppia (0, —1). Rispetto alla base R

.. . g . 1 1 / AN
fondamentale ¢ invece indicato dalla coppia (E’ E)' . \
La matrice di cambio di base & / Ayl

1 _1
e 3
2 V2

Si ha infatti

—
=)
o~
NG
Il
St

0 1 1
()=
V2 V2
3.6 Determinante di una matrice

Veniamo ora alla definizione di determinante di una matrice quadrata.

Quella che presentiamo ¢ una definizione “ricorsiva”’. Per avere un esempio (piu semplice) di definizione ricorsiva,
lo studente consideri quanto segue.

Il fattoriale di un numero naturale n > 1 si pud definire in modo diretto come

nl=1-2.3---n.

48 Si noti che la condizione ¢ sufficiente per definire in modo unico la trasformazione.

49 La notazione va letta, per cosi dire, da destra a sinistra, un po’ come nel caso della composizione tra funzioni.

50 Non possiamo fornire un esempio di cambio di base che non coinvolga la base fondamentale in quanto non abbiamo ancora detto nulla
sul calcolo della matrice inversa.
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Allo stesso risultato si perviene pero anche definendo

o =1
e n!l = nn-1) ,pern>1.

Questa ¢ una definizione ricorsiva, in quanto nel definire il fattoriale di n si utilizza il fattoriale di n—1. La definizione
non avrebbe senso se non ci fosse quella che si chiama la base della definizione ricorsiva, e cioé la definizione di 0!.
La definizione ricorsiva di determinante di una matrice quadrata, che ora presentiamo, procede in modo analogo,
definendo il determinante di una matrice di ordine n in funzione del determinante di una matrice di ordine n — 1.
Sono necessarie alcune definizioni preliminari.

Definizione Se A ¢ una matrice (anche non quadrata), si chiama sottomatrice di A una qualunque matrice che si
ottiene da A eliminando alcune righe e alcune colonne.

> Esempio  Se

1 2 0 -1
A= 0O -1 1 0 ,
1 0 1 0
una sottomatrice di A & la matrice
1 -1
0 O ,
1 0

ottenuta eliminando la seconda e la terza colonna. Un’altra sottomatrice di A é la matrice

2 -1
-1 0 ’
ottenuta eliminando la terza riga e la prima e terza colonna.

> Osservazione Le sottomatrici di una matrice data possono essere quadrate oppure no. E evidente che, per ottenere
una sottomatrice quadrata da una matrice che non lo é, dovro eliminare un numero di righe diverso dal numero di
colonne, mentre le sottomatrici quadrate di una matrice quadrata si ottengono eliminando un numero di righe uguale
al numero di colonne.

Inizia ora la definizione ricorsiva di determinante. Qui parliamo solo di matrici quadrate.

Sia dunque A € M,,, cioé una matrice quadrata di ordine n. Se n = 1, allora il determinante di A é 'unico
elemento che la costituisce (un numero reale).5?!

Sia oran > 1. Se a;; é ’elemento di posto (¢, j) della matrice A, si definisce minore complementare di a;; il numero

M;; = determinante della sottomatrice di A ottenuta eliminando la i—esima riga e la j—esima colonna.

E ovvio che la sottomatrice di cui si parla nella definizione di minore complementare é una sottomatrice quadrata
di ordine n — 1. Faccio esplicitamente notare che il minore complementare di a;; non dipende dal valore di a;;.
Si definisce complemento algebrico di a;; il numero

Ayy = (1) M.

In pratica il complemento algebrico di a;; coincide col suo minore complementare se la somma degli indici di riga
e di colonna ¢ pari, ed ¢ invece I’opposto del minore complementare se tale somma ¢ dispari.
Si definisce infine determinante di A il numero reale

det A =a11411 +a12l12 + ...+ a1pAdin = Z a1; A1
i=1

Il determinante di una matrice di ordine n viene quindi definito attraverso i determinanti di matrici di ordine n —1
(quelli che figurano nei complementi algebrici).

Vediamo qualche esempio. Per le matrici di ordine 1 il calcolo del determinante non crea problemi. Consideriamo
una generica matrice quadrata di ordine 2:

51 Questa ¢ la base della definizione ricorsiva di determinante.
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Risulta

detA = aiq - A11 “+ a9 - A12
= ayn - (=DM Fae - (=) My,

= 11022 — 012021

Abbiamo ora una comoda regola per il calcolo del determinante di tutte le matrici quadrate di ordine 2.
Consideriamo ora una generica matrice quadrata di ordine 3:

ai1r a2 ais

A= a1 a22 Aa23
az1 az2 ass

Procedendo con la definizione abbiamo
detA = a11-Ai1+a12- Az +a1s- Ais
= an - ()" My +are - (1) Mig 4 ags - (—1) P My

= 1111(1122(133 - (123(132) - (112((121(133 - (123(131) + (113(1121&32 - 1122&31)

= (11022033 — A11023032 — 412021033 + G12023031 + Q13021032 — G13022031 -

La formula che risulta non é evidentemente cosi semplice da ricordare. Esiste perd un metodo pratico che aiuta
a ricostruire la formula (regola di Sarrus): si affiancano alla matrice data nuovamente la prima e la seconda colonna,
ottenendo cosi la seguente matrice 3 x 5:

NN N S S

a3y asz2 a3z asr as2

Ora basta sommare i prodotti degli elementi che figurano nelle diagonali indicate dalle frecce che puntano a SE
(\) e sottrarre i prodotti degli elementi delle diagonali indicate dalle frecce che puntano a SO (/).
Consideriamo ad esempio la matrice

1 1 2
A= 1 -1 0
0o 2 1
Con la definizione di determinante otteniamo
detA = 1'A11+1'A12+2'A13

L (=D My +1- (1) 2 My + 2 (—1)3 M3
My — Mo+ 2M;5
= —1—-1+4=2.

Con la regola di Sarrus, dalla matrice

otteniamo
det A=(-140+4)—(0+0+1)=2.

La regola di Sarrus vale per le matrici di ordine 3. Non c’é una regola analoga per matrici di ordine maggiore di 3.
Consideriamo, a titolo di esempio conclusivo, una matrice quadrata di ordine 4:

10 -1 1
11 0 -1
A*0011
11 0 1
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Risulta, con la definizione,

detA == 1'A11+0'A12+(—1)'A13+1'A14
= My — M3 — M.

Procedendo ora sulle sottomatrici di ordine 3 abbiamo

My = 1-14(-1)-(-1)=2;
Mz = 1-(-1)-1-(-1)-1-0=0;
My = 1-(-1)—1-(=1)=0

e quindi det A = 2.

> Osservazione Nella definizione di determinante, cioé nella formula
det A =a11411 + ai2diz + ...+ a1 din

i calcoli sono svolti con riferimento alla prima riga: praticamente la definizione dice che il determinante di una matrice
A ¢é il numero reale che si ottiene facendo la somma dei prodotti degli elementi della prima riga di A per i rispettivi
complementi algebrici.

Si puo dimostrare un risultato interessante e per nulla prevedibile secondo il quale, se noi effettuiamo lo stesso tipo
di calcolo con riferimento ad una gqualungue riga o qualunque colonna, il risultato é sempre lo stesso.

In altre parole, se fissiamo una qualunque riga (o colonna) e facciamo la somma dei prodotti degli elementi di
quella riga (o colonna) per i rispettivi complementi algebrici, otteniamo sempre det A. Quindi

det A = a;An +apAip+...+aimAin  (per qualunque i =1,...,n)

a1;A1; + agjAsj + ...+ an;An; (per qualunque y =1,...,n).

Questo risultato va sotto il nome di primo teorema di Laplace.
Rispetto a quale riga o colonna calcolare il determinante di una matrice ¢ quindi una scelta di convenienza.
Ovviamente conviene operare rispetto alla riga o colonna che contiene il maggior numero di zeri.

> Osservazione  Si pud altresi dimostrare che, sommando i prodotti degli elementi di una certa riga (o colonna) per i
complementi algebrici dei corrispondenti elementi di un’altra riga (o colonna), si ottiene sempre zero (e questo risultato
va sotto il nome di secondo teorema di Laplace). Lo studente ¢é invitato a verificare questo risultato su di una matrice
a sua scelta.

> Esercizio Dimostrare che il determinante di una matrice diagonale ¢ il prodotto degli elementi che stanno sulla
diagonale principale. Dimostrare poi che lo stesso avviene con una matrice triangolare superiore o triangolare inferiore.

Elenco qui di seguito alcune tra le principali proprieta del determinante.

1 1 .2

Siano a',a?,...,a"™ vettori colonna di R™.%? Indico con (a! a® ... a™) la matrice che si ottiene affiancando tali
vettori. Valgono le proprieta:

i) Proprieta di linearita del determinante.
a. (additivita del determinante): se per la generica colonna a” si ha a* = b* + c*, allora
det(a ... a® ... a") =det(a' ... ¥+ " ... a") =det(a ... b ... a") +det(a’ ... & ... a").
b. (omogeneita del determinante): se per la generica colonna a* si ha a* = ab*, allora
det(a' ... a* ... a") =det(a' ... ab® ... a") =adet(a' ... D" ... a").

ii) det(ad) = o™ det A: immediata conseguenza dell’omogeneita del determinante (si noti che moltiplicare per « la
matrice vuol dire moltiplicare per « tutti i suoi elementi).

iii) E nullo il determinante di una matrice che ha una riga (o una colonna) nulla: la cosa é ovvia se si pensa di
calcolare il determinante rispetto a quella riga (o colonna), ma si pud anche ottenere come conseguenza della
proprieta di linearita del determinante.

52 Lo stesso se si trattasse di vettori riga.
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iv) Scambiando tra loro due righe (o due colonne) il determinante cambia segno.
v) Il determinante ¢ nullo se vi sono due righe (o due colonne) uguali: immediata conseguenza della precedente.

vi) Il determinante non cambia se si aggiunge ad una riga un’altra riga moltiplicata per una costante (lo stesso con
le colonne): immediata conseguenza della linearita e della precedente.

vii) Il determinante ¢ nullo se le righe (o le colonne) sono linearmente dipendenti.

> Osservazione Faccio notare che i punti 3,5 e 7 forniscono condizioni sufficienti per 'annullarsi del determinante.
Si puo dimostrare che solo la condizione espressa al punto 7 é anche necessaria, e ovviamente raccoglie in sé le altre
come casi particolari.

Risulta utile il seguente risultato, di cui non diamo dimostrazione.

Teorema 7 (di Binet) Se A e B sono matrici quadrate dello stesso ordine, vale 'uguaglianza

det(AB) = det A - det B.

> Osservazione  Si noti che, come conseguenza del teorema di Binet, le matrici AB e BA possono essere diverse ma
hanno lo stesso determinante.

3.7 Calcolo della matrice inversa

Torniamo a parlare ora di matrice inversa. Abbiamo gia visto in precedenza che cosa significa che una matrice ¢é
invertibile. Non abbiamo ancora pero a disposizione un procedimento di calcolo che consenta di dire se una matrice é
invertibile e di calcolare la matrice inversa.

Un metodo generale, ma di non facile applicazione se ’ordine della matrice ¢ maggiore di 2, é quello che vediamo

ora su questo esempio.
> Esempio  Consideriamo la matrice
1
A= 0 .
2 1

Cerchiamo una matrice B = ( Z ‘z ) tale che AB = ( (1) (1) ) Si ottiene
1 0 T Yy T Y
AB = =
<2 1><z t) <2z+z 2y+t>’
1 0 . . 1 0 .. _ N
pertanto deve essere B = 9 1 e si vede subito che anche BA = 0 1) Pertanto A é invertibile e B ¢ la

sua matrice inversa.
Consideriamo ora la matrice

Procedendo come prima, calcoliamo

1 -1 T oy \ T—2z y—1
-1 1 z t ) \—x4+z —y+t )’
E evidente che la matrice a secondo membro non puo essere la matrice identita per nessun valore delle incognite.

In questo caso la matrice A non ¢ invertibile. Si osservi che la matrice che risultava prima invertibile ha determinante
1 e quest’ultima invece ha determinante 0.

Ecco ora il risultato fondamentale.
Teorema 8 Una matrice A é invertibile se e solo se il suo determinante non & zero.

Dimostrazione Se A é invertibile, allora esiste la sua matrice inversa A~! ed é tale che AA~! =1.53

53 Ricordo che con 1 (o con 1, se c’é la necessita di specificare 1’ordine) indico la matrice identita.
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Allora, ricordando il teorema di Binet, si ha
det(AA™Y) =det A-det At = det 1 = 1.7

Dunque non puo essere det A = 0.

Viceversa, supponiamo che sia det A # 0.

Considero la matrice B in cui b;; = Aj;, cioé la matrice il cui elemento di posto (z,7) € il complemento algebrico
dell’elemento di posto (j,7) della matrice A.

Ora considero la matrice prodotto AB. La sua j-esima colonna é

a'byj 4+ a?bo; + ...+ a"b,; = a'Aj +a*Aje + ..+ a" Ay,
Il generico i-esimo elemento di tale vettore colonna é dunque
ai1Aj1 + aAjo + ...+ aimAjn.
Ora abbiamo che, se i = j, tale elemento é
ai1Ai +apAp + ...+ ain Ay = det A,

dato che si tratta della somma dei prodotti della i-esima riga di A per i rispettivi complementi algebrici (primo teorema
di Laplace).
Se invece i # j, allora tale elemento é

aﬂAjl + aigAjg + ...+ amAjn = 0,

dato che si tratta della somma dei prodotti degli elementi di una certa riga di A per i complementi algebrici degli
elementi di un’altra riga (secondo teorema di Laplace).

Ma allora la j-esima colonna della matrice AB é un vettore che ha un unico elemento non nullo, uguale a det A, al
posto j. Si tratta cioé del vettore det A -7, dove come sempre v/ ¢ il j-esimo vettore fondamentale. Quindi possiamo

dire che
AB =detA-1

e quindi, dividendo per det A (che non ¢ nullo), possiamo dire che

B
A- =1
det A
Si dimostra nello stesso modo che anche 72+ - A = 15% e che quindi la matrice
B 1

— . B
detA detA

¢ la matrice inversa di A. O

> Osservazione 1l teorema appena dimostrato fornisce un metodo per il calcolo della matrice inversa, quando questa
esiste. La matrice B che si incontra nella dimostrazione si chiama matrice aggiunta di A e si indica di solito con A*.
La matrice aggiunta di A é quindi la matrice trasposta®® della matrice dei complementi algebrici di A.
Pertanto, se A é invertibile, si ha
N
~ det A

*

Definizione Si dicono singolari le matrici con determinante nullo (e quindi non invertibili). Quelle invertibili si
dicono anche non singolari.

> Esempi
Vediamo un paio di esempi di calcolo della matrice inversa.

54 11 determinante della matrice identita ¢ 1 dato che questa ¢ una matrice diagonale e gli elementi della diagonale principale sono tutti
uguali a 1.

55 LLa j-esima colonna di BA ¢é

bl(llj —+ b2a2j + ...+ b"anj
e I’i-esimo elemento di tale vettore ¢
bira1; + bizaz; + ... + binan;

che, come prima, ¢ det A se ¢ = j ed ¢ nullo se i # j. La conclusione segue come prima.

56 Si ricordi che b;; = Aj;.
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La matrice

e

é invertibile in quanto det A = —2. La matrice dei complementi algebrici é
( _42 713 ) La matrice aggiunta ¢ A* = ( _43 712 )
e la matrice inversa & quindi
1 4 =2 -2 1
(4 ()
2\ -3 1 5 3
Consideriamo ora la matrice
01 0
A=11 0 0
0 0 1
Essa é invertibile dato che det A = —1. La matrice dei complementi algebrici &
0 -1 o0 0 -1 0
-1 0 0 che, essendo simmetrica, coincide con A*=| -1 0 0
0 0o -1 o 0 -1
Pertanto la matrice inversa é
0 1 0
A'=1 100 |=4
0 0 1

3.8 Calcolo del rango

Abbiamo visto in precedenza che il rango rA di una matrice A € M,,,, & il rango della trasformazione lineare che A
rappresenta (cio¢ la dimensione dell’immagine di questa) e che questo coincide con il massimo numero di colonne (o
righe) Li. di A. Ricordando che in uno spazio non ci possono essere piu vettori Li. di quella che ¢ la dimensione dello
spazio, si ha subito che risulta sempre

0 < 7A < min{m,n}.5"

> Osservazione La definizione di rango non ha carattere “operativo”, cioé non suggerisce come si possa determinare
il rango nei casi concreti, a meno che non si trovi un modo “operativo” per decidere se dei vettori assegnati sono o non
sono indipendenti.

Esiste un tale metodo operativo e mi limito ad enunciare il risultato teorico sul quale tale metodo si fonda.
Anzitutto diamo la seguente

Definizione Data la matrice A € M,,,, si chiamano minori di A di ordine k i determinanti delle sottomatrici
quadrate di A di ordine k.

> Osservazione  Ogni minore di A é un numero reale e non una sottomatrice. L’ordine di ogni minore di una matrice
A € My, (con m,n > 1) é sicuramente (un numero naturale) compreso tra 1 e il minimo tra m ed n.

Vale ora il seguente risultato:

Teorema 9  Sono dati i vettori v!,v?,...,v* € R e sia V la matrice che si ottiene disponendo tali vettori in colonna

(o in riga, ¢ lo stesso). I vettori sono indipendenti se e solo se nella matrice V' esiste un minore non nullo di ordine k.

> Osservazione Dal teorema segue immediatamente che, dati i vettori v!,v%, ... v* € R", se k > n, allora i vettori

sono sicuramente linearmente dipendenti. Infatti non pud esserci nella matrice V' un minore di ordine &k in quanto,
come gia osservato, I’ordine dei minori di V' non puo superare il minimo tra n e k, che in questo caso é certamente n.

Valendo il risultato dell’ultimo teorema, si puo dire allora che il rango di una matrice coincide col massimo ordine
dei suoi minori non nulli oppure, equivalentemente, col massimo ordine delle sue sottomatrici quadrate non singolari.
In molti testi lo studente pud trovare questa quale definizione di rango di una matrice.

57 L’unico caso in cui pud risultare 7A = 0 & quando si tratta della matrice nulla, quindi tipicamente sara 1 < rA < min{m, n}.
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Vediamo ora un paio di esempi. Consideriamo la matrice

2 =20
A= .
( -1 1 1 >
E evidente che A ha sottomatrici quadrate di ordine 1 e 2.

I minori di ordine 1 sono: 2,—2,0,—1, 1.
I minori di ordine 2 sono: 0,2, —2. Il rango di A é quindi 2.

La matrice
1 -1 1
A:
-1 1 -1

ha invece rango 1, dato che tutti i suoi minori di ordine 2 sono nulli.

> Osservazione E chiaro che in generale non serve trovare tutti i minori della matrice. Se ne trovo uno di ordine k
diverso da zero, non serve trovare gli altri minori di ordiene k, dato che il rango é sicuramente almeno k.

La matrice
0

01 0
A=10 0 0 -1
1 0 0 1
puo avere al pit rango 3. Dato che la terza colonna é nulla, ogni sottomatrice di ordine 3 che contiene la terza colonna

ha sicuramente determinante nullo. L’unica sottomatrice di ordine 3 non singolare puo essere quella che non contiene
la terza colonna. Tale sottomatrice ha determinante uguale a —1. Quindi il rango di A ¢é 3.

> Osservazione Si dice che una matrice A € M,,,, ha rango massimo (o rango pieno) se risulta rA = min{m,n}.
Se la matrice & quadrata di ordine n, essa ha un solo minore di ordine n, che coincide con det A. Allora una matrice
quadrata ha rango massimo se e solo se il suo determinante non ¢ zero, il che equivale al fatto che le righe (e le colonne)
sono indipendenti, oppure al fatto che la matrice € invertibile.

Lo studente presti attenzione al fatto che é falso affermare in generale che in una matrice a rango pieno sono
linearmente indipendenti sia le righe sia le colonne, a meno che la matrice non sia quadrata.

> Osservazione Sia A € M,,,. Possiamo affermare che, affinché il rango di A sia k, é necessario e sufficiente che
valgano le seguenti due proprieta:

1. esiste un minore non nullo di A di ordine k;
2. non esistono minori di A di ordine k + 1 oppure, se ne esistono, sono tutti nulli.?®

Relativamente al punto 2, é evidente che esistono minori di ordine k + 1 se e solo se k < min{m,n}.

> Esempio  Talvolta la matrice pud dipendere da uno (o pit) parametri reali. In questi casi ¢ ovvio che il rango della
matrice dipende anch’esso dai valori che si attribuiscono ai parametri.

Consideriamo ad esempio la matrice

x 0 1 1
A, = -1 =z 0 -1
1 2 1

A priori (cioé per il solo fatto che la matrice ¢ 3 x 4) possiamo dire che i valori possibili del rango della matrice
sono 1, 2 o 3.

Da un esame un po’ piu dettagliato risulta che A é almeno 2, qualunque sia il valore di x. Esiste infatti, qualunque
sia z, un minore non nullo di ordine 2 (quale ?).

Ora vediamo se il rango ¢ 3 oppure no. Consideriamo un minore di ordine 3. In questi casi occorre un po’ di
“scaltrezza”. Un minore di una matrice che dipende da un parametro x é un polinomio nella variabile z. Anche se in
generale non & vero che il numero di x presenti nella sottomatrice coincida con il grado del polinomio, ¢ comunque
bene fare in modo che non ci siano troppe = nella sottomatrice che vado a scegliere.

Quindi la scaltrezza consiste nello scegliere, possibilmente, una sottomatrice che contenga “tanti zeri e poche z”.

La cosa é particolarmente apprezzabile nell’esempio che stiamo considerando. Se scegliamo la sottomatrice di
ordine 3 costituita dalle prime 3 colonne di A, il minore corrispondente ¢é

r-2®+1-(—2-2)=2"—2—2.

Possiamo dire che esiste uno zero reale di questo polinomio, ma non siamo in grado di trovarlo in quanto il polinomio
non si fattorizza in polinomi di grado inferiore a coefficienti razionali.

58 Si noti che, se i minori di ordine k + 1 sono tutti nulli ed esistono minori di ordine > k + 1, allora questi sono certamente tutti nulli.
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Se scegliamo invece la sottomatrice costituita dalle ultime 3 colonne, il minore corrispondente &
—1-(x+2)+1-2°=2?—2-2= (x4 1)(z —2).

Possiamo ora affermare che, se x # —1 e = # 2, il rango & 3, poiché questo minore di ordine 3 & non nullo.

Ci restano da studiare due casi: z = —-1ex = 2.

Lo studente stia attento a non cadere nella tentazione di affermare che per tali valori di z il rango é sicuramente
2: prima di arrivare a questa conclusione occorre esaminare i minori di ordine 3 non ancora considerati. Di solito
conviene sostituire i valori nella matrice e poi calcolare tutti i minori non ancora esaminati (nel nostro caso ce ne sono
3 oltre a quello gia considerato): se ne troviamo uno non nullo, possiamo concludere che il rango ¢ 3; il rango ¢ invece
2 se tutti e 3 i minori di ordine 3 sono nulli.

Nel nostro caso, dato che il minore relativo alla sottomatrice formata dalle prime tre colonne risulta essere il

polinomio P(x) = 23 — x — 2, possiamo intanto calcolare tale polinomio per i valori x = —1 e z = 2. Risulta
P(—1) = —2 e P(2) = 4. Entrambi i valori sono non nulli e quindi concludiamo che il rango di A ¢ 3, qualunque sia
xz eR.
Consideriamo ora la matrice
z 0 1 1
A, = -1 z -1 -1
1 2 =z 1

Possiamo subito affermare che il rango di A é almeno 2 in quanto il determinante della sottomatrice di ordine 2
formata da 2% e 3% riga e 2* e 3% colonna é non nullo qualunque sia z.
Poi, con procedimento analogo a quello usato nell’esempio precedente, il minore relativo alla sottomatrice formata
dalle ultime 3 colonne &
1 (x+2)+1-(2*+2) =2 —z=x(x—1).
Possiamo dire allora che, se z # 0 e x # 1, il rango é 3.
Se z = 0 oppure se x = 1 si ottengono rispettivamente le due matrici

0 0 1 1 1 0 1 1
Ap = -1 0 -1 -1 e A = -1 1 -1 -1
1 2 0 1 1 2 1 1

Il rango di Ag é 3 in quanto la sottomatrice formata dalle prime tre colonne é non singolare.
Il rango di A; & invece 2. Si puo infatti osservare che ci sono tre colonne uguali. Pertanto ogni sottomatrice
quadrata di ordine 3 ¢é singolare, avendo sicuramente almeno due colonne uguali.

Ora torniamo con un esempio conclusivo alla questione del cambiamento di base.
Abbiamo visto in precedenza che, se

V={v'v? ... "} e W= {w',w?, ... ,w"}

sono due basi di R”, allora la matrice che realizza il cambio di base da V a W & la matrice®®

wBy = wDBuy - uBy = (uBw) ™' - uBy,

dove la matrice ;;By é la matrice del cambio di base dalla base V alla base fondamentale e 4By, ¢ la matrice del
cambio di base dalla base W alla base fondamentale. Ricordo anche che queste ultime due si ottengono semplicemente
scrivendo in colonna i vettori delle due basi, cioé

uBy = (V' v* ..o w™) e uBw = (w' w?* ... w").

Facciamo allora un esempio. Siano

() e (@)

1 1 | 2
wh_o v w.________ 1 :W
b A I ) | 00
I N I // AN ) 5
} AN | , N wew
| AN | // N l
I N I
| R . e . 1 i > N
~1i T T -l N ] 7
I I I I ,
I I I I N e
I I I I
| I I | N /7
I I | I N il
| . | 2 I 2 2\ \\ L
T o Yy B 'y W -1 b_Wl

59 Ricordo che yy By ¢é la matrice che realizza il cambio di base dalla base V a W se, date le componenti y di un generico vettore rispetto
alla base V, con yy By, -y trovo le componenti di tale vettore rispetto alla base W.
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Consideriamo il vettore indicato con z. Dalla regola del parallelogramma (figure al centro e a destra) si vede

facilmente che
1 1 2) _ —lwl _ lwz

z:vl+02:§(7w —w 2 W

e quindi le componenti di  sono (1, 1) rispetto alla base V e (—1, —1) rispetto alla base W.
Usando ora le matrici, con la formula per il cambio di base si ha

(2023 ) (0 )4 )

1 -1

e, operando sulle componenti del vettore z, si ottiene infatti
1 1 1 -2 1 1
B = — —

E chiaro che si ha infine
_ 0 -2
vBw = (wBy) ™" = ( 1 1 )

e questa realizza il cambio di base dalla base W alla base V.
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4 Sistemi di equazioni lineari

Lo studente ha forse gia incontrato i sistemi di equazioni lineari alla scuola secondaria. Con il termine equazione
lineare in n incognite si intende I’equazione

a1x1 + asxo + ...+ apx, = b,

dove a1, as,...,a, € b sono numeri reali fissati e z1, s, ..., 2z, sono le incognite.
Con sistema di m equazioni lineari in n incognite si intende la scrittura

a11r1 +axre + ...+ a1z, = b1
(2121 + a22x2 + ... + a2, Ty = b

Am1%1 + oo + ... + GnTn = b,

Ciascuna riga del sistema é ovviamente una equazione lineare nelle incognite x1, o, ..., Ty.

Solitamente i numeri a;;, con 1 <i <m el < j <n,sidicono i coefficienti del sistema, i b;, con 1 <4 < m, sono
i termini noti e le x;, con < j < n, sono appunto le incognite del sistema. Talvolta, anziché dire pit correttamente
sistema di equazioni lineari, diremo piu sinteticamente sistema lineare o semplicemente sistema.

E immediato osservare che il sistema si puo scrivere, in forma matriciale, con Az = b, avendo posto

a1 G2 ... Qip 1 b1

az1 G2 ... A, T2 bo
A= , T = e b=

am1 Am2 ... GOmn LTn bm

(A si dice la matrice del sistema, x il vettore delle incognite e b il vettore dei termini noti).
A e b si presumono fissati, cioé sono rispettivamente una matrice ed un vettore di numeri reali assegnati. Con il
termine soluzione del sistema intendiamo ogni vettore x tale che Az = b.

Risolvere il sistema significa trovare tutte le sue soluzioni. Un sistema si dice possibile se ha almeno una soluzione.
Si dice impossibile se non ha soluzioni. Si é soliti anche chiamare determinato un sistema possibile che abbia un’unica
soluzione, indeterminato un sistema possibile che abbia piu di una soluzione. Un sistema si dice quadrato se la matrice
A é quadrata.

> Osservazione  Dato il sistema Ax = b, é chiaro che risolvere il sistema significa trovare la controimmagine di b
attraverso la trasformazione lineare f rappresentata dalla matrice A (f € L, m, con f(x) = Az)50, cioé I'insieme dei
vettori di R™ che la f trasforma nel vettore b. E evidente che il sistema ¢ possibile se e solo se b € Im f o, se si
preferisce, se e solo se b si pud scrivere, in R, come combinazione lineare delle colonne di A.

Definizione Un sistema si dice omogeneo se b = 0.

> Osservazione  Si osservi che risolvere il sistema omogeneo Ax = 0 equivale a determinare il nucleo della trasfor-
mazione lineare rappresentata da A. Un sistema omogeneo Az = 0 é pertanto sempre possibile, avendo sicuramente

almeno la soluzione nulla = 0. Quindi la domanda interessante nel caso di sistema omogeneo € se esso ha altre
soluzioni oltre a quella nulla, oppure no.

> Osservazione  L’insieme delle soluzioni di un sistema omogeneo Ax = 0, essendo il nucleo della trasformazione
lineare rappresentata da A, & un sottospazio di R™.

Si noti che invece, se il sistema non & omogeneo, I'insieme delle sue soluzioni non & un sottospazio di R™ (non contiene
infatti il vettore nullo). Il teorema che segue illustra quale & in generale la struttura dell’insieme delle soluzioni di un
sistema lineare.

Teorema 1 Se il sistema Az = b ha la soluzione T, allora I'insieme delle sue soluzioni &
S={T+y:Ay=0} = {7} +Ker f,

dove f é la trasformazione lineare rappresentata da A.

60 Ricordo che in generale, data una funzione g : A — B, se C' C B, allora la controimmagine di C' attraverso la funzione g ¢ Iinsieme
g HC)={z € A: g(z) € C}.

Quindi la controimmagine di b attraverso f ¢

SN = {z € R™ - f(a) = b).
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> Osservazione Dato un sistema Ax = b, si usa chiamare sistema omogeneo associato il sistema Ax = 0. Il teorema
dice quindi che (tutte) le soluzioni di un sistema si ottengono sommando ad una soluzione particolare del sistema
stesso il nucleo di f, ossia sommando ad una soluzione particolare le soluzioni del sistema omogeneo associato.

Dimostrazione  Dobbiamo dimostrare due cose: che ogni soluzione del sistema pud essere scritta come somma di T e
di un elemento del nucleo di f e che, viceversa, ogni vettore di questo tipo & soluzione.
Per ipotesi AT = b. Sia v una generica soluzione del sistema. Scriviamo v = T 4+ v —T. Ora il vettore v — T &
soluzione del sistema omogeneo associato, infatti A(v —Z) = Av — AT = b — b =0 e la prima parte é dimostrata.
Viceversa, dato un vettore del tipo T + y, con Ay = 0, chiaramente si ha A(T +y) = AT+ Ay = b+ 0 = b e quindi
un tale vettore é soluzione. O

> Osservazione L’insieme delle soluzioni di un sistema non omogeneo, pur non essendo un sottospazio di R™, tuttavia
gli assomiglia molto, essendo sostanzialmente una traslazione di un sottospazio propriamente detto: viene detto
sottospazio affine. Si pud parlare di dimensione del sottospazio affine {E} + Ker f, riferendosi alla dimensione di
Ker f.

I seguente é un risultato molto generale. Conviene prima dare questa

Definizione Dato un sistema Ax = b, la matrice, che si indica con A|b, ottenuta affiancando ad A il vettore b, quale
ulteriore colonna, si chiama matrice completa del sistema. Solitamente A viene detta allora matrice incompleta.

Teorema 2  (di Rouché — Capelli) Un sistema Az = b ha almeno una soluzione se e solo se rA = r(Alb).

Dimostrazione  Ovviamente si ha in generale r(A[b) > rA.

Se il sistema é possibile significa, come gia osservato, che & possibile scrivere b come combinazione lineare delle
colonne di A. E chiaro a questo punto che il massimo numero di colonne indipendenti di A|b non puo essere maggiore
del massimo numero di colonne indipendenti di A, dato che il vettore b dipende linearmente dalle altre colonne. Quindi
rA = r(Alb).

Viceversa, sia A = r(A[b) e supponiamo che tale rango sia k. Non ¢é restrittivo supporre che i vettori a',a?,...,a
siano L.i. Dall’ipotesi sappiamo che i vettori a',a?,...,a", b sono 1.d. Significa che esiste una loro combinazione lineare
z1a'+z2a®+. . .+ xra”+yb = 0 con coefficienti non tutti nulli. Se fosse y = 0, avremmo che anchez; =0Vi:1<i<k
(in quanto i vettori a',a?,...,a”* sono indipendenti), contro il fatto che almeno un coefficiente ¢ non nullo. Ma allora
y # 0 e quindi possiamo scrivere b come combinazione lineare di a',a?,...,a" e di conseguenza come combinazione
lineare di a',a?,...,a™. Se b si pud scivere come combinazione lineare delle colonne di A, il sistema & possibile.

O

k

> Esercizio Quando un sistema Ax = b & possibile, con A matrice m x n, la dimensione dello spazio delle sue soluzioni
én—rA.

Grazie al teorema di Rouché — Capelli é relativamente semplice sapere se un sistema ha soluzioni oppure no. Come
trovare le soluzioni (quando esistono) lo vediamo tra breve.
Vediamo intanto un altro importante risultato.

Teorema 3 (di Cramer) Un sistema quadrato Az = b ha una ed una sola soluzione se e solo se det A # 0.

Dimostrazione  Se det A # 0, allora, A ¢é invertibile ed esiste A~!. Quindi, se Az = b, allora x = A~'b e quindi vi é
una ed una sola soluzione.

Viceversa, se Az = b ha una ed una sola soluzione, allora Ker f = {0}. Quindi f ¢ invertibile e A & non singolare,
cioé det A # 0. O

> Osservazione Relativamente al calcolo della soluzione di un sistema quadrato Az = b, con det A # 0, il modo pia
naturale per trovare la soluzione & sicuramente z = A~1b. Esiste un metodo equivalente, che consente di trovare la
soluzione componente per componente, evitando cosi il calcolo della matrice inversa. Si tratta della cosiddetta regola
di Cramer: dato il sistema Ax = b, con A quadrata di ordine n non singolare, I'unica soluzione del sistema ¢ il vettore
x € R” la cui i-esima componente é
det Az

T et A

dove A; é la matrice che si ottiene da A, sostituendo alla i—esima, colonna il vettore b.
La regola di Cramer trova giustificazione osservando che

1
— A 1p= A*D =
* b det A b det A

(bia@' 4 bo@® 4 ... + bya™),
avendo indicato con @’ le colonne della matrice aggiunta A*. Pertanto la i-esima componente della soluzione x &

Z; blag + bg&? + ...+ bnaf)

= Joal
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a; = elemento di posto (i,7) di A*
= compl. alg. dell’elemento di posto (j,7) di A
Aji-

Quindi

1
v dor 4 DrAvi +bodai £ )
1
= det A,
det A VA

dove appunto A; & la matrice che ottengo da A sostituendo con b la i-esima colonna.
Tr1 — T = 1
201+ 20 = 1.
Dopo aver osservato che det A = 3, utilizzando la regola di Cramer si ottiene
1 1 -1 2
"o §det( 1 1 )_5’
1 11 1
= —det = ——.
2 3¢ ( 2 1 > 3

L’unica soluzione ¢ quindi il vettore (%, —3).

> Esempio  Risolvere il sistema

> Esempio  Risolvere il sistema
1 +x9—23=0
X1 + Tr3 = 1
X1 — Ig = 2.

Risulta det A = 3 e pertanto anche in questo caso il sistema ha una sola soluzione. Applicando la regola di Cramer
si ottiene

1 0o 1 -1
T = gdet 1 0 1 =1;
2 -1 0
1 1 0 -1
To = gdet 1 1 1 =—1;
1 2 0
1 1 1 0
T3 = gdet 1 0 1 =0
1 -1 2

L’unica soluzione ¢ quindi il vettore (1,—1,0).

> Osservazione  Qualche ulteriore considerazione sui sistemi omogenei. Come gia osservato in precedenza, essi hanno
sempre almeno la soluzione nulla. Sull’esistenza di altre soluzioni, distinguiamo i due casi.

e Se il sistema Az = 0 & quadrato, con A matrice n X n, in base al teorema di Cramer possiamo dire che esso ha
soluzioni non nulle se e solo se A é singolare, cioé det A = 0. Condizioni equivalenti per 'esistenza di soluzioni
non nulle sono: 7A < n oppure Ker f # {0}, dove come sempre f ¢é la trasformazione lineare reppresentata da

A.

e Se il sistema Ax = 0 non é quadrato, con A matrice m X n e m # n, il sistema ha soluzioni non nulle se e solo se
Ker f # {0}, e quindi se e solo se rA < n. A tale proposito si osservi che la condizione ¢ sicuramente verificata
se m > n, cioé se il sistema ha piu equazioni che incognite.
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Vediamo ora come si possano calcolare le soluzioni di un sistema in tutti i casi diversi da quello di sistema quadrato
con det A # 0. Esiste un metodo generale che porta ad esprimere le soluzioni in funzione di un certo numero di
parametri arbitrari. Vediamo questo metodo e poi lo applicheremo ad un paio di esempi conclusivi.

Dato il sistema Az = b, supponiamo di aver trovato che rA = r(A|b) = r e indichiamo con A una sottomatrice
di A, quadrata, non singolare di ordine r (potrebbe ovviamente non essere unica tale sottomatrice). Riscriviamo il
sistema eliminando le eventuali equazioni corrispondenti a righe di A che non figurano in A e “portando a secondo
membro” le eventuali incognite relative a colonne di A che non figurano in A.%!

Si puo dimostrare che in questo modo otteniamo un sistema equivalente a quello dato (cioé con lo stesso insieme
di soluzioni).%? In tale sistema le r incognite relative alle colonne di A che figurano in A vengono espresse in funzione
delle altre n — r, che a questo punto diventano parametri arbitrari. Infatti ¢ chiaro che, fissati in modo arbitrario i
valori di questi n — r parametri, e cioé per ogni scelta di questi, il sistema ha una ed una sola soluzione poiché é un
sistema quadrato e il determinante della matrice di questo sistema (cioé¢ det A) ¢ non nullo.

> Osservazione 1l fatto che tutte le soluzioni si possano esprimere al variare di n — r parametri arbitrari é una sorta
di modo “operativo” di affermare che la dimensione dello spazio delle soluzioni & n — r.

E evidente che, nel caso sia r = n, avremo necessariamente m > n (altrimenti il sistema ¢ quadrato con matrice
non singolare e si ricade nel teorema di Cramer) e il procedimento descritto sopra consiste nella sola eliminazione
delle equazioni “superflue”: una volta eliminate queste equazioni, il sistema ¢ quadrato ed ha una sola soluzione per il
teorema di Cramer.

Per il calcolo esplicito delle soluzioni basta risolvere il sistema ottenuto con la regola di Cramer, considerando
parametri, come gia detto, le incognite che figurano a destra. Concludiamo allora con un certo numero di esempi che
illustrano i vari casi possibili.

> Esempio  Risolvere il sistema
T—y+z=2
—x+y+z=1.

Poniamo

1 -1 112 .
Alb = ( 41 1 ‘1) Risulta rA = r(A|b) = 2.

Il sistema é quindi possibile e lo spazio delle sue soluzioni ha dimensione 3 —2 = 1.
Quale sottomatrice di ordine massimo non singolare possiamo prendere quella formata dalla 1* e dalla 3% colonna

diA,ecioéZ< 11

11 > Si noti che invece, ad esempio, la sottomatrice formata dalle prime due colonne é

singolare.
Riscriviamo allora il sistema dato nel sistema equivalente

rT+z2=2+y
—r+z=1-y.

Con la regola di Cramer si ottiene

1 24y 1 1 1
= Zdet =-(24y—1 =_
r= (1_y 1) @ty 1ty =gty
1 1 2+y 1 3
= Zdet “(1—y+2 =2,
? 2 (1 1—y) y(I—y+24y) =3
Pertanto le soluzioni si possono scrivere come i vettori
(3+v,9.3),

dove y é un numero reale arbitrario. Si osservi che le soluzioni trovate si possono anche esprimere con (%, 0, %)+y(1, 1,0).

Si tratta, al variare di y € R, del sottospazio generato dal vettore (1,1,0), traslato del vettore (%,0, %) 11 vettore
(1,1,0) é chiaramente una base dello spazio delle soluzioni del sistema omogeneo associato al sistema dato.

> Osservazione  Quello seguito non era 'unico modo di procedere. Si poteva anche porre

A= ( 11 1 ) (22 e 3* colonna di A),

61 Si ottine cosi un sistema di r equazioni, con 7 incognite “a sinistra” e n — r incognite “a destra”.
62 11 portare a destra alcune incognite é chiaro che non fa cambiare le soluzioni. L’eliminazione delle equazioni é un’azione piti pericolosa
ovviamente, ma in questo caso non muta I’insieme delle soluzioni poiché si tratta di equazioni dipendenti dalle altre.
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riscrivere il sistema come
—y+z=2—-z
y+z=14+z,

trovare, con la regola di Cramer,

1 2 — 1 1 1
_—det( * ):—5(2—:5—1—:6):—5—1—:13,

Y7 T3 14z 1
1 -1 2-2 1 3
? 2 e( 1 1+:c> p(Flmr=24a) =3,

ed esprimere quindi le soluzioni con i vettori
(x, f% + x, %) = (0, f%, %) +x(1,1,0), conz €R.

E chiaro che questo ¢ un modo solo formalmente diverso di scrivere le soluzioni trovate prima: al variare dei
parametri in tutto I’insieme R si ottiene lo stesso insieme di vettori in R3.

Si osservi che non era invece possibile esprimere le soluzioni in funzione di z, in quanto la sottomatrice di A formata
dalla 1* e 22 colonna é singolare.

> Esempio  Risolvere il sistema
r—y+t=0
—r+y+z=1

Poniamo

1 -1 0 1]/0 . B B
A|b<1 11 0‘1>. Risulta rA = r(AJb) = 2.

Il sistema & possibile e lo spazio delle soluzioni ha dimensione 4 — 2 = 2.
Quale sottomatrice di ordine massimo non singolare possiamo prendere quella formata dalla 1* e dalla 3% colonna

. T 1 0
d1A,emoeA<1 1).

Riscriviamo allora il sistema dato nel sistema equivalente

rT=y—1
—zr+z=1-y.
Con la regola di Cramer (ma ¢ sicuramente pit semplice in questo caso sostituire ad z nella seconda equazione

y — t) si ottiene
r=y—t , z=1-1t.

Pertanto le soluzioni si possono scrivere come i vettori
(y—t,y,1—t,t) =(0,0,1,0) + y(1,1,0,0) + t(—1,0,—1,1),

dove y e z sono numeri reali arbitrari. I vettori (1,1,0,0) e (—1,0,—1,1), essendo l.i., sono una base dello spazio delle
soluzioni del sistema omogeneo associato.

> Osservazione  Anche in questo caso non era I'unico modo di procedere. Si poteva anche porre

Y

A= ( jl (1) ) (1* e 4* colonna di A)

r+t=y
—r=1—-y—z,

riscrivere il sistema come

esprimere le soluzioni come i vettori
(_1+y+zayazal_z), COHy,ZER.

Non era invece possibile esprimere le soluzioni in funzione di = e y, in quanto la sottomatrice di A formata dalla
1 e 22 colonna é singolare.
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> Esempio  Risolvere il sistema
r+y—z—t=1
r+y+z—t=1.

Poniamo
1

1

Ab = 11 -1 -1
11 1 -1

) . Risulta rA = r(AJb) = 2.

Il sistema ¢ possibile e lo spazio delle soluzioni ha dimensione 4 — 2 = 2.
Quale sottomatrice di ordine massimo non singolare possiamo prendere quella formata dalla 2* e dalla 3% colonna

. o= (1 -1
d1A,e<:106A<1 1 )

Riscriviamo allora il sistema dato nel sistema equivalente

y—z=1—xz+1t
y+z=1—z+1t.

Con la regola di Cramer si ottiene

1 l—z+t -1 1 1 1—z+t¢t
Y 26(1—113—1—1& 1) rhtoe 2 26(1 1—:I:+t)

Pertanto le soluzioni si possono scrivere come i vettori
(x,l —:I:—l—t,(),t),
dove x e t sono numeri reali arbitrari.

> Esempio  Risolvere il sistema

r—2y=1
—r+3y=1
x—y=3.
Poniamo
1 =211
Alb=1 -1 3 |1]|. Risultard=r(Alb) =29
1 —-113

Il sistema & possibile e lo spazio delle soluzioni ha dimensione 2 — 2 = 0, cioé la soluzione é unica.
Quale sottomatrice di ordine massimo non singolare possiamo ad esempio prendere quella formata dalle prime due
. . . L 1 =2
righe e dalle prime due colonne di A, e cioé A = ( 1 3 )
Possiamo quindi eliminare la terza equazione, perché dipendente dalle altre due. Il sistema si riduce allora al

sistema equivalente
r—2y=1
-+ 3y =1,

che é un sistema quadrato con determinante della matrice diverso da zero. L’'unica soluzione é il vettore di componenti

1 -2 1 1
T det(1 3 ) 5 e y det(_1 1)

Pertanto la soluzione ¢ (5,2).

> Esempio  Risolvere il sistema

r—2y+z=1
—r+3y+z2=2
y+2z=3.
Poniamo
1 -2 1|1
Apb=| -1 3 1|2
0 1 213

63 Si noti che I’annullarsi del determinante della matrice A|b & in questo caso condizione necessaria (ma non sufficiente) affinché esista
almeno una soluzione.
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Il sistema & quadrato, ma il determinante di A ¢ nullo. Il rango di A ¢ 2 e anche il rango di AJb é 2. Quindi il
sistema & possibile e lo spazio delle soluzioni ha dimensione 3 —2 = 1.
Quale sottomatrice di ordine massimo non singolare possiamo ad esempio prendere quella formata dalle prime due
— 1 -2
righe e dalle prime due colonne di A, e cioé A = ( 1 3 >
Possiamo eliminare la terza equazione, perché dipendente dalle altre due. Il sistema si riduce allora al sistema
equivalente
r—2y+z=1
—r+3y+z2=2.

Si puo far diventare parametro la z e, con il metodo gia visto prima, si trovano le soluzioni

(7—5,2,3—2,2,2), con z € R.

> Esempio  Risolvere il sistema

xr1 — To + I3 = 1

2$1 — X3 = 0

—r1 4+ 22— 23 =—1

—I1 — X2 + 2:03 =1.

Poniamo

1 -1 1 1
2 0 —-1]0
-1 1 -1]-1
-1 -1 2 1

Alb =

La matrice completa A|b ¢ quadrata e risulta det A|b = 0 (la prima e la terza riga sono opposte). Si noti, come gia
osservato in precedenza su di un caso analogo, che ’annullarsi del determinante di A|b & una condizione necessaria per
Iesistenza di soluzioni: infatti se fosse det(A|b) # 0, avremmo che r(A|b) = 4, mentre sicuramente rA < 4. 54

Risulta (lo studente faccia la verifica) rA = r(A|b) = 2. Per il teorema di Rouché — Capelli lo spazio delle soluzioni
ha dimensione 1. Possiamo scegliere quale sottomatrice di ordine massimo non singolare quella formata da 1* e 22
-1 1

0 1 ) Il sistema equivalente é

riga, 2% e 3%colonna, e cioé A = (
—ZTo + Tr3 = 1— X
—xr3 = —2$1.
Con la regola di Cramer (ma qui é pit veloce una semplice sostituzione) si trova
I3 = 2331
T = 3331 —1.
Le soluzioni sono i vettori (21,321 — 1,2x1), al variare di z; in R.

> Osservazione  Anche in questo caso si potevano considerare altre sottomatrici non singolari, ad esempio

A— ( 31 (1) ) (2% e 32 riga, 1* e 2%colonna).

Avremmo ottenuto il sistema equivalente

2x1 = x3 Lo T =
e quindi
—x1 + X2 —_$3—1 To =

NN

da cui le soluzioni
(%.ng, %:Cg, -1, .T3) con z3 € R arbitrario.

E ovviamente lo stesso insieme di prima: basta pensare che, in entrambi i casi, si tratta dei vettori in cui la terza
componente é “doppia della prima” e la seconda é “3 volte la prima meno 1”.

64 Non ¢ ovviamente una condizione sufficiente per I’esistenza di soluzioni, dato che, con det A = 0, si potrebbe comunque avere ad
esempio r(Alb) =3 erA=2.
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5 DMatrici simili, autovalori e diagonalizzabilita

5.1 Matrici simili

Torniamo su di un aspetto precedentemente solo sfiorato (si veda una delle osservazioni che seguono la definizione
della matrice di rappresentazione di una trasformazione lineare).

La matrice di rappresentazione di una f € L, ,, € stata introdotta come la matrice le cui colonne sono le immagini
dei vettori fondamentali di R™ attraverso la trasformazione f. Dalla scrittura

fx) = flru' + zou? + ..+ zpu™) = o1 f(u) + o f(u?) + .. 4 2 f(u™)

si ottiene appunto che, detta A la matrice (f(ul) f(u?) --- f(u™)), possiamo scrivere f(z) = Az.

La matrice A rappresenta quindi la trasformazione f, ma questa rappresentazione é rispetto alle basi fondamentali
nei due spazi R™ ed R™, dato che x & scritto nella base fondamentale di R™ (e questo & evidente) e f(x) & scritto nella
base fondamentale di R™ (e questo diciamo che ¢ assunto implicitamente quando, non specificando quale ¢ la base in
cui esprimo f(ul), f(u?),..., f(u™), assumo che sia la base fondamentale). Si pone ora il seguente problema: come
cambia la matrice A se vogliamo rappresentare i vettori in basi diverse da quelle fondamentali ?

Anche se il problema pud essere affrontato e risolto nel caso generale di una f € L, ,, %, consideriamo il caso
particolarmente rilevante di una trasformazione lineare dello spazio R™ in sé, quindi consideriamo una f € £, .

Se v & la scrittura di un vettore z in una data base V, allora ;yByv é la scrittura di « nella base fondamentale. %6
Quindi A -y Byv é I'immagine di x attraverso la trasformazione f, scritta in base fondamentale. Infine By - A -y Byv
é 'immagine di x attraverso la trasformazione f, scritta in base V.

Pertanto la matrice di rappresentazione di f nella base )V é la matrice

vBuy - A-yBy = (uBy) 'A-yBy.

Definizione Date due matrici (quadrate) A e B, diciamo che B ¢ simile ad A se esiste una matrice invertibile S

tale che si abbia
B=S"14S.

> Osservazione Larelazione di similitudine ¢ una relazione di equivalenza. Infatti A ¢ simile ad A (proprieta riflessiva);
se A é simile a B, anche B ¢ simile ad A (proprieta simmetrica); se A & simile a B e B ¢ simile a C, allora A é simile
a C (proprieta transitiva). Si provi a dimostrare per esercizio le tre proprieta.

Per quanto appena detto nell’osservazione, d’ora in poi, anziché dire che A ¢ simile a B (o che B ¢ simile ad A),
diremo che A e B sono simili.

Dimostriamo ora un risultato generale.
Teorema 1 Due matrici sono simili se e solo se rappresentano la stessa trasformazione lineare.

Dimostrazione  Quanto visto nella premessa alla definizione di similitudine prova sostanzialmente che, se due matrici
rappresentano la stessa trasformazione, allora sono simili. Vediamo allora il viceversa e dimostriamo cioé che, se due
matrici A e B sono simili, allora rappresentano la stessa trasformazione. Supponiamo che A e B siano simili, cioé che
B = S~ AS per qualche matrice non singolare S.

Se A rappresenta una trasformazione lineare f rispetto alla base fondamentale U/, allora il risultato & immediato:
infatti, detta S la base formata dalle colonne della matrice S 7, per quanto visto in precedenza abbiamo

S = UBSa
cioé S é la matrice del cambio dalla base S alla base fondamentale . Quindi
B=S"'AS = (uBs)"'A-yBs = sBu - A-uBs

é la matrice che rappresenta f nella base S.
Ora supponiamo che invece A rappresenti f in una qualunque base V. Premettiamo un lemma.
Se S ¢ una matrice non singolare e se V = {v!,v?,... 0"} & una base di R", allora esiste un’altra base W =
{wt,w?, ..., w"} tale che S =, Byy, cioé tale per cui S ¢ la matrice che realizza il cambio dalla base W alla base V.

68

65Pit avanti c’é un esercizio a tale riguardo.

66T.e notazioni sono quelle gia utilizzate in precedenza. Ricordo che ;4 By ¢é la matrice che realizza il cambio dalla base V alla base
fondamentale, che viene qui indicata con U. Ricordo anche che per ottenere 4By basta disporre in colonna i vettori della base V.

67Si ricordi che S é non singolare, e che quindi le sue colonne sono 1.i.

68Lemma ¢ un risultato intermedio che serve a dimostrare un risultato successivo, che é generalmente il vero risultato a cui si vuole
arrivare.
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Per dimostrare il lemma, sia W la base formata dalle colonne della matrice
uBy - 8.9°
Avremo quindi By - S = yyByy. Ma allora
S = (uBv)~'uBw = vBu - uBw = vBw,

e dunque S é la matrice del cambio dalla base VW alla base V, come volevamo dimostrare.
Tornando allora alla questione originaria, se A rappresenta la trasformazione f nella base V, per il lemma precedente
si ha allora
B=S"1458 = wBy - A-yByy,

e quindi B rappresenta f nella base W. O
> Esercizio  Si consideri una trasformazione f € L, ,, e si supponga che la matrice A rappresenti f rispetto alle
basi canoniche in R™ e in R™. Si supponga ora che V = {v! % ... v"} sia una nuova base in R™ e che W =

{w!,w?, ..., w™} sia una nuova base in R™. Si dica come si puo ottenere la matrice di rappresentazione di f rispetto
alle basi V e W.

Prima di studiare altre proprieta interessanti delle matrici simili, vediamo alcune definizioni fondamentali.

5.2 Autovalori e autovettori

Consideriamo una trasformazione lineare f € £, ,,, rappresentata da una matrice A.

Definizione Uno scalare A é un autovalore di f (o di A) se esiste un vettore non nullo v tale che
fw)=Xv, ossia Av= .

In tal caso v si dice autovettore di f (o di A) associato a A.

> Osservazione 1l senso della definizione é chiaro: se A é un autovalore di f e v é un autovettore, significa che la f
trasforma il vettore v in un vettore proporzionale a v, e il coefficiente di proporzionalita & A.

> Osservazione Nella definizione si chiede espressamente che autovettore v non sia il vettore nullo, dato che con
v = 0 ’equazione sarebbe banalmente soddisfatta.

> Osservazione Puod invece essere A = 0, e 0 é autovalore di f se e solo se ci sono vettori non nulli che vengono
trasformati nel vettore nullo, e cioé se e solo se il Ker f non ¢ banale.

> Osservazione Sia A un autovalore di f e sia Sy 'insieme di tutti gli autovettori di f associati a A. Certamente Sy
non contiene il vettore nullo, per definizione di autovettore, e quindi Sy non ¢ un sottospazio di R™. Perd possiamo
dimostrare facilmente che Sy U {0} lo é. Infatti, se 2,y € S\ U {0}, allora

flax + By) = af(x) + 8f(y) =a- Az + 3 Ay = AMax + By)

(é chiaro che, se ad esempio fosse z = 0, allora axz =0 e f(z) =0).
Nel seguito chiameremo autospazio associato all’autovalore X il sottospazio Sy U {0}.

Definizione Chiamiamo molteplicita geometrica dell’autovalore A, e la indichiamo con my(A), la dimensione del
suo autospazio associato.

Diremo che A ¢ un autovalore semplice se la sua molteplicita & 1, quindi se dim(Sy U {0}); diremo che A & un
autovalore doppio se la sua molteplicitd & 2, e cosi via.

Definizione L’insieme degli autovalori di f (di A) & detto lo spettro di f (di A).

> Osservazione Lo spettro di f (di A) é I'insieme degli scalari A per cui f — X (A — \) non ¢ invertibile. 7
Dimostriamo dunque che
spettro di f ={A: f — X non & invertibile}.

Se A appartiene allo spettro di f, cioé se A & autovalore di f, allora f(v) = Av per qualche v # 0; quindi
(f =N (v) =0, e dunque Ker(f — \) # {0}. Pertanto f — A non @& invertibile.

69Le colonne di tale matrice sono certamente l.i., dato che la matrice 3y By - S é non singolare, essendo prodotto di matrici non singolari.

70Scrivendo f — A (si noti che f & una trasformazione e A é un numero reale) intendiamo la trasformazione f — X - 1, dove 1, come gia
indicato in precedenza, ¢ la trasformazione identita (in R™). Analogamente, A — X & la matrice A — X -1, dove anche qui 1 & la matrice
identita, quella che rappresenta la trasformazione identita.
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Viceversa, se f — A non ¢ invertibile, allora il suo nucleo non & banale ed esiste v # 0 tale che (f — X)(v) = 0. Ma
quindi f(v) = Av, e quindi A é autovalore di f.

Si pud anche dire che la molteplicita geometrica mgy(A) di un autovalore A é uguale alla nullita di f— A "L o anche
che & uguale a n — r(f — \).

> Osservazione Ricordando che condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice sia invertibile & che il suo
deteminante non si annulli, possiamo anche dire che A é un autovalore della matrice A se e solo se

det(A — X) =0.

Definizione Data una matrice A (quadrata di ordine n), chiamiamo polinomio caratteristico di A il polinomio

all — A a12 e Aln
asy a9 — )\ Ce agn
p(A) = det(A — \) = det
an1 an?2 oo Qpp — A

Chiamiamo inoltre equazione caratteristica di A 'equazione p(\) = 0.

> Osservazione  Quindi possiamo anche dire che A é un autovalore della matrice A se e solo se é una soluzione
dell’equazione caratteristica di A. Questo risultato ha un’importanza fondamentale. Ragionando da un punto di vista
geometrico sarebbe difficile trovare gli autovalori di A. 1l risultato permette di ricondurre la ricerca degli autovalori ad
un problema algebrico di risoluzione di un’equazione. Si noti che comunque in generale la risoluzione di un’equazione
algebrica non & un problema “facile”.

Si puo dimostrare che il polinomio caratteristico di A é un polinomio di grado n e che il coefficiente di A™ ¢ (—1)".

Definizione Chiamiamo molteplicita algebrica dell’autovalore A, e la indichiamo con m4()), la molteplicita di A
quale soluzione dell’equazione caratteristica. 73

> Osservazione Per quanto detto, ’equazione caratteristica é un’equazione algebrica di grado n. Nel campo reale,
cioé se i coefficienti dell’equazione sono reali e cerchiamo le soluzioni in R, non & detto che un’equazione algebrica
abbia soluzioni. Si pensi ad esempio all’equazione di secondo grado A\ + 1 = 0. E per questo motivo che una
trattazione piti generale di questi argomenti viene condotta in un campo numerico in cui questo problema non si
presenta: il campo dei numeri complessi ¢ preferibile a quello dei numeri reali a tale proposito, dato che un’equazione
algebrica a coefficienti complessi ha sempre almeno una soluzione (eventualmente complessa). Si pud anzi dimostrare
che un’equazione algebrica di grado n a coefficienti complessi ha sempre n soluzioni, se queste vengono contate con le
rispettive molteplicita.

Noi non vogliamo qui svolgere una trattazione generale. Restiamo nel campo reale e ci limitiamo quindi a consi-
derare come sempre matrici ad elementi reali e quindi equazioni caratteristiche a coefficienti reali, che potranno avere
oppure no soluzioni (reali).

Possiamo dire che il numero di soluzioni (reali) delle nostre equazioni caratteristiche di grado n ¢ compreso tra 0
ed n, contando sempre le soluzioni con le rispettive molteplicita.

> Esempio  Consideriamo la matrice 1,,, cioé la matrice identitd n x n. Dato che 1, — 1 & la matrice nulla, allora
A =1 & autovalore di 1,, di molteplicita geometrica n. L’equazione caratteristica di 1,, & chiaramente (1 — \)™ = 0,
che ha la soluzione A = 1, di molteplicitd n. Quindi la molteplicita algebrica dell’autovalore é n.

> Esempio
(1 3 ) 1= 3 ) 2
(V) a7 ) e nex
L’equazione caratteristica & A2 —4 = 0. Gli autovalori sono A\; = +2, \o = —2, entrambi di molteplicita algebrica
1, cioé

me(2) = me(—2) = 1.

Gli autovettori associati a Ay = 2 sono le soluzioni del sistema

x1 + 3x9 = 221 . —21+ 322 =0
0OSss1a
.T1—$2=2.T2 .T1—3.T2:0,

"IRicordo che la nullita di una trasformazione lineare ¢ la dimensione del suo nucleo.

72Dal teorema nullita + rango segue che la dimensione del nucleo di f — A é uguale ad n meno il rango di f — \.

73 Ad esempio, I’equazione (z—1)(z+2) = 0 ha due soluzioni (z = 1 e x = —2), entrambe di molteplicita 1; 'equazione (22 —1)(z+2)? =0
ha tre soluzioni, di cui due (z =1 e = —1) di molteplicita 1 e una (z = —2) di molteplicita 2.
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cioé lo spazio
Sz ={(Ba,a) : o € R},
che ha dimensione 1: quindi m,(2) = dimS; = 1.

Gli autovettori associati a Ao = —2 sono le soluzioni del sistema

1 + 31‘2 = 721‘1 . 3:61 + 31‘2 =0
0ssl1a
T4 — X9 = —2T9 T1 + 22 =0,

cioé lo spazio
S_2 ={(a,—a): a € R},

che ha dimensione 1: quindi my(—2) = dimS_o = 1.

> Esempio  Consideriamo

1 01
A= 0 2 0 R 0 2-X 0 ;o det(A—)\) = (2N
-1 0 3

L’equazione caratteristica & (2 — X)® = 0. C’¢ una sola soluzione A = 2, con m,(2) = 3. Gli autovettori associati a
A = 2 sono le soluzioni del sistema
Ax =2z, cioe (A—2)z=0,

che si riduce all’unica equazione
—X1 + Tr3 = 0

L’autospazio associato all’autovalore A = 2 é quindi

Sy ={(a, B,) : a, € R}.
In questo caso si ha pertanto m,(2) = 2, che non coincide con la molteplicita algebrica trovata in precedenza.

> Osservazione L’ultimo esempio prova che molteplicitd geometrica e molteplicita algebrica possono non essere uguali.
In generale si puo dimostrare che, per ogni autovalore A, si ha

mg(A) < ma(A).

> Esercizio  Gli autovalori di una matrice triangolare, in particolare di una matrice diagonale, sono gli elementi che
si trovano sulla diagonale principale.

> Esercizio  Si provi che A = 0 & autovalore di A se e solo se A ¢é singolare.

> Esercizio  Si provi che, se A é invertibile, allora

1
spettro di A=! = {X : X € spettro di A} )

> Esercizio Si provi che, se 0 & autovalore di A2, allora 0 & anche autovalore di A (il viceversa é banale).
b )

> Esercizio  Si provi che, se A é autovalore di A, allora A% é autovalore di A2. Si verifichi che il viceversa non é vero,
e cioé che se A é autovalore di A2, non necessariamente A é il quadrato di un autovalore di A, sull’esempio

A<01 (1))

> Esercizio  Si provi che, se A > 0 é autovalore di A2, allora A\ = a2, dove a & un autovalore di A.
> Esercizio  Si provi che, se A é autovalore di A, allora A\* & autovalore di A*, dove k é un qualunque numero naturale.

> Osservazione Un caso particolare in cui possiamo affermare che le molteplicita geometriche degli autovalori coinci-
dono con le molteplicita algebriche é il seguente: se A1, A, ..., A, sono autovalori distinti di A, %y, con rispettive mol-
teplicita geometriche mgy(A1), mg(A2), ..., mg(Ay), e sihamgy(A1)+mg(A2)+...+mg(Ay) = n, allora mg(A;) = mg(Aj)
per ogni j.
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> Osservazione  Ricordiamo che, data un’equazione algebrica di grado n
ag + A+ asX? + . ap =0,

il prodotto delle radici dell’equazione ¢ uguale a (—1)" %%

n

Ora supponiamo che Aj, Aa, ..., A, siano gli autovalori distinti di A, xn, € che my,ma,...,m, siano le rispettive
molteplicita algebriche, e si abbia m +mo + ...+ m, = n. Se consideriamo I’equazione caratteristica di A, abbiamo
che: le sue radici sono gli autovalori di A, a,, = (—1)", e infine ag non ¢é altro che il determinante di A™.

Da tutto questo si deduce allora che

P
e
det A=A}

j=1

Piu avanti ci occuperemo di diagonalizzabilita di una matrice, cioé del fatto che una matrice sia simile ad una
matrice diagonale. Come vedremo non ¢ detto che in generale una matrice sia simile ad una matrice diagonale, in
altre parole alcune matrici sono diagonalizzabili e altre no.

Si puo dimostrare che invece ogni matrice é simile ad una matrice triangolare, cioé che data una qualunque matrice
A, esiste una matrice invertibile S tale che la matrice ST!AS ¢ triangolare.

Vediamo ora alcune proprieta delle matrici simili.

Teorema 2 Se A e B sono simili, allora:
i) A e B hanno lo stesso determinante.
ii) A e B hanno lo stesso polinomio caratteristico.

iii) A e B hanno gli stessi autovalori.

> Osservazione Si dice che il determinante, il polinomio caratteristico, gli autovalori sono invarianti della trasforma-
zione. Mentre le matrici che la rappresentano possono variare, e abbiamo visto il perché, le entita indicate invece sono
proprie della trasformazione e non della sua rappresentazione. Potremmo dire che tali entita sono pit profondamente
legate alla trasformazione e non cambiano se cambia solo il modo di rappresentare la trasformazione stessa.

Dimostrazione  Per quanto riguarda i), se B = S71AS, allora
det B = det(S™'AS) = det S™! det Adet S = det A.7
Riguardo a ii), si ha
det(B—2)) = det(ST1AS —))
= det(ST'AS — AS7119)
det(S71(A - \)S)
det S~!det(A — ) det S
= det(4A— ).

Rigurado infine a iii), si tratta di un’immediata conseguenza di ii), dato che gli autovalori sono le radici del
polinomio caratteristico. O

> Osservazione Matrici simili hanno, come appena visto, gli stessi autovalori.

Per quanto riguarda gli autovettori, o se si preferisce gli autospazi, ¢’¢ un importante punto da osservare. Anche
I’autospazio associato ad un dato autovalore ¢ invariante, essendo un sottospazio che la funzione lineare trasforma in
se stesso. Questo aspetto si coglie meglio se si pensa all’autovettore della trasformazione lineare, cioé al vettore tale
che f(v) = Av.

Non appena pero tiriamo in ballo la matrice, ecco che si pone il problema della rappresentazione, dato che A ¢ una
delle possibili rappresentazioni di f.

Pertanto, se utilizziamo una matrice B simile ad A per rappresentare f, & ragionevole che gli autovettori, pur
restando gli stessi, abbiano una diversa rapresentazione, quella relativa alla base in cui B rappresenta f.

Infatti, se B = S71AS, se \ & autovalore (di A e di B) e se v ¢ autovettore di A associato a ), si pud dimostrare
(farlo per esercizio) che t = S~!v & autovettore di B associato a A. Il risultato come detto non deve sorprendere: se

74Infatti, se
p(A) =det(A—X) =ap+ oA+ ...+ (=1)" A",
allora p(0) = det A = ayp.
75Gi & fatto uso del teorema di Binet.
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la matrice B rappresenta la stessa trasformazione in una base diversa e se la matrice S realizza il cambio di base,
é chiaro che, mentre ’autovalore e ’autospazio associato non dipendono dalla scelta della base, la rappresentazione
di quest’ultimo, cioé dei vettori che costituiscono I'autospazio, dipende invece dalla base e quindi le scritture di tali
vettori risentiranno di un cambio di base.

Si noti anche che, se per fissare le idee diciamo che la matrice A rappresenta una f nella base V e la matrice B
rappresenta f nella base W, allora la matrice S é appunto la yByy, cioé la matrice del cambio di base da W a V.
Quindi per avere gli autovettori di B bastera scrivere gli autovettori di A in base W, cioé moltiplicarli per y, By, che
e S

Vale ora il seguente risultato:

Teorema 3  Autovettori associati ad autovalori distinti sono linearmente indipendenti.

k

Dimostrazione ~ Supponiamo che A1, \g, ..., \x siano autovalori distinti di A e che z!, 22, ..., z* siano k autovettori

associati. Vogliamo dimostrare che z!, 22, ..., 2* sono Li.
Supponiamo che essi siano l.d.: allora tra loro ce n’¢ almeno uno che & c.l. dei precedenti. Sia 7 il primo di questi.
Quindi avremo che
= 041:131 + 042902 + ...+ aj_lgz:j_l

2 -1

ezt 22, ..., 277! sono l.i.
Moltiplicando a sinistra per A, si ottiene

AZL'j = alAzl —+ OAQASCQ + ...+ OéjflASCjil

e quindi 4 }
)\jl‘] = 041)\1:131 + Oég)\2$2 + ...+ aj_l)\j_lxj_l.

Sostituendo ad 27 la sua espressione come c.l. degli altri vettori, si ottiene
Aj (0411'1 + 042502 + ...+ Oéjfll'jil) = al)\lscl + O[2>\2x2 + ...+ Oéjfl)\jflxjil

cioé
0411'1(>\j — Al) + O[Q.TQ(AJ‘ — AQ) + ...+ Oéjfll'j_l(/\j — )\jfl) =0.

Ora, ricordando che i vettori ', z2,..., 277! sono Li. e che gli autovalori sono distinti, si deduce che deve essere
alzagz...:aj_lzo.
Questo perod significa 27 = 0, contro l'ipotesi che sia un autovettore. a

5.3 Diagonalizzabilita

\

Definizione Una matrice A & diagonalizzabile se é simile ad una matrice diagonale, cioé se esiste una matrice
invertibile S tale che la matrice S~'AS ¢ diagonale.

Definizione Chiamiamo matrice modale di A una qualunque matrice che abbia per colonne n autovettori di A.

> Osservazione Ovviamente la matrice modale non ¢é unica. Inoltre puo essere singolare.”®

Nel seguito indicheremo con diag(A1, Ag, ..., \,) la matrice diagonale che ha sulla diagonale principale gli scalari
AL, A2,y Ap.
Teorema 4 Se z',2z2,..., 2" sono n autovettori associati rispettivamente agli autovalori A1, Ag, ..., \,, vale 'ugua-
glianza

AV =V diag(A1, Az, ..., An),

dove V & la matrice modale degli z°.
Dimostrazione  Si ha direttamente

AV = Azt 2 - 2™)
(Az Ax? ... Ax™)
()\1:131 Aox? - Ana™)
(b 22 - 2™)diag(M, Ag, .., An)
= Vdiag(A\,Aa,..., \n).

“6Banalmente, per avere una matrice modale singolare, basta ad esempio ripetere almeno due volte lo stesso autovettore, oppure scrivere
un autovettore insieme ad un suo multiplo. Si noti che nella definizione di matrice modale non si richiede che gli autovettori siano distinti
o che siano associati ad autovalori distinti. Quindi si possono ottenere matrici modali “molto banali”.
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O
> Osservazione Si noti che nel teorema non si fa 'ipotesi che gli autovalori siano distinti e non si fa nemmeno alcuna
ipotesi sugli autovettori associati.

> Osservazione  Si noti che nella tesi del teorema 4 siamo “molto vicini alla diagonalizzabilitad” della matrice A. Mi
spiego meglio: consideriamo la
AV =V diag(A1, A2, ..oy An).

Se noi sapessimo che V' & invertibile, moltiplicando a sinistra per V! otterremmo
VLAV = diag(\i, Aa, ..., An),
il che vorrebbe dire che A é diagonalizzabile. Quindi, se noi potessimo affermare che V' é non singolare, avremmo che
ogni matrice é simile ad una matrice diagonale. Questo purtroppo in generale non ¢ vero.
A tale proposito cade il teorema che segue.
Teorema 5 Se una matrice ha n autovalori distinti, allora é diagonalizzabile.

Dimostrazione  Se A1, Az, ..., A\, sono gli n autovalori distinti di A e se x',22,...,2" sono autovettori di A associati
agli autovalori, in base al Teorema 3 possiamo affermare che !, z2,..., 2" sono Li. e che quindi la matrice modale V'
costruita con tali vettori é invertibile. Quindi, come conseguenza del Teorema 4, si ottiene

VLAV = diag(Mi, Aa, .., An),
e cioé A é diagonalizzabile. O

> Osservazione 1l teorema appena dimostrato fornisce soltanto una condizione sufficiente per la diagonalizzabilita di
una matrice. In altre parole il teorema non dice che una matrice, per essere diagonalizzabile, debba necessariamente
avere n autovalori distinti.

Il teorema che segue fornisce invece una condizione necessaria e sufficiente per la diagonalizzabilita di una matrice.
Teorema 6 Una matrice A & diagonalizzabile se e solo se ha n autovettori linenarmente indipendenti.

Dimostrazione Se A é diagonalizzabile, allora é simile ad una matrice diagonale, cioé esiste una matrice invertibile .S
tale che la matrice
D=S"1AS

¢ diagonale. Ma allora AS = SD e quindi, se s',s%,...,s" sono le colonne di S e dj; sono gli elementi sulla diagonale
principale di D, avremo _ _
As’ =djjs’ perognij=1,2,...,n

Quindi i dj; sono autovalori di A e gli s/ sono autovettori associati a questi. Dato che S ¢ invertibile, possiamo

concludere che s',s?,...,s™ sono l.i.

Viceversa, se A ha n autovettori L.i. x',x2,...,2", essi saranno associati agli autovalori A1, A2, ..., A,, non ne-
cessariamente distinti. Costruiamo ora con gli autovettori la matrice modale V. Essa é invertibile, e quindi per il
Teorema 4, possiamo scrivere AV = V diag(A1, Xz, ..., \,) e quindi la matrice V1AV ¢ diagonale. g

> Osservazione Come abbiamo visto, se la matrice A ha n autovalori distinti, allora ci sono senz’altro n autovettori Li.
e la matrice é diagonalizzabile. In questo caso abbiamo n autospazi, tutti di dimensione 1, per cosi dire indipendenti
tra loro.

Se invece gli autovalori non sono distinti, e quindi ¢’¢ qualche autovalore A; di molteplicitd m,(\;) > 2, allora
possono accadere due cose:

e lautospazio associato ha dimensione mg4(A;) = mq(A;) e quindi in esso ci sono mgy(A;) autovettori Li.
e lautospazio associato ha dimensione mgy(A;) < mq(A;) e quindi in esso non ci sono abbastanza autovettori Li.

La diagonalizzabilita di A dipende da quale delle due situazioni si verifica. E chiaro che, per essere A diagonaliz-
zabile, deve presentarsi la prima situazione per ogni autovalore di A. Basta che per un particolare autovalore non ci
sia coincidenza tra le molteplicitd, e questo fa si che la matrice non sia diagonalizzabile.

Nel seguito vediamo alcune proprieta che coinvolgono il prodotto interno di R™. Ricordiamo che, se = e y sono
vettori,

n
(@y) =Ty =) ww
i=1
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Osserviamo che se A ¢ una matrice (quadrata)’, allora
(Az,y) = (Ax)Ty = 2T ATy = (z, ATy).
Infine, se A é una matrice simmetrica, cioé se AT = A, allora la precedente diventa

(Az,y) = (z, Ay).
Un paio di risultati che ci saranno utili in seguito.
Teorema 7 Az = 0 per ogni z se e solo se (Ax,y) = 0 per ogni x,y.”8

Dimostrazione  Ovviamente, se Az = 0 per ogni z, allora (Az,y) = (0,y) = 0 per ogni z, y.
Viceversa, se (Az,y) = 0 per ogni z,y, allora (Az, Ax) = 0 per ogni x. Quindi ||Az| = 0 per ogni = e dunque
Az = 0 per ogni z. O

Teorema 8 Se A é simmetrica, allora Az = 0 per ogni « se e solo se (Ax,z) = 0 per ogni x.

Dimostrazione  Per il teorema 7, se Ax = 0 per ogni z, allora (Az,z) = 0 per ogni z.
Viceversa, supponiamo che (Az,z) = 0 per ogni . Allora per ogni x,y si ha

0 = (Alz+y),z+y —(Az,z) — (Ay,y)
(il prodotto interno ¢ distributivo) = (Az,y) + (Ay,z)
(A é simmetrica) = (Ax,y) + (y, Az)
(il prodotto interno é commutativo) = (Az,y) + (Azx,y)
2(Az,y).
Quindi per il Teorema 7 si ha che Ax = 0 per ogni x. O

Definizione Diciamo che una matrice U (o una trasformazione lineare U) & ortogonale se U~! = UT. Si puo anche
dire equivalentemente che U ¢ ortogonale se UTU = UUT = 1.

> Osservazione Se U ¢ ortogonale e indicando con 27 le sue colonne, dalla UTU = 1 segue che (x%,27) & nullo se
i # j, mentre vale 1 se i = j. Quindi possiamo dire che le colonne di U sono una base ortonormale. Lo stesso si puo
dire per le righe di U, ragionando sulla UUT = 1.

Teorema 9 Sia U una matrice quadrata. Sono equivalenti le seguenti proprieta:
i) UTU =1;
ii) (Uz,Uy) = {(x,y), per ogni x, y;
iii) ||Uz| = ||=||, per ogni x.
Dimostrazione  Dimostriamo che i) implica ii). Se vale i), allora
(Uz,Uy) = (2, UTUy) = (z,y).
Dimostriamo che ii) implica iii). Se vale ii), allora come caso particolare
U] = (Uz,Uz) = (z,2) = ||z|]?,

da cui segue la iii).
Dimostriamo infine che iii) implica i). Se vale iii), allora per ogni =

Y

(UTU = 1)z,2) = UTUz, ) — (z,)
= (Uz,Ux) — (x,x)
= (),
e quindi, per il teorema 8, UTU — 1 = 07, cioé UTU = 1. g

7TPossiamo anche considerare A come una trasformazione lineare, valendo le ben note relazioni tra i due concetti, e scrivere quindi Az
per 'immagine di = attraverso la trasformazione A.

78Se vediamo A come trasformazione lineare, la proprieta che Az = 0 per ogni z significa naturalmente che la trasformazione &
identicamente nulla.

798i osservi che la matrice UTU — 1 é simmetrica dato che ¢ somma di matrici simmetriche.
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> Osservazione La proprieta iii) implica che
iv) Uz — Uyl = ||z —yll, per ogniz,y.

Vale ovviamente anche il viceversa, cioé iv) implica iii) (si dimostrino entrambe per esercizio).

Quindi le trasformazioni di cui parla il teorema 9, e che hanno tutte le proprieta i), ii), iii) e iv), in particolare
conservano le distanze e per questo si chiamano isometrie.

Sulle isometrie e sulle matrici simmetriche esistono molti risultati interessanti. Ne citiamo alcuni.

Teorema 10 Se X = {z!,22,... 2"} ¢ una base ortonormale e U ¢ un’isometria, allora anche {Ux!, Uz?, ... Ux"}
¢ una base ortonormale. Viceversa, se {Ux!,Ux?,...,Ux™} & una base ortonormale, allora U é un’isometria.
Dimostrazione ~ Supponiamo che X = {x!, 22 ... 2"} sia una base ortonormale e U sia un’isometria. Allora, per la

proprieta ii), _ _ o
(Uz",Ux?) = (z',27), per ogni x*,27.

Il risultato segue dal fatto che gli = sono una base ortonormale.
Viceversa, se entrambe {z!,22,... 2"} e {Ux!,Ux?,... Ux"} sono basi ortonormali, allora arriviamo al risultato
dimostrando che vale la proprieta ii). Anzitutto ¢ immediato che

(Uz*, Ux?) = (2*,27), per ogni z*, 27,

dato che entrambi i prodotti interni sono nulli se i # j e valgono 1 se i = j.
Quindi, se a, b sono due vettori qualunque, allora

(Ua,Ub) = (U(arz" +agaz® + ...+ anz™),U(biz" + box® + ...+ byz™))
Zaibj<USCi, UZL'J>
2%

= Zaibj<$i,1'j>
4,3

(a,b)

e la proprieta ii) ¢ dimostrata. O

Teorema 11  Ogni autovalore di un’isometria ha modulo unitario.

Dimostrazione  Dai risultati precedenti segue che, se z € un autovettore associato all’autovalore A, allora
[Uz(| = [Alll] = [l=]],
e quindi (gli autovettori non sono nulli) |A| = 1. O

Le matrici simmetriche, dal punto di vista degli autovalori, sono matrici “speciali”. Infatti valgono i seguenti
risultati:

Teorema 12 Se A é simmetrica, allora i suoi autovalori sono reali.

> Osservazione  Detto cosi il risultato pud sembrare banale. In effetti nella nostra trattazione gli autovalori (se
esistono) sono sempre numeri reali. Quindi il teorema 12, che non afferma che gli autovalori esistono, sostanzialmente
dice che, se esistono, sono reali, cosa ovvia nella nostra trattazione.

Lo stesso enunciato avrebbe tutto un altro significato in una trattazione piu generale, alla quale si accennava
qualche pagina fa. Trattando di matrici in campo complesso, dove gli autovalori sono in genere complessi, risulta
molto significativo infatti che, una matrice di un certo tipo®® abbia sempre autovalori reali. Il risultato del teorema
12, nella nostra trattazione in campo reale, viene meglio espresso nel modo seguente:®’

Teorema 13  Ogni radice dell’equazione caratteristica di una matrice simmetrica é reale.

> Osservazione 1l teorema 13 afferma che I'equazione caratteristica di una matrice simmetrica n x n ha n radici
reali, se le contiamo con le rispettive molteplicita. Non & detto ovviamente in generale che le radici dell’equazione
caratteristica siano distinte.

80Non dico espressamente simmetrica perché in quel contesto la simmetria ¢ leggermente diversa: non consiste infatti nella uguaglianza
tra la matrice e la sua trasposta, ma tra la matrice e la trasposta della coniugata. A quel punto la si chiama anche in modo diverso, non
pitl simmetrica ma autoaggiunta.

81Non forniamo una dimostrazione del risultato, dato che per ottenere la tesi in modo abbastanza semplice occorre comunque fare ricorso
al campo dei numeri complessi, e mi si perdoni il gioco di parole.
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> Osservazione 1l risultato del teorema precedente non vale per le isometrie. Infatti, la matrice

0 1
A=
(5o)
rappresenta un’isometria, dato che AT A = 1. Essa pero non ha autovalori reali, dato che I’equazione caratteristica é
A +1=0.

Il seguente teorema rafforza, nel caso di matrici simmetriche o di isometrie, il teorema 3.

Teorema 14 Se A é simmetrica oppure un’isometria, allora gli autovettori di A associati ad autovalori distinti sono
ortogonali.

Dimostrazione  Supponiamo che \; e Ay sianno autovalori di A e che A\; # A\o. Supponiamo inoltre che x e y siano
autovettori associati rispettivamente a A\; e A2. Vogliamo dimostrare che allora x e y sono ortogonali.
Se A é simmetrica si ha

A1 (z,y>

Quindi
(A1 = A2)(z,y) = 0.
Dato che A\; — A2 # 0, deve necessariamente essere {x,y) = 0.
Vediamo ora la seconda parte, e cioé che lo stesso succede se A ¢ un’isometria. In tale caso abbiamo

(x,y) = (Az,Ay) (proprieta ii))
<)\1£C7>\2y>
A2 (, y).

Quindi
()\1)\2 — 1)<.T,y> =0.

Ricordando il risultato del teorema 11 e ricordando che gli autovalori sono distinti, deve necessariamente essere
A1A2 = —1, da cui segue ancora che (z,y) = 0. O

A questo punto resta ancora aperta una questione: nel caso di matrici simmetriche, o di isometrie, pud succedere
quello che talvolta succede con matrici qualunque, e cioé che ad un autovalore di molteplicita algebrica maggiore di 2
sia associato un autospazio troppo piccolo per consentire in esso la presenza di abbastanza autovettori indipendenti ?

In altre parole la questione é: una matrice simmetrica, o un’isometria, puo essere non diagonalizzabile 7

Il teorema che segue chiarisce questo aspetto e da alla domanda una risposta negativa.

Teorema 15 Se A é simmetrica oppure un’isometria, allora la molteplicita algebrica di ogni autovalore é uguale
alla molteplicita geometrica di questo.

> Osservazione 1l teorema 15 dice quindi che le matrici simmetriche e le isometrie sono sempre diagonalizzabili.®?
Conseguenza dei risultati precedenti, in particolare del teorema 14, é anche che la diagonalizzazione di una matrice
simmetrica pud avvenire attraverso una matrice ortogonale. Quindi, se A é simmetrica, esiste una matrice ortogonale
U tale che

UTAU = diag(M\i, A2, .. .5 M),

dove A1, Mg, ..., A, sono gli autovalori di A, non tutti necessariamente distinti.

82Per le isometrie la diagonalizzazione potrebbe richiedere il campo complesso in quanto come visto gli autovalori non sono necessariamente
reali.
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6 Forme quadratiche

Si dice forma quadratica (scriveremo per comodita f.q.) nelle indeterminate x1, x2, ..., z, un polinomio omogeneo di
secondo grado nelle variabili x1, s, ..., z,.
Posto x = (z1,22,...,2,), laf.q. &

Q(Z‘) = Z Qi TiT 5.

i,j=1

Come subito si verifica, usando la scrittura matriciale si pud piu sinteticamente scrivere

Q(z) = (Az, ) = 2T Az,
dove A ¢ la matrice dei coefficienti a;;.3%
Si verifica facilmente che si pud sempre scrivere la f.q. mediante una matrice simmetrica. Infatti per ogni i, j
possiamo scrivere
Qij + aji aij + aji
Qi L7 5 + Qi = - Lidy Tl‘]l‘l

2

D’ora in avanti sottointenderemo che la matrice della f.q. sia simmetrica.

Qualunque f.q. assume il valore 0 in corrispondenza del vettore nullo.

Con riguardo al segno dei valori assunti in corrispondenza di vettori non nulli si possono classificare le f.q. come
segue.

Definizione

i) Una f.q. si dice definita positiva se
Q(z) >0 Yz #0;

ii) Una f.q. si dice definita negativa se

Q(x) <0 Vz #£0;
iii) una f.q. si dice semidefinita positiva se

Q(z) >0 Vz edesiste z # 0 tale che Q(z) =0;

iv) una f.q. si dice semidefinita negativa se

Q(z) <0 Vz edesiste z # 0 tale che Q(z) =0;

v) una f.q. si dice indefinita se

esistono z,y # 0 tali che Q(z) >0 e Q(y) <0.

Per il riconoscimento di una f.q. dal punto di vista del suo segno esistono alcuni metodi pratici, che ora esamineremo.
Vedremo in particolare due metodi: uno coinvolge l'uso degli autovalori della matrice della f.q., 'altro coinvolge il
segno di alcuni minori della matrice stessa.

Vediamo prima il metodo con gli autovalori. Sia dunque Q(z) = (Axz,z) una f.q. Poiché A & simmetrica, essa
ha n autovettori ortogonali, che possono essere normalizzati. Supponiamo dunque che z!,22,...,2" sia una base
ortonormale formata da autovettori della matrice A.

Con questi vettori possiamo costruire una matrice modale V', che é ortogonale. Abbiamo allora
diag(A1, Ao, ..., A\n) = VT AV, ossia A =V diag(A, Aoy, M) VT,

dove diag(A1, Ag, ..., Ay) € la matrice diagonale degli autovalori di A: chiamiamola per comodita D.
Possiamo quindi scrivere

Qlx) = (Az,z)
= (VDVTz, )
= (DV T2, VTr)
(ponendo VT2 = y) = (Dy,y).

83Una f.q. non ¢ altro quindi che una particolare funzione di n variabili a valori reali (o una funzione scalare di variabile vettoriale se si
preferisce).
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Quest’ultima esprime chiaramente la f.q. rispetto alla base ortonormale formata dagli autovettori di A. II cambio
di base é particolarmente conveniente, dato che rispetto a tale base ortonormale la matrice della f.q. é diagonale.

Si noti che I'equazione vettoriale VTz = y stabilisce una trasformazione lineare invertibile di R™ in sé. L’ultimo
risultato é quindi da intendere nel senso che i valori della f.q. Q(z), al variare di x in tutto R™ si ottengono attraverso
i valori di (Dy,y) al variate di y in tutto R™.

Possiamo anche dire che x = 0 se e solo se y = 0, e cioé = # 0 se e solo se y # 0. Quindi ai fini del riconoscimento
del segno della f.q., lo studio di (Az,z) equivale allo studio di (Dy,y), che risulta di molto semplificato, dato che la
matrice D é diagonale.

Risulta infatti

<Dy,y> = Aly% + )\ng + ...+ )\nyi 84

A questo punto é facile classificare la f.q. Si puo dire che:

e la f.q. ¢ definita positiva se e solose \; >0Vi=1,...,n;
e la f.q. & definita negativa se e solose \; <0Vi=1,...,n;
e la f.q. ¢ semidefinita positiva se e solo se A; = 0 per qualche i e \; > 0 per i rimanenti;

e la f.q. & semidefinita negativa se e solo se A; = 0 per qualche i e \; < 0 per i rimanenti;

la f.q. é indefinita se e solo se ci sono autovalori positivi e autovalori negativi.

> Osservazione Dimostriamo ad esempio la prima doppia implicazione (lo studente faccia per esercizio le altre). Se la
f.q. @ definita positiva, significa che (Dy, y) & strettamente positivo su tutti i vettori y non nulli. Se per assurdo ci fosse
un \; < 0, allora avremmo (Du’,u’) = \; < 0, contro I'ipotesi. Se viceversa tutti gli autovalori sono positivi, allora,
preso un y # 0, ci sara almeno una sua componente y; # 0; ma allora (Dy,y) = \y3 + Aays + ...+ \ny2 > Niy? > 0.

Vediamo ora alcuni esempi di studio del segno di una f.q. con il metodo degli autovalori.

> Esempio  Consideriamo la f.q.
Q(z1,22) = 930% + 122,29 + 495%.

9 6
A= .
11 calcolo degli autovalori di A porta a trovare Ay =0 e Ay = 13. Quindi la f.q. é semidefinita positiva.

Verifichiamolo in base al segno: abbiamo 922 +12x122+422 = (3x1+2%2)?, e quindi si ha chiaramente Q(x1,x2) > 0
ovunque e Q(x1,z2) = 0 sul sottospazio {a(2,—-3) : a € R}.

Possiamo scrivere Q(z) = (Az, ), dove

> Esempio  Consideriamo la f.q.
Q(z1, 0, 23) = 22 — 22129 + 21123 + 205 — 2w023 + 2:0%.

Possiamo scrivere Q(z) = (Az, ), dove

N
I
|
—_
O
|
—_

1l calcolo degli autovalori di A porta a trovare A\; = 1, Ao = 2++v/3 e A3 = 2—+/3. Quindi la f.q. ¢ definita positiva.
Verifichiamolo in base al segno: si puo scrivere infatti

2?2 — 2219 + 27123 + 203 — 2wox3 + 21‘% = (11 — 22)* + (z2 +23)° + z%,

84Basta pensare che D = diag(\1,A2,...,An) & la matrice le cui colonne sono i vettori Adjul, Ad2u?,... Ayu™ e quindi
(diag(A1, A2, Ay, ) = ((au! Aau? L Apu™),y)
= <Z Xiv'yi, )
i

= > Nwi(u',y)
= Z)\iy%-

Si noti anche che gli autovalori non sono necessariamente tutti distinti.
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e si tratta intanto di una quantita sicuramente non negativa. Puo essere nulla solo se i tre termini quadratici sono
contemporaneamente nulli, cioé se

r1 — T2 = 0

To+2x3 =0

T3 = 0,
sistema omogeneo che ha come unica soluzione la soluzione nulla. Pertanto per definizione la f.q. & definita positiva.

> Esempio  Consideriamo la f.q.
Q(z1, 2, w3, m4) = (21 — 12)” + (3 + 24)°,
Si tratta chiaramente di una f.q. semidefinita positiva, dato che & non negativa e si annulla sul sottospazio

{a(1,1,0,0)+ 5(0,0,1,—-1) : o, B € R}.
Verifichiamolo con gli autovalori. La matrice della f.q. é

0
0
1
1

= =0 O

1
0 0
0

I calcolo degli autovalori di A porta a trovare A\; = 0 (di molteplicita 2) e Ay = 2 (di molteplicitd 2). Questo
conferma che la f.q. € semidefinita positiva.

> Esempio  Consideriamo la f.q.
Q(:I:l, X9,%3,T4) = 2x1%2 + 230% + 2x923 + x§ + 223714 + 290421.

La matrice della f.q. &

0 1 0 -1
1 21 0
A*0111
-1 0 1 2

Il calcolo degli autovalori di A porta a trovare \; =0, Ao =3, A3 = 1 +v3 e Ay = 1 — /3. La f.q. ¢ pertanto
indefinita.

> Esercizio Sia Q(z) = (Ax,x) e sia A = 0 autovalore di A. Si dimostri che @ si annulla sull’autospazio associato
all’autovalore nullo.

> Esercizio  Sia Q(z) = (Az,z). Si dimostri che Q(z) = >, \iz?, dove z = (z1,22,...,%,) € A1, A2, ..., A, sono gli
autovalori di A.

Un altro criterio utile per classificare una f.q. € quello che prende in esame il segno di alcuni particolari minori
della matrice della forma quadratica. Occorrono intanto un paio di definizioni.

Definizione Sia A una matrice simmetrica.

e Si chiamano minori principali di ordine k di A i minori®® che si ottengono considerando sottomatrici formate da
k righe e dalle corrispondenti colonne.

e Si chiamano minori principali di Nord—Qvest (NO) di ordine k di una matrice simmetrica A i minori principali
che si ottengono considerando le prime k righe (e quindi di conseguenza le prime k colonne).

Ad esempio, in una matrice A di ordine 4, vi sono;

> 4 minori principali di ordine 189,

> 6 minori principali di ordine 287,

> 4 minori principali di ordine 238,

85Ricordo che minore di una matrice A & in generale ogni determinante di una sottomatrice (quadrata) di A. Un minore & di ordine k
se la sottomatrice da cui proviene é di ordine k, cioé € una sottomatrice k X k.

86S0ono gli elementi della diagonale principale di A.

87Si ottengono scegliendo in tutti i modi possibili 2 righe su 4 nella matrice: quindi 12 e 22, 12 e 32, 12 ¢ 42, 22 ¢ 32, 22 ¢ 42, 33 ¢ 42,
Non c’¢ liberta di scelta sulle colonne, dato che devono essere quelle corrispondenti alle righe. Come noto il numero di scelte possibili di
due elementi in un insieme di 4 ¢ (3).

888i ottengono scegliendo in tutti i modi possibili 3 righe su 4 nella matrice e quindi 12, 22 e 32, 12, 22 e 42, 12, 32 ¢ 42 ¢ 22, 32 ¢ 42,
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> 1 minore principale di ordine 43°

Vi sono invece soltanto 4 minori principali di NO, uno per ogni ordine. Naturalmente i minori principali di NO
sono un sottoinsieme dei minori principali.

> Esercizio Quanti sono i minori principali di NO di una matrice di ordine n 7 Quanti sono i minori principali 7 E
infine quanti sono i minori ?

Qui di seguito forniamo, senza dimostrazione, le regole per decidere il segno di una forma quadratica in base ai
minori principali della sua matrice.

e Laf.q. (Az,z) é definita positiva se e solo se tutti i minori principali di NO di A sono positivi;

La f.q. (Az,z) é definita negativa se e solo se tutti i minori principali di NO di A di ordine pari sono positivi e
tutti i minori principali di NO di A di ordine dispari sono negativi;

La f.q. (Az,x) é semidefinita positiva se e solo se tutti i minori principali di A sono non negativi e det A = 0;

La f.q. (Az,z) é semidefinita negativa se e solo se tutti i ménori principali di A di ordine pari sono non negativi,
tutti i minori principali di A di ordine dispari sono non positivi e det A = 0;

e la f.q. ¢ indefinita se e solo se non si verifica nessuna delle situazioni precedenti.

Vediamo alcuni esempi di studio del segno di una f.q. con i minori principali, riprendendo anche alcuni degli esempi
gia proposti in precedenza e gid studiati con il metodo degli autovalori.

> Esempio  Consideriamo la f.q.
Q(x1,29) = 927 + 122129 + 423,

=(0 1)

Il determinante ¢ nullo e i minori principali di ordine 1 sono positivi: quindi la f.q. ¢ semidefinita positiva.

La matrice &

> Esempio  Consideriamo la f.q.
Q(21,22,73) = o7 — 2w109 + 22173 + 205 — 2013 + 273
La matrice é

A= -1 2 -1
1 -1 2
I tre minori principali di NO sono tutti uguali ad 1, quindi la f.q. é definita positiva.

> Esempio  Consideriamo la f.q.

Q(z1, 29, 23) = —2:13% +4dxyxy — 430% + 5913 — 2x§.
La matrice é
-2 2 0
A= 2 -1 502
0 5/2 -2

I minori principali di ordine 1 sono negativi; i minori principali di ordine 2 sono positivi; il determinante di A (&
un minore principale di ordine 3) ¢ perod positivo, e quindi la f.q. ¢ indefinita.

> Esempio  Consideriamo la f.q.
Q(x1, 2,73, 24) = (x1 — 22)* + (23 4+ 24)°.

La matrice &

1 -1 0 0
-1 1 0 0
A*0011
0 0 1 1

89F evidentemente il determinante di A.
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Il determinante é nullo e gli altri minori principali sono tutti uguali a 0 oppure a 1. La f.q. é quindi semidefinita
positiva.

> Esempio  Consideriamo la f.q.
Q(z1, T2, 3, 24) = 20109 + 205 + 220w3 + 23 + 22374 + 277,

La matrice &

0 1 0 -1
A 1 2 1 0
0 1 1 1
-1 0 1 2

La f.q. non é definita, dato che il primo minore principale di NO ¢é nullo. Il secondo minore principale di NO &
negativo e, essendo di ordine pari, rende la f.q. indefinita. Come si vede il metodo dei minori puo rendere lo studio
del segno molto pit veloce del metodo degli autovalori.
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