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Serie

Prendiamo una successione di numeri a1, a2, …,an, … Sommando tutti gli elementi (infiniti) di questa

successione otteniamo una serie:
1n

naS .

Se limitiamo la somma ai primi n elementi della successione di numeri, otteniamo una somma parziale

nn aaaS ...21 . È quindi chiaro che una serie è il limite per n che tende all’infinito della somma

parziale. Questo lo si può dedurre anche attraverso il seguente approccio:
prendo la successione delle somme parziali Sn : S1, S2, …,Sn, … Facendo il limite di questa successione ottengo il 
risultato della serie. 

Teoria di Zenone

Un corridore deve andare dal punto 1 al punto 0. Sappiamo che per andare dal punto 1 al punto ½impiega un
tempo T. Quanto impiega per effettuare tutto il tragitto ? La risposta è ovviamente 2T.

Ora Zenone ragionò in questa maniera: suddivise il tragitto 
da 1 a 0 in infinite tappe ognuna delle quali dista dall’altra 
esattamente la metà di quanto resta da percorrere. Calcolò i 
tempi per percorrere tutte le tappe, li sommò e impose
questa somma uguale a 2T.
Ottenne quindi una serie del tipo: 

T
TTTT

T
n

2...
2

...
842

Il risultato di questo ragionamento fu quindi che una somma di infiniti elementi poteva avere un risultato finito.
Il passo successivo sarebbe stato quello di trovare dei metodi per capire quando una serie converge ad un
risultato finito e quando diverge verso l’infinito.
Prima di proseguire, però è necessario fare alcuni commenti:

Se la serie viene eseguita su una successione di numeri complessi, allora o converge oppure diverge.
Se la serie viene eseguita su una successione di numeri reali, allora o converge oppure diverge
negativamente o positivamente oppure può essere una serie oscillante nel caso il limite della
successione delle somme parziali non esista:

oscillanteserieesistenon

ntenegativamedivergenteserie

ntepositivamedivergenteserie

regolareoeconvergentseriefinito

lim

S

S

S

S

SSn
n

Serie geometrica (reale)

Una serie geometrica è la somma di una successione di potenze di uno stesso numero:

0......1 32

0

bbbbbbS n

n

n

G

Si noti che l’indice della sommatoria parte da zero, quindi la somma parziale n-esima di una serie geometrica
sarà la somma degli elementi della successione di potenze con indice che va da 0 ad n-1:

12 ...1 n

n bbbS

La somma parziale di questa particolare serie si può calcolare velocemente attraverso un piccolo trucco:

Parto dalla definizione di somma parziale: 
132 ...1 n

n bbbbS

Moltiplico entrambi i membri per b:
n

n bbbbSb ...32

Riprendo Sn e sottraggo la quantità b*Sn:
nn

nn bbbbbbbSbS ......1 3212

Gli elementi di cui sopra si elidono due a due e resta solo (raccogliendo): 
n

n bbS 11

Ottengo Sn dividendo per (1-b): 1
1

1
b

b

b
S

n

n

0 1½¼1/8

TT/2T/4

…….
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Con questa definizione di somma parziale è più facile calcolare il limite:

n

n

n

n

n

n
n

n
b

bbb

b

bb

b
S lim

1

1

1

1

11

1
lim

1

1
limlim

In questo caso è possibile ottenere diversi risultati, riassunti nella seguente tabella:

Valore di b Valore di Sn Carattere della serie

1b
b1

1
Convergente

1b Divergente positivamente

1b Divergente positivamente

1b Non esiste Indeterminata

Serie geometrica (complessa)

Prendo un numero complesso z. Questo è rappresentabile tramite un piano cartesiano: 

Ora calcoliamo il limite della successione delle potenze di z:
n

n
zlim

Ora si possono avere tre casi distinti:

1lim1 n

n
zz

0lim1 n

n
zz

esistenonlim1 n

n
zz

Nel primo caso z corrisponde ad un reale di valore 1, per cui si ottiene una successione di potenze di 1, che
risultano essere sempre uguali ad 1.
Nel secondo caso teniamo conto del modulo di z e quindi consideriamo un’area circolare centrata nell’origine
degli assi e di raggio minore di 1. In questo caso, ragiono nel modo seguente:

0lim0lim0lim
n

n

n

n

n

n
zzz

Ora, visto che z  è un numero reale, ottengo che 1z . In questo caso, quindi, la successione di potenze

tenderà allo zero.
Nell’ultimo caso, infine, considero un’area corrispondente al complementare dell’area circolare considerata nel
secondo esempio: quindi tutto il piano complesso tranne un buco circolare centrato nell’origine di raggio 1.
Chiaramente questa area contiene anche il punto z=1 che è da escludere in quanto preso in considerazione nel
primo caso. Ora, per dimostrare che il limite in questo caso non esiste, ragiono nel modo seguente:

011

ipotesiper1
realenumero

1 zzzzz
nnn

Quest’ultima equazione dice in sintesi che la differenza tra due elementi adiacenti della successione è SEMPRE

maggiore di zero, per ogni indice n. Questo significa che il limite non esiste in quanto se esistesse, la differenza 
tra due indici adiacenti dovrebbe tendere allo zero (nell’equazione di cui sopra dovrebbe esserci un simbolo di
maggiore o uguale), cosa che non succede proprio per l’equazione suddetta non esiste il limite.

Considerando un numero complesso z, posso trovare una serie geometrica data da 
0n

n

G zS  (come nel caso 

reale, la serie è definita come somma degli elementi di una successione che in questo caso è di potenze).
Anche in questo caso, come in quello reale, posso trovare la formula veloce per calcolare la somma parziale:

z

Re

Im
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1
1

1
z

z

z
S

n

n

Anche in questo caso, a seconda del valore del limite di Sn posso risalire al carattere della serie:

Valore di b Valore di Sn Carattere della serie

1z
z1

1
Convergente

1z Divergente

1z Non esiste Indeterminata

Criterio di Cauchy per le serie

Una serie converge se vale mn SSmnmn ,,:,0
In parole povere, il criterio di Cauchy dice che se una serie converge, allora, per forza di cose, i suoi termini
devono tendere a zero in quanto la differenza tra due somme parziali prese ad una certa distanza l’una dall’altra 
tende a zero a sua volta (infatti la serie è la somma di infiniti termini, per cui da un certo indice in poi questo
termini devono tendere a zero!).
ATTENZIONE: affinché si possa usare il criterio di Cauchy è necessario lavorare all’interno di uno spazio
metrico completo (ad esempio (C,d) dove C è il campo complesso e d è la distanza euclidea definita come

2121, zzzzd ). Quindi la nozione di completezza è condizione necessaria e sufficiente per utilizzare il

criterio di Cauchy.

Si noti inoltre che dire che 0lim n
n

a  (dove an è un termine della serie) è solo condizione necessaria ma non 

sufficiente alla convergenza della serie. Eppure sembrerebbe che questo limite dica la stessa cosa del criterio di
Cauchy! In verità il criterio di Cauchy è più completo in quanto non pone limite alla distanza tra gli indici n ed
m ai quali vengono calcolate le somme parziali, mentre in questo semplice limite ci si limita a dire che i termini 
della serie devono tendere a zero.

Serie armonica

...
1

...
3

1

2

1
1

1

1 nnn

Analizziamo questa serie: 
non è oscillante in quanto S1 < S2 < … < Sn < …
la successione delle somme parziali è crescente (anzi è strettamente crescente)

Utilizzando il criterio di Cauchy per vedere se la serie converge o diverge:

2

1

2

1

2

1
...

2

1

1

1

2

1

2

1
2

1

2
n

n
nnn

SS

nnn

nn

Questo significa che se nel criterio di Cauchy utilizzo un  < ½ allora il criterio stesso non vale più in quanto  è 
arbitrario. Quindi la serie diverge. Ora se le successioni delle somme parziali sono strettamente crescenti, allora 
la serie o converge oppure diverge positivamente. In questo caso abbiamo visto che la serie diverge quindi

divergerà positivamente e quindi avremo che 
1

1

n n
.

Si noti che anche la seguente serie è una serie armonica: 
1

2

1

n n
. In questo caso, però, la serie converge e così  

pure per tutte le serie armoniche con potenza superiore alla prima. Posso quindi ricavare una serie armonica

generalizzata:

ntepositivamediverge0

converge01

1
1

n n
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Convergenza assoluta

econvergentèeconvergentnteassolutameè
def.

n

n

n

n aa

Con questa definizione posso dire che se una serie è assolutamente convergente, allora sarà convergente, ma non 
sarà vero il contrario. Quindi la convergenza assoluta è più forte della convergenza.
Dimostro questo tramite il criterio di Cauchy (è leggermente diverso e considero m=n+p):

converge
n

na  : pnnn aaanpn ...,:,0 21

converge
n

na  : pnnn aaanpn ...,:,0 21

Ora li metto a confronto ed ottengo:

re) triangolaianza(disuguagl...... 2121 pnnnpnnn aaaaaa

Quindi se è vero che la serie converge assolutamente, allora è ancora più certo che la serie converge
normalmente. Il contrario però non sempre è vero in quanto è possibile avere serie che convergono normalmente 
ma non assolutamente.
Ad esempio:

1

1 ...
4

1

3

1

2

1
1

1
1

n

n

n
   che converge al valore log 2.

Se considero i valori assoluti dei termini ottengo la serie armonica semplice che come abbiamo visto
diverge positivamente.

Serie in campo reale (a termini non negativi)

Considero la serie 
n

na  dove 0nan  (quindi i termini non sono mai negativi).

Ora posso dire che 
n

na  è regolare (cioè converge) SSa n
nn

n sup .

Infatti se la successione degli Sn è crescente, allora il valore S della serie è finito solo se la successione è limitata 
(il limite della successione sarà quindi S).

Criterio di confronto

Considero due serie a termini positivi
n

na  e
n

nb   tali che nn ban 0  (quindi la serie dei bn è

maggiorante della serie degli an).
Posso dire che :

se
n

nb  converge, allora converge anche 
n

na .

se
n

na  diverge, allora diverge anche 
n

nb .

Dimostro il primo caso:

n
n

nn

nn

n

k

kn

n

k

kn

SSS

SSbSaS

sup
11

L’ultima disuguaglianza dice che essendo S’n finito (per ipotesi) allora sicuramente è finito anche Sn e quindi
resta dimostrato il primo caso. È ovvio che il secondo caso è facilmente dimostrabile in maniera analoga.
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Criterio della radice

Considero la serie 
n

na  tale che 0nan   (termini non negativi).

Se vale 1Ran n
n , allora la serie 

n

na  converge.

Dimostro quanto detto:

elevo la disuguaglianza del criterio alla n : 1n

n Ran .

Ottengo una serie geometrica
n

n
R maggiorante della serie 

n

na . Per le proprietà delle serie geometriche ho 

che
n

nR converge e quindi, per il criterio del confronto, converge anche la serie 
n

na .

Posso quindi dire che se Lan
n

n
lim  allora a seconda del valore di L la serie ha i seguenti caratteri:

Valore di L Carattere della serie
<1 Convergente
>1 Divergente positivamente
=1 Indeterminata

Si noti che 
n

n

n

n
n

n x

x
x

1
limlim .

Criterio del rapporto

Considero una serie 
n

na  tale che 0nan  (a termini non negativi).

Se vale 11 R
a

a
n

n

n  allora la serie 
n

na  converge.

Dimostro quanto appena detto:

..........

..........

1
1

1

123

12

aRaRa

aRRaRa

aRa

n

nn

   quindi posso dire che 11 aRan n

n   per n  1.

Ottengo quindi una serie geometrica
n

n aR 1  che è maggiorante della serie 
n

na .

Essendo R < 1, la serie geometrica converge e quindi, per il criterio del confronto, anche la serie
n

na

converge.

Posso quindi dire che a seconda del valore del limite L
a

a

n

n

n

1lim  la serie ha i seguenti caratteri:

Valore di L Carattere della serie
<1 Convergente
>1 Divergente positivamente
=1 Indeterminata
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Criterio di Raabe

Considero una serie 
n

na  tale che 0nan   (termini non negativi).

Se vale k
a

a
nnnnkn

n

n 1:1,
1

00  allora la serie 
n

na  converge.

Posso quindi dire che a seconda del valore del limite L
a

a
n

n

n

n
1lim

1

 la serie ha i seguenti caratteri:

Valore di L Carattere della serie
>1 Convergente

1 Divergente

Osservazione per le serie a termini non POSITIVI

Per applicare i criteri ad una serie a termini NON POSITIVI studio la serie dei termini in valore assoluto:

n

na  tale che 0nan , allora studio 
n

na

Proposizione sulle serie ed integrali

Consideriamo una funzione Rf ,1: . Prendiamo per esempio la funzione 
p

x
f

1
 con p>0 (tende a 

zero per x tendente ad infinito).
Ora considero due valori:

n

k

n kfS
1

n

n dxxf
1

La proposizione dice che le successioni nS  e n  o sono entrambe convergenti o sono entrambe

positivamente divergenti.

Criterio di Leibnitz per le serie alternate

Considero una serie alternata 0an,...1 n321
1

1
aaaa

n

n

n
.

Il criterio di Leibnitz dice che condizione sufficiente per la convergenza di detta serie è che gli an tendano a zero
per n tendente ad infinito (attenzione: dalla definizione della serie considerata, gli an sono sempre positivi!).

Quindi una serie alternata converge se vale 0lim n
n

a .

Dimostriamolo:

Considero una somma parziale ad indice pari: 2212222 nnnn aaSS

Faccio la differenza tra S2n+2 e S2n ed ottengo 2212222 nnnn aaSS

Questa differenza è positiva in quanto per ipotesi gli an sono positivi e decrescenti e quindi posso
tranquillamente affermare che S2n+2  S2n.

Ora considero una somma parziale ad indice dispari: 32221232 nnnn aaSS

Faccio la differenza tra S2n+3 e S2n+1 ed ottengo 32221232 nnnn aaSS

Questa differenza è negativa in quanto per ipotesi gli an sono positivi e decrescenti e quindi posso
tranquillamente affermare che S2n+3  S2n+1.

Ora metto insieme questi due risultati e posso affermare che 12212 nnn aSS .
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Facendo il limite per n tendente ad infinito di quest’ultimo risultato, osservo che il termine a2n+1 tende a 
zero e quindi S2n+1 = S2n (per n  + ). Il valore in cui si incontrano queste due successioni di somme 
parziali è il risultato della serie. In pratica le due successioni (quella con indici pari e quella con indici
dispari) tendono allo stesso limite S da due direzioni diverse:

Osservazione sulle serie a termini complessi

Considero una serie a termini complessi 
n

nz   con nnn iyxz . Posso allora considerare due serie distinte 

e cioè la serie dei termini reali e la serie dei termini immaginari, ottenendo 
n

k

k

n

k

k

n

k

kn yixzS
111

.

ATTENZIONE: questo metodo è utile solo nei casi in cui sia facile separare la parte reale dalla parte immaginaria 
dei termini zn.

Criterio di Dirichlet

Considero una serie nella forma
0n

nn ba  con termini misti an  C e bn  R (C = campo complesso, R =

campo reale, ovviamente).

Considero la somma parziale dei soli termini an : 
n

k

kn aS
0

. Sn sarà quindi un numero complesso. 

Se vale MSnM n:  ed i termini bn sono positivi e decrescenti (tendenti a zero), allora la serie

0n

nn ba converge.

Criterio di Abel

Considero una serie nella forma 
0n

nn ba  con termini misti an  C e bn  R.

Se la serie complessa dei soli termini an :
n

na  converge e Mbn , allora la serie 
0n

nn ba  converge.

Serie prodotto (Cauchy)

Considero due serie a termini complessi
0n

n CAa  e
0n

n CBb . Posso dire che esiste una serie la

cui somma è A B.

Questa serie sarà 
0n

nc  dove i termini cn sono così  definiti: 

.............
0211202

01101

000

bababac

babac

bac

Posso inoltre affermare che se la serie degli an converge assolutamente ad A e la serie dei bn converge a B, allora 
la serie dei cn (serie prodotto) converge a A B.

S

Indici pariIndici dispari
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Serie di Taylor

Considero una funzione RRIf :  tale che f  Cl ( I )   (cioè fa parte dell’insieme delle funzioni

derivabili infinite volte nell’intorno I di un punto x0).
È possibile costruire un polinomio detto polinomio di Taylor definito come segue:

n

k

k
k

nn xx
k

xf
xpxfT

0
0

0

!
Questo polinomio ha la caratteristica di avvicinarsi al valore di f(x) al tendere di n all’infinito. La differenza tra 
il vero valore della funzione ed il valore del polinomio è detta resto ed è quindi definita come:

1
0

1

!1
n

n

nn xx
n

cf
xpxfxr    dove il punto c  I(x0,x) (cioè appartiene all’intorno di x0).

Al tendere di n all’infinito abbiamo detto che p(x) tende al valore di f(x) e quindi il resto rn(x) tenderà a zero.

Ho inoltre ridefinito f  come xrxpxf nn .

Dal polinomio possiamo estrapolare una serie detta serie di Taylor:
0

0
0

!k

k
k

xx
k

xf
xf .

Il polinomio e la serie di Taylor sono utili per ottenere approssimazioni accettabili di funzioni complesse. Infatti, 
solitamente, il polinomio di Taylor è di grado inferiore e comunque più semplice da manipolare della funzione
iniziale.

Teorema sulla sviluppabilità di funzioni

Considero una funzione RRIf :   con 00 , xxI .

Se vale MxfxnM n,: , allora la funzione f è sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale x0.

Questo significa che all’interno dell’intorno I di x0 le derivate n-esime di f devono essere tutte limitate.
Dimostrazione:

so che la funzione f posso ridefinirla come xrxpxf nn

so anche che il resto n-esimo è
1

0

1

!1
n

n

n xx
n

cf
xr , con xxIc ,0

sempre dalla definizione di resto di Taylor so che 0lim xrn
n

posso dire che 0
!1

1

n

n

n
n

M
xr , dove 

1
0

1 nn
xx   (vedi definizione dell’intorno I).

ora prendo la definizione del resto e l’ultima disuguaglianza ed ottengo

McfM
xx

nxr
n

n

n 1
1

0

!1
 che guarda caso è proprio la condizione di sviluppabilità

sopraccitata. Quindi la funzione f risulta essere sviluppabile.

Osservazioni sul resto

Considero una serie 
n

na e suppongo che sia convergente in S.

Fisso un indice m trascuro i primi m elementi della serie iniziale, ottenendo m

mk

kmm Raaa
1

21 ... .

La serie Rm così  definita (serie resto) converge pure essa per qualsiasi valore di m (ovvio, in quanto la
condizione necessaria alla convergenza di una serie è che i termini tendano a zero e quindi, trascurando i primi
che sono i più grandi, sicuramente ottengo una serie convergente per il criterio del confronto in quanto Rm è
minorante della serie iniziale).

Quanto vale Rm ? Ovviamente ho che mm SSR
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Successioni di funzioni

Definisco successione di funzioni la RAfn :  (vale anche per il campo complesso). In pratica l’indice n

della successione diventa un ulteriore parametro della funzione.

Convergenza puntuale su A

Ax , la successione xfn  converge se vale xfxlxfn
n

lim  dove f(x) è la funzione limite.

Esempio:

1,0,1lim

1,01

0,10

1,0,1

limitefunzione

xxfxf

xf

xf

xxxf

n
n

n

n

Convergenza uniforme

Cosa significa fare il limite di una successione di funzioni ?

xfxfn
n

lim  significa che xfxfnnx nx,,,0

Come si vede, il valore  è funzione del valore di  e del valore di x. In tutti i casi in cui  è funzione della sola ,

allora ho convergenza uniforme della successione: xfxfnnx n,,0 .

La convergenza uniforme di fn in f si indica con una doppia freccia : ffn .

Questo tipo di convergenza è molto importante in quanto tutte le proprietà di fn si trasferiscono alla funzione
limite f.

Proprietà di continuità

Considero una successione di funzioni fn tale che nfn continua in 0x .

Se vale che ffn , allora anche la funzione limite f è continua in x0.

Proprietà di derivabilità

Considero una successione di funzioni fn tale che 0xfn  converge.

Se vale ffn , allora ho che ffn , inoltre f è derivabile e la derivata è proprio f’.

Serie di funzioni

Considero una successione di funzioni xfn  dove CAfn : .

Definisco la somma parziale 
n

k

kn xfxS
1

. Supponendo che la successione delle somme parziali xSn

converga, posso dire che 
1

lim
k

kn
n

xfxfxS .

Teorema sull’uniforme convergenza e gli integrali

Considero una successioni di funzioni fn che sia convergente uniformemente in f e tale che tutte le fn siano
derivabili.
Volendo calcolare l’integrale della funzione f tra a e b posso utilizzare (spesso è più comodo) l’integrale del
limite della successione. ATTENZIONE: questo posso farlo solo se c’è l’uniforme convergenza di fn.

Quindi

b

a

n
n

b

a

n
n

b

a

fff limlim , ma solo se ffn .
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Ora considero la successione di funzioni fn. Come visto, da questo posso ottenere la successione delle somme

parziali
n

k

kn xfxS
1

. Come visto il limite di tale successione è la funzione limite xfxSn
n

lim  che 

è anche il valore della serie di funzioni xfxf
n

n

1

.

Se supponiamo che ffn , allora 
n

k

k
n

n

n xfxfxf
11

lim .

Volendo calcolare l’integrale di f, posso utilizzare la forma

1111

limlimlim
k

b

a

k

n

k

b

a

k
n

b

a

n

k

k
n

b

a

n

k

k
n

b

a

xfxfxfxff

Questo mi dice che l’integrale di f è uguale alla somma della serie degli integrali di ogni funzione della
successione (solo però se vale l’uniforme convergenza).

Criterio di uniforme convergenza di Cauchy

Ritorniamo per un attimo alla serie resto che, nel caso di serie di funzioni, sarà definita nella seguente maniera: 

....21 xfxfxR nnn

Definisco somma parziale del resto la xfxfxfxR pnnnpn ...21, .

Come una comune somma parziale, anche questa è tale che xRxR pn
p

n ,lim .

Chiusa la parentesi (che ci servirà tra poco), considero una serie di funzioni 
1k

k xf .

Cauchy chiede la convergenza del resto per avere l’uniforme convergenza della serie di funzioni:

xRnnpx pn,,:,,0

Quindi se il resto della serie di funzioni converge, la serie converge uniformemente.

Criterio di uniforme convergenza di Weierstrass

Considero una serie di funzioni 
1n

n xf   con Ax .

Se vale nnn MxfxMn :,   (in pratica ogni fn deve essere limitata) ed inoltre vale

1n

nM converge, allora la serie di funzioni 
1n

n xf  converge assolutamente ed uniformemente su A.

Proprietà delle serie uniformemente convergenti

Considero una serie di funzioni 
1n

n xf  con Ax .

Se la serie è uniformemente convergente ad f e se le fn sono continue su A, allora f è continua su A.
Se la serie è uniformemente convergente ad f e se le fn sono integrabili, allora f è integrabile e vale

1n

b

a

n

b

a

ff .

Se la serie converge nel punto x0 e la serie delle derivate
1n

n xf  è uniformemente convergente,

allora la serie iniziale converge uniformemente ad f su A, inoltre f è derivabile ed è 
1n

n xfxf .
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Serie di potenze

Considero una funzione generica RRIf :  ed un punto Ix0 .

Questa funzione sia sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale x0 e sia il suo sviluppo:

0
0

0
0

0

! k

k

k

k

k
k

xxaxx
k

xf
xf   valido Ix  e con 

!
0

k

xf
a

k

k .

Imponendo x0=0 ottengo la serie 
0k

k

k xa  detta serie di potenze. Si nota quindi che uno sviluppo di  Taylor in 

x0=0 è una serie di potenze.

Analogamente posso considerare la serie di potenze complessa che segue: 
0k

k

k za  dove Cz .

Chiaramente le serie di potenze convergono sempre quando z (o x) valgono zero, a prescindere dalla successione 
degli an in quanto in questo caso gli elementi della serie sono sempre nulli.

Proprietà fondamentale delle serie di potenze

Supponiamo che la serie di potenze complessa
0n

n

n za  converga anche in un punto diverso da z0 0. Allora

posso dire che
0

0
0

0 :nteassolutameconvergeconverge
n n

n

n

n

n zzzzaza .

Questa proprietà definisce un’area circolare distante z0 dall’origine. Ogni
punto di questa area è un valore distinto di z che riesce a far converge
(assolutamente) la serie di potenze data. Si noti che da definizione l’area
circolare interna è quella per la quale i punti z tendono a far convergere
assolutamente la serie, mentre i punti z che stanno sulla circonferenza
(quella tratteggiata in figura) fanno convergere normalmente la serie.
Ora dimostro quanto detto:

per dire che 
0

0
n

n

n za  converge, è necessario che 00
n

n

n za  (questo 

per la condizione necessaria di Cauchy). Quindi posso tranquillamente dire 

che MzanM
n

n 0:  (in pratica sto dicendo che tutti

gli elementi 
n

n za 0 sono limitati. Questo è vero in quanto Cauchy pretende addirittura che tendano a zero!).

Ora posso anche dire che

n

Mza

Mza

n

n

n

n

n
z

z
Mz

z

z
aza

n
n

n
n

0

concambioe

con
osostituiscquindi

0
0

0

0

. In questa maniera ho maggiorato

la serie 
0n

n

n za  con la serie (geometrica) 
0 0n

n

z

z
M . Quest’ultima serie geometrica ha ragione 1

0z

z

in quanto per ipotesi abbiamo che 0zz . Quindi la serie geometrica converge e quindi (criterio del

confronto) anche la serie
0n

n

n za  converge. Questo significa che la serie
0n

n

n za  converge

assolutamente. La proprietà è quindi dimostrata.

Raggio di convergenza

Chiamo raggio di convergenza il valore converge:sup:0
0n

n

n zazR . Quindi posso dire che il

raggio di convergenza è il confine dell’area di convergenza (in pratica la circonferenza tratteggiata nella figura di 
cui sopra).

Im

Re

Z0
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Posso dire che per tutti i punti distanti dall’origine meno di R, la serie di potenze converge assolutamente ed

uniformemente. Dimostrazione:

considero la solita serie di potenze
0n

n

n za  e considero un punto Rrzz : .

Posso dire quindi che n

n

n

n raza . Per la proprietà fondamentale delle serie di potenze ho che la serie

0n

n

n ra  converge assolutamente. Questa serie maggiora la serie
0n

n

n za  e quindi, per il criterio di

uniforme convergenza di Weierstrass, la serie 
0n

n

n za  converge assolutamente ed uniformemente.

Calcolo del raggio di convergenza

Il raggio di convergenza esiste sempre per una serie di potenze, per cui posso sempre trovarlo. Di seguito sono
riportati alcuni metodi per trovarlo:

0,

0,
1

limmax
R

R
an

n
n

R
a

a

n

n

n 1
lim . In questo caso questo limite può non esistere e devo quindi per forza usare il primo

metodo descritto sopra.

Derivata in campo complesso

Considero una funzione CCAf :  ed un punto Az0 . Calcolo il limite del rapporto incrementale di 

questa funzione in un punto 0: zzAz :
h

zfhzf

zz

zfzf

hzz

00

0
0

0 limlim
0

 (nell’ultimo caso

deve essere Ch ). Se questo limite esiste, allora il suo valore rappresenta il valore della derivata della
funzione nel punto z0.
Cosa significa calcolare il rapporto incrementale di una funzione complessa ?

Il valore h del limite (quello scritto nella seconda forma) è un

valore complesso definito come 21 hihh . Fare detto

limite significa considerare un cerchio attorno al punto z0 che
tende a stringersi sempre più. Fare invece il limite nella prima
forma significa andare dal punto z al punto z0 e quindi
scegliere un percorso che avvicini il punto z al punto z0.
Questo è MOLTO IMPORTANTE in quanto questi due metodi
di eseguire il limite del rapporto incrementale posso portare a
risultati diversi: considero ad esempio due funzioni nel campo

complesso  e Z tali che lz
zz 0

lim  e 0
0

lim ztZ
tt

.

Posso dire che se lz
zz 0

lim , allora ltZ
tt 0

lim , ma 

non il contrario (o meglio, il contrario non è sempre vero). Questo in quanto il valore del secondo limite è in
funzione del percorso Z che utilizzo per avvicinarmi a z0 (in pratica dipende dalla funzione Z).
Ci sono casi in cui posso trovare due percorsi (due funzioni) Z1 e Z2 che portano il limite a due valori distinti l1

ed l2. In questo caso la funzione (z) non ha limite.

Ad esempio consideriamo la funzione yixzzf  con yixz  (in pratica la funzione f associa

ad ogni numero complesso z il suo coniugato).

Calcoliamo il rapporto incrementale (nella prima forma) di f utilizzando il percorso

orizzontale (in pratica z e z0 hanno la stessa parte immaginaria). 

Re

Im

Z0

Z0 + h

X0 X0 + h1

Y0

Y0 + h2

x

y
z0 z
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1
0

0

0

0

0

0

xx

xx

zz

zz

zz

zfzf

Facciamo ora la stessa cosa ma utilizzando il percorso verticale (in pratica z e z0 hanno 
stessa parte reale).

1
0

0

0

0

0

0

yyi

yyi

zz

zz

zz

zfzf

In questo caso i due limiti sono diversi e quindi il limite del rapporto incrementale non esiste  la funzione non 
è derivabile su C (campo complesso).

Derivata di una funzione di potenze

Considero una serie di potenze che definisca una funzione: zfza
n

n

n

0

 con 0Rz  dove R è il

raggio di convergenza della serie.
Si può dimostrare che:

la serie delle derivate termine a termine 
0

1
1

1 1
n

n

n

n

n

n zanzan  ha lo stesso raggio di 

convergenza R.

zf  è derivabile in C ed inoltre 
0

11
n

n

n zanzf

una funzione del tipo
0n

n

n zazf  (quindi anche una serie di potenze) ha le derivate di ogni

ordine (quindi f ( C ) ).

Si noti che lo sviluppo in serie di Taylor crea una serie di potenze
0

0
n

n

n xxaxf  dove

!
0

n

xf
a

n

n . Questo teorema sulla derivata di una serie di potenze quindi ci indica la strada per calcolare

facilmente lo sviluppo in serie di funzioni che sono derivate di altre funzioni il cui sviluppo in serie sia già noto.

Funzioni analitiche

Una funzione è detta analitica se è definita nella seguente maniera:
0n

n

n zazf  con 0Rz .

Teorema sulla integrabilità della serie di Taylor

Considero una funzione reale RRIf :  con 00 , xxI . Suppongo che la funzione f sia

sviluppabile in I di punto iniziale x0.

La serie di Taylor dello sviluppo di f sia 
0

0
n

n

n xxaxf  dove 
!

0

n

xf
a

n

n .

Considero ora una serie di potenze in C simile alla serie di sviluppo di cui sopra 
0

0
n

n

n xzaz .

Prendendo come raggio di convergenza il valore  e prendendo come origine il punto x0 posso dire che la serie
(z) converge normalmente per i punti z che stanno sulla circonferenza di raggio  centrata in x0 e converge

assolutamente ed uniformemente per i punti z che stanno all’interno di detta circonferenza (riguarda il discorso
fatto per il raggio di convergenza).
Posso quindi affermare che la funzione iniziale (e quindi il suo sviluppo in serie di Taylor)

0
0

n

n

n xxaxf  converge uniformemente su hxhx 00 ,  con 0<h<  (considero solo il reale).

Questo mi consente di dire che f(x) si può integrare termine a termine (inteso come termini della serie di Taylor):

x

y

z0

z
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0

1
0

0
0

0
0 1000 n

n

n

n

x

x

n

n

x

x
n

n

n

x

x n

xx
adtxxadtxxaxf

Tramite questo teorema riesco facilmente a risalire agli sviluppi delle funzioni primitive di altre funzioni il cui
sviluppo in serie di Taylor è già noto.

Esponenziale complesso

Si può dimostrare che 
z

n

n

ezE
n

z

0 !
. Questa serie converge assolutamente Cz .

Le proprietà fondamentali dell’esponenziale complesso sono: 
0

2121

z

zzzz

e

eee

Formula di Eulero

La formula di Eulero dice che 
yixyixz

eeee .

Da quanto visto sopra, scritto che 

y

ii

kn

k

kk

y

i

kn

k

kk

n

n

yi

kkkk

k

y
i

k

y

n

yi
e

sin

1
12

0

12

cos

1
2

0

2

0

122

!12

1

!2

1

!
.

Da quanto scritto sopra, quindi, ottengo che yiyeeeee xyixyixz sincos .

Si noti le seguenti importanti proprietà: 
xxxz

eyeyee
2222 sincos

kye z 2arg   dove arg indica la funzione argomento che ritorna l’angolo di un vettore rispetto 

all’asse delle ascisse.

Seno e coseno in campo complesso

Posso definire le funzioni seno e coseno in campo complesso partendo dall’esponenziale complesso:

prendo
0 !k

k

iz

k

iz
e  e 

0 !k

k

iz

k

iz
e .

Calcolo
0

2

!2

1
2

k

kk

iziz

k

z
ee  (sono sparite le potenze dispari).

Calcolo
0

12

!12

1
2

k

kk

iziz

k

z
iee  (sono sparite le potenze pari). 

Si dimostra che in campo complesso ho 
2

!2

1

cos 0

2

k

kk

k

z

z  e 
i

k

z

z k

kk

2
!12

1

sin 0

12

.

Quindi, in parole semplici ho che 
2

cos
iziz ee

x  e 
i

ee
x

iziz

2
sin

Da queste ottengo le formule iperboliche
2

cosh
xx ee

x   e 
2

sinh
xx ee

x  (ho considerato z=x ed 

inoltre ho tolto la costante immaginaria dalle formule).
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Logaritmo in campo complesso

Parto dall’esponente complesso we z . Il valore w è assegnato e devo trovare il valore z tale che soddisfi
l’equazione di cui sopra. 

Tramite la formula di Eulero, trasformo l’equazione di cui sopra in wyiyee xz sincos .

Posso quindi dire che 
x

ew  mentre kyw 2arg .

Sarà quindi wiwz argln . Visto che arg w è un’insieme di valori (tutti distanti 2k  dagli altri), si capisce 

che il logaritmo complesso non è una funzione iniettiva. Per questo motivo introduciamo il cosiddetto logaritmo

principale il quale utilizza l’argomento principale, cioè l’argomento con k = 0.
Consideriamo ora la trasformazione che subisce la coordinata immaginaria w che, tramite logaritmo, diventa z:

Abbiamo detto che 
z

ew , inoltre possiamo vedere viuw  e senyiyeyixz
x cos .

Questo significa che 
yev

yeu
yiyeviuew

x

x

xz

sen

cos
sencos .

Se ora grafichiamo l’andamento di questa trasformazione in R2 otteniamo i seguenti comportamenti:

Per le rette del tipo kx  otteniamo yeu k cos  e yev k sen  che rappresenta una circonferenza di 

raggio ek:

Per le rette del tipo hy  otteniamo heu
x cos e hev

x sen :

Prendendo una striscia di ampiezza y  otteniamo una figura come la seguente:

x

y

k

u

v

x

y
h

u

v
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In pratica i punti che a sinistra rientrano nella parte rossa si trasformano nel cerchio (forato al centro) di
colore rosso. I punti che rientrano nella parte blu, si trasformano nel complementare del cerchio di colore
blu. I punti che rientrano nell’asse immaginario compreso tra -  e  di colore verde, si trasformano nella
circonferenza di colore verde (di raggio unitario).

Funzioni di più variabili

Considero uno spazio vettoriale Rn con norma euclidea (sarà l’ambiente della variabile indipendente). 

Il quadrato della norma euclidea, in uno spazio di questo genere, è definito come 
n

i

ixx
1

22
.

Definisco inoltre la distanza euclidea yxyxd , .

Tramite queste due proprietà, posso individuare dei sottoinsiemi dello spazio.
In R2:

1. 122 yx    individua un cerchio (senza circonferenza) di raggio unitario 

2.
2

2

x

xy
  individua una superficie parabolica tagliata

3.
1

1

y

x
    individua una superficie quadrata

In R3:

A.

0

0

0

1

z

y

x

zyx

   individua il semispazio a forma di piramidale in figura

Applicazioni numeriche definite su Rn

Normalmente le applicazioni numeriche definite su Rn sono nella forma RRTf
n: .

In simboli ho che xfz  oppure che yxfz ,  dove x ed y sono le componenti di x . Si noti che la

denominazione funzioni in più variabili deriva dalla seconda forma data. 

Definisco grafico di f  l’insieme 1:/, n
RxfzTxzxf . In pratica non faccio altro che

unire dominio e codominio dell’applicazione numerica in maniera da ottenere una superficie:

x

y

z

T
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Campo di esistenza

Il campo di esistenza di una funzione rappresenta l’insieme dei punti del 
dominio in cui la funzione è definita. Applicando la funzione ai punti che 
stanno al di fuori di questo insieme, la funzione non può esistere in
quanto la sua definizione non è compatibile con i punti stessi.

Ad esempio 1ln, 2 yxyxf  è definita nell’insieme di punti

tali che 012 yx  in quanto il logaritmo è definito per numeri

positivi. Questo significa che i punti di validità sono tali che 12xy ,

che rappresenta l’insieme di punti che “sta sotto” alla parabola in figura.

Ulteriore studio di grafici (e di superfici)

Elissoide : 12

2

2

2

2

2

c

z

b

y

a

x

È una superficie definita in R3 con a, b e c > 0. Se sviluppo la
definizione della funzione rispetto alla componente z, ottengo

2

2

2

2

1
b

y

a

x
cz . Il simbolo  suggerisce che la superficie

sia simmetrica rispetto al piano XY. Inoltre se a=b=c ottengo una
sfera.

Iperboloide ad una falda: 1
2

2

2

2

2

2

c

z

b

y

a

x

È una superficie definita in R3 con a, b e c > 0. Se
sviluppo la definizione della funzione rispetto alla

componente z, ottengo 1
2

2

2

2

b

y

a

x
cz .

Anche in questo caso ottengo una superficie
simmetrica rispetto al piano XY.
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Iperboloide a due falde: 12

2

2

2

2

2

c

z

b

y

a

x

È una superficie definita in R3 con a, b e c > 0. Se sviluppo la definizione della 

funzione rispetto alla componente z, ottengo
2

2

2

2

1
b

y

a

x
cz . Anche

in questo caso ottengo una superficie simmetrica rispetto al piano XY.

Paraboloide ellittico:
q

y

p

x
z

22

2

È una superficie definita in R3 con p e q > 0. In questo caso la superficie non è
simmetrica rispetto al piano XY in quanto il valore di z è definito univocamente
per ogni coppia (x,y).

Paraboloide ellittico o a sella:
q

y

p

x
z

22

2

È una superficie definita in R3 con p e q > 0. Anche in questo caso il valore di z è univocamente
determinato per ogni coppia (x,y), per cui il grafico non sarà simmetrico rispetto al piano XY.



Copyright in 2001 by Cristiano Casadei20

z=A

z

x

y

Superfici di rotazione

Considero una funzione definita come zyxgyxf
22, . I suoi valori sono ricavati da una funzione 

g applicata ai valori della norma nel piano XY di ogni punto. Inoltre il valore della funzione f corrisponde
all’altezza z di uno spazio tridimensionale.
Suppongo ora di prendere tutti i punti del piano XY a norma costante. 

Ho quindi che Akgyxfkyx ,22 . Si noti che sono

partito dalla norma al quadrato, ma il ragionamento non cambia. Si ottiene
quindi una costante A che corrisponde ad un’altezza z costante.
I punti di XY con norma costante stanno su una circonferenza. Valorizzando la
coordinata z non si fa altro che spostare “in alto” questa circonferenza. In pratica 
abbiamo trovato una curva di livello simile a quelle visibili nelle cartine
topografiche: la circonferenza rappresenta l’insieme dei punti di XY che sono
tutti a livello z (che, per come ho costruitop la f(x,y), stanno tutti su una
circonferenza).
Iterando il procedimento su A (cioè variando di volta in volta il valore
del livello ottenendo così  tante circonferenze, ognuna ad un livello
diverso), riesco a trovare una superficie di rotazione (un po’ come se
lavorassi al tornio un pezzo di metallo). Studiando questa superficie si
può notare che essa è la rotazione attorno all’asse z del grafico eseguito 
sul piano XZ (cioè con coordinata y=0). Quindi potrei graficare la

funzione 0,02 xfxgxgz  e poi ruotare attorno

all’asse z la figura ottenuta.

Facciamo un esempio concreto: considero la funzione 221 yxz .

Ponendo
22

yx , posso scrivere

2222 111 gyxz . Noto che questa funzione è

definita come una superficie di rotazione (ha la funzione g che lavora sulla
norma). Per ottenerne il grafico, posso agire come detto sopra, cioè pongo

y=0 ottenendo 21 xz . Graficando questa funzione sul piano XZ otterrò 
una parabola con concavità verso il basso. Ruotando questo profilo attorno
all’asse z, otterrò poi la superficie di rotazione associata alla funzione data.
Di seguito sono riportati alcuni esempi di superfici di rotazione:

Sfera: 22222222 111 gyxyxzzyx

Cono: 22222 0 yxzzyx , di quest’ultima considero solo la parte positiva, per cui ho

gyxyxz
2222

z=f(x,0)

x

z

y

z=1-x2

x

z

y
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Il cilindro

Il cilindro è una superficie particolare in quanto è rappresentato
da una superficie di sezione (che può essere circolare ed allora
avremo il cilindro classico, o può avere altre forme ed allora
avremo un cilindro generico) che viene traslata sull’asse z in
modo da formare una colonna. L’equazione che definisce un

cilindro è data dalla forma 0, yxf . Si noti che non vi

rientra la coordinata z in quanto questa equazione deve valere
per ogni valore di z (la sezione, abbiamo detto, deve essere
traslata lungo questo asse). In pratica la funzione appena data
definisce la sezione sul piano XY del cilindro stesso. Se questa
equazione è quella di un cerchio, allora avremo un cilindro a
sezione circolare. 

Insiemi di livello

Nella definizione delle superfici di rotazione, abbiamo fatto cenno agli insiemi di livello, cioè agli insiemi dei
punti del piano XY tali che applicandoli alla funzione di definizione della superficie si ottiene un valore costante.
Questi insiemi di livello sono delle circonferenze (nel caso delle superfici di rotazione) e rappresentano tante
sezioni parallele al piano XY della superficie stessa. 

La definizione generale di insieme di livello  per una funzione RRTf
n:  è: cxfTx /  dove 

la costante c rappresenta il livello associato a quell’insieme.

Limite delle funzioni a più variabili

Considero una funzione RRXf n: .

Come si vede dalla definizione, il valore di f è
in R. Essendo R ordinato, si può parlare di

xfsup , di xfmax  eccetera. Posso

quindi calcolare il limite di questa funzione. 

Considero un punto DXx0  (cioè è un punto 

di accumulazione). Considero un valore Rl .

Posso scrivere che lxf
xx 0

lim  se vale

lxfXVxV xx 00
0

dove
0xV  è un intorno del punto 0x .

Se inoltre Xx0  e xfl  allora dico che 

f è continua in 0x .

Graficando la definizione di limite di cui sopra
posso dire che per ogni  che prendo, esiste un

intorno
0xV  tale che tutti i punti di questo

intorno che fanno parte anche di X (che è il dominio della funzione), hanno le loro immagini comprese tra due
piani a livello l-  e l+ .

f(x,y)=0

z

y

x
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Limiti iterati

Considero un punto fisso bax ,0  ed un punto generico yxx , .

Se lxf
xx 0

lim  ed inoltre esistono anche lyxf
ax

,lim  e lyxf
by

,lim  allora posso dire che vale

anche lyxfyxf
axbybyax

,limlim,limlim . In pratica, in questo caso, al limite posso arrivarci da

qualsiasi strada ed ottengo sempre lo stesso risultato. Attenzione, però, in quanto il contrario non è vero (almeno 

non sempre): se lyxf
axby

,limlim  non è detto che lxf
xx 0

lim . Quindi, pur essendo uguali i limiti

iterati, non è detto che esista il limite della funzione.
Eventualmente, in R2 posso giungere allo stesso risultato anche utilizzando le coordinate polari.

La funzione diventa ,sen,cos, 00 gyxfyxf .

Da quanto scritto sopra deriva che 
sen

cos

0

0

yy

xx
.

Quindi lglyxf
yxyx

,lim,lim
0,, 00

. Si noti che il secondo limite è indipendente dal valore di 

(si dice che il limite è uniforme rispetto a ).

Funzioni vettoriali

Considero una funzione definita come
mn

RRXf :  . Questa funzione trasforma punti di uno spazio

n-dimensionale in punti di uno spazio m-dimensionale.
Possiamo vedere una funzione vettoriale come una m-pla di funzioni ad n variabili con valori reali:

nmnnn xxxfxxxfxxxfxxxf ,...,,,...,,...,,,,...,,,...,, 2121221121  dove le f1, f2, … , fm sono

funzioni ad n variabili nel reale definite come RRXf
n

m :..1 .Quindi possiamo scomporre una funzione

vettoriale in m funzioni ad n variabili, studiarle una ad una e poi ottenere il risultato della funzione vettoriale
mettendo insieme i risultati di ogni singola sottofunzione.
Si ricordi che tutte le trasformazioni lineari sono esempi di funzioni vettoriali. 

Calcolo differenziale

Considero una funzione RRAf n: , dove A è un aperto.

Considero inoltre un punto Ax0  ed un versore v  che mi indichi una

direzione ed un verso.
Da questi ultimi due elementi ottengo una retta passante dal punto con direzione 

e verso data da versore, la cui equazione è la seguente: vtxx 0 . Ora

prendo la funzione f e ne faccio il rapporto incrementale lungo la direzione di

v , ottenendo
0

Dlim 00

0 xv
t

f
t

xfvtxf
 che è detta derivata

direzionale ed indica la rapidità di variazione della funzione f nella direzione di v .

Derivata parziale

Definisco derivata parziale di f in x0, fatta rispetto a xj e la indico con

00 D xfx
x

f
je

j

 il limite seguente: 

t

yxfytxf

t

xfetxf

t

j

t

0000

0

00

0

,,
limlim , dove il secondo

termine è ovviamente un esempio in R2 dove ej è il versore (1,0) della base.

A

vtx00x
v

x

y

x0

y0

0x

1e
2e
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Il differenziale

Il differenziale è un concetto più potente della derivata direzionale che ci servirà per studiare le proprietà di una
funzione in un punto.

Considero una funzione lineare RRl
n: . Considero inoltre un punto

n
Rx . So che il punto è dato dalla

somma delle sue componenti : 
n

i

ii exx
1

.

Per la linearità della funzione l, posso dire che axaxelxexlxl
n

i

ii

n

i

ii

n

i

ii ,
111

, dove

le componenti del vettore a sono date dalla base canonica di Rn trasformate dalla funzione l.

Posso quindi dire che hahahlRhRa
n

i

ii

nn ,:/
1

, cioè posso sempre trovare un

vettore a tramite il quale posso simulare la funzione l per qualsiasi valore h. Questo è molto importante in
quanto mi basta conoscere questo vettore e posso scordarmi della funzione l, lavorando molto più comodamente 
tramite il prodotto scalare.

Ad esempio si disponga di un cono di raggio R ed altezza h. Il suo volume sarà hRV 2

3

1
. Ora se vario le 

dimensioni del cono in maniera che
hhh

RRR
, come posso calcolare rapidamente e facilmente la

variazione di volume del cono ?

Pongo hRhRf 2,  e ne trovo l’incremento: 

hRRhRRhhRRhR

hRhhRRhRfhhRRf

22

,,
222

22

Si noti che se gli incrementi R e h sono piccoli, il valore  che contiene i due incrementi con grado superiore 
al primo resta molto piccolo ed è quindi trascurabile. 

Posso quindi dire che vlhRfhhRRff ,,  dove con hRv ,  rappresento

l’incremento bidimensionale del cono.

Si noti che hRRhRvl 22  è una funzione lineare in quanto gli incrementi (che sono le variabili

libere) sono presenti al primo grado.

Inoltre, per incrementi piccoli, ho che vo , dove chiaramente 022
hRv .

In questo caso, il vettore a con il quale possiamo sostituire la funzione lineare l sarà 2,2 RhRa .

Infatti, moltiplicando scalarmente il vettore a per il vettore v (che rappresenta l’incremento dimensionale),
otteniamo la variazione volumetrica del cono.

Ritorniamo alla teoria. Sia RRAf
n: , dove A è un aperto.

La funzione f si dice differenziabile in Ax0  se esiste una applicazione lineare da Rn ad R tale che

hohlxfhxf 00 . In questo caso l’applicazione lineare l è detta differenziale di f e si indica 

con il simbolo 0xdf .

Essendo il differenziale un’applicazione lineare, posso sempre scriverlo come prodotto scalare:

hahxdfh ,0 . Il vettore a è detto gradiente ed è indicato con
n

i i

i x
x

f
exfa

1

 dove

nee ,...,1  è la base canonica di Rn.

Quindi alla fine posso scrivere 
n

i

i

i

hx
x

f
hxfhxdf

1

, .

Si noti che il gradiente è un campo vettoriale le cui componenti sono le derivate parziali nel punto.



Copyright in 2001 by Cristiano Casadei24

Teorema sul differenziale

Considero la funzione RRAf n:  con A aperto.

Se la funzione f è differenziabile in Ax , allora:

A. f è continua in x . È evidente in quanto per 0h  ho che 0
1

n

i

ii haxfhxf .

B. f è derivabile in x  in ogni direzione. vtovtaxfvtxf , . Quindi, per qualsiasi

vettore v, esisterà sempre un valore per l’equazione appena scritta e quindi esisterà sempre il limite del
rapporto incrementale (rapporto tra l’equazione di prima e t).
Inoltre osservo che  la derivata direzionale è definita come:

va
t

vtovat

t

vtovta

t

xfvtxf
xf

ttt
v ,

,
lim

,
limlimD

000

ed è quindi uguale al differenziale lungo v.

C. hxfhxdf , . Dalla definizione di differenziale.

Osservazione sulla derivata direzionale

hahaha
n

i

ii

1

, , quindi posso dire che 1
,

ha

ha
.

Togliendo il valore assoluto ottengo che 1
,

1
ha

ha
. Posso quindi sostituire a questo rapporto il valore

di cos  dove  è un angolo opportunamente scelto in modo da verificare l’equazione cos
,

ha

ha
.

Si noti che .

Con questo stratagemma posso dire che xfhaha
h

Dcos, .

Osservazione sul gradiente

Dall’osservazione precedente, posso scrivere cos,D vxfvxfxfv . Essendo v un

versore, la sua norma sarà unitaria e quindi posso scrivere cosD xfxfv .

In questo caso l’angolo  corrisponde all’angolo tra i vettori v e xf .

Ora mi chiedo quale dovrà essere il valore di questo angolo (e quindi quale dovrà essere la direzione di v) per
poter avere una derivata direzionale massima ed una minima ?

La derivata direzionale sarà massima quando
xf

xf
v  (cioè stessa direzione del gradiente). In questo

caso cos  = 1 e la derivata vale xf .

La derivata direzionale sarà minima quando 
xf

xf
v  (cioè direzione opposta a quella del gradiente). 

In questo caso cos  = -1 e la derivata vale xf .
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Utilizzo del differenziale

Come già detto posso scrivere hxfxfhxf ,000 .

Se pongo hxx 0  e quindi 0xxh , posso scrivere:

000000 ,, xxxfxfxfxxxfxfxf

Questo mi dice che, sfruttando il differenziale, posso conoscere il valore della funzione f in un intorno del punto 
x0 (chiaramente più piccolo è l’intorno, migliore sarà l’approssimazione del valore in quanto il  tenderà a zero.

Piano tangente a una superficie di equazione z = f (x,y)

Sia yxfz ,  una funzione differenziabile. Sia inoltre il punto 000 , yxx  un punto in cui la funzione

assume il valore 000 , yxfz .

Si dimostra che il piano tangente alla superficie yxfz ,  nel punto 000 ,, zyx  ha equazione:

000

00
0

,

000000 ,

xxxfxdf

yx
z

yy
y

f
xx

x

f
yxfxdfzz

Quindi tramite il differenziale nel punto ed il valore della funzione nel punto stesso, ottengo l’equazione del
piano tangente nel punto.

Condizione sufficiente per la differenziabilità

Considero la funzione RRAf n: , con A aperto. Se in un intorno di un punto Ax  esistono e sono

continue le derivate parziali della funzione f, allora f è differenziabile nel punto x .

Osservazione sul differenziale

Il differenziale di una funzione f è definito come hxfhxfhxfhxdf nxx n
,...11

.

Se la funzione f è tale che jn xxxxf ,...,, 21  (cioè è tale che le componenti di x  sono moltiplicate tutte per 

la costante nulla tranne la componente xj), allora tutte le derivate parziali di detta funzione saranno nulle tranne
la j-esima (ovvio). 
Allora, utilizzando la formula del differenziale di cui sopra su questa funzione, si otterrebbe il seguente

risultato: njx hhxfhxdf
j

0......0 1 .

Se chiamo jjj hdxhdx  e sostituisco, ottengo: njx dxdxxfdxxdf
j

0......0 1 .

Se ora considero una funzione f generica e ripetendo il ragionamento considerando le componenti singolarmente, 

ottengo j

N

j

xnxx dxxfdxxfdxxfxdf
jn

1
1 ...

1
.

Quindi df posso esprimerla come combinazione lineare di applicazioni lineari e questo conferma che il
differenziale è un’applicazione lineare. Si noti che i dx osservabili nelle equazioni di cui sopra, sono funzioni
lineari e non incrementi infinitesimi. 

Derivate di ordine superiore

Considero la solita funzione RRAf n: . Supponiamo che, per ogni punto 0xUx  (U è un intorno) 

con Ax0 , fissato un versore v , esista xv fD . Posso allora definire la funzione RxUfv 0:D .

Sia ora w un altro versore: se esiste
0

DD xvw f , essa sarà indicata con il simbolo
0

2D xvw f ed è detta

derivata seconda di f rispetto ai versori w e v .
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Se i versori w e v sono i versori je  ed ie  della base di Rn, allora posso utilizzare anche il seguente simbolo per 

indicare la derivata seconda: 
ij xx

f2

.

Si noti inoltre che in generale 
00

22 DD xwvxvw ff .

Utilizzando l’altro simbolo posso dire che in generale yx
xy

f
yx

yx

f
,,

22

.

Teorema di Shwartz

Se le derivate seconde
kj xxf  e

jk xxf  esistono in un intorno di x e sono continue in 0x , allora posso dire che

vale xfxf
kjjk xxxx .

Differenziale secondo

Considero la funzione RRAf
n:  differenziabile in A, allora esistono le derivate parziali di f in un

qualsiasi punto di A, cioè Axxfnj
jx ,,,...,1 .

Se supponiamo che queste derivate siano a loro volta differenziabili in x , allora diremo che f è due volte
differenziabile in x .

Si dice differenziale secondo la forma quadratica
n

ji

xxf hhxfhhxHhxfd
ji

...1

,
21

2 , ,

dove
n

i

iin ehhhhh
1

21 ,...,,  e dove Hf  è la matrice Hessiana, definita nel seguente modo:

xfxfxf

xfxfxf

xfxfxf

xH

nnnn

n

n

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

f

...

............

...

...

21

22212

12111

cioè è la matrice di tutte le derivate seconde parziali. 

Si può dimostrare che questa è una matrice simmetrica in quanto 
ijji xxxx ff .

Si noti che se il differenziale primo è dato da f
x

h
x

h
x

hhdf
n

n...
2

2
1

1  , il

differenziale secondo è dato da f
x

h
x

h
x

hhfd
n

n

2

2
2

1
1

2 ... .

Differenziale di ordine k di f in un punto

Analogamente a quanto fatto per il differenziale secondo, posso dire che il differenziale di ordine k di una

funzione f in un punto x, è dato da f
x

h
x

h
x

hhfd

k

n

n

k ...
2

2
1

1 .
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Formula di Taylor

Come già visto in precedenza, la formula di Taylor per una funzione di una variabile era la seguente:

Lagrangediresto

1
0

1

0
0

0

!1!
n

nn

k

k
k

xx
n

f
xx

k

xf
xf

Sia ora f una funzione definita su un aperto A di Rn, a valori reali, cioè RRAf n: .

Supponiamo che f sia differenziabile in 0x .

Allora, dalla definizione di differenziale, posso dire che 0000 , xxoxxxfxfxf .

Da questa definizione posso notare la somiglianza con uno sviluppo di Taylor fermato al primo ordine.

Riscrivo quindi l’equazione nel modo seguente: 0

inaffine,inlocale
zioneapprossimamigliorelaarappresent

000

00

, xxoxxxfxfxf

xxx

.

Continuando il ragionamento in maniera analoga, posso dire che se f è differenziabile k volte sul segmento

hxx, , e k+1 volte sul segmento hxx, , allora posso scrivere:

hhxfd
k

hxfd
k

hxfdhxdfxfhxf kk 12

!1
1

!
1

...
2
1

dove  è una quantità che va da 0 ad 1 (in simboli 10 ). Con questo valore scelgo, per il differenziale di

ordine k+1, un punto del segmento hxx,  come facevo con  nel caso di una funzione ad una variabile (

era infatti un punto compreso tra x ed x0).
Si noti che questa equazione è analoga alla formula di Taylor con resto di Lagrange vista per il caso di una
funzione ad una variabile.

Teorema sulla derivazione delle funzioni composte

Considero una funzione RRAf
n:  ed una funzione 

n
RARI: .

Il risultato di (t) (con It ) è un punto Ax , per cui posso dire che 

tx

tx

nn

...
11

 che sono dette equazioni

parametriche del cammino ttt n,...,, 21 .

Chiamo fF , da cui posso scrivere tttftftF n,...,, 21 . Si noti che la

funzione F è una funzione ad una variabile. La sua derivata prima è:
n

i

i

i

n

n

n tt
x

f

t
t

x

f

t
t

x

f
ttf

dt

d
tF

1

1

1
1 ...,...,

Utilizzando il prodotto scalare posso scrivere ttftF ,  dove t  è la derivata prima della

funzione  e rappresenta un vettore tangente alla curva (t).

(t)

’(t)
f( (t))

A



Copyright in 2001 by Cristiano Casadei28

Di seguito è riportata la dimostrazione di quanto affermato in precedenza:

ttfttttftfttftFttF nn ,...,,..., 11

Per la differenziabilità di f in (t) posso scrivere in altra forma quanto sopra,

cioè vovtftFttF , , dove tttv .

Dividendo per t, ottengo 
t

vo

t

ttt
tf

t

tFttF
, .

Il termine 0
0tt

v

v

vo

v

v

t

vo

t

vo
.

Il termine ttf
t

ttt
tf

t
,,

0
.

Il termine tF
t

tFttF
t 0 .

Quindi, in ultima analisi, ottengo che ttftF , , che è ciò che volevamo dimostrare.

Funzioni omogenee (positivamente)

Sono funzioni definite in coni con vertice in . Se sono definite in x ,

sono definite su tutta la semiretta x , con 0 . Il cono può coincidere 

con Rn. RRCf n: , con C aperto.

La funzione f si dice positivamente omogenea di grado R , se vale:

xfxfCx :0,

Teorema di Eulero

Considero la funzione RRCf
n: , con C cono aperto. Sia inoltre f differenziabile in C. Allora posso

dire che: f è positivamente omogenea di grado xfxfxCx ,: .

Riscrivendola in altra maniera ottengo f
x

f
x

x

f
x

x

f
x

n

n...
2

2
1

1  che è detta equazione di Eulero.

Di seguito è riportata la dimostrazione della sufficienza.

Derivando rispetto a  l’eguaglianza xfxf , ottengo: 

xfxx
x

f
xx

x

f
xxfxxf n

n

nn

1
1

1
11 ...,...,,...,

Se  valesse 1, allora l’equazione diventerebbe xfxx
x

f
xx

x

f
n

n

...1
1

, il che equivale alla

scrittura seguente: xfxfx,  che è ciò che volevamo dimostrare.

x
C

x
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Di seguito è riportata la dimostrazione della necessarietà.

xf
xf

xfxf . Ora xf è costante rispetto a . Se quindi definiamo xf ,

la sua derivata rispetto a  dovrà per forza essere nulla. 

0,
1

,,

 valeEuleroper

1

11

xfxxf

xfxxfxfxxfxf
d

d

xf

Questo conferma che  è costante su R+: 1 , cioè xf
xf

, cioè la tesi.

Derivazione delle funzioni vettoriali

Considero una funzione vettoriale mn RRAf : .Come già detto nella teoria sulle funzioni vettoriali,

posso scrivere

nmm

n

n

xxxfy

xxxfy

xxxfy

xfy

,...,,

...

,...,,

,...,,

21

2122

2111

.

La derivata direzionale di una funzione vettoriale non è un numero, ma un vettore: nvvv fff D,...,D:D 1 .

Nel campo reale avevamo che hxfhlxfhxf , , con ho .

Anche in questo caso l’idea è quella di approssimare il vettore xfhxf  con una applicazione lineare

su h, applicazione da Rn a Rm.

Devo trovare 
n

i

ii elhhl
1

, dove el  è un vettore di Rn. Considero una matrice ad m righe ed n colonne 

Mm,n. L’espressione
n

i

ii elhhl
1

 diventa hMhl nm,  (forma matriciale).

La funzione f si dice differenziabile in x  se esiste una matrice Mm,n ad m righe ed n colonne tale che valga la

seguente equazione: hohMxfhxf nm, .

Sviluppando quest’ultima equazione per ogni riga k della matrice ho hohmxfhxf k

n

i

ikikk

1

,

dove mki è l’elemento i-esimo della riga k-esima della matrice Mm,n.
Questa equazione altro non è che la definizione di differenziale della riga k e dunque la riga k di Mm,n

rappresenta il gradiente della componente k della funzione f: xfxxfxmm knkknk ,...,,..., 11 .

In conclusione, quindi, la matrice Mm,n rappresenta la versione multidimensionale del gradiente:

xfxxfx

xfxxfx

xf

xf

M

mnm

n

m ...

.........

...

...

1

1111

Tale matrice Mm,n è detta matrice Jacobiana di f ed è indicata dai simboli xJ f , xfD  e xf .

In conclusione f è differenziabile in x  se e solo se k  ho che la k-esima componente di f (fk) è differenziabile 
nel punto x .
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Coordinate polari nel piano (con polo in )

La trasformazione che porta da coordinate polari a coordinate cartesiane è una funzione 

vettoriale da R2 a R2 definita come : 
sen

cos
:

y

x
.

Più precisamente la funzione è sen,cos2,0,0,:

Come faccio a calcolare  e  noti x ed y ? Occorre individuare l’applicazione inversa 
?

:
22

1 yx
.

Come si vede, la componente  non riesco a calcolarla, o meglio, riesco a farlo solo per i punti che cadono
all’interno del primo quadrante cartesiano (uso la funzione arcotangente). Quindi la funzione  è continua,
mentre la sua funzione inversa -1 non lo è.

Se prendo la restrizione di -1 a 0,0/,2 xyyxR , allora posso dire che è continua.

Per gli altri quadranti devo tener conto dei segni di x ed y in maniera da variare il segno di  che ottengo tramite 
la funzione arcotangente.

0,0,arctg

0,0,2arctg

0,0,arctg

0,0,arctg

yx
x

y

yx
x

y

yx
x

y

yx
x

y

Funzioni da R2 in R3

Considero una funzione 32 ,,: RvurRAvur . Questa funzione, per ogni coppia (u,v) ritorna un 

punto a tre dimensioni, per cui, graficandola, si ottiene una superficie 3D. 

vuzvurz

vuyvury

vuxvurx

zyxxvurx

z

y

x

,,

,,

,,

,,,

L’ultima equazione (o meglio l’insieme di equazioni raggruppate da una parentesi graffa) è detta equazione

parametrica della superficie.

Calcolando la matrice Jacobiana, ottengo 
vvvv

uuuu

vu

vu

vu

zyxr

zyxr

zz

yy

xx

vur
,,

,,
,

I vettori ru ed rv rappresentano due vettori tangenti alla superficie lungo le direzioni u e v rispettivamente.
Combinando questi due vettori ottengo l’equazione del piano tangente alla superficie (cioè r’(u,v)).

xP
y

Y

X
x

X

Y

Piano forato in quanto 0
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Facciamo un esempio:

L’equazione parametrica della curva (*) è

vuzz

vuyy

vuxx

,

,

,

0

0

0

L’equazione parametrica della curva (**) è 

0

0

0

,

,

,

vuzz

vuyy

vuxx

Posso determinare i vettori tangenti nel punto (u0,v0) derivando le
equazioni parametriche lungo le direzioni u e v, ottenendo due vettori:

uuuu zyxr ,,  ed vvvv zyxr ,, .

Questi due vettori individuano un piano tangente alla superficie nel
punto r(u0,v0). Posso addirittura ottenere il vettore normale a questo piano utilizzando il prodotto vettoriale,

ottenendo 0000 ,, vurvurn vu .

Espresso in forma matriciale, diventa 
vv

uu

vv

uu

vv

uu

vvv

uuu
yx

yx
e

zx

zx
e

zy

zy
e

zyx

zyx

eee

n 321

321

Teorema di derivazione della composizione

Considero due sottospazi nRA  e mRB .

Considero inoltre due funzioni vettoriali BAf :  e pRBg : .

Visto che il codominio della funzione f è incluso (in questo caso è proprio uguale) al dominio della funzione g,
allora posso eseguire la composizione fg  (era una condizione necessaria).

Se la funzione f è differenziabile in x e la funzione g è differenziabile in f(x), allora:
1. La funzione composizione g f è differenziabile in x

2. xJxfJxJ fgfg

Questo, in parole povere, significa che xfxfgxfg .

v

u

v0

u0

varia v

varia u

z

x

y

z(u0,v0)

x(u0,v0)

y(u0,v0)

varia v (*)

varia u (**)

r(u0,v0)

rv(u0,v0)

ru(u0,v0)

f g

g f

A
B

x
f(x) g(f(x))

Rn Rm Rp
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Il Laplaciano

Definisco Laplaciano la funzione 
2

2

2

2

 volteao
y

u

x

u
uu , dove la funzione u(x,y) è una funzione in 

coordinate cartesiane.

In coordinate polari, il Laplaciano diventa
uuu

u
~1~1~

~
2

2

22

2

.

Quando 0u , u è detta funzione armonica.

Funzioni da C a C

Considero una funzione CCAf : .

Posso scrivere (impropriamente) che yxviyxuyxfzf ,,, .

Ad esempio yiyeeyixzzfe
xzz sencos

Si noti però che yiyezf
x sencos , cioè non hanno la stessa espressione.

Ora posso dire che 
yxvyxf

yxuyxf

,,Im

,,Re
  .

Derivando f(x,y) ottengo 

yy

xx

viu
y

f

viu
x

f

, cioè derivo le singole componenti lungo i versori della base x ed y.

Infatti, calcolando il rapporto incrementale, ottengo:

xx
xx

viu
x

yxvyxxv
i

x

yxuyxxu

x

yxfyxxf

x

f ,,,,
lim

,,
lim

00

ed analogamente per 
y

f
.

Ora, la funzione f si dice derivabile  nel punto z0 se C
zz

zfzf

zz
0

0

0

lim .

In questo caso pongo 0zf .

Il limite di cui sopra, è esprimibile nel modo seguente:

0
0

0
00:00 zf

zz

zfzf
zz

Essendo nel campo complesso, le espressioni 0zz  e 0
0

0 zf
zz

zfzf
 rappresentano due distanze.

Una funzione derivabile in senso complesso in un suo aperto A, si dice olomorfa o analitica in A.
Analizziamo il limite di cui sopra. Al punto z0 posso avvicinarmi in diversi modi: ad esempio tramite un
incremento reale ( x) o tramite un incremento immaginario ( y).

00
0000

0

00

0
0 ,

,,
limlim yxf

x

yxfyxxf

x

zfxzf
zf x

xx

00
0000

0

00

0
0 ,

1,,
limlim yxf

iyi

yxfyiyxf

yi

zfyizf
zf y

xy

Affinché la funzione f(z) sia derivabile in senso complesso, i valori di cui sopra devono essere uguali, per cui

ottengo 0000 ,
1

, yxf
i

yxf yx .
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Affinché due numeri complessi siano uguali, devono essere uguali la parte intera e quella reale, da cui, ottengo:

xy

yx

xy

yx

xy

yx

yyxx

yxf

yy

yxf

xx
vu

vu

viu

vu

viu
i

vu

vu
i

viuvi
i

u
i

viu

y

x

2

,
,

1
111

00
00

Quest’ultima condizione è nota come criterio di Cauchy-Riemann ed è necessaria affinché una funzione sia
derivabile in senso complesso.

Considero ora la differenza del rapporto incrementale rispetto alla derivata: zzf
zz

zfzf
0

0

0 .

Si noti che 

0

1
zz

oz .

Dalla differenza di cui sopra, dopo alcuni semplici passaggi, posso ottenere un differenziale in senso complesso

come il seguente: 0000 zzzzzzfzfzf .

Ora mi chiedo quando una funzione a valori complessi sia differenziabile in un punto. La risposta è che se sono 
differenziabili in un punto le due funzioni a valori reali che la compongono (la u(x,y) e la v(x,y) dei vari
esempi), allora anche la funzione a valori complessi è differenziabile in quel punto.
Da questo deriva un teorema di differenziabilità:
la funzione f è differenziabile in senso complesso in un punto z0=(x0,i y0) se e solo se:
1. la funzione f(x,y) è differenziabile in (x0,y0).

2. Vale il criterio di Cauchy-Riemann 0000 ,, yxfiyxf y

Regola di de l’Hopital nel complesso

Siano le funzioni f e g analitiche in A. Sia inoltre 000 zgzf  e 00zg .

Allora posso dire che 
0

0

0

lim
zg

zf

zg

zf

zz
.

Infatti, per la derivabilità, ho che 
200

0

0

100

0

0

zzzgzgzg

zzzfzfzf

.

Dividendo membro a membro, ottengo:

0

0

0

2
00

0

1
00

200

100

0

0

zg

zf

zz
zgzz

zz
zfzz

zzzg

zzzf

zg

zf

Questo in quanto i termini  sono degli infinitesimi di ordine superiore e quindi, per 0zz , tendono a zero. A 

maggior ragione se poi li dividiamo per la quantità 0zz .
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Funzioni implicite

Considero la funzione 0, yxf  definita in un insieme 2RT . Fissando un valore x0 ed applicandolo alla 

funzione f, ottengo 0,0 yxf  che è in tutto e per tutto una funzione della sola variabile y (è l’unica che può 

variare perché x la manteniamo costante per ipotesi). Questa funzione può avere nessuna, una o più soluzioni.
Se esiste un insieme I tale che per ogni suo punto Ix  esiste uno ed un solo valore Jy  tale che la coppia 

TJIyx,  è soluzione della 0, yxf , allora resta individuata la funzione xyy  detta

funzione implicita definita dall’equazione 0, yxf .

Questa funzione implicita è tale che 0, xyxf .

Di seguito sono riportati esempi di funzioni implicite:

0xe
y

. Ricavo il valore di y: xy ln .

0122 yx . Ricavo il valore di y: 21 xy .

0sen xy . Ricavo il calore di y: Zkkxykxy , .

Si noti che non tutte le funzioni implicite di cui sopra possono essere graficate in quanto non posso associare una 
sola y per ogni x (ad esempio la seconda e la terza).

Teorema del Dini sulle funzioni implicite

Questo teorema mi dàuna condizione sufficiente per ricavare una funzione implicita.

Considero RRAf 2: . Sia f continua. Sia inoltre fy continua (cioè la derivata fatta rispetto alla variabile 

che si vuole ricavare, in questo caso y, deve essere continua).

Sia inoltre 0, 00 yxf  e 0, 00 yxf y  (dove fy è sempre la derivata fatta rispetto alla variabile che si

desidera ricavare).

Allora esiste una sola funzione continua xyy , definita in un opportuno intorno I di x0 tale che in x0 assume 

il valore 0xy  e che soddisfa la 0, yxf .

Inoltre in I la xyy  è derivabile con derivata (continua) uguale a 
xyxf

xyxf
xy x

,

,
.

Di seguito la dimostrazione del teorema:

Supponiamo che risulti 0, 00 yxf y  (nell’ipotesi deve essere diversa da zero, per cui mi sta bene).

Essendo la fy continua (sempre per ipotesi), posso trovare un intorno kyyxxHJI 00 , ,

con  e k positivi (opportunamente

scelti), dove la yxf ,  risulti continua.

Considero ora la funzione (in verità ad
una sola variabile, come detto in

precedenza) yxf ,0 , con Jy .

Essendo 0,0 yxf y , tale funzione

risulta crescente in J e assume valore

nullo in 000 , yxP , perciò nei punti

101 , yxP  e 202 , yxP , con

201 yyy , si avrà

201 0 PfPfPf .

Per il teorema della permanenza del
segno, esiste un intorno M1N1 di P1 ed
un intorno M2N2 di P2 in ogni punto del

quale si ha rispettivamente 0, yxf  e 0, yxf . Inoltre, per il teorema dell’esistenza degli zeri, ad ogni 

x appartenente all’intersezione MN delle proiezioni di M2N2 ed M1N1 sull’asse delle ascisse viene associato un

y = y(x)

T

y

x

y0 + k

y0

x0 + x0x0 -

y0 - k

P0

P1

P2 N2

N1M1

M2

H

M N
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valore Jy . Questo valore è unico in quanto la funzione è strettamente crescente (abbiamo detto infatti che

vale 0, 00 yxf y ).

Questo prova che nell’intorno MN di x0 esiste una funzione xyy  che si dimostra essere continua e tale che 

0, xyxf . Questo dimostra il teorema del Dini.

Teorema del valor medio (o teorema di Lagrange per una variabile)

Per la differenziabilitàdi f, ho che 00000 yyx
y

f
xxx

x

f
xfxf .

Si ricordi che 0xxo , per 0xx .

In alcuni casi il valore  può dare fastidio o comunque la formula del f di cui sopra non è facilmente

applicabile. In questi casi Lagrange dice che 000 yy
y

f
xx

x

f
xfxf , dove il

punto ,  è intermedio a x  e a 0x  ed è opportunamente scelto in modo da rendere valida l’equazione. 

Si noti che il teorema è lo stesso che si aveva per le funzioni ad una variabile.

Tramite questo teorema, possiamo dimostrare che 
xyxf

xyxf
xy

y

x

,

,
 (vedi teorema del Dini).

Come appena detto 0000 ,,,, yyfxxfyxfyxf yx .

Se è valido il teorema del Dini, allora ho che xyy  e quindi 0,, xyxfyxf .

Inoltre ho che 0yf  nel punto 00 , yx .

L’equazione del teorema del valor medio diventa quindi 00 ,,0 xyxyfxxf yx .

Porto a destra un termine: 00 ,, xyxyfxxf yx .

Divido reciprocamente i termini ed ottengo 
0

0

,

,

xx

xyxy

f

f

y

x .

Essendo  intermedio ad x ed x0 ed essendo  intermedio ad y ed y0, segue che 

00

0

0

0

0

0

xyy

x

xyxy

xx

xx

xx

Inoltre ho che 0
0

0

0

lim xy
xx

xyxy

xx
 in quanto è un rapporto incrementale.

Per cui, alla fine, ottengo xy
yxf

yxf

xx

xyxy

f

f

y

x

xx
y

x

xx
00

00

0

0

,

,
lim

,

,
lim

00

.

Resta quindi dimostrata anche questa equazione dovuta al teorema del Dini.
Grazie al teorema del valor medio, possiamo trovare anche la retta tangente in un punto alla curva la cui

equazione è 0, yxf .

Per Dini, ho infatti che
0

0

00

00

,

,

xx

yy

yxf

yxf
xy

y

x .

Riorganizzando questa equazione ottengo 0,, 000000 yyyxfxxyxf yx  che altro non è se

non l’equazione della retta tangente nel punto 00 , yx .

In forma vettoriale, posso riscriverla come 00 PPPf =0, dove 000 , yxP  e yxP ,  ed appartiene

alla retta tangente.
L’interpretazione geometrica dell’equazione appena scritta è molto semplice: il gradiente di una funzione è, in
ogni punto, ortogonale alla curva della funzione stessa. Affinché il prodotto scalare sia nullo, il vettore del
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gradiente ed il vettore 0PP  dovranno per forza essere ortogonali tra loro. Questo significa che 0PP  dovrà

essere ortogonale ad un vettore ortogonale alla curva (gradiente). Essendo la funzione a due variabili (quindi la

sua curva staràsu un piano), l’unica direzione di 0PP  che renda nullo il prodotto scalare con il gradiente è la

direzione della retta tangente nel punto.
Osservazione: per questo motivo le linee di livello sono in ogni loro punto ortogonali al gradiente. 

Funzioni implicite di più variabili

Considero la funzione RRAf 3:
(funzione a tre variabili). 

Sia inoltre 0000 ,, zyxP ,
00 , yxIU  e

0zIV . Il parallelepipedo visibile in figura

(quello che racchiude un “pezzo” di funzione 3D) 
è il sottospazio UVW .

Assegnata l’equazione 0,,
vincolatafissati

zyxf ,

individuare sotto quali condizioni, almeno localmente, sia 0,, 000 zyxf .

Spieghiamo prima di tutto cosa significa localmente: in un intorno W del punto (x0,y0,z0) (in questo caso quindi 
si tratta di un intorno tri-dimensionale).
Come visto nel caso delle funzioni implicite in due variabili (trovavo un grafico di una funzione ad una variabile
in quanto trovavo la y in funzione della x), anche in questo caso l’insieme dei punti (x,y,z) che verificano
l’equazione di cui sopra, costituiscono il grafico di una funzione in due variabili (in pratica trovo la z in funzione 

di x ed y). In simboli posso dire che 0,,, zyxfyxgz
W

.

Estensione del teorema del Dini

Considero RRAf 3: , continua. Sia inoltre fz continua (si parla sempre della derivata fatta rispetto alla

variabile che si vuole ricavare, in questi esempi saràla va riabile z).

Siano infine 0,, 000 zyxf  e 0,, 000 zyxf z .

Allora, sotto queste condizioni, esiste un intorno rettangolare VUW  del punto (x0,y0,z0) tale che, per ogni 

punto di questo intorno, vale yxgzzyxf ,0,, .

La funzione g saràdefinita in U (intorno di (x0,y0)) a valori in V (intorno di z0).

Questo significa che 0,,/!,,: zyxfVzUyxVUW .

In simboli 0,,/, zyxfVzUyx g .

Se f è derivabile, si ha inoltre che 

yxgyxf

yxgyxf
yxg

yxgyxf

yxgyxf
yxg

z

y

y

z

x
x

,,,

,,,
,

,,,

,,,
,

y0

x0

z0

P0

U

V

parallelepipedo = VxU=W
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Complementi al teorema esteso del Dini

Grazie al teorema esteso del Dini posso trovare l’equazione del piano tangente al grafico yxgz ,  nel punto 

000 ,, zyx  (analogamente a come trovavo l’equazione della retta tangente con il teorema del Dini per le

funzioni a due variabili).

Infatti per la differenziabilitàho che 00000000 ,,, yyyxgxxyxgyxgz yx .

Quindi, ragionando in maniera analoga a quanto fatto per il teorema del Dini in due variabili ottengo:

0,,,,,,,,, 000000000000000 zzyxgyxfyyyxgyxfxxyxgyxf zyx

che posso scrivere anche come 0,, 1000 PPzyxf .

Teorema del Dini per i sistemi

Supponiamo di avere un sistema di n equazioni in n+r incognite: è possibile ottenere n variabili in dipendenza
delle rimanenti r ?
In simboli, tramite il teorema di Dini, posso ottenere la seguente situazione:

rnn

r

r

nrn

nr

nr

xxgy

xxgy

xxgy

yyxxf

yyxxf

yyxxf

,...,

...

,...,

,...,

0,...,,,...,

...

0,...,,,...,

0,...,,,...,

1

122

111

11

112

111

Casi particolari di sistemi (utilizzo del teorema del Dini)

Suppongo di avere il seguente sistema 
0,,,

0,,,

vuyxg

vuyxf
 con x ed y fissati, dove RRAgf 4:, .

Sia inoltre il punto (x0,y0,u0,v0) tale da soddisfare il sistema.

Pongo ora yxX ,  , vuU ,  e gfF , .

Ottengo una 24: RRAF  ed il sistema visto in precedenza lo posso scrivere come 0,UXF .

Questa scrittura è formalmente uguale alla più generica forma seguente: 0, yxf .

Essendo x ed y fissati, voglio trovare le yxgyxuu ,, 1  e le yxgyxvv ,, 2  che mi soddisfino 

il sistema.

Suppongo che 0, 00 UXF  se esiste un intorno I di X0 ed un intorno J di U0 tale che

0,/! UXFJUIX .

Allora esiste una JIG :  tale che 0,UXFXGU .

Le componenti di G saranno la g1 e la g2.

In definitiva, su IxJ, il sistema 
0,,,

0,,,

vuyxg

vuyxf
 equivale al sistema 

yxgv

yxgu

,

,

2

1
.

Quindi dal primo sistema ho ricavato le variabili u e v in funzione delle variabili x ed y.
Quando è possibile realizzare questa “trasformazione” ?

Supponiamo che F sia derivabile e che 0, 00 UXF  .

Supponiamo inoltre che il Jacobiano 0, 00 UX
gg

ff

vu

vu
 (derivate calcolate in X0 e U0).

Allora esistono degli intorni I (di X0) e J (di U0) tali che, su IxJ,
yxgv

yxgu
UXF

,

,
0,

2

1
.
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Inoltre, se g1 e g2 sono derivabili, ho che 

vu

gf

vx

gf

x

g

,

,
,

,

1  e 

vu

gf

vy

gf

x

g

,

,
,

,

2 .

Criterio di invertibilitàper le funzioni piane

Data una trasformazione piana, quando posso invertirla ?

Suppongo
22: RRAH . Posso scomporre H come 

vugy

vufx
H

,

,
: .

Suppongo che H, f e g siano derivabili.
Affinché possa sussistere l’invertibilitàdi H, fissata una coppia (x,y) deve esistere una ed una sola (u,v) tale che 

vufx ,  e vugy , .

Posso definire un criterio di invertibilità(locale) nel modo seguente: 

fissato un punto U0=(u0,v0), il suo trasformato secondo H sarà X0=(x0,y0). Se vale 0
,

,

00 vu

gf
 (Jacobiano

non nullo) allora H è localmente invertibile in X0. Questo in quanto in un intorno di U0, la H è derivabile (quindi 
continua) ed inoltre la sua derivata non si annulla (quindi è strettamente crescente o strettamente decrescente).
Queste sono due condizioni sufficienti all’invertibilitàdi H (però solo localmente ad X0).
Riesaminiamo questo criterio tramite il teorema del Dini per i sistemi.

Considero il sistema 
0,

0,

vugy

vufx
. È un sistema in quattro variabili ed in due equazioni (caso simile al caso 

dei sistemi particolari di cui al capitolo precedente).

Il teorema del Dini dice che 

itàinvertibill'
pertoprerequisi

,

,
/,!,,:,

0000 vugy

vufx
JvuIyxJI UXUX .

La coppia (x,y) è in un intorno di X0 (per ipotesi del Dini). Dunque anche in questo caso ragiono localmente.
La condizione del teorema del Dini mi assicura che in questo intorno esiste una ed una sola coppia (u,v) tale che 
il sistema sia verificato. Questo significa che in questo intorno, la funzione H è una biezione e quindi esiste una 
sua funzione inversa (almeno localmente al punto X0).

Altri casi particolari di sistemi (utilizzo del teorema del Dini)

Le curve sghembe non parametriche sono curve nello spazio formate dall’intersezione di due superfici. 

La loro definizione è generalmente del tipo 
0,,

0,,

zyxg

zyxf
. Ora voglio ridurmi ad un caso parametrico.

Il sistema che definisce questo genere di curve si può pensare come una “macrofunzione” gfFF , , dove 

per forza di cose 23: RRAF .
Ora fissiamo la coordinata z. Voglio sapere se, fissata la z, esista una coppia (x,y) che soddisfi il sistema.

La soluzione sarà un sistema del tipo

zz

zy

zx

2

1

. Questa rappresenta una curva parametrica, che è ciò che

volevamo. Come faccio ad arrivarci ?
Prendo un punto P0=(x0,y0,z0) che verifichi il sistema iniziale (quello con f e g), quindi F(P0)=0.

Se vale 0
,

,

0P
yx

gf
, allora

0,,

0,,
/,!,:

0000000 zyxg

zyxf
JyxIzIJW YXZZYXP , dove

chiaramente JX0Y0 è un intorno del punto (x0,y0), IZ0 è un intorno del punto z0 e WP0 è un intorno del punto P0

ottenuto come prodotto dei due intorni J ed I.
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Con il passaggio di cui sopra ho in pratica ottenuto
zy

zx

zyxg

zyxf

2

1

0,,

0,,
, cioè sono passato ad un

sistema parametrico (che rappresenta quindi una curva parametrica). Geometricamente parlando, posso dire che
il luogo dei punti di R3 che verifica il sistema iniziale è una curva parametrica.
Ricapitolando, posso quindi dire che se vale la “macrofunzione” F è derivabile (e quindi continua), se inoltre

vale che F(x0,y0,z0)=0 ed infine vale che 0
,

,

000 ,, zyx
yx

gf
, allora esistono degli intorni J ed I tali che

zy

zx

zyxg

zyxf

2

1

0,,

0,,
 su W=J x I.

Le funzioni 1 e 2 sono definite su I e sono tali che Jzz 21 , .

Si ha inoltre che 

yx

gf

zx

gf

z

,

,
,

,

1  e 

yx

gf

zy

gf

z

,

,
,

,

2 , calcolati nel punto zzz ,, 21 .

Infatti, derivando rispetto a z il sistema 
zzzg

zzzf

,,

,,

21

21
, ottengo 

0

0

21

21

z

g

zy

g

zx

g

z

f

zy

f

zx

f

.

Raccogliendo 1, ottengo 

02

sostituitoho

2

2

1

1

z

g

zy

g

x

f

z

f

zy

f

x

g

x

f

z

f

zy

f

z

z

Da questa ottengo 

yx

gf

zx

gf

zx

f

z

g

zx

f

y

g

z

f

x

g

zy

f

x

g

,

,
,

,

...

0

...

222

Se invece raccolgo 2, arrivo in modo analogo al secondo risultato.



Copyright in 2001 by Cristiano Casadei40

Teorema generale del Dini

Considero una funzione rn RRAf : , con r < n , f derivabile in A.

Posso vedere la funzione f come una funzione vettoriale le cui componenti sono le f1…fr corrispondenti ai vettori 

della base di Rr: rffff ,...,, 21 .

Suppongo che in un punto 00
2

0
10 ,...,, nxxxP  valga 00Pf , cioè 

0,...,,

...

0,...,,

0,...,,

00
2

0
13

00
2

0
12

00
2

0
11

n

n

n

xxxf

xxxf

xxxf

.

Sia inoltre il rango della matrice 

rn

n

M

rrr

r

fx

fx

fxfx

fxfx

...

......

...

...

.........

... 1

0detconminore

1

111

 sia r (rango massimo).

Allora le prime r variabili si ottengono in funzione delle successive (n-r) variabili. Questo significa che posso
trovare delle funzioni 1… r dipendenti dalle variabili xr+1…xn con le quali risalire alle variabili x1…xr. Queste 

funzioni, inoltre, sono tali da soddisfare la 0xf .

In simboli 

nrrr

nr

PP

xxx

xxx

xfWxW

,...,

...

,...,

0:/

1

111

00
.

Inoltre, come al solito, si ha che 

r

r

riji

r

j

i

xx

ff

xxxxx

ff

x

,...,

,...,

,...,,,,...,

,...,

1

1

111

1

, con nrj ,1 .

Varietàin forma implicita

Una varietàin forma implicita rappresenta una superficie. Sia  un sottoinsieme di Rn, tale che 0P  , esiste 

un intorno W di P0 tale che (localmente) 0: xGWxW , dove rRWG :  è derivabile.

Questo significa che W  è costituita dai punti Wx  tali che 

0,...,

...

0,...,

1

11

nr

n

xxg

xxg

, dove le g1,…,gr sono le 

funzioni associate alle componenti di G: rgggG ,...,, 21 .

Se supponiamo poi che il rango della matrice 

rn

n

M

rrr

r

gx

gx

gxgx

gxgx

...

......

...

...

.........

... 1

0

1

111

 sia r (rango massimo), allora 

per il teorema del Dini generalizzato ottengo

nrrr

nr

xxx

xxx

Wx

,...,

...

,...,

1

111

, dove r,...,1  è

una funzione definita in un intorno di 
00

1 ,..., nr xx  e a valori in un intorno di 00
1 ,..., rxx .
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Il sottoinsieme  si dice allora varietà di classe Cl1 e dimensione (n-r) di equazione 0xG .

Vettore tangente ad una varietà

Definisco come vettore tangente ad una varietà  nel

punto 0P , il vettore h  quando esiste una funzione 

definita come RI:  e tale che 
h

P

0

0 0
.

In pratica  rappresenta una curva tracciata sulla
superficie della varietà. Quindi un vettore è tangente alla
varietà quando è tangente ad una curva su di essa
tracciata.
Chiaramente di curve tracciate sulla superficie posso
trovarne infinite, per cui posso trovare infiniti vettori
tangenti alla varietà in un punto. L’insieme di questi vettori rappresenta lo spazio tangente alla varietà in un
punto (nel disegno di cui sopra si avrebbe un piano tangente).
Ma come posso determinare il vettore tangente partendo dalle equazioni ? Per questo viene in aiuto una

proposizione che dice che il vettore h  è tangente alla varietà  in P0 se e solo se h  fa parte del nucleo del
differenziale di . Questo in quanto i vettori tangenti costituiscono il nucleo del differenziale. 

In “soldoni” significa che 0...

...

.........

... 1

1

111

rrnr

n

h

h

gxgx

gxgx

. Geometricamente parlando l’equazione matriciale 

appena vista sta a significare che il vettore h  è tangente a  quando il suo prodotto scalare con il differenziale è 

nullo, cioè quando h  è ortogonale al differenziale (infatti nei capitoli precedenti si è visto che i vettori tangenti 
sono ortogonali ai vettori del differenziale).
Che dimensioni ha uno spazio tangente a  ? 

Per il teorema dimensionale ho che VTT dimKerdimImdim .

Ora nVdim . Inoltre 0PdfT  (differenziale nel punto P0) e quindi ho che

0rangoImdim PdfrT , quindi rnTKerdim .

Chiamo varietà tangente a  in P0 l’insieme hPxx 0:  (nell’esempio associato al disegno di cui sopra,

corrisponderebbe al piano tangente in P0).

Le equazioni di questa varietàtangente sono date da 0...

...

........

...

0

0
11

1

111

nnrnr

n

xx

xx

gxgx

gxgx

.

P0

(I)

h
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Massimi e minimi

Sia RRAf n:  con A aperto ed f derivabile. Definisco AP0 punto critico per f 00Pf .

Dico inoltre che P0 è punto di massimo locale per f 000
: PfpfIPPI PP .

Analogamente dico che P0 è punto di minimo locale per f 000
: PfpfIPPI PP .

Definisco infine P0 punto estremante locale per f  punto di massimo o minimo relativo per f.
Se P0 è un punto estremante per f P0 è un punto critico per f. Quindi la ricerca dei punti estremanti di f (su A)
va eseguita sull’insieme dei punti critici per f (cioè i punti con gradiente nullo).
Si noti che non tutti i punti critici sono però estremanti. Cerchiamo quindi una condizione sufficiente che mi
permetta di distinguere i punti che mi interessano.
Consideriamo la funzione f come una funzione di una variabile. Ricavo la formula di Taylor con resto di Peano:

22
0

nulla)èderivatala
casoquesto(innulloè

gradienteilcritico,punto
undisi trattandoma

lasarebbequesta
00 2

1
0

0

hohxfxfhxf
fh

Evidentemente la derivata seconda f” fornisce il segno della differenza al primo membro (“o piccolo” non entra 
in gioco perché infinitesimo di ordine superiore). 
Questo significa che se f”>0 allora la differenza è positiva e cioè significa che nei punti “spostati di h” la f
ritorna dei valori che stanno tutti sopra al valore riscontrato in x0 (in x0 si ha quindi una “concavità”). Questo
significa che in x0 ci saràun punto di minimo relativo. Analogamente, se la f” < 0, allora in x0 si avràun punto di 
massimo relativo. 

Nel caso di funzioni a più variabili, procedo in maniera analoga. Sia 0x  un punto critico di f (f regolare). 

2

0
2

0
3

0
2

00 2

1

6

1

2

1

0

hohxfdhhxfdhxfdxfhxf
h

Anche in questo caso il segno della differenza al primo membro è dato dal differenziale secondo. 

Questo differenziale è dato da
n

ji

jixx hhxfhxfd
ji

...1

,
00

2
. Questa espressione è una forma quadratica in

n variabili, cioè un polinomio di secondo grado in n variabili.

Nel caso in cui n=2 e ijxx axf
ji 0 , allora il differenziale diventa (sviluppo la definizione appena data): 

2
22212212112

2
1110

2 hahhahhahaxfd

Più in generale scriveremo
n

ji

jiijn hhahhqhq
...1

,
1,..., .

Se aij = aji allora la forma quadratica si dice simmetrica.
Alla forma quadratica q(h) è associata la matrice A=[aij].

Più precisamente ho che hAh

h

h

aa

aa

hhhq t

nnnn

n

n ...

...

.........

...

...
1

1

111

1 .

Segno di una forma quadratica

La forma quadratica hq  assume segno costante su ogni retta passante per

l’origine (origine esclusa). 

Infatti, sostituendo h con Kt , ottengo KqtKtq
Kth

hq 2

In particolar modo ho che:

q si dice definita positiva se 0:0 hqRh
n

q si dice definita negativa se 0:0 hqRh
n

K
Kt
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q si dice semidefinita positiva se 0:0 hqRh n  ed inoltre 0:0 hqh

q si dice semidefinita negativa se 0:0 hqRh n  ed inoltre 0:0 hqh

q si dice non definita se 
0

0
:,

2

1
21

hq

hq
hh .

Autovalori

Sia nMA  (matrice quadrata di ordine n). Siano inoltre C  e nCx .

Se vale xxA  (cioè 0xIA n  con In matrice identica), allora  è detto autovalore.

Inoltre x è detto autovettore della matrice A.

Quindi, in pratica, ho che  è autovalore 0det nIA .

Autovalori di una matrice simmetrica

Se una matrice A è simmetrica, allora:
autovalori ed autovettori sono reali.

Esistono n autovettori w1,…,wn indipendenti che costituiscono una base ortonormale: ijji ww , dove il 

simbolo ij  è il cosiddetto delta di Dirac e vale 
ji

ji

ij

ij

,0

,1
.

La matrice nwwQ ,...,1  è ortogonale (vale cioè tQQ 1 ) e diagonalizza la matrice A. Questo

significa che 

n

n

t QAQ

...0

.........

0...

,...,diag
1

1 .

Autovalori, autovettori e forme quadratiche

Sia q una forma quadratica simmetrica su Rn: hAhhq t .

Considero la trasformazione KQh  (trasformazione biettiva di Rn in Rn), dove Q è la matrice costruita con 

gli autovettori di A (l’abbiamo vista in precedenza).

Allora avrò che
n

j

jj

ttt KKKKQAQKKQqhq
1

2
, dove  è la matrice

diagonali formata dagli autovalori (anche questa vista in precedenza). 
Da questo risultato si deduce che:

q è definita positiva  gli autovalori di A sono positivi
q è definita negativa  gli autovalori di A sono negativi
q è semidefinita positiva  gli autovalori di A sono non negativi ed almeno uno di essi è nullo
q è semidefinita negativa  gli autovalori di A sono non positivi ed almeno uno di essi è nullo
q è non definita  esistono almeno due autovalori di A di segno opposto

Si noti che se q è definita positivamente, allora 
2

min hhq ,
n

Rh , dove iminmin .

Analogamente se q è definita negativamente, allora 
2

max hhq ,
n

Rh , dove imaxmax .
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Forme quadratiche del differenziale secondo

Come abbiamo già detto, il differenziale secondo è definito come
n

ji

jixx hhxfhxfd
ji

...1

,
00

2
che è una

forma quadratica. Inoltre abbiamo anche detto che ad una forma quadratica q è possibile associare una matrice.

Allora, quale matrice posso associare al differenziale secondo ? La matrice Hessiana 00 xfxH ijf .

Ora, sussiste la seguente proposizione:

sia f una funzione derivabile almeno fino al secondo grado e sia x0 un punto critico per f (cioè 00xf ).

Allora si ha che:

0
2 xfd  definita positivamente x0 punto minimo forte locale (cioè strettamente minimo).

0
2

xfd  definita negativamente x0 punto massimo forte locale (cioè strettamente massimo).

0
2

xfd  non definita x0 punto di sella.

Infatti, se supponiamo 0
2 xfd  definita positivamente, allora ho che 

2

min0
2 hhxfd , dove min  è 

il minimo autovalore della matrice Hessiana Hf associata al differenziale secondo.
Dalla formula di Taylor ottengo :

11
2

1

2

1

2

1 2

min

22

min

2

0
2

00 ohhohhohxfdxfhxf

e ciò comporta che, per tutti gli h (con h abbastanza piccolo) si ha che la differenza a primo membro è
strettamente positiva e quindi x0 è punto di minimo forte.
Analogamente si dimostra il caso di punto di massimo forte.
Nel caso di punto di sella, la non definizione del differenziale secondo sta ad indicare che nell’intorno di x0

esistono punti che stanno sotto e punti che stanno sopra di esso.

Facciamo ora un esempio nel caso in cui n = 2. RRAf 2: . Sia Ax0  un punto critico per f. Allora:

00xH f  e 0xxf , allora x0 è un punto di minimo relativo forte per f.

00xH f  e 0xxf , allora x0 è un punto di massimo relativo forte per f.

00xH f , allora x0 è un punto di sella per f.

Dire infatti che 00xH f , equivale a dire che gli autovalori hanno tutti lo stesso segno. Il loro segno poi lo 

vengo a conoscere quando testo il segno della fxx (che sta sulla diagonale di Hf). Infatti, abbiamo detto che
l’Hessiana è la matrice associata al differenziale secondo. 
Gli autovalori del differenziale secondo saranno quindi dati dalla seguente equazione: 

000det 0
2

20 xHff
ff

ff
IxH fyyxx

yyyx

xyxx

f

Da questa si desume che il segno degli autovalori 1 e 2 è lo stesso per entrambi quando l’Hessiana è positiva. 
In questo caso è sufficiente vedere il segno di fxx (o fyy , in quanto anche queste due derivate avranno stesso
segno) per capire se il punto x0 è punto di minimo o di massimo. Se invece l’Hessiana è minore di zero, allora gli 
autovalori avranno segni opposti e quindi x0 saràun punto di sella.
Si noti infine che se l’Hessiana risultasse essere nulla, allora dovremmo procedere in altro modo per capire se il
punto x0 è punto di minimo, di massimo o di sella (ad esempio andando a testare i valori di f in un intorno di x0).
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Massimi e minimi vincolati o condizionati

Facciamo un esempio di estremo vincolato. Si voglia calcolare il massimo del prodotto di 2 numeri non negativi, 
sapendo che la somma di tali numeri è 1. 

Quindi avremo che yxyxf ,  ed avremo due vincoli: 1yx  ed inoltre 0, yx .

Ottengo la funzione implicita xy 1 , da cui xxxxfx 11, .

Derivo  ed ottengo xx 21 . Questa derivata devo imporla nulla in maniera da trovare il punto critico.

2

1
0 xx

Ora derivo ancora  per conoscere il segno della derivata seconda nel punto x = ½: 2x  (sempre). 

Quindi il punto x = ½ è un punto di massimo e qui vale 
4

1
max

2

1
yx .

Questo però non significa che il punto x = ½ sia punto di massimo per il prodotto yx  in generale. Questo

vale solo quando sono validi i vincoli imposti in precedenza (x ed y non negativi e che abbiano somma pari a 1).

Sia ora RRAf
n: , con A aperto di Rn . Sia  una varietàdi equazioni 

0,...,

...

0,...,

1

11

nn

n

xxg

xxg

.

Il sistema di equazioni posso vederlo come rn

n RRAggG :,...,1 , con G derivabile. Questo in

particolare significa che il rango della matrice
n

n

xx

gg

,...,

,...,

1

1  è r (infatti G va da Rn a Rr). Quindi  ha

dimensioni n-r (come visto nei capitoli precedenti). 
Sia ora RI:  con I intorno di 0 (si noti che  è una funzione in una variabile).

Valga inoltre 00 x  . Allora  si dice curva su  passante per x0 (l’avevamo giàvisto).

Si noti che 0: tGIt , cioè utilizzando la t come un “cursore” e spostandolo su tutto l’intorno I,

la mia  soddisfa sempre il sistema di equazioni che definisce la G (e quindi la curva sta su ).
Ora posso dire che x0 è punto critico (o stazionario) per f, vincolato (o condizionato) su , curva

differenziabile, su , passante per x0 vale 00f , cioè 000 0xff . Questo

significa che il vettore tangente a  (cioè la sua derivata) è tangente anche ad f (infatti è ortogonale al gradiente 
di f, che come noto è ortogonale a tutti i vettori tangenti). Questo significa anche che il gradiente di f è
ortogonale a  nel punto x0. Si noti che questa definizione di punto critico vincolato è diversa dalla definizione

di punto critico normale in quanto in quest’ultima era sufficiente che 00xf . Si nota bene quindi che un

punto critico vincolato può anche non essere un punto critico normale per f.
Si noti, inoltre che f  è la restrizione di f sulla curva .

Ora che so che x0 è un punto critico vincolato, posso dire che:

x0 punto di massimo relativo condizionato su , per f 0,
0

xfxfUxxIU x

x0 punto di minimo relativo condizionato su , per f 0,
0

xfxfUxxIU x

x0 punto estremante condizionato su , per f x0 punto di minimo o massimo relativo condizionato su ,
per f.

Posso inoltre dire che se x0 è punto estremante condizionato su  per f x0 è punto critico vincolato per f su .
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La ricerca dei punti estremanti condizionati

Continuiamo ad utilizzare i simboli introdotti nel capitolo precedente. Nel punto x0, lo spazio normale a  in tale 

punto ha, come base, i gradienti delle g, cioè ngg ,...,1 .

Abbiamo detto che 0xf  è normale anch’esso a  nel punto x0, per cui fa parte anch’esso dello spazio

normale di cui abbiamo appena dato una base. Questo significa che posso trovare degli scalari 1,…, n

univocamente determinati, tali che
n

i

ii xgxf
1

00 . Abbiamo poi visto che in verità la dimensione

di  è r in quanto questo è il valore del rango della matrice 
n

n

xx

gg

,...,

,...,

1

1 , quindi in veritàl’equazione appena 

vista diventa 
r

i

ii xgxf
1

00 .

Riscrivo l’equazione come 0
1

00

r

i

ii xgxf  e, ricordando la definizione di punto critico

normale, posso dire che x0 è punto critico della funzione 
r

i

ii gfF
1

.

Questo significa che i punti estremanti (x1,…,xn) per f su  andranno cercati tra le soluzioni (x1,…,xn, 1,…, n)

del sistema (in n+r equazioni) 

rjxg

nigxfx

j

r

k

kiki

...1,0

...1,0
1 .

Ora devo classificare il punto critico (massimo, minimo o altro ?)
Sappiamo che x0 è punto critico per f ed inoltre gli scalari 1,…, n fanno in modo che sia anche punto critico per 
F. Indico con q la forma quadratica associata alla matrice Hessiana di F, calcolata in x0:

n

XnX

t

h

h

FHhhhFHhhq ......
1

1
00

Indico poi con T(x0) lo spazio tangente a in x0.

Questo spazio è costituito dai vettori h tali che 0...

...

.........

... 1

1

111

0
nxnnn

n

h

h

gxgx

gxgx

 (cioè dagli h che sono

ortogonali al gradiente di G).
se q(h) è definita positivamente su T(x0), allora x0 è punto di minimo relativo condizionato su  per f.
se q(h) è definita negativamente su T(x0), allora x0 è punto di massimo relativo condizionato su  per f.

Si ricordi che il tipo di definizione di q(h) è possibile averlo grazie al segno del determinante della Hessiana e
dal segno di una delle derivate della diagonale della Hessiana stessa. 
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Superfici in R3

Sia A un aperto connesso di R2. Sia anche 
chiuso

ATA e sia pure AT
o

interno

.

Supponiamo inoltre di avere 32: RRTr  e che questa sia continua.
L’applicazione r avrà una definizione simile alla seguente:

kvuzjvuyivuxvur ,,,, .

Se ora ho che TX: , con vurzyxTX ,,, , allora

dirò che r parametrizza .

Definisco r,   come una superficie di R3, detta anche superficie di 

equazioni X = r (u,v).
Come abbiamo giàdetto, avremo che:

kzjyixXvurzyxX ,,,  con 

vuzz

vuyy

vuxx

,

,

,

dove x(u,v), y(u,v) e z(u,v) sono dette superfici parametriche della .
Inoltre, se r è di classe Clk sull’interno T, allora anche la superficie  saràdi classe Clk.

In simboli: k
o

k ClrTClr ,
def

.

Facciamo un esempio con le superfici cartesiane: sia RRTf 2:  e sia  il grafico di f.

Una parametrizzazione di è la seguente: kyxfjyixyxr ,,  .

Regolaritàdi una sup erficie

Sia ora  una superficie di classe Cl1 di equazioni X=r(u,v).

Dico che il punto 000 ,vurP , con 
o

Tvu 00 , , è regolare 2rango
00 ,

def

vuvvv

uuu

zyx

zyx
.

Dico inoltre che  è regolare  ogni punto 000 ,vurP , con 
o

Tvu 00 , , è regolare.

Ad esempio le superfici cartesiane di classe Cl1 sono regolari, infatti: 2
10

01
rango

y

x

f

f
.

Significato della nozione di regolarità

Dire che  sia regolare in P0=r(u0,v0), comporta che uno dei minori
vu

yx

,

,
,

vu

zy

,

,
,

vu

xz

,

,
 sia non nullo 

in (u0,v0). Se per esempio non è nullo il primo, ottengo 0
,

,

00 ,vuvv

uu

yx

yx

vu

yx
. Allora, per il teorema

del Dini, dal sistema
vuyy

vuxx

,

,
 è possibile ricavare u e v in funzione di x ed y in un intorno di P0. Allora

avrò la funzione implicita yxfyxvyxuzz ,,,, , cioè la , in un intorno di P0, è una superficie

cartesiana.

Facciamo un esempio: la 22 zxRy , con 222 Rzx , è l’espressione cartesiana dell’emisfero

destro della superficie sferica di raggio R e centro nell’origine. 

v

u

T

y
X = r (u,v)

x

z
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Un’altra parametrizzazione dello stesso emisfero potrebbe essere la seguente:

kRjRiRr coscossencossen,

Avrò quindi 

cos

cossen

cossen

Rz

Ry

Rx

 come equazioni parametriche.

Definizione alternativa di una superficie

Sia RRAF
3: , con A aperto ed F di classe Cl1.

Consideriamo l’insieme di livello 0,,:,,0 zyxFzyxE .

E0 definisce una superficie , se 0,,:,, 0 zyxFEzyx , tranne (al più) un numero finito di punti.

Basta infatti osservare che, in tali condizioni, in un intorno di ogni suo punto, E0 è una superficie cartesiana (dal 
teorema del Dini, come visto sopra).
I punti in cui 0F  vengono chiamati punti singolari.

Ad esempio la 02222 Rzyx  definisce implicitamente una superficie sferica, senza punti singolari, la 

cui espressione è 02
2

2

2

2

z
b

y

a

x
.

Ulteriori osservazioni sulle superfici regolari

Sia  una superficie di equazioni parametriche X = r(u,v) (con o

T
r  iniettiva). 

Fissando prima la u e poi la v ottengo due “righe” definite come vuru ,  e vuyv , , che su

tracciano delle curve. 

In figura sono indicate due linee coordinate su . Il punto indicato su  (l’incrocio di queste due linee) ha

coordinate locali vu , . Le equazioni di queste due linee coordinate sono 
kzjyixr

kzjyixr

vvvv

uuuu
.

Moltiplicando vettorialmente le due linee coordinate, ottengo:

k
vu

yx
j

vu

xz
i

vu

zy

zyx

zyx

kji

rr

vvv

uuuvu ,

,

,

,

,

,

Si ha allora che  è regolare in P = r (u,v) se e solo se 0vu rr , cioè solo se ru ed rv sono indipendenti.

y

v

u

v

x

z
vuru ,

vurv ,

u

r
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Effettuiamo ora un cambiamento di parametri (detto regolare).

tsu ,  e tsv , , con Sts,  e  e  di classe Cl1. Sia inoltre 0
,

,

ts
 in 

o

S .

Allora ho una trasformazione che mi porta da S a T: vuts ,, .

Avrò quindi una ktszjtsyitsxtsr ,~,~,~,~ , con 

tstsztsz

tstsytsy

tstsxtsx

,,,,~
,,,,~
,,,,~

.

Quindi sarà tstsrtsr ,,,,~ .

Le derivate (lungo s e t) saranno 

t
r

t
rr

s
r

s
rr

vut

vus

~

~

.

Moltiplicando vettorialmente otterrò:

vuvuvuvuts rr
ts

rr
sttst

r
t

r
s

r
s

rrr
,

,~~

Quindi, in pratica, ottengo che 0~~0 tsvu rrrr . Questo significa che la regolarità dei punti non

cambia se si opera una trasformazione regolare dei parametri.
Definisco come rr ~~  (si legge r equivalente ad r~ ) quando r  ed r~  sono legate da un cambiamento regolare 

di parametri, con determinante dello Jacobiano positivo: in tal caso i vettori vu rr  ed ts rr ~~  hanno stessa

direzione e stesso verso (in ogni punto).

Riepilogo sulla parametrizzazione

vuzz

vuyy

vuxx

vuzvuyvuxvurX

,

,

,

,,,,,,       (forma parametrica)

tsv

tsu

,

,
   con Sts, vutststs ,,,,,    (  trasformazione piana)

Con la  posso definire una rr~ , ottenendo zyxr

tsztstszz

tsytstsyy

tsxtstsxx
~,~,~~

,~,,,

,~,,,

,~,,,

 è regolare
1

Cl  ed inoltre se 0
,

,

ts
 in S.

X = r (u,v)
r

v

u

u

v

x

y

z
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 mantiene la direzione del vettore normale ? (mi sto chiedendo se cambiando la parametrizzazione cambia il

vettore normale). Abbiamo visto che vuts rr
ts

rr
,

,~~
ts rr ~~  ha stessa direzione del vettore

normale vu rr , quindi la risposta è: “cambiando la parametrizzazione (in maniera regolare) il vettore normale

non cambia).

Dico infine che una trasformazione di parametri è una equivalenza quando 0
,

,
:

ts
.

In questo caso si nota che il vettore normale mantiene (oltre alla stessa direzione) anche lo stesso verso del
vettore normale originale. Una equivalenza si indica con rr ~~ .

Superficie di rivoluzione (in forma parametrica)

Si ottiene ruotando una curva piana  intorno ad un asse giacente
nel piano della curva.

ktgjtfitftr

tgz

tfy

sencos,

dove 2,0, It .

La curva , nell’esempio, si trova sul piano ZY (x=0).
Durante la rotazione di un punto di , il parametro t si conserva
(quindi la quota del punto resta invariata).

Vettore normale e piano tangente ad una superficie parametrica

Sia  una superficie regolare di equazioni parametriche X = r(u,v).

Parametrizzo ulteriormente le equazioni utilizzando la variabile RIt :
tvv

tuu
, da cui ottengo la

nuova funzione tvturtrt , , la quale rappresenta una curva tracciata su .

Si noti che  è una funzione ad una sola variabile, ma a valori in R3.

Posso vedere quindi la  come tvtuztvtuytvtuxtvturXt ,,,,,, .

Se ora derivo rispetto alla variabile t, ottengo:

ktvztuzjtvytuyitvxtuxt vuvuvu

che è il vettore tangente a  (e quindi a  visto che  è tracciato su di 
essa).
Raccogliendo i vari addendi, ottengo:

tvtvturtutvturt vu ,,
I vettori ru ed rv (grazie alla regolaritàdelle trasformazioni utilizzate) 
individuano un piano: questo piano è il piano tangente. Inoltre il loro
prodotto vettoriale individua il vettore normale.

z

y

x

vu rr

ru

rv
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Equazione del piano tangente

Imponendo la condizione di ortogonalitàottengo l’equazione del piano tangente (in pratica prendo tutti i vettori

che sono ortogonali al vettore vu rr ):

0,,,, vurvurvurX vu

In formato matriciale, fissato il punto (u,v), ottengo: 0

,,,

vvv

uuu

zyx

zyx

vuzZvuyYvuxX

.

Orientazione di una superficie

Considero una superficie regolare  (cioè in ogni suo punto esiste il vettore normale al piano tangente).
In ogni suo punto può essere preso, come versore normale, il versore n  o n  (a seconda della
parametrizzazione scelta).

Questi due versori sono 
vu

vu

rr

rr
n  e 

vu

vu

rr

rr
n .

La scelta di uno dei due versori appena visti ci dàl’orientazione della superficie.
 si dice orientabile se è possibile effettuare una scelta della parametrizzazione regolare r di , in modo tale che, 

fissato 0P  e considerata una qualunque curva regolare chiusa se , passante per P0, si abbia che,

descrivendo tale curva, il versore n  vari con continuità.
Una superficie chiusa, connessa, orientabile, suddivide R3 in due parti: una limitata (interna) e l’altra illimitata

(esterna). Si può dunque parlare di versore normale interno in  ed esterno en .

Se si effettua un cambiamento di parametrizzazione regolare, il piano tangente rimane invariato ed il versore
normale (invariato in direzione) cambia di verso se lo Jacobiano del cambio di variabili è negativo, altrimenti
mantiene anche il verso.
Per una superficie orientabile, l’orientazione (cioè l’insieme dei vettori normali) rimane inalterata per
parametrizzazioni equivalenti (che hanno Jacobiano positivo).
Una superficie orientata (regolare) è un insieme  con una classe di equivalenza a parametrizzazioni regolari.

Bordo di una superficie

Sia  una superficie di equazioni parametriche X = r (u,v). Allora dico

che ( ,r) è semplice o

T
r  è iniettiva.

Se TClr 1  e T è aperto, allora definisco bordo di  la differenza

:  (è la differenza della superficie  rispetto alla sua

chiusura  in R3.
Si noti che le superfici con bordo vuoto e limitate in R3 si dicono chiuse

(ad esempio una sfera).

Superfici a pezzi
3

R  si dice superficie Cl
1
 a pezzi se esiste un numero finito di curve 

regolari a tratti (spigoli) 1,…, n, contenute in , che suddividono  in un 
numero finito di superfici (facce) j di classe 1.
Il bordo , in questo caso, è l’unione dei bordi delle facce j, con
esclusione degli spigoli che appartengono contemporaneamente al bordo
di facce adiacenti.
Nella figura a lato, il bordo è evidenziato in rosso e corrisponde agli
spigoli delle facce laterali non condivisi con altre facce (la faccia
superiore non c’è).

bordo
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Integrale di una funzione vettoriale

Considero una funzione vettoriale 
3: RRIr . In forma vettoriale sarà ktrjtritrtr kji .

Definisco come integrale della funzione vettoriale r il seguente integrale:
b

a

k

b

a

j

b

a

i

b

a

b

a

dttrkdttrjdttridttrr

Essendo ktrjtritrtr kji , saràevidentemente arbrr
b

a

.

Proprietàdell’integrale di una funzione vettoriale

1. Considero un vettore costante c . Allora 

b

a

b

a

dttrcdttrc ,,

2.

222
b

a

k

b

a

j

b

a

i

b

a

rrrr

3.

b

a

b

a

rr

Curve in R3

Sia r una funzione vettoriale definita come 
3: RRIr  e sia essa continua in baI , .

Sia inoltre  l’immagine di I (tramite r).
La funzione r è detta curva di R3. Si dice anche curva di equazioni parametriche X = r (t).
Inoltre dico che r è:

curva semplice se r è iniettiva su [a,b[
curva regolare se r è di classe Cl1(I) ed r’(t) 0, t.
curva regolare a tratti se I è suddivisibile in un numero finito di sottoinsiemi, su ognuno dei quali r è
regolare.
curva chiusa se I=[a,b] ed inoltre r(a)=r(b).

Si noti che l’orientamento di I induce (tramite la funzione r) un orientamento di .

Cambiamento di parametro

Considero la funzione vettoriale 3: RRIr , regolare. Considero inoltre una ulteriore funzione

IRJ: .

Sia la  derivabile e la sua derivata in tutto J non si annulli (in pratica sia strettamente crescente o strettamente

decrescente). Allora posso operare un cambio di parametro facendo rrr~ , con J .

La funzione  è detta cambiamento regolare di parametro. Inoltre:
Se ’ > 0, allora siamo di fronte ad una parametrizzazione equivalente e scrivo rr ~~ .
Se ’ < 0, allora non posso dire che  rappresenta un’equivalenza e scrivo rr ~ .

0 2

I

t r
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Rettificabilitàdi una curva

Considero la funzione vettoriale 3: RRIr .

Suddivido l’intervallo di definizione I. Ottengo un insieme ntbttaD ,...,, 10  di punti di I.

Costruisco la poligonale D  dei punti t0,…tn ed ottengo altrettanti punti P0 = r(t0),… Pn = r(tn).

Calcolo la lunghezza della poligonale come 
1

0
1D

n

j

jj PP .

Posso dire che la lunghezza della curva è D
D

DL sup , cioè la lunghezza della curva tende ad essere

uguale alla lunghezza della poligonale man mano che aumenta il numero di sottointervalli di I.
Dico che se una curva ( ,r) è regolare  è rettificabile (cioè la sua lunghezza L è finita) e la lunghezza della

curva è 

b

a

kji

b

a

dttrtrtrrrL
222, .

Ascissa curvilinea o lunghezza d’arco

Sia ( ,r) una curva regolare. In particolare sia 3,: RRbar .

La lunghezza della curva sarà

b

a

b

a

dttztytxrr 222, .

Chiamo velocità scalare la quantità tvtr .

Allora la funzione

t

a

duuvtS  è detta lunghezza d’arco o ascissa curvilinea. Si noti che nell’integrale è

stata usata la variabile u per non confonderci con la quantità t che è il punto d’arrivo dell’integrale stesso.

La funzione S è strettamente crescente ed inoltre (per definizione) ho che 0tvtS .

Quindi posso trovare la funzione inversa (cammino inverso) Stt  che posso interpretare come cambiamento 

di parametrizzazione equivalente per la r. Infatti ho StrSr~ .

Ad ogni valore di S, la funzione Sr~  mi restituisce le coordinate del punto individuato sulla curva. 

Si noti che rS ,,0 , per come è definito.

Per trovare il vettore tangente è sufficiente derivare ed ottengo StstrSr~ .

Inoltre
Str

St
1

, da cui ho che 1~ Sr , cioè il vettore tangente, S, è in verità un versore

tangente a r~ nel punto Sr~ .

…………
a
t0

t1
b
tn

I
r(t1)

r(t2)

r(t3)
r
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Integrale curvilineo di una funzione

Considero una funzione RREf 3:  con E aperto connesso. Sia inoltre Rbar ,:  una curva

regolare a tratti.

Pongo dszyxfdttrrff
b

ar

,,: , dove  è la curva tracciata su E dalla funzione r.

Questo è un risultato importante in quanto il termine centrale (quello con la norma di r’) è invariante per un
cambiamento regolare di parametro (in particolare non dipende dall’orientazione della curva in quanto non si
chiede che il cambiamento sia di tipo equivalente).
Se poi, in particolare, si utilizza una parametrizzazione equivalente r~  dove il parametro è la lunghezza d’arco S
(come nell’esempio del capitolo precedente), ottengo:

r

L

rr

dsfdssrfff
0~

~

dove chiaramente L è la lunghezza di r~ .

Integrale curvilineo di un campo o di una forma differenziale (lavoro)

Considero un campo vettoriale 321
33 ,,: ffffRRf .

L’espressione dzfdyfdxf 321  si dice forma differenziale.

Se si pone kdzjdyidxdX , allora dXf ,  è detto lavoro elementare del campo, relativo

allo spostamento dX.

Sia ora
3,: REbar  una curva (dove E è una regione dove è

definito il campo f).

Allora dttr  è (approssimativamente) uno spostamento elementare

lungo la tangente alla curva.

Allora, la quantità dttrrf ,  è il lavoro elementare per lo

spostamento lungo la curva r.

Allora

b

ar

dttrrf ,  rappresenteràil lavoro del campo, lungo la curva, a partire da r(a).

Si noti che questo valore è invariante per curve equivalenti (che quindi mantengono l’orientazione).
Il lavoro generalmente dipende dal percorso. Quando ciò non avviene, allora il campo è detto conservativo.
Affinché un campo sia conservativo, deve esistere una funzione scalare U(x,y,z) tale che fU . Tale

funzione U è detto potenziale del campo.
In particolare il lavoro di un campo conservativo è:

12

,,

,,
2

1

PUPUarUbrUrUrU
dt

d
rrUrrfL

bt

at

b

a tztytxU

b

a

b

a

P

P

Ricerca del potenziale

Supponiamo che l’integrale di f sia indipendente dalla traiettoria (quindi f è un campo conservativo).

Il lavoro è, come giàvisto,

x

a

rrfx , . Quindi f  e questo significa che  è un potenziale.

r(t)

r'(t)

r(t+dt)
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Teorema di Poincare

Sia  un aperto convesso (cioè, presi due punti qualsiasi di  sia sempre possibile
trovare un segmento tutto incluso in  stesso che unisca i due punti di cui sopra).

Considero inoltre un campo vettoriale n

nn fffRRf ,...,: 1 .

Allora jkkj ffUf , per nkj ,...,1, .

Diamone la dimostrazione.
Sia  un punto di . Sia anche X un punto di  e sia txX  con x costante e 10 t  (equazione parametrica 
del segmento con parametro t). Sia  il segmento che va da  a X (tutto appartenente a  in quanto quest’ultimo 
è convesso ed i punti di confine sono interni del convesso).

Considero che il punto  sia dato da un’equazione del tipo: nndxfdxfdxf ...2211  (in questa

maniera mi preparo a cercare il potenziale), dove txff .

Visto che 

nn txX

txX

...
11

, allora ho che txXtxf .

Sostituendo ottengo nndXXdXX ...11 .

Integrando, ottengo 

1

0

1

0

,, dttxxUdtxtxf .

Quindi il potenziale in un punto x è dato dall’integrale di cui sopra. 

Resta da provare che Uf , cioè che kk fU . Ora, so che

1

0

, dttxU kk , dove

n

i

kiik

n

i

iik

n

i

iikk txfxttxfxtxfxtxftx
111

,

Se, come da ipotesi del teorema, ho che jkkj ff , ottengo txftxtxftx kkk ,,

Pongo ora txftg k , sostituisco ed ottengo tgtgttxk , . Sostituisco ancora ed ottengo:

xfgdttgdttgttgdttgtgtxU kk 1
1

0

1

0

1
0

1

0

Questo teorema vale per insiemi convessi, ma esistono delle generalizzazioni.

Generalizzazione del teorema di Poincare

Considero n=2, 1Clf . Sia inoltre jyxYiyxXf ,,  e YdyXdx .

La frontiera  sia connessa e sia un’unica curva di Jordan (non vale quindi una superficie a forma di corona o 
comunque “bucata”, in quanto avrebbe più di una frontiera). Con n=2, questo significa che se ogni poligonale si 
può ridurre ad un punto senza spezzarla e senza uscire dall’insieme, allora questo insieme gode di connessione
lineare semplice (è più debole della convessità, ma gli assomiglia). Con n=3 sarebbe: quando ogni superficie
poliedrica può ridursi ad un punto o ad una poligonale senza spezzarla e senza uscire dall’insieme, allora questo 
insieme gode di connessione superficiale semplice. 

Allora posso dire che UfYX xy .

convesso

x
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Integrazione multipla

Sia RRf 2: , con f limitata e dcba ,,  rettangolare (per semplicità).

Eseguiamo due decomposizioni (una per le x ed una per le y):
dyyycyD

bxxxaxD

rr

rr

1102

1101

...

...

La decomposizione di tutto  sarà 21 DDD .

Il generico intervallino di  lo chiameremo hk. Su questo intervallino, la funzione è dotata di estremo superiore 

ed inferiore: fm
hk

hk inf   e fM
hk

hk sup .

Costruiamo le somme inferiori e superiori:

kh

hkhk

kh

hkhk

MfDSS

mfDss

,
2

,
2

,

,

 , dove 2( hk) è la misura

dell’arco dell’intervallino hk.
Per 0f , s rappresenta il volume di un

pluriintervallo contenuto in (f) (cilindroide),
mentre S rappresenta il volume di un
pluriintervallo contenente (f).
Per cilindroide si intende l’insieme dei punti
P tali che la loro coppia di coordinate (x,y)
cada in  e che la loro quota z sia compresa
tra 0 e f(x,y) (compresi). Quindi intendo tutta
la “colonna” visibile in figura, base e “testa”
comprese.

22 MSsmSs ,

cioè prendendo come unico intervallo tutto
l’insieme , ottengo che s ed S sono compresi 
tra il minimo cilindroide (di base massima) ed 
il massimo cilindroide (di base massima).
Infatti le quantità m ed M rappresentano
rispettivamente il minimo ed il massimo di f
su tutto  (che come detto è preso come unico 
intervallo).
Si noti che Ss  a presindere dalla decomposizione scelta. Addirittura ho che prese due decomposizioni

diverse D’ e D’’, ottengo sempre che fDSfDs ,,  e quindi anche fDSfDs ,, .

Posso per questo motivo dire che vale sempre fDSfDs
DD

,inf,sup .

Dico che f è integrabile su fDSfDs
DD

,inf,sup  (integrazione nel senso di Rieman).

L’integrale di f su  (che ha due dimensioni) è un integrale multiplo ed è indicato con f  o come f .

Dal punto di vista geometrico l’integrale multiplo rappresenta il volume del cilindroide (f), cioè in simboli:

dxdyyxff ,3

Grafico di f

hk

x

y

z

P
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Criteri di integrabilità

1. Il primo criterio deriva da quanto detto al capitolo precedente:

La funzione f è integrabile su fDsfDSD ,,:,0 .

2. Se f è continua su  (rettangolo chiuso) f è integrabile su .
3. Se f è generalmente continua e limitata f è integrabile su .

La definizione di generale continuità implica che l’insieme dei punti di discontinuità abbia area nulla.  In
pratica significa che i punti di discontinuità devono essere in numero finito e che la discontinuità in quei
punti non porti la funzione all’infinito.

Riduzione di integrali doppi

Sia f una funzione integrabile su  secondo Rieman, con dcba ,, .

Fissando una delle due coordinate ottengo una riga (verticale o orizzontale a seconda della coordinata che
blocco) su . Calcolando l’integrale multiplo su queste righe è come su calcolassi l’integrale semplice su una
funzione che come unico parametro ha la coordinata non bloccata. Iterando il procedimento (andando quindi a
bloccare una delle coordinate in ognuno dei suoi infiniti valori possibili), ottengo un integrale di un integrale:

Se

b

a

dxyxfyGdcy ,,, , dove yxfxyG ,: , allora la G(y) è integrabile su [c,d] e

risulta

b

a

d

c

d

c

dxyxfdydyyGdxdyyxf ,, .

Analogamente per la x, se 

d

c

dyyxfxHbax ,,, , dove yxfyxH ,: , allora la H(x)

è integrabile su [a,b] e risulta 

d

c

b

a

b

a

dyyxfdxxHdxdyyxf ,, .

Posso ora combinare i due procedimenti di cui sopra e dire che se yGdcy ,,  e se

xHbax ,, , allora 

d

c

b

a

b

a

d

c

dyyxfdxdxyxfdydxdyyxf ,,, .

Principio di Cavalieri

L’interpretazione dell’integrale doppio è il volume del
cilindroide. Sfruttando la riduzione degli integrali doppi come
visto nel capitolo precedente, posso dire che se G(y) ed H(x)
sono due curve tracciate sulla superficie di f, allora il loro
integrale (rispettivamente lungo x ed y) rappresenta una sezione 
del cilindroide. Se ora eseguo l’integrale di questa sezione lungo 
la coordinata restante (rispettivamente y ed x), ottengo il
volume del cilindroide, cioè l’integrale di f.
Geometricamente parlando, posso scrivere che

d

c

dyff sez23  (guarda caso rispecchia

la definizione di volume di un cilindro).
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Integrale multiplo di funzioni definite in insiemi non rettangolari

Sia RRf 2: , con  non rettangolare, ma compatto e misurabile (per misurabile si intende cha la sua 

frontiera abbia misura nulla). 

Racchiudiamo ora  in un rettangolo R e definiamo una 
RP

PPf
Pf

,0

,~
.

Si noti che se f è continua su , in generale questo non implica che f
~

 sia continua su R, in quanto i punti che 

stanno al di fuori di  sono nulli mentre quelli che stanno sulla frontiera potrebbero esser non nulli. È quindi sui 
punti di frontiera che potrebbero esserci i punti di discontinuità. Essendo però (per ipotesi)  misurabile, la
misura della sua frontiera è nulla e quindi il numero di punti di discontinuitàè finito e la loro misura tendente al 

nulla. Questo significa che se f è continua su f
~

 è generalmente continua su R.

Per i criteri di integrabilitàho che se f è continua su , allora f è integrabile su . Analogamente ho che se f
~

 è 

generalmente continua su R, allora f
~

 è integrabile su R.

Quindi, ricapitolando, anche se il compatto su cui è definita la funzione non è rettangolare, la f
~

è integrabile.

Dominio normale (semplice) rispetto ad un asse

Rispetto all’asse X: siano g1(x) e g2(x) due funzioni tali che xgxg 21 .

Il dominio è xgyxgbxaRyx 21
2 ,:,

Rispetto all’asse Y: siano h1(y) e h2(y) due funzioni tali che yhyh 21 .

Il dominio è yhxyhdycRyx 21
2 ,:,

Riduzione di una funzione definita in un insieme non rettangolare

Supponiamo f continua e limitata nell’interno del compatto
o

. Sia f
~

 l’estensione di f al rettangolo R. Allora

se f
~

 è integrabile, ho che f è integrabile. Se  è un dominio normale, allora f è integrabile su  e risulta:

(  normale all’asse X):

xg

xg

b

a

dyyxfdxf
2

1

,

(  normale all’asse Y):

yh

yh

d

c

dxyxfdyf
2

1

,

La riduzione è analoga alla riduzione per il rettangolo: la differenza sta nel fatto che g1(x) e g2(x) (o h1(y) e
h2(y)) sono variabili.
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Proprietàdegli integrali

Sia  limitato e misurabile. Sia inoltre f una funzione integrabile nel senso di Rieman. Allora:

1. L’integrale è lineare: 22112211 fcfcfcfc

2. L’integrale è monotono: gfgf

3. ff

Teorema della media

fff sup
1

inf

di
misura

Se f è continua e  è compatto, misurabile e connesso, allora il teorema si specializza:

00

mediovalore

00 ,
1

:, yxffyx

Proprietàadditiva degli integrali

Siano 1 ed 2 due insiemi adiacenti ma non sovrapposti (tali, cioè, che 0212 ).

Se f è integrabile su 1 e 2 , allora f è integrabile su 21  e vale 

2121

fff .

Integrali tripli

Supponiamo di avere una funzione in tre variabili f(x,y,z), definita in T.
Integrando, ottengo un integrale triplo (analogamente all’integrale doppio visto fino ad ora):

TT

dxdydzzyxff ,,

Si noti che l’integrale triplo TT
T

3volume1 .

Domini normali in tre variabili

Siano (x,y) e (x,y) due funzioni tali che .

Il dominio è

yxzyxDyxRzyx ,,,:,, 3
,

quindi  saràil solido che si vede in figura.

(x,y)

(x,y)

D
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Riduzione degli integrali tripli

Analogamente alla riduzione di integrali doppi, non faccio altro che considerare “bloccate” due coordinate,
integrare per la coordinata rimanente e poi integrare successivamente il risultato ottenuto.

Primo metodo: 
D

yxF

yx

yxD

dxdyyxFdzzyxfdxdyf ,,,

,

,

,

Con questo metodo, considero bloccate la x e la y. Ottengo quindi una funzione ad una variabile (la z) di cui 
faccio l’integrale. Se ora sblocco la x e la y, ottengo una funzione F(x,y) a due variabili della quale posso
fare l’integrale.

Secondo metodo: 

x

dydzzyxfdxf
b

a

,,

Con questo metodo, considero bloccata la sola x. In questo modo prendo una sezione di  (la x). Questa
sezione è bidimensionale e vi è definita la funzione a due variabili della quale posso fare l’integrale. A
questo punto, sblocco la x e procedo con l’ulteriore integrale lungo l’insieme di definizione delle x.

Principio di Cavalieri per gli integrali tripli

Se la funzione f è identicamente uguale ad uno, allora dico che 

b

a

x dx23 .

Area di una superficie

Considero un dominio bidimensionale T associato (tramite una funzione r)ad una curva tridimensionale .

Un punto x  di  è definito come kvurjvurivurvurx ,,,, 321 .

Quindi le equazioni parametriche di  saranno 

vurz

vury

vurx

,

,

,

3

2

1

.

Ora mi chiedo quanto vale l’area della superficie curva in relazione ad un 
rettangolino [u,u+du] [v,v+dv].
Posso approssimare i lati curvi del rettangolino nel seguente modo:

AClatoilper,,,,

ABlatoilper,,,,

dvodvvurvurdvvur

duoduvurvurvduur

v

u

Se non considero o(du) e o(dv), allora approssimo i lati AB e AC alle
derivate lungo u e v nel punto A.
Quindi, ricapitolando, approssimo l’area del quadrilatero curvilineo con l’area del parallelogramma individuato
dei vettori rudu e rvdv.

L’area di un parallelogramma individuato da due vettori è pari a baArea , per cui otteniamo che

l’elemento area, che è l’espressione seguente: dudvrrd vu .

Iterando questo procedimento per ogni rettangolino di decomposizione di T (e quindi di ), otteniamo l’area

della superficie :
T

vu dudvrrda .

T r

u+duu

v

v+dv

u+du
u

v+dv

v

A

B

C

AB

rudu
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Nel caso di grafici cartesiani, ho che le equazioni parametriche sono 

yxfz

yy

xx

,

Quindi kyxfjyixyxr ,, , da cui 
kyxfjyxr

kyxfiyxr

yy

xx

,,

,,
.

Ottengo
22

1

10

01 frrkfjfi

f

f

kji

rr yxyx

y

xyx

Alla fine, quindi ottengo l’area di una superficie cartesiana 
T

dxdyfa
2

1 .

Integrale superficiale

Sia zyxhh ,,  una funzione a valori reali, definita su  (superficie regolare e semplice).

Allora
T

vu dudvrrrhhd , supposto che l’integrale a destra sia definito.

L’integrale superficiale (e quindi l’area della superficie) è invariante per cambiamenti regolari di
parametrizzazione.

Sia, infatti, 3,, RvuITvu  la parametrizzazione di . Sia inoltre tsu ,  e tsv ,

(con Sts, ) il cambiamento regolare di parametri.

Pongo tstsrtsr ,,,,~  la nuova parametrizzazione di .

Ricordiamo che vuts rr
ts

rr
,

,~~ . Si ha allora che:

S

ts

S

ts

T

vu dsdtrrrhdsdt
tsts

rrtsrhdudvrrvurh ~~
,

,

,

,~~,~,
1

Formula di Gauss-Green nel piano

Come scelgo l’orientamento di una curva ? 

Dei due orientamenti in figura, quello giusto (orientamento positivo) è quello a sinistra. Normalmente, infatti,
l’orientamento si costruisce in questo modo: 

il vettore normale n deve puntare i punti interni dell’insieme
successivamente si costruisce il vettore tangente t in modo che rispetti la “regola della mano destra”: n ha
direzione e verso dell’indice, t quella del pollice, il medio indica il vettore risultante dal prodotto vettoriale 
(nella figura a sinistra è un vettore che esce dal foglio) che rappresenta l’orientamento della curva (in base
alla “regola del cavatappi” questo vettore indica un orientamento antiorario sulla frontiera della curva).

Quindi, una volta scelta il vettore tangente giusto, ottengo l’orientamento semplicemente seguendo la direzione
ed il verso di questo vettore tangente (o con la “regola della mano destra” e poi la “regola del cavatappi”).

j

i

t

n

j

i

t

n
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Supponiamo ora di avere un dominio normale rispetto all’asse X che chiameremo D.

Quindi
xyx

bxa

21

 con 1 e 2 regolari a tratti.

Supponiamo di avere una funzione F(x,y) definita in D che possa essere scomposta come

jyxQiyxPyxF ,,, .

Sia anche F di classe DCl1  (nella chiusura di D).

Posso allora dire che

DD

y PdxP , dove con +D indico una parametrizzazione inettiva, regolare a tratti,

che dia un orientamento positivo a D (cioè alla frontiera di D).
Dimostriamolo:
sfruttando la riduzione dell’integrale, posso dire che

b

a

x

x

y

b

aD

y dxxxPxxPdyPdxP 12 ,,
1

Invece, adesso calcoliamo 
D

Pdx  .

Scegliamo una parametrizzazione che mi dia orientamento positivo, cioè che
vada da  a  a  a  e poi di nuovo ad .

bta
ty

tx
,:

1

btb
ty

bx
21,: (integrale nullo)

bta
ty

tx
,:

2

(ho invertito l’integrale corrispondente)

bta
ty

ax
21,: (ho invertito l’integrale corrispondente che però è nullo)

Combino i risultati ed ottengo:
b

a

b

a

b

aD

dtttPttPdtttPdtttPPdx 1221 ,,,,

Confronto questo risultato con quello ottenuto in precedenza e posso quindi affermare che 
DD

y PdxP .

In maniera analoga posso ragionare nel caso in cui D sia un dominio normale rispetto all’asse Y.

In questo caso ottengo 

DD

x QdyQ .

Combinando questi due risultati, ottengo la prima versione del teorema di Gauss-Green:
sia D un dominio limitato, tale che D ammette parametrizzazione inettiva (curva di Jordan, cioè superficie
senza buchi), regolare a tratti e che sia normale rispetto ad entrambi gli assi.

Sia F una funzione definita in D e tale che sia jQiPF , con DClF
1

.

Allora si ha che 
DD

yx QdyPdxPQ .

Come abbiamo visto, però, una condizione del teorema è che il dominio abbia come frontiera una curva di
Jordan, cioè una curva unica (nel caso di un dominio “bucato” la frontiera è formata da più parti).
Come posso agire nel caso di un dominio che non ammetta come frontiera una curva di Jordan ? 

a b

D



Copyright in 2001 by Cristiano Casadei 63

Dominio S-decomponibile

Un dominio S-decomponibile (o ammissibile) è un dominio D la cui
frontiera è costituita da parti disgiunte ognuna delle quali sia suscettibile di 
una parametrizzazione inettiva, chiusa, regolare a tratti che induce su di
essa una orientazione positiva. Inoltre D è decomponibile in sottoinsiemi,
ognuno normale rispetto ad entrambi gli assi.

Teorema di Gauss-Green per domini S-decomponibili

Se D è S-decomponibile ed inoltre ho che DCljQiPF 1 , allora
DD

yx QdyPdxPQ .

Infatti, essendo D S-decomponibile, ho che iDD   , 0
o

j

o

i DD   , Di  normale rispetto ad entrambi

gli assi. Per cui posso scrivere che 

Di Di D

yx

D

yx QdyPdxQdyPdxPQPQ

ii

.

Applicazione del teorema di Gauss-Green

Calcolo l’area di un dominio D ammissibile attraverso un integrale di frontiera.

Chiaramente deve essere DClQP 1,  (condizione del teorema).

Il teorema mi dice che 

DD

y PdxP  e che 

DD

x QdyQ .

Allora, per P=-y e Q=x, ottengo 

DD

ydxdxdy  e 

DD

xdydxdy .

Combino ed ottengo 

DD

xdxydxdxdyD
2

1
Area .

Calcoliamo ad esempio l’area di un ellisse di equazione 122
b

y

a

x
.

Parametrizzo la frontiera: 20,
sen

cos
t

tby

tax
.

L’area sarà abdttabtabD
2

0

22 sencos
2

1
Area .

Divergenza e rotore di un vettore

Considero un campo di vettori 
33: RRAv  con AClv

1
.

Un qualsiasi vettore di v saràdato da 
i

ii evv , dove con ei si intendono i versori della base.

Chiamo divergenza di v la quantità
z

v

y

v

x

v

x

v
v

i i

i 321div .

Chiamo rotore di v il vettore k
y

v

x

v
j

x

v

z

v
i

z

v

y

v
v 123123rot .

Considerando ora v=F e ricordando che jQiPF , ottengo dei vettori che stanno tutti sul piano XY.

Il rotore di v (cioè di F in questo caso), saràquindi kPQF yxrot , cioè il rotore è un vettore normale al 

piano XY (ha un’unica componente parallela all’asse Z).

Quindi posso dire anche che yxz PQFrot   (considero solo questa componente).
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Osservo ora che se D è ammissibile, allora posso dire che
DD

TFQdyPdx , , dove con T+ indico il

versore tangente che induce una orientazione positiva di D.

Infatti

b

aD

dttytytxQtxtytxPQdyPdx ,,

Ora, il versore T+ è definito come 
22

tytx

jtyitx
T

Ora calcolo:

b

a

b

aD

dttytytxQtxtytxP

dttytx
tytx

ty
tytxQ

tytx

tx
tytxPdsTF

,,

,,, 22

2222

Da cui segue l’asserto.

Teorema di Stokes nel piano

Riprendendo i risultati ottenuti nel capitolo precedente e combinandoli, posso dire che:

DD

z TFF ,rot

dove, come detto, T+ è il versore tangente nel senso positivo di D.
In pratica questo teorema dice che il flusso di rot F attraverso D, nella direzione e verso di k, coincide con il
lavoro (cioè la circuitazione) di F lungo D, calcolato nel senso positivo.
In soldoni posso dire che il rotore di un campo vettoriale piano rappresenta la densità superficiale di
circuitazione di F in un punto (mi dàquindi una misura di quanto ruota F per unitàdi area).

Teorema di Gauss nel piano

Parto dalla equazione 
DD

yx QdyPdxPQ  e poi pongo –Q=P e P=Q.

Ottengo così

DD

yx PdyQdxQP .

Prendiamo la definizione del versore normale esterno: j
ds

dx
i

ds

dy
ne   (dove S è la lunghezza d’arco).

Prendiamo anche la definizione del versore tangente: j
ds

dy
i

ds

dx
T .

Il versore T è preso in modo che induca un orientamendo positivo di D.

Posso allora dire che
D

e

DDD

dsnFds
ds

dy
P

ds

dx
QdsTjPiQPdyQdx ,, .

Questo significa che 
D

e

D

nFF ,div .

Cioè il flusso uscente di F da D è uguale all’integrale della divergenza di F in D.
La divergenza di F in un punto p, rappresenta la densitàsuperficiale di flusso uscente in quel punto.
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Teorema di Stokes nello spazio

Generalizziamo allo spazio R3 l’eguaglianza 
DD

z TFF ,rot .

Sia  una superficie semplice, regolare, orientabile, con bordo
parametrizzabile come curva chiusa, regolare a tratti. La

parametrizzazione sia data da 
32: RRTr .

Assegnato il versore ne, normale, viene individuata la faccia positiva e
la faccia negativa di .
Posso dire che  (bordo di ) è orientato positivamente, se
immaginando di camminare percorrendo  sulla faccia positiva (la
direzione ed il verso piede-testa sono gli stessi del versore ne)
mantengo alla mia sinistra i punti di .
In pratica il versore ne vede sempre come antioraria l’orientazione positiva di .

Considero r definita come 32: RRTr , con T aperto la cui frontiera è parametrizzata come curva

semplice, chiusa, regolare a tratti. Inoltre considero TClr 2 .

Il versore normale alla curva r su  sarà
vu

vu
e

rr

rr
rn . Prenderemo questo versore come versore normale 

che indichi la faccia positiva di  e quindi la sua orientazione positiva.

Passando il bordo di T alla funzione r, ottengo il bordo di : Tr .

Considero ora una parametrizzazione di D chiusa, semplice, regolare a tratti che orienta positivamente T e la

indico con tvtut , .

Allora posso dire che r  è una parametrizzazione di  come curva chiusa, semplice, regolare a tratti,
orientata positivamente.
Se ora T non è unica ma è costituita da punti disgiunti 1,…, k parametrizzabili come curve chiuse, semplici e

regolari a tratti ed inoltre se T è S-decomponibile, allora posso dire che 
k

kT  e che 
k

k , dove 

con k indico parti disgiunte di  definite come kk r .

Introducendo una parametrizzazione k semplice, chiusa, regolare a tratti, che orienta positivamente la k

associata, allora kr  è una parametrizzazione di k semplice, chiusa, regolare a tratti che conferisce a k una 

orientazione positiva rispetto al vettore 
vu

vu
e

rr

rr
rn .

Considero ora che A  con A aperto, e che un campo di vettori kRjQiPF  sia di classe ACl1 .

Allora posso dire che TFdnF e ,,rot  dove T+ è il solito versore tangente a  nel verso

positivo di  rispetto all’orientazione data da r.
Posso riscrivere l’eguaglianza di cui sopra nella maniera seguente:

RdzQdyPdxdknPQjnRPinQR eyxexzezy ,cos,cos,cos

dove +  indica una parametrizzazione del bordo, semplice, regolare a tratti che conferisce al bordo stesso una
orientazione positiva rispetto ad ne.
Posso infine asserire che il flusso del rotore di F attraverso  nella direzione di ne è uguale al lavoro (cioè la
circuitazione) di F lungo  nel verso positivo di  rispetto ad ne.
Questo teorema può estendersi alle superfici  orientabili, regolari a tratti, che si possano decomporre

nell’unione di un numero finito di superficie j tali che 0j

o

i

o

. Ad esempio nel caso del cilindro posso

scomporre la superficie del cilindro stesso in due semicilindri, i quali rispettano le condizioni del teorema.

ne
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Teorema della divergenza nello spazio

Green diede la seguente formulazione del teorema nel piano:

D

e

D

nFF ,div .

Vediamo ora di generalizzarlo allo spazio, come fatto con il
teorema di Stokes.

Sia 3RD  un dominio limitato la cui frontiera D sia
parametrizzabile come superficie chiusa, regolare ed orientabile. 
Sia inoltre la sua orientazione quella corrispondente alla scelta
del vettore normale esterno ne.
Supponiamo, per ora, che D sia normale rispetto all’asse Z:

2
21

3 ,,,,:,, RByxyxzyxRzyxD

con B aperto connesso di R2 e BCl1
21,  .

Sia ora kRjQiPF .

Allora posso dire che 
D

e

D

z dknRR ,cos .

Infatti
B

yx

yx

z

BD

z dxdyyxyxRyxyxRdzRdxdyR ,,,,,, 12

,

,

2

1

.

Inoltre, se considero kRF , ho che 
D

e

D

z

D

e

D

dknRdxdydzRdnFF ,cos,div .

Adesso calcolo l’integrale superficiale e noto che principalmente ho tre situazioni distinte: 

su 1, z= 1(x,y),
2

1

11

1

kji
n

yx

e ,
2

11d

su 2, z= 2(x,y),
2

2

22

1

kji
n

yx

e ,
2

21d

su  (pareti laterali del cilindroide) ho che kne  e quindi l’integrale si annulla.

Quindi alla fine ottengo:

B BBD

e dxdyyxyxRyxyxRd
yxyxR

d
yxyxR

dknR ,,,,,,
1

,,,

1

,,,
,cos 122

1

1

2

2

2

che confrontato con quanto ottenuto per 
D

zR , mi dimostra l’eguaglianza 
D

e

D

z dknRR ,cos .

Analogamente posso ricondurmi al caso di D normale rispetto all’asse Y:
D

e

D

y djnQQ ,cos ed al

caso di D normale rispetto all’asse X:
D

e

D

x dinPP ,cos .

Sia ora D normale rispetto a tutti gli assi cartesiani e sia kRjQiPF  un campo di classe Cl1(D).

Si ha che 
D

e

D

dnFF ,div .

Il flusso uscente da D di F eguaglia l’integrale della divergenza di F in D.
Il teorema della divergenza si estende a domini limitati la cui frontiera è costituita dall’unione di un numero
finito di superfici j chiuse, regolari, orientabili e disgiunti e che siano decomponibili in un numero finito di
sottoinsiemi normali rispetto a tutti gli assi cartesiani.
Anche in questo caso la divergenza di F in un punto rappresenta la densitàdi flusso di F in quel punto.

en

en

en

B

1

2
k

x

y

z
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Equazioni differenziali: introduzione

Consideriamo il cosiddetto modello di Maltus: evoluzione di una popolazione isolata con unici fattori di fertilità
e mortalità. Di seguito riporto alcuni simboli che utilizzerò per indicare certe quantità:

N(t) è il numero di individui al tempo t
 è il numero di nati, per individuo, nell’unitàdi tempo (se ad esempio su una popolazione  di 1000 individui 

ho 60 nati in due anni, allora 03,0
21000

60
)

 è la percentuale di individui morti nell’unità di tempo (se ad esempio su una popolazione di 1000

individui ho 4 morti in due anni, allora 002,0
21000

4
)

( - ) =  sarà il tasso di variazione del numero di individui per unitàdi tempo e per individuo.

In un intervallo di tempo t, ho una variazione di individui pari a
t

tNttN
. Facendo il limite di t

tendente a zero, otterrò la variazione di individui istantanea al tempo t: tN
t

tNttN

t 0
lim . Questa 

variazione istantanea equivale alla derivata nel “punto dell’asse temporale” t della funzione N(t).
Questo valore equivale al tasso di variazione del numero di individui per unitàdi tempo e per individuo ( - ),
moltiplicato per il numero di individui al tempo t.

In altre parole ho che tNtN , cioè ho una equazione in cui compare sia la funzione normale

che la sua derivata.
Come si risolve una equazione del genere ? Facilmente:

tt

t

tNeD

t

ectNctNe

etNtNetNtNtNtN
t

costante

0

integro00

Quindi, in definitiva, il numero di individui in un certo istante t si trova risolvendo 
t

ectN .

Cosa rappresenta la costante c ? Rappresenta il numero di individui al tempo t0.Quindi
t

etNtN 0 .

Se il tasso di variazione  è negativo, allora la popolazione tenderàall’estinzione (più morti che nascite). 
Se il tasso di variazione  è positivo, allora la popolazione cresceràesponenzialmente.
Se il tasso di variazione  è nullo, allora la popolazione si manterràin numero nel tempo.
Si tenga conto che il modello di Maltus è semplicistico. Non tiene conto delle risorse ambientali, considera i
coefficienti di fertilitàe di mortalitàcome costanti.
Un modello migliore è il modello logistico. Esso parte da un semplice presupposto: una popolazione più
numerosa comporta un maggiore dispendio di risorse ambientali che quindi influirà negativamente sul tasso di
crescita (diminuiràil coefficiente di fertilitàed aumenteràquello di mortalità).
Questo nuovo modello introduce una nuova equazione (in verità parte da quella appena vista ed introduce un

nuovo coefficiente): 
k

tN
tNtNtN

k
tNtN 12 .

Il termine tN
k

2
 “mitiga” il termine giàvisto in precedenza tN  e dàuna misura del cosiddetto “attrito

sociale” che è proporzionale al numero di incontri per individuo, nell’unitàdi tempo.

Studiamo questa equazione indicando tytN  , a , b
k

1
byayy 1 .

Due soluzioni dell’equazioni sono 0y  e 
b

y
1

.

Studiamo le altre soluzioni:

1111
Kat

byy

dy
dtadt

byy

dt

dy

a
byy

y
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Ora ho che 22 1
ln

1

1
lnln

1
K

by

y
K

by
y

byy

dy

da cui segue che 
at

ecKKK

ec
b

y
Kat

by

y

K11
ln

21

.

Se
b

y
1

0 , ho che 
at

at

ebc

ec
ty

1
.

Suppongo ora che al tempo t=0 la y(0) =  (sempre con 
b

1
0 ).

Ottengo
b

c
cb

c
y

11
0  che è la condizione iniziale. Sostituisco c nella equazione di y(t) ed 

ottengo
at

at

beb

e
ty

1
. Tornando ora ai simboli originali e graficando l’andamento di tytN  in 

funzione di , ottengo un grafico simile al seguente (comportamento asintotico):

Un nuovo modello che tenga conto del numero delle prede e dei predatori all’interno di un ambiente è il modello

preda-predatore di Volterra.

Sia txx  il numero delle prede ed tyy  il numero di predatori. 

Allora ho che bya
x

x
, la quale mi dice che il tasso di crescita delle prede per individuo (tasso relativo) è

costante in assenza di predatori (y=0), ma descresce linearmente con y (cioè se ci sono predatori, il numero delle 
prede tende a decrescere).

Inoltre ho che dxc
y

y
, la quale mi dice che il tasso relativo di crescita dei predatori è costante (negativo) 

in assenza di prede (x=0), ma cresce linearmente con x (cioè se non ci sono prede, i predatori muoiono di fame, 
mentre se le prede ci sono, i predatori mangiano e si riproducono).

Questo modello è quindi dato dal seguente sistema: 

dxc
y

y

bya
x

x

    ,   con a, b, c, d > 0.

Passiamo ora ad altro: la legge di Newton.

Questa legge descrive il moto unidimensionale di un punto ed è definita come yytfy ,, , dove t  è la

variabile temporale, y  è la posizione del punto, y  la sua velocità e y  la sua accelerazione (che corrisponde

alla forza diviso la massa del punto). Per poter lavorare con questa legge è necessario conoscere le condizioni

iniziali, cioè il valore di y  e di y  al tempo t0. È chiaro che cercheremo le soluzioni delle posizioni ty .

N(t)

t

b

1
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Alcune definizioni

La seguente tytytytfty nn 11 ,...,,,   si dice equazione di ordine n in forma normale.

Si noti che RRDf n 1:  e che tyty n,...,1  sono le successive n derivate di y(t).

La seguente tbtytatytaty n

nn ...1
1  si dice equazione lineare di ordine n.

La seguente tytytyfty
nn 11 ,...,,  si dice autonomia in quanto il secondo membro non

dipende esplicitamente da t.

Chiamo soluzione ed integrale di tytytytfty nn 11 ,...,,,  una funzione ty  definita in

RI , differenziabile n volte, tale che Dtttt n 11 ,...,,,  e

ttttft nn 11 ,...,,, , It .

Sistemi del primo ordine

Chiamo sistema del primo ordine un sistema definito come 

nnn

n

yytfy

yytfy

,...,,

...

,...,,

1

111

dove RRDf n

i

1:  e tyty n,...,1  sono le incognite.

Il sistema può scriversi in forma vettoriale: tytfty , , dove nfff ,...,1  e nyyy ,...,1 .

Soluzione del sistema è una funzione 
n

RRI:  tali che Dtt,  e ttft , , It .

Le condizioni iniziali sono del tipo 
n

Rt0 , con  assegnato.

Posso dire che ogni equazione in forma normale può trasformarsi in un sistema del primo ordine.

Infatti
11 ,...,,, nn

yyytfy  . Pongo yy1 ,
1

2 yy ,…,
1n

n yy .

Ottengo

nn

nn

yytfy

yy

yy

yy

,...,,

...

1

1

32

21

 che è un sistema del primo ordine equivalente all’equazione di cui sopra.

Il vettore che verifica il sistema sarà tytyty
n 11 ,...,, , mentre ty  saràla soluzione dell’equazione.

Introduzione alle equazioni lineari

Considero xfyxayxayxay nn

nn 1
1

1
1 ...  dove f(x) rappresenta il termine noto

dell’equazione. Chiamo omogenea associata la stessa equazione con f(x) = 0. I coefficienti dell’equazione

resteranno gli stessi. Se IClai

0
 , con RI , allora le soluzioni di una sifatta equazione lineare omogenea 

costituiscono uno spazio vettoriale di dimensione n.

Questo significa che Vyyy n,...,1  con V spazio vettoriale. Ma allora anche
n

i

ii ycy
1

 è ancora

soluzione a prescindere dal valore delle costanti ci.
Se y1,…,yn costituiscono un sistema di n soluzioni indipendenti di una equazione lineare omogenea di ordine n,

allora l’equazione
n

i

iinn ycycycycy
1

2211 ...   si dice integrale generale della equazione e, al

variare degli scalari c1,…,cn fornisce tutte le soluzioni dell’equazione (questo dipende dal fatto che y1,…,yn ,
essendo indipendenti, costituiscono una base dello spazio vettoriale delle soluzioni che è di dimensione n).
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Per la motivazione ora segnalata una equazione lineare omogenea di ordine n ha sempre l’integrale generale (è
necessario però dimostrare che lo spazio delle soluzioni ha dimensione n, cioè che le soluzioni y1,…,yn siano
indipendenti).

Per far ciò calcolo il determinante del Wronskiano, cioè la seguente matrice 

xyxy

xyxy

xyxy

xW

n

n

n

n

n

11
1

11
1

1

...

.........

...

...

Si ha 
dipendenti,...,0

tiindipenden,...,0

1

1

n

n

yyxWx

yyxWx
.

Equazione completa

Considero la xfyayay n

nn ...1
1 , con IClfai

0, .

Allora se yy,  sono soluzioni di questa equazione yy  è soluzione della omogenea associata.

Se inoltre due equazioni lineari hanno gli stessi coefficienti e diversi termini noti (rispettivamente f e ), allora

zKyK 21  è soluzione della equazione che ha per termine noto 21 KfK , dove K1 e K2 sono scalari ed y

(rispettivamente z) è soluzione della equazione che ha per termine noto f (rispettivamente ).

xzxazxaz

xfyxayxay

n

nn

n

nn

...

...
1

1

1
1

zKyK 21  verifica la 21
1

1 ... KfKwxawxaw n

nn .

Questo è chiamato anche principio di sovrapposizione.

Da queste considerazioni segue che ii ycyy  con y1,…,yn soluzioni indipendenti della equazione

omogenea associata. Dunque yycy ii  è l’integrale generale della equazione completa.

Problema di Cauchy

Considero la solita xfyxayxay n

nn ...1
1  con le n condizioni iniziali

00 uxy , 10
1

uxy ,…, 10
1

n

n
uxy , dove chiaramante u0,…,un-1 sono valori assegnati da noi.

Dato che, come visto al capitolo precedente, la soluzione generica è yycy ii  (con y1,…,yn soluzioni

indipendenti della omogenea associata ed y  integrale particolare della equazione di cui sopra), si ha che:

0
1

00
1

0
1

11

0
1

00
1

0
1

11

000011

...

...

...

...

xyuxycxyc

xyuxycxyc

xyuxycxyc

nn

nn

n

nn

nn

(ho espanso la yycy ii  (prima riga) e ne ho poi fatto le derivate successive (righe dalla seconda in poi) 

tenendo conto delle condizioni iniziali di cui ad inizio capitolo e spostando i termini di y ).

Questo è un sistema lineare nelle incognite c1,…,cn.
Poiché il determinante dei coefficienti di questo sistema equivale al Wronskiano W(x) ed essendo questo
sicuramente non nullo (dato che  per ipotesi le soluzioni y1,…,yn sono indipendenti), si deduce che il problema di 
Cauchy ha una soluzione ed essa è unica.
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Formula risolutiva per l’equazione lineare del primo ordine

Considero una equazione definita come QPyy  con y funzione incognita, IClQP 0, .

Sia A una primitiva di P (cioè PA ). Supponiamo che vi sia una soluzione y dell’equazione (e sappiamo

che ciò è vero) e moltiplichiamo l’equazione membro a membro per e-A.

Otterremo AA

AP

AAA QeePeyQePyye  che posso riscrivere come AA QeyeD .

Integrando ottengo cQeye AA   (con c costante arbitraria).

Quindi in definitiva ottengo AAA
Qeecey .

Si noti che questa soluzione corrisponde all’integrale generale ycyy 1  dove Ae  è la soluzione della

omogenea associata e AA Qee  è l’integrale particolare della equazione completa.

Come risolvo l’eventuale problema di Cauchy ? La condizione iniziale sarebbe 00 yxy .

Porrei inoltre 

x

x

PxA

0

. Procedendo come fatto in precedenza otterrei 

x

x

AAA Qeeeyy

0

0 .

Formula risolutiva alternativa

Considero sempre la QPyy . Prendo la omogenea associata Pyy . Pongo PA .

Moltiplico per 
A

e  ottenendo 0yPye
AP

A
 che corrisponde a 0yeD

A
.

Integro quest’ultima equazione ottenendo AA ceycye  che è l’integrale generale della omogenea

associata. Abbiamo però detto che l’integrale generale della equazione normale è nella forma ycey A

associata
omogenea
generale
integrale

dove y  è una soluzione qualsiasi della equazione normale. Utilizzando il metodo di Lagrange (vedi più avanti)

possiamo dire che questa è nella forma Aey  dove  è una funzione da determinare (ad esempio con il

metodo della variazione della costante arbitraria, esposto più avanti).

Sostituisco la y  nella equazione normale e trovo la : QePeAeQPyy

AP

AAA

perchèugualisonoduequesti

' ,

da cui ottengo QeQeQe AAA .

Combinando la soluzione precedente (l’integrale generale della omogenea associata) con quest’ultimo risultato

(l’integrale generale della equazione normale) ottengo la soluzione

y

AAA
Qeecey   che è lo stesso

risultato ottenuto con la formula risolutiva precedente.

Il caso dei coefficienti costanti

Considero la xQPyy  con RP  costante. 

Risolvo la omogenea associata Pyy  ricercando soluzioni del tipo xe  con R  da determinare.

Sostituisco questa soluzione all’equazione ottenendo 0xeP , da cui PP 0  (in quanto 

l’esponenziale non si annulla mai e quindi l’unica soluzione è quella che annulla il termine tra parentesi).

Dunque in questo caso Pxcey  è l’integrale generale della omogenea associata.
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Sempre nel caso dei coefficienti costanti, un integrale particolare dell’equazione normale può essere determinato 
a seconda della definizione di Q(x):

1. Se Q(x) è definito nella forma
x

exQ , l’integrale particolare della equazione normale sarà definito

nella forma 
x

Kexy  con k da determinare.

Sostituisco nell’equazione ottenendo: 
xxx

ePKeeK , da cui 1PK

Se ora P ho che 
P

K
1

 e quindi xe
P

xy
1

 e xePyy xx e
P

cey
1

.

Se invece =P non vi sono soluzioni particolari dell’equazione del tipo
x

Ke . In tal caso cerco y  nella

forma
x

Kxexy , trovando K=1 e quindi 
xxx

xeceyeyy .

Quindi, in definitiva, l’integrale generale dell’equazione xQPyy  con P costante è del tipo:

Pxece

Pe
P

ce
xy

xx

xx

per

per
1

2. Se Q(x) è definito nella forma xxQ sen  con R  costante, la soluzione particolare sarà nella

forma xKxKxy cossen) 21 .

Sostituendo nella equazione normale ottengo 
21

12 1

PKK

PKK
 da cui 

222

221

P
K

P

P
K

Un procedimento analogo si segue per la forma xxQ cos .

Equazioni del secondo ordine a coefficienti costanti

Considero l’equazione 021 yayay  con Rai  e costanti.

Cerchiamo le soluzioni nella forma xey  con  da determinarsi.

Sostituendo nell’equazione, ottengo 021
2 aae x .

Dividendo per xe  (che per le proprietà dell’esponenziale sappiamo essere sempre non nullo), ottengo la

cosiddetta equazione caratteristica 021
2

aa , della quale posso facilmente trovare le radici 1 ed 2.

Si noti che l’eq. Caratteristica equivale a sostituire  al posto di y, elevandolo al grado della derivata di y
(nell’esempio y”= 2, y’= , y= 0=1).
Queste due radici possono ovviamente essere anche complesse. La ricerca delle soluzioni dell’equazione
differenziale è in funzione del valore di queste due costanti:

1. 1 2  ( >0). Allora 
x

e 1  ed 
x

e 2  sono soluzioni (eventualmente complesse) dell’equazione differenziale 

e sono indipendenti in quanto 0
11

12
2121

2121

21

21
xxx

xx

xx

eee
ee

ee
xW ,

essendo 1 2 per ipotesi. 

In questo caso l’integrale generale può scriversi come 
xx

ececy 21
21  con c1 e c2 reali.

2. 1 = 2 ( =0). Allora
2
1

21

a
. Trovo (in maniera analoga a quanto fatto nel primo caso) una

soluzione del tipo
x

ey 1
1  (ma non riesco a trovarne un’altra in questa maniera). Posso però verificare

che anche la
x

xey 1
2  è un altro integrale dell’equazione assegnata e che inoltre y1 ed y2 sono

indipendenti. L’integrale generale saràquindi
xx

xececy 11
21 .
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3. 1 2 ( <0). Allora 1 ed 2 sono costanti complesse e valgono ivu1  ed ivu2 , dove ho

che
2

1a
u  e 

2

4 2
12 aa

v .

Ottengo gli integrali 
vxivxeeey

vxivxeeey

uxxivux

uxxivux

sencos

sencos
2

1

2

1
 (tramite Eulero)

Da queste ottengo che

vxe
i

yy

vxe
yy

ux

ux

sen
2

cos
2

21

21

, dove vxeux cos  ed vxeux sen  sono ancora soluzioni

dell’equazione e sono inoltre indipendenti.

In forma reale, ottengo l’integrale generale vxecvxecy uxux sencos 21 .

Equazione completa

Considero l’equazione xfyayay 21  con xf  assegnata. 

L’integrale generale sarà

completaequazione
eparticolarintegrale

associataomogenea
dellageneraleintegrale

2211 xyxycxycxy

Studiamo alcune f(x) particolari:

1.

0,0,

0,
1

1

12
1

2
2

aa
a

x
y

a
a

y

xf

Ottengo 21
2

1 2

1
1 KxKxyKxyy .

2. xexf , con  fissato. Ottengo 

02

0
,

2

1
,

02

0
,

2

1
K,

0,
1

K,

1

21
2

2

1

21
2

1

21
2

21
2

a

aa
KeKx

a

aa

a
Kxe

aa
aa

Ke

y

x

x

x

Sostituendo la y  opportuna nell’equazione differenziale, trovo il valore di K.

3. Kxxf sen . Ottengo KxKKxKy cossen 21  con K1 e K2 da determinarsi.

Trovo il sistema 
0

1
2

2211

12
2

21

KaKKaK

KaKKaK
.

Ottengo il determinante della matrice dei coefficienti 22
1

22
22

21

1
2

2 KaKa
KaKa

KaKa
 col quale

determino i valori di K1 e K2 (se 2
2 Ka  oppure 01a ).

Nel caso in cui 2
2 Ka  e 01a  (cioè se KxyKy sen2 ) trovo che Kx

K

x
y cos

2
 è soluzione

particolare della equazione e dunque ottengo l’integrale generale Kx
K

x
KxcKxcy cos

2
sencos 21 .
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Il metodo di Lagrange

Questo metodo permette di individuare un integrale particolare di una equazione lineare non omogenea, una
volta che sia noto l’integrale generale della omogenea associata. Il metodo vale qualunque sia l’ordine della
equazione (di seguito svilupperemo il caso n=2 solo per comodità).

Considero la xfyxayxay 21  e l’integrale generale della omogenea associata

xycxycxy 22110  dove y1 ed y2 sono supposti noti (sono integrali indipendenti della equazione

omogenea associata).

Sappiamo che l’integrale generale dell’equazione ad inizio capitolo è del tipo yycycy 2211 , dove y

un integrale particolare della equazione completa.

Cerco y  nella forma 2211 yyy  dove 1 e 2 sono funzioni, per il momento arbitrarie, che

determineremo imponendo a y di verificare la equazione differenziale iniziale.

Come si vede, y  ha la stessa forma dell’integrale generale dell’equazione omogenea associata. Per questo

motivo, il metodo di Lagrange è detto anche metodo della variazione delle costanti arbitrarie.

Derivo y  ed ottengo 22112211 yyyyy . Impongo la condizione 02211 yy  e derivo

ancora, ottenendo 22112211 yyyyy .

Sostituisco y , y  ed y  nell’equazione differenziale ed ottengo:

xfyyayyayyyy 221122211122112211

Si noti che nell’equazione di cui sopra i termini 22112221112211 yyayyayy

rappresentano l’omogenea associata all’equazione differenziale originale, per cui la loro somma è nulla (proprio 
per come è definita una omogenea associata).

Resta quindi xfyy 2211 . Questa equazione, combinata con la condizione imposta qualche riga più

sopra, forma il sistema di Cramer seguente: 
xfyy

yy

2211

2211 0
. Si noti che il determinante della matrice dei 

coefficienti di tale sistema coincide con il Wronskiano W(x) che è non nullo, essendo y1 ed y2 soluzioni
indipendenti della omogenea associata, per cui esiste ed è unica la soluzione.

In particolare ottengo 

xW

xfy

y

xW

yxf

y

1

1

1

2

2

1

0

0

 integrando 

x

x

x

x

xW

xfy

y

xW

yxf

y

0

0

1

1

2

2

2

1

0

0

Ho dunque individuato 1 e 2 (devo però impostare i valori iniziali 1(x0) e 2(x0) ad un valore prefissato, ad
esempio a zero). Ottengo così (sostituendo in y  i valori trovati):

dttf
tW

xyxy

tyty

dttf
tW

tyxy
dttf

tW

tyxy
yyy

x

x

x

x

x

x 000

21

21

1221
2211
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Esistenza ed unicitàdella soluzione: alcune premesse

Sia E uno spazio metrico ed f una applicazione di E in sé. 

L’applicazione f si dice contrazione di E se yxdKyfxfdyx ,,, , con 10 K .

Il punto x si dice punto fisso di E se xxf .

Una contrazione f ha al massimo un punto fisso. Infatti supponendo che x ed y siano punti fissi distinti per f, ho 

che yxdyxdKyxdyfxfd ,,,,  in quanto K è minore di uno. Ma questo è assurdo

perché questa diseguaglianza ci dice che yxdK ,  è contemporaneamente maggiore e minore di yxd , , il 

chè è ovviamente assurdo. Per cui l’ipotesi che x ed ysiano due punti fissi distinti è altrettanto assurda e resta
quindi verificata la condizione che una contrazione f abbia al massimo un punto fisso.

Considero ora un punto Ex0  ed una applicazione (iterativa) definita come 1nn xfx . Allora la

successione ,...,...,, 10 nxxx  si dice costruita (o definita) con il metodo delle approssimazioni successive.

Si può dimostrare che se f è una contrazione di E, la successione costruita con il metodo delle approssimazioni

successive è una successione di Cauchy, cioè vale mn xxdmnmn ,,,:, . In veritàla

definizione originale era leggermente diversa: in questo caso, essendo E uno spazio metrico, ho utilizzato
direttamente la distanza tra i punti xn ed xm.
Esiste infine un teorema che dice che ogni contrazione f di uno spazio metrico completo E ha uno ed un solo

punto fisso. Infatti, fissato un punto Ex0 , sia nx  la successione definita con il metodo delle

approssimazioni successive. Poiché tale successione è di Cauchy (vedi più sopra), essa saràsenzaltro limitata ed 

il suo limite sarà x. Essendo però la successione definita come nn xfx 1 , avrò che per n tendente

all’infinito i valori di xn-1 e di xn tenderanno a coincidere (precisamente tenderanno al limite della successione,

cioè ad x) , cioè xfxxfx
n

nn 1 . Ma questa, come visto in precedenza, è la definizione di un punto 

fisso, da cui resta verificata la prima parte del teorema. Abbiamo inoltre detto che una contrazione ha al massimo 
un punto fisso, per cui è verificata anche la seconda parte del teorema.
Si osservi infine che ogni contrazione è una funzione continua.

Esistenza ed unicitàdella soluzione: problema di Cauchy

Cauchy si pose un problema: come fare a capire se la soluzione di una equazione differenziale esiste ed è unica ?
Facciamo un paio di esempi:

1.
y

ytfy ,
 dove f è una funzione con discontinuitàdi prima specie nel punto . In questo caso è vero che 

y sarebbe derivabile in un intorno di  (infatti ho definito il valore di y( ) proprio nel sistema), ma questo è 
in contraddizione con la definizione della derivata che è definita uguale ad f, e la funzione f, come detto,
presenta una discontinuitàdi prima specie proprio in . Questa contraddizione porta a dire che il problema
non ha soluzione in un intorno di .

2.
00

3

y

yy
 In questo caso ho tre soluzioni possibili (soluzione non unica): 

23

2

3

2

1

0,0

0,
3

2

0

t

t
t

t

t

Partiamo dal primo esempio. Come posso trovare una soluzione che verifichi il sistema e tale che possa esistere
anche in un intorno di  (che anzi possa esistere in  stesso) ? 

Consideriamo la f(t,y): essa è definita come nn RRDf 1: .
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y

t

D

Esplicitando il sistema del primo esempio ottengo 

nn

nnn

n

y

y

yyytfy

yyytfy

...

,...,,,

...

,...,,,

11

21

2111

dove n,...,1  è un vettore di Rn.

Dico che f(t,y) è lipshitziana in D, rispetto ad y, uniformemente in t, se esiste una costante L (detta costante di 

Lipshitz) tale che, per Dztyt ,,, , vale zyLztfytf ,, .

Nel caso di f numerica (dipendente cioè dalle variabili reali t ed y), la condizione precedente diventa:

zyLztfytf ,,

Cosa significa questo ? Riscrivo la condizione come L
zy

ztfytf ,,
, cioè il

rapporto incrementale (=la derivata) resta limitato (fissato t).
Dico che f è localmente lipshitziana in D, rispetto ad y, uniformemente in t, se ogni
punto di D ha un intorno in cui vale la precedente diseguaglianza (in questo caso la
costante L può dipendere dall’intorno considerato).

Dico che nffff ,...,, 21  è lipshitziana se e solo se lo sono tutte le fi.

Posso dire che se f e
s

j

y

f
 (con j=1..n ed s fissato)  sono continue in D, allora f è localmente lipshitziana in D

rispetto ad y, uniformemente in t (in pratica quindi mi basta che f sia continua (=derivabile) e che la derivata
parziale di f rispetto ad ys sia continua e limitata).
Introduco ora il teorema di esistenza ed unicitàlocale.

Considero nn RRDf 1: . Se valgono:

1. f è continua in D
2. f è localmente lipshitziana in D, rispetto ad y, uniformemente in t

allora ,,, ID  nel quale è definita una soluzione  di
y

ytfy ,
 (è il sistema

definito nel primo esempio del capitolo, che è quello da cui siamo partiti).
Tale soluzione è unica, nel senso che ogni altra soluzione coincide con , nell’intevallo I .

La soluzione dell’equazione ytfy ,  che verifica la condizione  la indico con ,,t .

Questa soluzione saràtale che ICl1 . I valori ,  sono detti condizioni iniziali.

La soluzione  è garantita nell’intervallo (della variabile t)

,I  con
LM

b
a

1
,,min  dove

ytfM ,max  ed L è la costante di Lipshitz.

L’intervallo multidimensionale (cioè di ogni variabile di f)

sarà byatRyt
n ,:, 1

.

Quindi, in verità, l’intervallo di esistenza della soluzione
potrebbe essere più ampio di I .

Parto ad esempio dal punto ,, 11

(cioè dal limite destro dell’intervallo I ). Se riesco ad

individuare un nuovo intervallo 1111 ,
1

I  in

y

tt

D

y

z

Rn

D

t
-a +a

- +

-b

+b
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cui il problema di Cauchy, dati 11, , ha soluzione 1 , allora  è prolungabile a destra e 1 rappresenta

appunto il suo prolungamento destro. Ora, per l’unicità della soluzione, ho che 1  su 
1

II .

In maniera analoga posso prolungare  a sinistra (parto dal limite sinistro di I ).
I nuovi intervalli di definizione li chiamo intervalli massimali (rispettivamente destro e sinistro).

La non prolungabilitàdella soluzione a tutto l’intervallo aa,  può dipendere dal fatto che la soluzione 

 “esce” da  attraverso i lati by  prima di “toccare” i lati ax .

È importante avere informazioni sull’intervallo massimale di esistenza della soluzione: se questo intervallo è
limitato e la soluzione tende ad infinito avvicinandosi al bordo prolungato, allora un eventuale modello fisico
associato all’equazione differenziale che stiamo studiando prevede un andamento anomalo (catastrofico ?) in un
tempo finito.
Se invece l’intervallo massimale è prolungato all’infinito (quindi  è indefinitamente prolungabile a destra o a
sinistra di ), allora è interessante studiare il comportamento asintotico di  (cioè il comportamento per

 a seconda del verso del prolungamento).
Proviamo ora a globalizzare l’esistenza della soluzione.

Consideriamo nRS 21, . Supponiamo che f sia definita sulla chiusura S  e che siano verificate le

ipostesi di esistenza ed unicitàlocale della soluzione ,,t  (con S ).

Allora se esistono due costanti 01K  e 02K  tali che valga yKKytf 21,  , Syt, ,

allora S,  ho che ,,t  è definita in tutta S .

Questa condizione è verificata se:

1. f è limitata in S

2. f è lipshitziana in S , rispetto ad y, uniformemente in t: infatti se vale zyLztfytf ,, ,

ponendo z=0 ed 0,max0 tfM , ottengo 00,0,,, MyLtftfytfytf .

Se ora pongo L=K2 ed M0=K1, ottengo la condizione desiderata.

3. Tutte le derivate parziali 
s

i

y

f
 sono continue e limitate in S .

Facciamo un esempio:

Considero un sistema come il seguente: 

tbytaytay

tbytaytay

nnnnnn

nn

...

...

...

11

111111

In forma matriciale posso riscrivere il sistema come tbytAy , dove chiaramente ho che

tatA ij ,

ty

ty

ty

\

1

...  e 

tb

tb

tb

\

1

... .

Se 21,, Clbaij , allora la terza condizione di cui sopra è verificata (infatti ho che ta
y

f
ij

j

i ).

Questo implica che le soluzioni del problema bAyy , con condizioni iniziali y  (dove

21, ),  sono definite su tutto 21, .

Sistemi lineari omogenei

Definisco sistema lineare omogeneo un sistema che, in forma matriciale, sia definito come segue:

xtAx , con tatA ij , con nji ,...,1, , ed inoltre

tx

tx

tx

n

...
1

 e IClaij

0
, dove

RbaI , .
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Indico con V lo spazio vettoriale delle soluzioni. Allora posso dire che dim V = n.

Dimostriamolo: indico con j la soluzione del problema
j

eax

xtAx
, dove

0

...

1

...

0

je  (l’uno è in

corrispondenza della riga j-esima).
Posso dire che:

1. 1,…, n sono indipendenti: infatti se 0i

ic , allora anche 0i

iec  e quindi, per come sono

definite le ei, dovràper forza essere ici ,0 . Da cui segue l’indipendenza delle soluzioni.

2. 1,…, n generano V, cioè i

in cyccVy :,...,, 1 : infatti, posto ay

c

c

c

n

...
1

, avendo

che
i

ic , è ovvio che ayca .

Quindi  ed y verificano il problema di Cauchy
cax

xtAx
. Ora, per il teorema di unicità, y  e

dunque ho che 
i

icy , che è quello che volevamo provare.

Ora, assegnato il sistema xtAx , se nxx ,...,1  sono soluzioni indipendenti del sistema, l’espressione
n

n xcxc ...1
1  si dice integrale generale del sistema (si badi che le xn non sono potenze!).

Questa espressione, al variare delle costanti ci, fornisce tutte le soluzioni del sistema.

Si osservi che se x1,…,xn sono soluzioni di xtAx  e baIt ,0  (intervallo di definizione dei

coefficienti della matrice A(t)), allora x1,…,xn sono indipendenti x1(t0),…,xn(t0) sono indipendenti.

Matrice fondamentale

Considero il sistema lineare omogeneo xtAx , con nxx ,...,1  soluzioni.

Costruisco la matrice
n

nn

n

xx

xx

tV

...

.........

...

1

1
1
1

 come la matrice contenente le componenti (pedice) di ogni

soluzione (apice) del sistema lineare omogeneo.

Se nxx ,...,1  sono soluzioni indipendenti del sistema, allora V è detta matrice fondamentale ed è tale che per

essa vale tWtVdet  (dove W(t) è il Wronskiano).

Per il Wronskiano sussiste la seguente proposizione: 

t

c

ii da

ecWtW , dove Ic  (che è l’intervallo 

di definizione degli aij(t)).
Dimostriamolo.
Innanzitutto calcolo la derivata del Wronskiano (seguo la regola di derivazione di un determinante, che è valida 

in generale): 
n

nn

n

n

nn

n

xx

xx

xx

xx

tW

...

.........

...

...

...

.........

...

1

1
1
1

1

1
1
1

  (derivo man mano ogni riga)
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Essendo, per ipotesi, xtAx , ho che

n

k

j

knk

j

n

n

k

j

kk

j

xax

xax

1

1
11

...  , per cui posso riscrivere quanto sopra nel modo

seguente (sostituisco i vari 
j

ix ):

h

n

hnh

h

hnh

n

n

nn

h

n

hh

h

hh

xaxa

xx

xx

xaxa

tW

...

.........

...

...

...

.........

...

1

1
1
1

1

1
1

1

Questo equivale a scrivere: 
n

i

iinn atWAtWtWatWatW
1

11 traccia...

Quest’ultima è una equazione lineare del primo ordine. Risolviamola.
Considero un punto c appartenente ad I (insieme di definizione degli aji).

Con metodi normali di risoluzione ottengo 0traccia
traccia

tWAtWe

t

c

A

 che posso riscrivere

abbastanza facilmente in 0
traccia

tWeD

t

c

A

.

Da questa, integrando, ottengo 

t

c

A

ecWtW
traccia

 che è quello che volevamo dimostrare.

Sempre dalla 0
traccia

WeD

t

c

A

 si capisce che costanteWe

t

c

Atraccia

. Imponendo t=c trovo la

costante, la quale equivale proprio a W(c).
Questo è un risultato importante in quento ci dice che se esiste un punto c di I per il quale vale W(c)=0, allora W
sarànullo per quals iasi altro punto di I. Se invece esiste un punto c di I per il quale vale W(c) 0, allora W sarà
non nullo per qualsiasi altro punto di I. Quindi, in pratica, W o è sempre nullo o è sempre non nullo.
Nel caso in cui ho W(c) 0, ho che le soluzioni x1,…,xn sono indipendenti.

Calcolo delle derivate della matrice fondamentale

Calcoliamo la derivata della matrice fondamentale V. Considero il solito sistema lineare omogeneo xtAx ,

dove tatA ij . Suppongo che x1,…,xn siano soluzioni indipendenti.

La matrice fondamentale sarà:
n

nn

n

xx

xx

tV

...

.........

...

1

1
1
1

.

La derivata invece sarà
n

nn

n

xx

xx

tV

...

.........

...

1

1
1
1

  (occhio! Questa è la derivata di una matrice e non di un

determinante come visto in precedenza per il Wronskiano).
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Come fatto in precedenza, posso sostituire i vari j

ix  tramite la definizione stessa del sistema lineare, ottenendo:

VA

xaxa

xaxa

tV
n

nnknnk

n

kk

...

.........

...

1

11
1
11

Quindi in definitiva ho che AVV .

Sistemi lineari non omogenei: metodo di Lagrange

Considero un sistema lineare non omogeneo tbxtAx  con 

tb

tb

tb

n

...
1

.

Siano x1,…,xn soluzioni indipendenti del sistema lineare omogeneo associato xtAx .

Se ora x ed x* sono soluzioni del sistema lineare non omogeneo, vale che 
i

xcxx 1
*

.

Riscritta in un altro modo, ho che i

i xcxx * . Questa x sarà quindi l’integrale generale del sistema

lineare non omogeneo ed è data dalla somma delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato e di una
soluzione particolare del sistema non omogeneo (x*). Un po’ come succedeva per le equazioni lineari non
omogenee viste in precedenza.
Determiniamo la x* tramite il metodo di Lagrange.

Ricerco x* nella forma

nn

n

nn

n

tV

xx

xx

x ......

...

.........

... 11

1

1
1
1

* , dove le 1,…, n sono funzioni da

determinare.
Sostituisco ora la mia x* nel sistema non omogeneo:

bVbAVVVbAxx

nn

VAV

nn

............
11

prodottoundiderivata
allasimileè:matrici

diprodottoundiderivata

11

Da questa ottengo facilmente bV

n

1
1

... , dove 

nnn

n

V

...

.........

...

1

111
1  con 

VW

ij

ij
tW

V

det

comp_algeb
.

In maniera compatta posso riscriverlo come 
n

j

jiji tbtt
1

.

Integrando quest’ultima ottengo 

t

t

iji dbt

0

.

Verifico anche che niti ,1,00 .
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Facciamo un esempio: 

Considero il sistema lineare non omogeneo 
te

t

xx
3

1

212

100

010

.

Svolgendo i calcoli, posso riscriverlo come 
texxxx

xx

txx

3
3213

32

21

22

1 .

Studiamo prima di tutto il sistema omogeneo associato:

3213

32

21

22 xxxx

xx

xx

Ponendo y=x1 e sostituendolo nel sistema di cui sopra, ottengo che questo sistema equivale alla equazione
lineare omogenea 022 yyyy .

Troviamo l’equazione caratteristica di questa equazione: 231022 223 .

Risolvendo questa equazione ottengo che le soluzioni della equazione omogenea associata sono et, e2t, e-t.

Queste soluzioni equivalgono alle soluzioni 
t

t

t

e

e

e

,
t

t

t

e

e

e

2

2

2

4

2 ,
t

t

t

e

e

e

 del sistema omogeneo associato.

Queste soluzioni sono indipendenti (non faremo la dimostrazione di questo).

Ottengo quindi l’integrale generale del sistema omogeneo associato: 
t

t

t

t

t

t

t

t

t

e

e

e

c

e

e

e

c

e

e

e

ctx 3
2

2

2

21

4

2 .

Trovo ora l’integrale generale del sistema completo.

Trovo la matrice fondamentale: 
ttt

ttt

ttt

eee

eee

eee

xxx

xxx

xxx

tV
2

2

2

3
3

2
3

1
3

3
2

2
2

1
2

3
1

2
1

1
1

4

2

Ora trovo x* nella forma 

t

t

t

tVtx

3

2

1
* .

Col procedimento spiegato sopra ottengo 
t

e

t

t

t

t

tV
3

3

2

1

1 .

Questo corrisponde al sistema 
tttt

ttt

ttt

eeee

eee

teee

3
32

2
1

32
2

1

32
2

1

4

12 .

Risolvendo il sistema ottengo le soluzioni particolari 1, 2 e 3.
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Soluzione delle equazioni lineari tramite i sistemi lineari

Considero una equazione lineare (omogenea) definita come 0...1
1 yayay n

nn .

Ponendo x1=y, x2=y(1),…,xn=y(n-1) posso trasformarla nel sistema 

nnnn xaxaxax

xx

xx

1121

32

21

...

...

La matrice di questo sistema sarà

121 ...

...............

0...100

0...010

aaaa

A

nnn

 (si noti che la prima colonna è tutta nulla

e l’ultima riga corrisponde ai coefficienti dell’ultima equazione del sistema).

Ho che y è soluzione dell’equazione

1

1

...
n

y

y

y

 è soluzione del sistema.

Inoltre le soluzioni y1,…,yn dell’equazioni sono indipendenti  le soluzioni

1

1

1
1

1
1

1

...
,...,

...
n

n

n

n

n y

y

y

y

y

y

 del sistema

sono indipendenti.
Le soluzioni del sistema sono indipendenti se e solo se il Wronskiano è non nullo, per cui le soluzioni
dell’equazione saranno indipendenti se e solo se il Wronskiano è non nullo.
Analogamente posso considerare una equazione lineare non omogenea. In questo caso la trasformerò in un
sistema lineare non omogeneo e troverò la soluzione particolare come spiegato al capitolo precedente.
Quindi, in definitiva, una equazione lineare la posso sempre trasformare in un sistema lineare (omogeneo o meno 
a seconda dell’omogeneità dell’equazione) ed utilizzare i procedimenti desc ritti in precedenza per arrivare alle
soluzioni che saranno quindi soluzioni dell’equazione e del sistema lineare.

Sistemi lineari omogenei a coefficienti costanti

Considero il sistema lineare omogeneo Axx con A matrice costante n n (cioè i suoi termini non dipendono
dalla variabile t).

Esistono soluzioni del sistema nella forma ve
t

dove  è uno scalare e v è un vettore non nullo e non
dipendente dalla variabile t.

Pongo quindi vetx t  e sostituisco nel sistema, ottenendo AveveveAve tttt .

Si deduce che ve
t

 è soluzione di Axx  se e solo se vAv . Questo implica che v sia un autovettore di A
corrispondente all’autovalore .
Quindi il problema si riduce (per così dire…) alla ricerca dgli autovalori e degli autovettori di A, cioè alla

soluzione della tipica equazione 0vIA  dove I è la matrice identità.

Segue che se A ha n autovettori indipendenti, allora individuiamo n soluzioni indipendenti del sistema e quindi
siamo in grado di scrivere l’integrale generale.
Si ricordi a tal proposito che gli autovettori di una matrice sono indipendenti se corrispondono ad altrettanti
autovalori distinti della matrice stessa.
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Nel caso di A a valori reali, se trovo un autovalore  complesso tale che i , troverò un autovettore del 

tipo 21 ivvv . In questo caso le funzioni 
t

t

etvtv

etvtv

cossen

sencos
21

21

 sono soluzioni reali del sistema.

Serie di matrici

Considero una matrice Ck (matrice quadrata di ordine n) tale che sia definita come
k

ijk cC  (in pratica,

cioè, i suoi elementi cij sono elevati alla k).

Se
1

,
k

k

ijcji  converge (quindi se converge la serie di ogni singolo elemento della matrice), allora

diremo che la serie di matrici
1k

kC  converge alla matrice
1k

k

ijcC  (i suoi elementi sono le serie di

ogni singolo elemento della matrice Ck).

Norma di una matrice

Definisco norma di una matrice il valore 
ji

ijcC
,

2
.

Si verifica la diseguaglianza triangolare BABA  dove, chiaramente, A e B sono matrici quadrate

dello stesso ordine.

Da questa deriva (iterando la diseguaglianza k volte sulla matrice A) che KAA
kk , .

Assoluta convergenza di una serie di matrici

Sia kC  una serie di matrici quadrate di ordine n. Si ha che se kC  converge  converge anche kC .

Infatti k

k

ij Ccji, , e se se kC  converge, per il criterio del confronto ho che
k

k

ijcji,

converge. Questo implica (assoluta convergenza implica convergenza) che
k

k

ijcji,  converge, da cui

resta dimostrato l’asserto.

Matrice esponenziale

Sia A una matrice quadrata di ordine n. Posto A0=I (con I matrice identità), consideriamo la serie di matrici

definita come 
0 !k

k

k

A
.

Tale serie converge (qualunque sia la matrice A). Infatti posso dire che 
!! k

A

k

A
kk

 e poiché posso dimostrare

che
A

k

k

e
k

A

0 !
 (si ricordi che A  è un numero, quindi questa serie è una semplice serie esponenziale), per 

il criterio del confronto ho che anche la serie
0 !k

k

k

A
 converge. Da qui segue l’asserto (in quanto l’assoluta

convergenza implica la convergenza).
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Porremo
0 !k

k
A

k

A
e  (sembrerebbe una definizione non molto corretta).

Osservo la seguente proprietà: tseee
AstsAtA ,,  (analogamente al caso reale). Da questa proprietàposso

ovviamente dire che Ieee
AtAtA 0

 (anche in questo im maniera analoga al caso reale).

In generale, però, ho che BABA eee .

L’unica eccezione si ha quando BAAB  (che con le matrici non sempre è vero). In questo caso vale anche la 

proprietà
BABA

eee .

Proprietàimportante della matrice esponenziale

Osserviamo che vale 
0

1

!k

k
k

AtAt
A

k

t
eAAe .

Questo in quanto 
0 !k

k
At

k

t
e  (lo posso ricavare rapidamente da quanto detto nel capitolo precedente).

Moltiplicare questo per A dàquindi come risultato quanto scritto ad inizio capitolo.

Indico ora con 
00 !! k

k

ij

k

k

k
k

At a
k

t
A

k

t
etE .

Ogni elemento della matrice E(t) vale 
0 !k

k

ij

k

a
k

t
 che è una serie di potenza convergente per qualsiasi t.

Derivo la E(t) ed ottengo
0

1

1

1

!!1 k

k

ij

k

k

k

ij

k

a
k

t
a

k

t
tE  (posso farlo perché k va ad infinito e 

quindi mi basta cambiare il punto di partenza della sommatoria). Quindi AeAeA
k

t
tE AtAt

k

k
k

0

1

!
.

Questo significa che AeAee
dt

d AtAtAt
  (che è analogo al caso reale).

Osservazione sulla risoluzione di sistemi lineari

Considero l’equazione lineare omogenea xx  con  reale. Questa ha come soluzione la tKex
(qualunque sia K reale).
Considero ora il sistema lineare omogeneo Axx  con A matrice quadrata di ordine n costante. Questo ha per 

soluzione il sistema vex
At

 (qualunque sia il vettore costante v).
Supponiamo che A abbia autovalori di molteplicità maggiore di uno.

Ad esempio prendiamo il sistema xx

200

010

011

Questa matrice A ha un autovalore =1 con molteplicità 2 ed un autovalore =2 con molteplicità 1. Infatti

risolvendo la 21

200

010

011

det 2
IA  dove si vede chiaramente la

molteplicitàdei singoli autovalori.
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Questo significa che il sistema differenziale ha due sole soluzioni indipendenti: 

0

0

1
t

e  ed 

1

0

0
2t

e .

Quindi, in conclusione, il sistema non ammette altre soluzioni, indipendenti dalle precedenti, del tipo ve t .
Per scrivere l’integrale generale del sistema occorrono però tre soluzioni indipendenti (l’ordine di A è 3).

Osserviamo che, con il solito trucchetto del “metti e togli”, posso scrivere veeveve
ItItAtItItAtAt

.

Ora calcoliamo veIv
t

tv
tI

ItIve tIt ...
!2

1...
!2

22222

 (in pratica tolgo I).

Riscrivo allora veeveeve
tIAttIAItAt

.

Osserviamo inoltre che se 0vIA
m

, allora lo sviluppo di ve tIA  termina dopo m termini.

Infatti ...
!2

2
2

vIA
t

vIAtvve
tIA

Poichè però 0:
ipotesiper0

vIAIAvIANl
mllm

, allora i termini dello sviluppo di cui

sopra che hanno potenza maggiore di m saranno tutti nulli.

In definitiva quindi se vale 0vIA
m

 ho il seguente sviluppo:

vIA
m

t
vIAtveveeve

m
m

ttIAtAt 1
1

!1
...

Applichiamo ora queste osservazioni al problema che ci siamo posto (quello della matrice A con autovalori a
molteplicità maggiore di uno).
Sia A una matrice quadrata di ordine n con autovalori 1,…, k di molteplicità, rispettivamente, n1,…,nk (dovrà

per forza essere nni  ).

Sia j uno di tali autovalori e siano j (<nj) gli autovettori indipendenti associati a j (si dice che l’autospazio
relativo a j ha dimensione j).

Allora l’equazione (in v) 02
vIA j  ha almeno j+1 soluzioni indipendenti.

Supponiamo di avere un autovalore di molteplicità maggiore di uno: dobbiamo trovare, oltre alle prime j

soluzioni che otteniamo, anche le altre nj- j soluzioni indipendenti.

Quanto detto sopra ci permette di affermare che esiste almeno un vettore v* tale che valga 
0

0

*2

*

vIA

vIA

j

j

(questo v* è quindi indipendente dalle j soluzioni già trovate). Sviluppo *veAt  (che verifica certamente il

sistema Axx  essendone una soluzione) ed ottengo: **** vIAtveveeve j

ttIAtAt jjj .

Questo sviluppo è un’ulteriore soluzione del sistema lineare.
Se ancora non si sono ottenute nj soluzioni indipendenti del sistema, ripeto il procedimento aumentando la

potenza: esiste almeno un vettore v~  per il quale vale: 
0~

0~

3

2

vIA

vIA

j

j

Per tale vettore siamo in grado di sviluppare la vIA
t

vIAtveve jj

tAt j ~
2

~~~ 2
2

.

Questo sviluppo è un’ulteriore soluzione del sistema lineare.
Posso ripetere il procedimento fino a che non si ottengono, relativamente all’autovalore j tutte le nj soluzioni
indipendenti che ci servono.
Possiamo quindi utilizzare questo algoritmo per individuare l’integrale generale di un sistema Axx  con
matrice A costante.
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Torniamo all’esempio che abbiamo fatto ad inizio capitolo: xx

200

010

011

.

Abbiamo trovato gli autovalori: 021

200

010

011

det 2
IA .

Consideriamo il primo autovalore: =1. Troviamo v: 0

100

000

010

0

3

2

1

v

v

v

vIA .

L’equazione è risolta per v2=v3=0

0

0

1
tetx è una soluzione del sistema (dovrei eseguire lo sviluppo di 

ve
At

 che in questo caso si ferma alla potenza 0 e quindi ho subito il risultato di cui sopra).
Questo autovalore ha però molteplicità 2, per cui proseguo nel cercare un’altra soluzione indipendente.

Questa volta calcolo 0

100

000

000

0

100

000

010

100

000

010

0

3

2

1

3

2

1
2

v

v

v

v

v

v

vIA

Cerco un vettore v che mi verifichi questo sistema, ma non quello precedente 0vIA  in quanto deve

essere una soluzione indipendente. Questo vettore è 

0

1

0

v .

Eseguo lo sviluppo in modo da trovare la soluzione del sistema:

0

1

0

0

1

0

1

0

0

1

0

100

000

010

0

1

0 t

eteteveevetx ttttIAtAt

Si noti che in questo caso ho fermato lo sviluppo al termine a potenza 1 (come detto in precedenza lo sviluppo si 
ferma alla potenza subito precedente a quella di ricerca del vettore).
Ora ho trovato due soluzioni indipendenti, per cui mi fermo (trovo al massimo un numero di soluzioni
indipendenti che eguaglia la molteplicitàdell’autovalore).
Passo ora all’autovalore =2 (molteplicità 1 per cui mi basta trovare una soluzione).

Procedendo in maniera analoga trovo la soluzione 

1

0

0
2t

etx .

L’integrale generale del sistema sarà quindi:

1

0

0

0

1

0

0

1
2

321
ttt ec

t

ecectx .
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Equazioni differenziali con cambiamento di variabili

Considero l’equazione 334 xyxyyx . La sua omogenea associata 04 3 yxyyx  è a

coefficienti variabili. Sia, per ipotesi, imposta la condizione iniziale y(0)=1 e la soluzione deve essere
convergente per x .

Eseguo un cambio di variabili: tx  la cui inversa è xt .

Ottengo una nuova funzione incognita tytY  e quindi, inversamente, xYxy .

Calcolo
xxYxxYxy

xxYxy

2

Sostituisco nell’equazione data ed ottengo 04 32
YxxYxYxYx  (ho tralasciato i

parametri delle Y che sono sempre (x)).
Ora dobbiamo trovare (x). Notiamo che i coefficienti di Y’ formano una equazione lineare omogenea:

0xxx

Questa è semplice da risolvere (separazione delle variabili): 
x

1
. Integro ed ottengo xloglog .

Usando l’esponenziale ottengo x . Integro nuovamente ed ottengo 
2

2x
.

Quindi il cambiamento di variabili sull’equazione iniziale sarà
2

2x
xt .

La funzione inversa è chiaramente tx 2  (in questo caso scelgo x e non x  perché la soluzione deve essere 

convergente per x  e quindi x è sicuramente positivo).
Sostituisco la x nella equazione con le Y (si ricordi che, per trovare la  abbiamo imposto che i coefficienti di Y’

si annullassero, per cui non avremo termini in Y’): 02422
3
YtttY .

Semplifico il termine 
3

2t , ottenendo 04YY . Trovo l’equazione caratteristica 042 .

La risolvo e trovo 2 , da cui l’integrale generale sarà tt ecectY 2
2

2
1 .

Ora torno alla variabile x (mi basta sostituire t con 
2

2x
) ed ottengo 

22

21
xx

ececxy .

Ora, imponendo la condizione iniziale e tenendo conto che la soluzione deve convergere per x  (quindi ho 
sicuramente che c2=0 in quanto il termine associato a questa costante divergerebbe esponenzialmente), trovo la

soluzione che è 
4

1

4

5 2x
exy .

Equazioni del primo ordine

Vediamo ora alcuni metodi risoluzione per le equazioni a variabili separabili.
1. Primo metodo con gli integrali definiti

Considero la yBxAy  con 0yB . Separo le variabili: xA
yB

y
.

Integro:

x

x

x

x

dttAdt
tyB

y

00

. Eseguo la sostituzione 

x

x

xy

xy

dttA
B

d
ty

00

.

Ottengo due primitive: 
B

G
1

 ed tAF .

La soluzione diventa quindi 00 xFxFxyGxyG , dalla quale è necessario estrarre la

y(x). Si noti che questa nuova equazione non è però differenziale.
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2. Secondo metodo con gli integrali indefiniti.

Considero sempre la yBxAy . Analogamente al caso precedente, arrivo a

dxxAdx
xyB

xy
 (si noti che questa volta gli integrali sono indefiniti). Eseguo ancora la

sostituzione xy , ottenendo dxxA
B

d
.

Ottengo sempre le due primite G(y(x)) e F(x) dalle quali ottengo l’equazione kxFxyG .

Equazioni omogenee

Vediamo un metodo risolutivo per questo tipo di equazioni.

Considero un’equazione del tipo yxfy ,  con f omogenea di grado 0. Dire che f è omogenea significa dire 

che 0,,, yxfyxf .

Prendendo
x

1
 (con 0x , chiaramente), ottengo 

x

y
fyxf ,1, .

Ora effettuo il seguente cambio di funzione incognita: xt
x

xy
.

Inversamente ottengo, quindi, xtxxy . Da questa, derivando, ottengo xtxxty .

Sostituisco nella definizione della equazione ed ottengo tftxt
y

,1 .

Da questa passo rapidamente alla seguente
x

ttft
1

,1  che è una equazione a variabili separabili e

quindi ricado nel caso illustrato nel capitolo precedente.

Equazioni riducibili alle omogenee

Considero la seguente equazione:
cybxa

cbyax
fy . Questa non è sicuramente omogenea (presenza

delle costanti c e c’).

Estrapolo il sistema
0

0

cybxa

cbyax
 il cui determinante 0baba  mi dice che il sistema ha un’unica

soluzione. Eseguo un cambiamento di variabile indipendente e di funzione incognita:
y

tx
.

Dalla equazione della y di questultimo sistema, ottengo, inversamente, la tyt .

Derivando ottengo tyt x , dalla quale, inversamente, ottengo 
xt txxy .

Eseguendo le sostituzioni nell’equazione non omogenea iniziale ottengo una nuova equazione differenziale, ma

questa volta l’equazione sarà omogenea:
bta

bat
ft . Risolvendo questa, trovo la t  che

utilizzerò per ricavare la xxy .

A questo punto avrò ottenuto la soluzione dell’equazione iniziale.
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Equazioni riducibili ad equazioni lineari

Facciamo alcuni esempi di equazioni differenziali che possono essere ridotte ad equazioni lineari:
1. Equazione di Bernoulli

nyxbyxay  con 0, Clba .

Si noti che nel caso di n=0 o n=1 questa equazione si presenta giàcome equazione lineare.
Quindi studiamo il caso in cui n 0 e n 1.

Divido per yn ed ottengo xbyxayy nn 1 .

Eseguo un cambiamento di funzione incognita: xyxt n1 .

Derivando ottengo yynxt n1 .

Eseguendo la sostituzione nella equazione di cui sopra (tenendo conto anche del termine (1-n)), ottengo la

seguente: bnatntbayyy nn 111   che è un’equazione lineare.

La risolvo ottenendo una soluzione del tipo 

x

x

dssandttan

dtetbncext

x

x

x

x

0

00

11

1 .

Questa (enorme…) soluzione la utilizzo per trovare la y(x) che sarà nxtxy 1

1

 (ottenuta dalla

definizione di t(x) data durante il cambiamento di funzione incognita di cui sopra).
2. Equazione di Riccati

xcyxbyxay 2   con 0,, Clcba .

Sia w un integrale particolare di questa equazione. Posto y=u+w  e sostituendo nella equazione iniziale,

dovrò avere xcwuxbuwwuxawu 222
  (semplice sostituzione).

Essendo w, come detto, una soluzione dell’equazione, ho che xcwxbwxaw
2

 (essendo una 

soluzione, deve verificare l’equazione!).
Questo significa che nell’equazione dove ho sostituito u+w, il termine w’ al primo membro si semplifica

con parecchi termini del secondo membro. Resta dunque uxbuwuxau 22 .

Rimescolando i termini arrivo alla seguente 22 uxaxbwxauu  che è una equazione di

Bernoulli con n=2 in u. Risolvendola trovo u e w e quindi y (abbiamo detto che y=u+w).

3. Equazione di Eulero

0... 1
11

10 yayxayxayxa nn

nnnn
  con Rak .

Supposto x>0 effettuo un cambiamento di variabile indipendente: xtex t ln .

Effettuo anche un cambiamento di funzione incognita: 
xt

t tuxyeytu
ln

Derivando ottengo tuxyxtu
xdx

dt
tuxy

1
.

Derivando ancora ottengo tutuxyxtu
xx

tuxy 2
22

11
 e così via per tutte le 

successive derivate fino a quella di ordine n.

L’equazione iniziale diventa quindi 0
00

n

h

hn

h

n

k

knkn

k tubyxa    con Rbh .

L’equazione con le u è sicuramente più facile da risolvere in quanto i coefficienti bh sono costanti (ad
esempio con il metodo matriciale).
Questo metodo è valido anche per x<0. È sufficiente porre =-x (quindi avrò >0) e v(t)=y(-t).

Avrò quindi 
x

vxy  e derivando 
kkk vyvy 1,....,1 .

Alla fine otterrò 0
00

n

k

knkn

k

n

k

knkn

k vayxa  che è risolvibile in maniera analoga al caso visto 

in precedenza (anche in questo caso avremo dei coefficienti costanti). 
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Equazioni del primo ordine in forma non normale

1. Considero una equazione in forma non normale del tipo yfx  con ,1clf  ed 0f .

Se 0f xor 0f , allora esiste g (inversa di f). In questo caso ottengo xgy  e posso integrare.

Deriviamo l’equazione iniziale: yyfyfDxD 1 .

Moltiplico per y’ ed ottengo yyyfy .

Integro ed ottengo 

x

a

x

a

x

a

dxyyyfdxyyyfdxy .

Effettuo un cambiamento di variabile:
dxyd

xy
. Sostituisco nell’ultimo integrale di cui sopra ed

ottengo la seguente equazione: 

xy

ay

xy

ay

x

a

dfayxydfdxxy .

In questa maniera ho ottenuto la seguente rappresentazione parametrica della soluzione:

aydfy

fx

u

ay

Si noti l’ultimo termine della seconda equazione: y(a). Questo lo si ottiene dall’ultimo passaggio
dell’equazione di due righe più sopra, dove avevo al primo termine y(x)-y(a) che ora è passato al secondo
termine.

2. Considero una equazione del tipo yfy .

Derivo ambo i membri dell’equazione ed ottengo yyfy .

Divido per y’ ottenendo y
y

yf
1 .

A questo punto integro:

x

a

xy

ayyd

x

a

d
f

dxy
y

yf
dx  dove nell’ultimo membro ho effettuato un

cambio di variabile ponendo xy .

Ottengo

ufy

d
f

ax
d

f
ax

u

ayg

xy

ay

 ponendo xyuygy .

Equazioni del secondo ordine

1. Considero la 0,, yyyf   (manca la x esplicitata).

Pongo ygy . In questo modo ho che yygy .

Sostituendo, l’equazione diventa 0,, ygygygyf  che è un’equazione del primo ordine nella

funzione incognita g. Trovata la g, risolvo la ygy  che risulta essere a variabili separabili.

2. Considero la 0,, yyxf  (manca la y esplicitata).

Pongo xtxy  e la sostituisco nell’equazione ottenendo 0,, ttxf  che è un’equazione del primo 

ordine. Trovata la t devo risolvere la xtxy .
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Equazioni esatte

Considero un’equazione del tipo 

y

dx

dy

yxQ

yxP
yxfy

,

,
,   con 

1, ClQP  in un rettangolo.

Posso riscrivere l’equazione come 0,, dyyxQdxyxP .

Questa equazione si dice esatta se la funzione differenziale al primo membro ammette primitiva (se  è la

primitiva allora deve essere P
x

 e Q
y

).

Quanto appena scritto mi dice che la primita è anche il potenziale del campo definito come jQiPf .

Supponiamo esatta l’equazione e sia (x,y) una primitiva della forma differenziale del primo membro. Allora:
1. x è soluzione dell’equazione (x,u(x))=costante (rispetto ad x) con u(x) definita implicitamente.

Infatti posso scrivere:

0
,
,

,,,,,,,
yxQ

yxP
xuxQxuxPuxuxQxuxPuxuxxuxxux

dx

d

y

yx

Quindi (x,u(x))=costante rispetto ad x.

2. y è definita implicitamente dalla equazione (x,y)=0 in un intorno yx, y verifica l’equazione ed

inoltre ho che yxy .

Infatti posso scrivere:

xyxQ

xyxP

xyx

xyx
y

y

x

,

,

,

,

E quindi y verifica l’equazione. Inoltre per l’ipotesi del teorema del Dini ho che yxy .

Equazioni lineari omogenee a coefficienti costanti

0...1
1 yayay n

nn

Si cercano soluzioni esponenziali del tipo
x

ey . Sostituendo si ottiene 0x
e  dove con ( ) viene 

indicata la nn

nn
aaa 1

1
1 ... .

Ora posso avere due casi:

1. Le n radici dell’equazione 0  sono distinte e sono n,...,1 .

Ottengo che 
xxx neee ,...,, 21  sono integrali indipendenti dell’equazione differenziale.

L’integrale generale sarà
n

i

x

i
iecy

1

.

2. Le radici distinte dell’equazione 0  sono solo p<n e sono p,...,1 .

Queste radici hanno multeplicità pkk ,...,1  tali che nkkk p...21 .

Se  è multiplo di ordine k, ottengo k integrali indipendenti della equazione differenziale e questi integrali

sono nella forma xkxx exxee 1,...,,  (come abbiamo giàvisto alcuni capitoli fa).

L’integrale generale dell’equazione sarà
p

i

xk

ik

x

i

x

i
ii

i

ii excxececy
1

1
21 ...  dove ki è la

molteplicitàdi i.
Osserviamo ora che le radici i non sono necessariamente reali. Però, se i coefficienti delle equazione
differenziale sono reali, allora l’integrale generale può essere scritto in forma reale.
Se (x)=0 ammette radice +i , allora ammette anche la radice -i  (e con lo stesso ordine di moltiplicità).

Allora, relativamente alle radici, si hanno i seguenti integrali della equazione: xiqex  con q=0,…,k-1.
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Poiché

xex
ee

x

xex
ee

x

xq
xixi

q

xq
xixi

q

sen
2

cos
2

 valgono ancora come integrali della equazione, alle

soluzioni xiqex  sostituiamo le soluzioni 
xex

xex

xq

xq

sen

cos
  (con q=0,…,k-1).

L’integrale sarà(supposto k1,…,kr reali di moltiplicità h1,…,hr e 1  i 1,…, s  i s di moltiplicità g1,…,gs e 

tali che nkh
s

j

j

r

i

i

11

2 ):

s

m

m

g

mgmmm

g

mgmm

r

m

xh

mhmm xxcxccxxcxccexcxccy m

m

m

m

mm

m

1

1
21

1
21

1

1
21 sen...cos......
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