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Serie

Prendiamo una successione di numeri a;, az, ...,a,, ... Sommando tutti gli elementi (infiniti) di questa
+00
successione otteniamo una serie: S = Zan )
n=1
Se limitiamo la somma ai primi n elementi della successione di numeri, otteniamo una somma parziale
Sn =a +a,+..+a,. E quindi chiaro che una serie & il limite per n che tende all’infinito della somma

parziale. Questo lo si puo dedurre anche attraverso il seguente approccio:
prendo la successione delle somme parziali S, : S;, S5, ...,S,, ... Facendo il limite di questa successione ottengo il
risultato della serie.

Teoria di Zenone

Un corridore deve andare dal punto 1 al punto 0. Sappiamo che per andare dal punto 1 al punto Yimpiega un
tempo T. Quanto impiega per effettuare tutto il tragitto ? La risposta ¢ ovviamente 2T.

Ora Zenone ragiono in questa maniera: suddivise il tragitto
da 1 a 0 in infinite fappe ognuna delle quali dista dall’altra
T/4 T/2 T L L.
esattamente la meta di quanto resta da percorrere. Calcolo i
------- tempi per percorrere tutte le tappe, 1i sommo e impose
IH I I I I I questa somma uguale a 2T.
Ottenne quindi una serie del tipo:

T+Z+Z+Z+...+ r +..=2T
2 4 8

n

11 risultato di questo ragionamento fu quindi che una somma di infiniti elementi poteva avere un risultato finito.
Il passo successivo sarebbe stato quello di trovare dei metodi per capire quando una serie converge ad un
risultato finito e quando diverge verso I’infinito.
Prima di proseguire, perod € necessario fare alcuni commenti:
e Sela serie viene eseguita su una successione di numeri complessi, allora o converge oppure diverge.
e Se la serie viene eseguita su una successione di numeri reali, allora o converge oppure diverge
negativamente o positivamente oppure pud essere una serie oscillante nel caso il limite della
successione delle somme parziali non esista:

S finito = serie convergente o regolare

) S =+o00 = serie divergente positivamente
lim S, =S o ,
n>0 S = -0 = serie divergente negativamente

non esiste S = serie oscillante

Serie geometrica (reale)

Una serie geometrica ¢ la somma di una successione di potenze di uno stesso numero:

SG=§b”:1+b+b2+b3+...+b"+... (b #0)

n=0

Si noti che I’indice della sommatoria parte da zero, quindi la somma parziale n-esima di una serie geometrica
sara la somma degli elementi della successione di potenze con indice che va da 0 ad n-1:

S =1+b+b>+..+b""

La somma parziale di questa particolare serie si puo calcolare velocemente attraverso un piccolo frucco:
e Parto dalla definizione di somma parziale: S, =1+b+ b>+b +..+b""

e Moltiplico entrambi i membriperb: b-S, =b+ b>+b +..+b"
e Riprendo S, e sottraggo la quantitab*S,: § —b-S = (14-b+b2 +...+b"’1)— (b+b2 +b’ +...+b")

e Gli elementi di cui sopra si elidono due a due e resta solo (raccogliendo): S, (1 - b) =1-b"

e Ottengo S, dividendo per (1-b): S, = gl_—b) (b #* 1)

(1-b)
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Con questa definizione di somma parziale ¢ piu facile calcolare il limite:

lim §, = lim

n—>+0

n—+o | —

= lim

b" 1

b" 1

n—+ol 1 —p

1-5) 1-b

In questo caso ¢ possibile ottenere diversi risultati, riassunti nella seguente tabella:

Valore di b Valore di S, Carattere della serie
|b| <1 L Convergente
1-b
b>1 + 0 Divergente positivamente
b=1 + o0 Divergente positivamente
b<1 Non esiste Indeterminata

- lim "
1=pH noto

Serie geometrica (complessa)

Prendo un numero complesso z. Questo ¢ rappresentabile tramite un piano cartesiano:

Im
oz

Re

Ora calcoliamo il limite della successione delle potenze di z: lim z”
n—>+o0

Ora si possono avere tre casi distinti:

e z=1l=Ilimz" =1

n—>+00
e |<1=1limz"=0
n—>+0
o |z| >1= lim z" =non esiste
n—>+00

Nel primo caso z corrisponde ad un reale di valore 1, per cui si ottiene una successione di potenze di 1, che
risultano essere sempre uguali ad 1.

Nel secondo caso teniamo conto del modulo di z ¢ quindi consideriamo un’area circolare centrata nell’origine
degli assi e di raggio minore di 1. In questo caso, ragiono nel modo seguente:

Z|n:0

limz" =0 < lim
n n

zﬂ=0¢>nm
n

Ora, visto che |Z| ¢ un numero reale, ottengo che |Z| <1. In questo caso, quindi, la successione di potenze

tenderaallo zero.
Nell’ultimo caso, infine, considero un’area corrispondente al complementare dell’area circolare considerata nel
secondo esempio: quindi tutto il piano complesso tranne un buco circolare centrato nell’origine di raggio 1.
Chiaramente questa area contiene anche il punto z=1 che ¢ da escludere in quanto preso in considerazione nel
primo caso. Ora, per dimostrare che il limite in questo caso non esiste, ragiono nel modo seguente:
z| ! -|Z—1| > |Z—l| >0
-

numero reale

>1 per ipotesi
Quest’ultima equazione dice in sintesi che la differenza tra due elementi adiacenti della successione ¢ SEMPRE
maggiore di zero, per ogni indice n. Questo significa che il limite non esiste in quanto se esistesse, la differenza
tra due indici adiacenti dovrebbe tendere allo zero (nell’equazione di cui sopra dovrebbe esserci un simbolo di
maggiore o uguale), cosa che non succede proprio per I’equazione suddetta =» non esiste il limite.

Zn+1 _ Zn _

+00
Considerando un numero complesso z, posso trovare una serie geometrica data da SG = ZZ" (come nel caso
n=0
reale, la serie ¢ definita come somma degli elementi di una successione che in questo caso ¢ di potenze).
Anche in questo caso, come in quello reale, posso trovare la formula veloce per calcolare la somma parziale:
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1-2z"

n =
-z
Anche in questo caso, a seconda del valore del limite di S, posso risalire al carattere della serie:

S

(z#1)

Valore di b Valore di S, Carattere della serie
1
|Z| <1 —_ Convergente
1-z
z=1 + o0 Divergente
z>1 Non esiste Indeterminata

Criterio di Cauchy per le serie
S,—-8,|< £)

In parole povere, il criterio di Cauchy dice che se una serie converge, allora, per forza di cose, i suoi termini
devono tendere a zero in quanto la differenza tra due somme parziali prese ad una certa distanza 1’una dall’altra
tende a zero a sua volta (infatti la serie ¢ la somma di infiniti termini, per cui da un certo indice in poi questo
termini devono tendere a zero!).

ATTENZIONE: affinché si possa usare il criterio di Cauchy ¢ necessario lavorare all’interno di uno spazio
metrico completo (ad esempio (C,d) dove C ¢ il campo complesso e d ¢ la distanza euclidea definita come

Una serie converge se vale V& > 0,3v : Vn, m(n,m >y =

d (Z1 »Z, ) = |Zl - Zz|). Quindi la nozione di completezza ¢ condizione necessaria e sufficiente per utilizzare il

criterio di Cauchy.

Si noti inoltre che dire che lim a, = 0 (dove a, ¢ un termine della serie) & solo condizione necessaria ma non
n—>+w

sufficiente alla convergenza della serie. Eppure sembrerebbe che questo limite dica la stessa cosa del criterio di
Cauchy! In verita il criterio di Cauchy ¢ piu completo in quanto non pone limite alla distanza tra gli indici n ed
m ai quali vengono calcolate le somme parziali, mentre in questo semplice limite ci si limita a dire che i termini
della serie devono tendere a zero.

Serie armonica

< 1 I 1 1
D —=lh— =t
—n 2 3 n
Analizziamo questa serie:
e non ¢ oscillante in quanto S; < S, <...<S,<...
e lasuccessione delle somme parziali € crescente (anzi € strettamente crescente)
Utilizzando il criterio di Cauchy per vedere se la serie converge o diverge:

SZH—SH:L+ ! +...+L2n-i:l
n+ n+2 2n 2n 2
- T
o T "

Questo significa che se nel criterio di Cauchy utilizzo un € < %;allora il criterio stesso non vale piu in quanto € ¢
arbitrario. Quindi la serie diverge. Ora se le successioni delle somme parziali sono strettamente crescenti, allora
la serie o converge oppure diverge positivamente. In questo caso abbiamo visto che la serie diverge quindi

+00
divergera positivamente e quindi avremo che zl =+00.
n=1 1
< 1
Si noti che anche la seguente serie € una serie armonica: Z—z In questo caso, pero, la serie converge e cosi
n=1
pure per tutte le serie armoniche con potenza superiore alla prima. Posso quindi ricavare una serie armonica
generalizzata:
<« 1 (a0 >0)= converge

Z n1+a

n=l

(o0 = 0)= diverge positivamente
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Convergenza assoluta

def.
> a, ¢assolutamente convergente < |a, | & convergente
n n
Con questa definizione posso dire che se una serie ¢ assolutamente convergente, allora sara convergente, ma non
sara vero il contrario. Quindi la convergenza assoluta ¢ pii forte della convergenza.
Dimostro questo tramite il criterio di Cauchy (¢ leggermente diverso e considero m=n+p):
Z|an| converge | : ‘v’e(> 0),3v :‘v’n,p(n 2V = |an+1| + < 8)

n

Ay | oo F

aﬂ+p

<)

n+2 . n+p

Zan converge | : V£(> 0),Elv :Vn,p(n 2V :>|an+1 +a,,+..+a

Ora li metto a confronto ed ottengo:
<

a, +a,,+..+a apa|+

Qo]+t

nip a, <& (disuguaglianza triangolare)

Quindi se ¢ vero che la serie converge assolutamente, allora ¢ ancora piu certo che la serie converge
normalmente. Il contrario perd non sempre € vero in quanto ¢ possibile avere serie che convergono normalmente
ma non assolutamente.

Ad esempio:

< M| 1 1 1
Z(—l) +—=l——+4+———+... che converge al valore log 2.
n 2 3 4

n=1
Se considero i valori assoluti dei termini ottengo la serie armonica semplice che come abbiamo visto
diverge positivamente.

Serie in campo reale (a termini non negativi)

Considero la serie Zan dove Vn(an > 0) (quindi i termini non sono mai negativi).

n

Ora posso dire che Zan ¢ regolare (cio¢ converge) <> Z a,=supsS, (: S).

n n n
Infatti se la successione degli S,, ¢ crescente, allora il valore S della serie ¢ finito solo se la successione ¢ limitata
(il limite della successione sara quindi S).

Criterio di confronto
Considero due serie a termini positivi Zan e an tali che Vn(O <a,< bn) (quindi la serie dei b, ¢

n
maggiorante della serie degli a,).
Posso dire che :

e se Z b, converge, allora converge anche E a, .
n n

e se Zan diverge, allora diverge anche Z bn .
n n
Dimostro il primo caso:

n n
! !
S,=>a, S =>"b, S <S8

k=1 k=1

S, <S8! <supS/ <+
n

L’ultima disuguaglianza dice che essendo S’, finito (per ipotesi) allora sicuramente ¢ finito anche S, e quindi
resta dimostrato il primo caso. E ovvio che il secondo caso ¢ facilmente dimostrabile in maniera analoga.
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Criterio della radice

Considero la serie Zan tale che ‘v’n(an > 0) (termini non negativi).

Se vale Vn(,"/ a, <R< 1), allora la serie Z a, converge.
n

Dimostro quanto detto:

elevo la disuguaglianza del criterio alla n : Vn(an <R"< 1).

Ottengo una serie geometrica Z R" maggiorante della serie Zan . Per le proprieta delle serie geometriche ho
n n

che ZR " converge e quindi, per il criterio del confronto, converge anche la serie Z a,.

n n

Posso quindi dire che se lim#/ a, = L allora a seconda del valore di L la serie ha i seguenti caratteri:
n

<1 Convergente
>1 Divergente positivamente
=1 Indeterminata

x +1
Sinoti che limz/x =lim—2—.
1 not1 che ” " . xn
Criterio del rapporto

Considero una serie Z a, tale che Vn(an > 0) (a termini non negativi).

n

a
Se vale V| —L < R <1 | allora la serie z a, converge.
a n

n

Dimostro quanto appena detto:
a, <R-q
a;<R-a,<R-R-q

.......... quindi posso dire che ‘v’n(anH <R" -al) pern>1.

Ottengo quindi una serie geometricaZR" -a, che ¢ maggiorante della serie Z a,.
n n

Essendo R < 1, la serie geometrica converge ¢ quindi, per il criterio del confronto, anche la serie ZGn

n

converge.

.. a
Posso quindi dire che a seconda del valore del limite lim—1 = [ la seric ha i seguenti caratteri:

n an
<1 Convergente
>1 Divergente positivamente
= Indeterminata
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Criterio di Raabe

Considero una serie Z a, tale che Vn(an > 0) (termini non negativi).

n

a
Se vale Jn, ,Elk(> 1): Vn n>n,=>n-| ———1|=k | allora la serie Zan converge.
a

n+l n

an

Posso quindi dire che a seconda del valore del limite lim| 7 - —1||=L laserie ha i seguenti caratteri:
" an+l
Valore di L Carattere della serie
>1 Convergente
<1 Divergente

Osservazione per le serie a termini non POSITIVI
Per applicare i criteri ad una serie a termini NON POSITIVI studio la serie dei termini in valore assoluto:

Z a, tale che Vn(an < 0), allora studio Z |an|

Proposizione sulle serie ed integrali

1
Consideriamo una funzione f : [1,+OO[ > R" . Prendiamo per esempio la funzione f = —, con p>0 (tende a
X

zero per X tendente ad infinito).
Ora considero due valori:

. s, =kif(k)

v 0= [f(0)dv

La proposizione dice che le successioni (Sn) e (Gn) 0 sono entrambe convergenti o sono entrambe

positivamente divergenti.

Criterio di Leibnitz per le serie alternate
+00
Considero una serie alternata Z(— 1)”71 a,=a,—a,+ta,—.., Vn(an > 0).
n=1
11 criterio di Leibnitz dice che condizione sufficiente per la convergenza di detta serie € che gli a, tendano a zero
per n tendente ad infinito (attenzione: dalla definizione della serie considerata, gli a, sono sempre positivi!).

Quindi una serie alternata converge se vale lim a, = 0.
n—y+00

Dimostriamolo:

e Considero una somma parziale ad indice pari: S,,,, =S,, +a,,., —a5,.»

e Faccio la differenza tra Syuez € Szq €d ottengo S,, , =S,, =a,,,, —a,,.,

e Questa differenza ¢ positiva in quanto per ipotesi gli a, sono positivi ¢ decrescenti e quindi posso
tranquillamente affermare che Syp45 2 Sy,

e  Ora considero una somma parziale ad indice dispari: S2n+3 = S2n+l —d,,., ta,,.;

e Faccio la differenza tra Syuz € Spast ed ottengo S, .3 —3S,,., =—a,,,, 5,5

2n+l

e Questa differenza ¢ negativa in quanto per ipotesi gli a, sono positivi e decrescenti e quindi posso
tranquillamente affermare che S;,4+3 < Syn+1.

=8, +ay,,.

e Orametto insieme questi due risultati e posso affermare che S, .,
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e Facendo il limite per n tendente ad infinito di quest’ultimo risultato, osservo che il termine a,,4q tende a
zero e quindi Sy,11 = Sy, (per m > +e0). 1l valore in cui si incontrano queste due successioni di somme
parziali ¢ il risultato della serie. In pratica le due successioni (quella con indici pari e quella con indici
dispari) tendono allo stesso limite S da due direzioni diverse:

Indici disoari Indici pari

Osservazione sulle serie a termini complessi

Considero una serie a termini complessi Z z, con z, =X, +1iy,. Posso allora considerare due serie distinte

n

n n n
e cio¢ la serie dei termini reali e la serie dei termini immaginari, ottenendo S, = ZZ P = Z)Ck + iz Vi -
k=1 k=1 k=1
ATTENZIONE: questo metodo ¢ utile solo nei casi in cui sia facile separare la parte reale dalla parte immaginaria
dei termini z,,.

Criterio di Dirichlet

~+00

Considero una serie nella forma Zan -bn con termini misti a, € C e b, € R (C = campo complesso, R =
n=0
campo reale, ovviamente).

n
Considero la somma parziale dei soli termini a, : S w = Zak . S, sara quindi un numero complesso.
k=0

Se vale IM :Vn(lSn| <M ) ed i termini b, sono positivi € decrescenti (tendenti a zero), allora la serie

+o0
Z an . bn converge.

n=0
Criterio di Abel
+00
Considero una serie nella forma Z a, - bn con termini misti a, € C e b, € R.
n=0

+00
Se la serie complessa dei soli termini a,, : Zan converge e |bn| < M , allora la serie Z a, - bn converge.

n n=0
Serie prodotto (Cauchy)

+00 +00

Considero due serie a termini complessi Zan =A4eC e an = B € C . Posso dire che esiste una serie la
n=0 n=0

cui somma ¢ A-B.

o =4d, b,
: S . . . Ja=ay-b+a-b
Questa serie sara Z ¢, dovei termini ¢, sono cosi definiti:
=0 ¢, =ay-by+a-b+a,-b,

Posso inoltre affermare che se la serie degli a, converge assolutamente ad A e la serie dei b, converge a B, allora
la serie dei ¢, (serie prodotto) converge a A-B.
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Serie di Taylor

Considero una funzione f:/ C R+> R tale che fe CI” (1) (cio¢ fa parte dell’insieme delle funzioni

derivabili infinite volte nell’intorno I di un punto x).
E possibile costruire un polinomio detto polinomio di Taylor deﬁnito come segue:

T[f](x Zf OXO) x xo)

Questo polinomio ha la caratteristica di avvicinarsi al valore di f(x) al tendere di n all’infinito. La differenza tra
il vero valore della funzione ed il valore del polinomio ¢ detta resto ed ¢ quindi definita come:

(n+1)

Cc n

Ty (x) = f(x)— p, (x) = ]2—1()') ( - xo) 1 doveil punto ¢ € I(xo,X) (cio¢ appartiene all’intorno di x,).
n+1)

Al tendere di n all’infinito abbiamo detto che p(x) tende al valore di f(x) e quindi il resto r,(x) tenderaa zero.

Ho inoltre ridefinito f come f (x) =p, (x)+ r, (x) :

. . . . L k
Dal polinomio possiamo estrapolare una serie detta serie di Taylor: [ Z f x xo) .
k=0

11 polinomio e la serie di Taylor sono utili per ottenere approssimazioni accettabili d1 funz10n1 complesse. Infatti,
solitamente, il polinomio di Taylor ¢ di grado inferiore ¢ comunque piu semplice da manipolare della funzione
iniziale.

Teorema sulla sviluppabilita di funzioni
Considero una funzione f:/ C R+> R con [ = ]XO —-9,x, +5[.

Se vale M : Vn, x(lf(")(xj < M), allora la funzione f & sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale x,.

Questo significa che all’interno dell’intorno I di x, le derivate n-esime di f devono essere tutte limitate.
Dimostrazione:

e 5o che la funzione f posso ridefinirla come f (x) =p, (x)+ 7, (x)

()

e 5o anche che il resto n-esimo ¢7,, (x) = W . (x —X, )’H1 ,con C € ](xo , x)

e sempre dalla definizione di resto di Taylor so che lim7, (x) =0

M 5 n+l )
x)| - 0,dove 0™ (x - xo) H (vedi definizione dell’intorno I).
(1) 52

e ora prendo la  definizione del resto e [l'ultima  disuguaglianza ed  ottengo

r, (x)|-(n+l)

( )n+l
X—X,

sopraccitata. Quindi la funzione f risulta essere sviluppabile.

e posso dire che |7,

<M= | f ) |< M che guarda caso & proprio la condizione di sviluppabilita

Osservazioni sul resto

Considero una serie z a, e suppongo che sia convergente in S.

n

Fisso un indice m trascuro i primi m elementi della serie iniziale, ottenendo a, ,, +a,,,, +...= Zak =

k=m+1
La serie R,, cosi definita (serie resto) converge pure essa per qualsiasi valore di m (ovvio, in quanto la
condizione necessaria alla convergenza di una serie ¢ che i termini tendano a zero e quindi, trascurando i primi
che sono i piu grandi, sicuramente ottengo una serie convergente per il criterio del confronto in quanto Ry, ¢
minorante della serie iniziale).

Quanto vale Ry, ? Ovviamente hoche R =8§-S§
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Successioni di funzioni

Definisco successione di funzioni la fn : A+ R (vale anche per il campo complesso). In pratica I’indice n

della successione diventa un ulteriore parametro della funzione.

Convergenza puntuale su A
Vx € A4, la successione ( 1, (x)) converge se vale lim f, (x) =/ (x) =f (x) dove f(x) ¢ la funzione limite.

Esempio:

£, (x)=1-x", xe[0,1]
f0)=1  , x=0 *
{f(l):o , x=1

lisnfn(x): i(,’i) =1, xefo]] g

funzione limite

Convergenza uniforme
Cosa significa fare il limite di una successione di funzioni ?

lim £, (x) = /(x) significache Ve(>0).¥x,3v(,,,(Va(n2v)= |£,(x)- £ (x) <e)

Come si vede, il valore v ¢ funzione del valore di € e del valore di x. In tutti i casi in cui v ¢ funzione della sola €,
allora ho convergenza uniforme della successione: V(> 0),Vx,3v, (Vn(n >v)=|f(x)-f (x) < 8).

La convergenza uniforme di f, in f si indica con una doppia freccia: f, - f .
-
Questo tipo di convergenza ¢ molto importante in quanto tutte le proprieta di f, si trasferiscono alla funzione
limite f.
Proprietadi continuita
Considero una successione di funzioni f;, tale che Vn( f,, continua in X, )

Se vale che f, —» f*, allora anche la funzione limite f & continua in x,.
-

Proprietadi derivabilita
Considero una successione di funzioni fj, tale che ( £, (x0 )) converge.

Sevale f, - f', allorahoche f, - f , inoltre f ¢ derivabile e la derivata & proprio f.
- -

Serie di funzioni
Considero una successione di funzioni ( £, (x)) dove f : A C.

Definisco la somma parziale S " (x) = i fk (x) Supponendo che la successione delle somme parziali (Sn (x))
k=1

+00

converga, posso dire che 1lim S, (x)= £ (x)= ka (x).
" k=1

Teorema sull’uniforme convergenza e gli integrali

Considero una successioni di funzioni f,, che sia convergente uniformemente in f e tale che tutte le f, siano
derivabili.

Volendo calcolare I’integrale della funzione f tra a e b posso utilizzare (spesso ¢ piut comodo) I’integrale del
limite della successione. ATTENZIONE: questo posso farlo solo se ¢’¢ ’'uniforme convergenza di f;,.

b b b
Quindi If= J.limfn =lim |f, ,masolose f, - f .
n n N
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Ora considero la successione di funzioni f,. Come visto, da questo posso ottenere la successione delle somme

parziali S, (x) = Zn: i (x) Come visto il limite di tale successione ¢ la funzione limite 1im.S, (x) =f (x) che

¢ anche il valore della serie di funzioni i £, (x) =f (x) :

n=1

Se supponiamo che f, f allora f z f limzn: i (x)
" kel

Volendo calcolare 1’integrale di f, posso utlhzzare la forma

bff=l]li§n(kznl‘,fk(x)}lignl]kzn;fk( hijfk kl jfk

Questo mi dice che I’integrale di f ¢ uguale alla somma della serie degli integrali di ogni funzione della
successione (solo pero se vale I'uniforme convergenza).

Criterio di uniforme convergenza di Cauchy

Ritorniamo per un attimo alla serie resto che, nel caso di serie di funzioni, sara definita nella seguente maniera:

Rn('x) fn+l( )+fn+2( )

Definisco somma parziale del resto la Rn,p (x) =fia (x)+ 2 (x)+ ot Joip (x)

Come una comune somma parziale, anche questa ¢ tale che R (x) =limR, (x)
PR

+00
Chiusa la parentesi (che ci servira tra poco), considero una serie di funzioni E f i (x)
k=1
Cauchy chiede la convergenza del resto per avere I’uniforme convergenza della serie di funzioni:

V8(> O),V)C,Elv‘g :Vp,n(n >V, =R, (x)‘ < 8)

Quindi se il resto della serie di funzioni converge, la serie converge uniformemente.

Criterio di uniforme convergenza di Weierstrass

+00
Considero una serie di funzioni Z f, (x) con x€A.

n=1

Se vale Vn,EIMn:VXan(xMSMn) (in pratica ogni f, deve essere limitata) ed inoltre vale

+00
ZM , converge, allora la serie di funzioni z fn (x) converge assolutamente ed uniformemente su A.

n=1 n=l1
Proprietadelle serie uniformemente convergenti

+00
Considero una serie di funzioni an (x) con Xx€ A.
n=1
e Se la serie ¢ uniformemente convergente ad f e se le f, sono continue su A, allora f ¢ continua su A.
. Se la serie ¢ uniformemente convergente ad f e se le f, sono integrabili, allora f ¢ integrabile e vale
v b
I 2|
f= 2| I
+00
e Se la serie converge nel punto x, ¢ la serie delle derivate z f n’(x) ¢ uniformemente convergente,

n=1

allora la serie iniziale converge uniformemente ad f su A, inoltre f & derivabile ed & f '(x) = Z f n'(x)
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Serie di potenze

Considero una funzione generica f :/ C R+> R edunpunto x, €/ .

Questa funzione sia sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale Xy e sia il suo sviluppo:

w (k) © (k)
f(x)zkz_(;fT(!xo)-(x—xo)kZ;ak-(x—xo)k valido Vx e/ econ aszT(!xO).

o0

Imponendo x4=0 ottengo la serie Za s -x* detta serie di potenze. Si nota quindi che uno sviluppo di Taylor in
k=0

xo=0 ¢ una serie di potenze.

00
Analogamente posso considerare la serie di potenze complessa che segue: Zak .z" dove zeC.

k=0
Chiaramente le serie di potenze convergono sempre quando z (o x) valgono zero, a prescindere dalla successione
degli a,, in quanto in questo caso gli elementi della serie sono sempre nulli.

Proprietafondamentale delle serie di potenze

00

Supponiamo che la serie di potenze complessa Zan -z" converga anche in un punto diverso da zy#0. Allora
n=0

o0 o0
posso dire che Y a, -z," converge=> Y a,-z" converge assolutamente Vz :|z| <|z,|.

n=0 n=0
Questa proprieta definisce un’area circolare distante z, dall’origine. Ogni
punto di questa area ¢ un valore distinto di z che riesce a far converge
(assolutamente) la serie di potenze data. Si noti che da definizione 1’area
circolare interna & quella per la quale i punti z tendono a far convergere
assolutamente la serie, mentre i punti z che stanno sulla circonferenza
(quella tratteggiata in figura) fanno convergere normalmente la serie.
Ora dimostro quanto detto:

. - n N . n
per dire che ZGH -Z, converge, € necessario che a, -z, ::C 0 (questo
n=0 "
per la condizione necessaria di Cauchy). Quindi posso tranquillamente dire

che AM :Vn (ja Lz | < M ) (in pratica sto dicendo che tutti

gli elementi a, -Zon sono limitati. Questo ¢ vero in quanto Cauchy pretende addirittura che tendano a zero!).

n n
. n z n z . .
Ora posso anche dire che |an -z | =la,"|—| 'z, |< M ‘|—{ . In questa maniera ho maggiorato
2o ‘an»ZO"‘SM 2o

quindi sostituisco
n
‘an 2 ‘ con M
e cambio =con <

n

o0 0
z z
la serie E |an -Z"| con la serie (geometrica) M - E — . Quest’ultima serie geometrica ha ragione |—| <1
- |2 z
n=0 n=0 0 0

in quanto per ipotesi abbiamo che |Z|<|ZO|. Quindi la serie geometrica converge e quindi (criterio del

0 0

confronto) anche la serie Zan ~Z"| converge. Questo significa che la serie Zan -z"  converge
n=0 n=0

assolutamente. La proprieta ¢ quindi dimostrata.

Raggio di convergenza

o0
Chiamo raggio di convergenza il valore R(Z 0) = Sup(lz|): Zan -z" converge . Quindi posso dire che il
n=0
raggio di convergenza ¢ il confine dell’area di convergenza (in pratica la circonferenza tratteggiata nella figura di
cui sopra).
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Posso dire che per tutti i punti distanti dall’origine meno di R, la serie di potenze converge assolutamente ed
uniformemente. Dimostrazione:

o0
considero la solita serie di potenze Zan -z" ¢ considero un punto Z : |Z| =r<R.
n=0

<

Posso dire quindi che |a, -z"|<|a, |-r". Per la proprieta fondamentale delle serie di potenze ho che la serie

n

0

2

n=0

a

n

0
-r" converge assolutamente. Questa serie maggiora la serie z a, -Z"| e quindi, per il criterio di
n=0

00
. . . . n .
uniforme convergenza di Weierstrass, la serie E |an 4 | converge assolutamente ed uniformemente.
n=0

Calcolo del raggio di convergenza

Il raggio di convergenza esiste sempre per una serie di potenze, per cui posso sempre trovarlo. Di seguito sono
riportati alcuni metodi per trovarlo:

1
R=—,A>0
e A=maxlimyla,| = A
’ R=+0,A=0

n

e lim

1 = R . In questo caso questo limite pud non esistere e devo quindi per forza usare il primo
" la, +
n

metodo descritto sopra.

Derivata in campo complesso

Considero una funzione f: 4 C+> C edun punto z, € A . Calcolo il limite del rapporto incrementale di

questa funzione in un punto z€ 4:z#z,: lim f(Z)_ f(ZO) =1lim f(ZO a }2_ f(ZO)

7z, z— ZO h—0

(nell’ultimo caso

deve essere 1€ C). Se questo limite esiste, allora il suo valore rappresenta il valore della derivata della
funzione nel punto z.
Cosa significa calcolare il rapporto incrementale di una funzione complessa ?

A 11 valore h del limite (quello scritto nella seconda forma) ¢ un
valore complesso definito come /s =h +i-h,. Fare detto
limite significa considerare un cerchio attorno al punto z, che

tende a stringersi sempre piu. Fare invece il limite nella prima
forma significa andare dal punto z al punto z, e quindi

/ scegliere un percorso che avvicini il punto z al punto z,.
Questo ¢ MOLTO IMPORTANTE in quanto questi due metodi

|
[}
[}
Yo Zy| i oSt € AR .
0: : di eseguire il limite del rapporto incrementale posso portare a
! | Re risultati diversi: considero ad esempio due funzioni nel campo
| . .
i : p | complesso @ e Ztali che lim (D(Z) =le llmZ(t) =z,.
: ! Z—>Zy 1>,
X() Xo + h]

Posso dire che se lim q)(z) =1/, allora lim(I)(Z(l‘)) =/, ma
(-1,

Z—)ZO

non il contrario (o meglio, il contrario non ¢ sempre vero). Questo in quanto il valore del secondo limite ¢ in
funzione del percorso Z che utilizzo per avvicinarmi a z, (in pratica dipende dalla funzione Z.).

Ci sono casi in cui posso trovare due percorsi (due funzioni) Z; ¢ Z, che portano il limite a due valori distinti 1,
ed L,. In questo caso la funzione ®(z) non ha limite.

Ad esempio consideriamo la funzione f (Z)Z Z=Xx—i-y con z=Xx+i-y (in pratica la funzione f associa

ad ogni numero complesso z il suo coniugato).

AY Calcoliamo il rapporto incrementale (nella prima forma) di f utilizzando il percorso

go ¢ orizzontale (in pratica z e zy hanno la stessa parte immaginaria).

X’
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f(z)_f(zo) zZ-z, X% 4

z—2z, zZ—z, X—X,
Facciamo ora la stessa cosa ma utilizzando il percorso verticale (in pratica z e z, hanno
Y, stessa parte reale).
~ 7 f(Z)_f(Zo):Z_Eo:_i'(V_J’o):_l
| Xy, z—-z, z—2z, i-(y—yo)

In questo caso i due limiti sono diversi e quindi il limite del rapporto incrementale non esiste = la funzione non
¢ derivabile su C (campo complesso).

Derivata di una funzione di potenze

0

Considero una serie di potenze che definisca una funzione: Zan 2t =f (Z) con |Z| < R(> 0) dove R ¢ il
n=0

raggio di convergenza della serie.

Si puo dimostrare che:

00 00
e laserie delle derivate termine a termine Zn -a, - Z"_l(= Z(n + 1)-61,1+l -Z"j ha lo stesso raggio di
n=l1 n=0

convergenza R.

o f(2) ¢ derivabile in C ed inoltre f'(z)= i(n +1)-a,, -z"
n=0

e una funzione del tipo f (Z)= ZGn -z" (quindi anche una serie di potenze) ha le derivate di ogni
n=0
ordine (quindife £~(C)).

Si noti che lo sviluppo in serie di Taylor crea una serie di potenze f (x):Zan -(x—xo)" dove
=0

f(n)(xo)

a, ==———=. Questo teorema sulla derivata di una serie di potenze quindi ci indica la strada per calcolare
n!
facilmente lo sviluppo in serie di funzioni che sono derivate di altre funzioni il cui sviluppo in serie sia gia noto.

Funzioni analitiche

00
Una funzione ¢ detta analitica se ¢ definita nella seguente maniera:  f (Z) = Zan -z" con |Z| < R(> 0) .
n=0

Teorema sulla integrabilitadella serie di Taylor
Considero una funzione reale f:/ C R+ R con [ = ]xo —5,x0 +5[. Suppongo che la funzione f sia

sviluppabile in I di punto iniziale x,.
0 (n)
n X
La serie di Taylor dello sviluppo di f sia f(x) = Zan -(x - xo) dove a, = f—(')
n=0 n

Considero ora una serie di potenze in C simile alla serie di sviluppo di cui sopra (p(Z) = Zan -(Z — X, )n .
n=0

Prendendo come raggio di convergenza il valore 8 e prendendo come origine il punto xy posso dire che la serie
@(z) converge normalmente per i punti z che stanno sulla circonferenza di raggio & centrata in x4 ¢ converge
assolutamente ed uniformemente per i punti z che stanno all’interno di detta circonferenza (riguarda il discorso
fatto per il raggio di convergenza).

Posso quindi affermare che la funzione iniziale (e quindi il suo sviluppo in serie di Taylor)

f (x) = Zan ~(x —X, )n converge uniformemente su [xo —h, X, + h] con 0<h<g (considero solo il reale).
n=0

Questo mi consente di dire che f(x) si puo integrare termine a termine (inteso come termini della serie di Taylor):
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)n+l
x )CO

[70)= ina (v 'dtzgan [l dt—zg

Tramite questo teorema riesco facilmente a risalire agli sviluppi delle funzioni prlmltlve d1 altre funzioni il cui
sviluppo in serie di Taylor ¢ gianoto.

Esponenziale complesso
Vl
Si puo dimostrare che z— = (Z ) =e . Questa serie converge assolutamente vVzeC.
n=0 n
ez]+zz — ezl A ezz
Le proprieta fondamentali dell’esponenziale complesso sono:

e”#0
Formula di Eulero
La formula di Eulero dice che e” =e™"'” =¢" -e'”
w {: .\ o k © k 2k+1
3 i -1 —
Da quanto visto sopra, scritto che € = z ( V) Z ( ) Z
~ g & o par 2k +1
n=2k n=2k+1
izk:(_l)k i2k+I:i_(_1)k
cosy sin y
Da quanto scritto sopra, quindi, ottengo che ef =" =g e =e" -(cosy +i-sin y).

Si noti le seguenti importanti proprieta:

2 2 2 s 2
=\/ex-cos y+e T -sin®y=e’

. arg(ez)z v+ 2kI1 dove arg indica la funzione argomento che ritorna I’angolo di un vettore rispetto
all’asse delle ascisse.

Seno e coseno in campo complesso

Posso definire le funzioni seno e coseno in campo complesso partendo dall’esponenziale complesso:

prendo e” = i (Zk' = z _ZZ )
k=0

k=0
) y © _1 3 A ZZk
Calcolo €“ +e™“ =2- ZL (sono sparite le potenze dispari).
= (2k)
‘ o l)k 2k+1
Calcolo e“ — = z (sono sparite le potenze pari).
= (2k+1)
i (_ l)k ‘ZZk o0 2k+l
o . = (2k) . — 2k+1
Si dimostra che in campo complesso ho COSz = f e Sinz= 2—
1
- o o eiz + e—iz ) eiz _ e—iz
Quindi, in parole semplici ho che COS(X) = T e sm(x) = 2—
)
e*+e” ) et —e” )
Da queste ottengo le formule iperboliche COSh(x) = T e smh(x) = T (ho considerato z=x ed

inoltre ho tolto la costante immaginaria dalle formule).
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Logaritmo in campo complesso
Parto dall’esponente complesso e = w. Il valore w & assegnato ¢ devo trovare il valore z tale che soddisfi
I’equazione di cui sopra.

Tramite la formula di Eulero, trasformo ’equazione di cui sopra in ¢~ = e* -(COS y+isin y) =w.
Posso quindi dire che |W| =e” mentre argw =y +2kI1.

Saraquindi z = 1n|w| +iargw. Visto che arg w ¢ un’insieme di valori (tutti distanti 2KIT dagli altri), si capisce

che il logaritmo complesso non ¢ una funzione iniettiva. Per questo motivo introduciamo il cosiddetto logaritmo
principale il quale utilizza 1’argomento principale, cioé I’argomento con k = 0.
Consideriamo ora la trasformazione che subisce la coordinata immaginaria w che, tramite logaritmo, diventa z:

Abbiamo detto che W= e”, inoltre possiamo vedere w=u+i-ve z=x+i-y=e" -(cosy +i- Seny).
u=e' -cosy

Questo significache w=e" = u+i-v=e" -(cosy+i-seny):> .
v=e'-seny

Se ora grafichiamo I’andamento di questa trasformazione in R” otteniamo i seguenti comportamenti:

e  Perle rette del tipo x =k otteniamo u = et ‘CoOSy ev= e -Sen y che rappresenta una circonferenza di

raggio e*:
y A . v A
k
> — —>
X u
e Perlerette del tipo ) =/ otteniamo u# =e" -coshe v=e¢" -senh:
N v A
Y h
> >
X u

e  Prendendo una striscia di ampiezza —7T < y <7 otteniamo una figura come la seguente:
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In pratica i punti che a sinistra rientrano nella parte rossa si trasformano nel cerchio (forato al centro) di
colore rosso. I punti che rientrano nella parte blu, si trasformano nel complementare del cerchio di colore
blu. I punti che rientrano nell’asse immaginario compreso tra -t ¢ 7t di colore verde, si trasformano nella
circonferenza di colore verde (di raggio unitario).

Funzioni di piu variabili
Considero uno spazio vettoriale R" con norma euclidea (sara’ambiente della variabile indipendente).

n
. . L . ) 2 2
Il quadrato della norma euclidea, in uno spazio di questo genere, ¢ definito come ||x|| = E X .
i=1

Definisco inoltre la distanza euclidea d()?,f/) = ”)? — )7” :
Tramite queste due proprieta posso individuare dei sottoinsiemi dello spazio.
e InR%: B

1. x4+ y2 <1 individua un cerchio (senza circonferenza) di raggio unitario S

y>x°
2. individua una superficie parabolica tagliata
|ﬂ£2

|ﬂ£1 5 3
3. individua una superficie quadrata

=1

e InR%:
x+y+z<l1

x>0
A. individua il semispazio a forma di piramidale in figura

y>0
z>0

Applicazioni numeriche definite su R"

Normalmente le applicazioni numeriche definite su R" sono nella forma f :7 C R" +— R.

In simboli ho che z :f(fc) oppure che z = f(x,y) dove x ed y sono le componenti di X . Si noti che la
denominazione funzioni in piu variabili deriva dalla seconda forma data.

Definisco grafico di f Iinsieme F(f): {()?,Z)/)? el z= f()?)}c R™" . In pratica non faccio altro che

unire dominio e codominio dell’applicazione numerica in maniera da ottenere una superficie:
Nz

v'~<

XL
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Campo di esistenza

Il campo di esistenza di una funzione rappresenta I’insieme dei punti del
dominio in cui la funzione ¢ definita. Applicando la funzione ai punti che
stanno al di fuori di questo insieme, la funzione non pud esistere in

A\

tali che x> —y—1>0 in quanto il logaritmo & definito per numeri

)

positivi. Questo significa che i punti di validita sono tali che y < x* -1 ,

&‘

quanto la sua definizione non ¢ compatibile con i punti stessi. \

Ad esempio [ (x,y)= ln(x2 = 1) ¢ definita nell’insieme di punti \ o
AN

'ﬁ:\\\\\\\\

che rappresenta 1’insieme di punti che “sta sotto” alla parabola in figura.

Ulteriore studio di grafici (e di superfici)
2 2 2

- Xy .z _
(] Elissoide : a—2+—2+—2—1
E una superficie definita in R? con a, b e ¢ > 0. Se sviluppo la
definizione della funzione rispetto alla componente z, ottengo

2 2
X

z==x*c- 1——2——2 . Il simbolo * suggerisce che la superficie
a b

sia simmetrica rispetto al piano XY. Inoltre se a=b=c ottengo una

sfera.

2 2
X

e Iperboloide ad una falda: —t Jb/—z
a

2
z
T2

=1

E una superficie definita in R® con a, b e ¢ > 0. Se
sviluppo la definizione della funzione rispetto alla

2 2

Y

componente z, ottengo z = *cC- —2+b—2— .
a

Anche in questo caso ottengo una superficie
simmetrica rispetto al piano XY.
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. PN
Iperboloide a due falde: — +-———=-1
a b ¢

E una superficie definita in R® con a, b e ¢ > 0. Se sviluppo la definizione della

funzione rispetto alla componente z, ottengo z = *c-

in questo caso ottengo una superficie simmetrica rispetto al piano XY.

2 2

X
Paraboloide ellittico: 2z = — + pa

p q
E una superficie definita in R* con p ¢ q > 0. In questo caso la superficie non ¢
simmetrica rispetto al piano XY in quanto il valore di z ¢ definito univocamente

per ogni coppia (X,y).

2 2

Y

Paraboloide ellittico 0 a sella: 2z = Xy
p 9

E una superficie definita in R* con p e q > 0. Anche in questo caso il valore di z & univocamente

determinato per ogni coppia (X,y), per cui il grafico non sara simmetrico rispetto al piano XY.
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Superfici di rotazione

. . . [ 2 2 . . . . .
Considero una funzione definita come f° (x,y) = g( X"ty )= z . I suoi valori sono ricavati da una funzione

g applicata ai valori della norma nel piano XY di ogni punto. Inoltre il valore della funzione f corrisponde
all’altezza z di uno spazio tridimensionale.
Suppongo ora di prendere tutti i punti del piano XY a norma costante.

Ho quindi che x°+y° =k= f(x,y)z g(\/Z)Z A. Si noti che sono . ;=A>
partito dalla norma al quadrato, ma il ragionamento non cambia. Si ottiene '
quindi una costante A che corrisponde ad un’altezza z costante.

I punti di XY con norma costante stanno su una circonferenza. Valorizzando la
coordinata z non si fa altro che spostare “in alto” questa circonferenza. In pratica

Nz

abbiamo trovato una curva di livello simile a quelle visibili nelle cartine
topografiche: la circonferenza rappresenta 1’insieme dei punti di XY che sono / .........
tutti a livello z (che, per come ho costruitop la f(x,y), stanno tutti su una X
circonferenza). £

Iterando il procedimento su A (cio¢ variando di volta in volta il valore

del livello ottenendo cosi tante circonferenze, ognuna ad un livello z A

diverso), riesco a trovare una superficie di rotazione (un po’ come se
lavorassi al tornio un pezzo di metallo). Studiando questa superficie si
puo notare che essa ¢ la rotazione attorno all’asse z del grafico eseguito
sul piano XZ (cio¢ con coordinata y=0). Quindi potrei graficare la

funzione z = g(\/)c2 +0)= g(x)z f (x,O) e poi ruotare attorno

all’asse z la figura ottenuta.

. . . . 2 2
Facciamo un esempio concreto: considero la funzione z=1-x"—y".

Ponendo o= \/xz + y2 , posso scrivere

z=1-x’ —y2 =l-0’= g(6)=1—62 . Noto che questa funzione ¢
definita come una superficie di rotazione (ha la funzione g che lavora sulla
norma). Per ottenerne il grafico, posso agire come detto sopra, cio¢ pongo

y=0 ottenendo z =1 —x?. Graficando questa funzione sul piano XZ otterro
una parabola con concavita verso il basso. Ruotando questo profilo attorno
all’asse z, otterrd poi la superficie di rotazione associata alla funzione data.
Di seguito sono riportati alcuni esempi di superfici di rotazione:

o Sfera: X' +)’+z° =l z=%\1-x" -y’ = 0=4/x"+)° :>g(6)= 1-0?
e Cono: x>+ y2 —z’=0=z= iﬁxz +y2 , di quest’ultima considero solo la parte positiva, per cui ho

z=+x’+)y >0 =4x"+)’ = glo)=0
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Il cilindro A

11 cilindro € una superficie particolare in quanto ¢ rappresentato
da una superficie di sezione (che pud essere circolare ed allora
avremo il cilindro classico, o puo avere altre forme ed allora
avremo un cilindro generico) che viene traslata sull’asse z in
modo da formare una colonna. L’equazione che definisce un l ,

cilindro ¢ data dalla forma f (x,y)zo. Si noti che non vi
rientra la coordinata z in quanto questa equazione deve valere

per ogni valore di z (la sezione, abbiamo detto, deve essere >y

traslata lungo questo asse). In pratica la funzione appena data ]

definisce la sezione sul piano XY del cilindro stesso. Se questa  x 4 el B

equazione ¢ quella di un cerchio, allora avremo un cilindro a Nl : Ve flx.y)=0
S L TN

sezione circolare. i

Insiemi di livello

Nella definizione delle superfici di rotazione, abbiamo fatto cenno agli insiemi di livello, cioé agli insiemi dei
punti del piano XY tali che applicandoli alla funzione di definizione della superficie si ottiene un valore costante.
Questi insiemi di livello sono delle circonferenze (nel caso delle superfici di rotazione) e rappresentano tante
sezioni parallele al piano XY della superficie stessa.

La definizione generale di insieme di livello per una funzione f:7T C R" > R & {)? eT/f ()?) = C} dove
la costante ¢ rappresenta il livello associato a quell’insieme.

Limite delle funzioni a piu variabili

Considero una funzione f:X CcR"H—R.

Come si vede dalla definizione, il valore di f ¢
in R. Essendo R ordinato, si pud parlare di

sup f ()?), di max f ()?) eccetera. Posso

quindi calcolare il /imite di questa funzione. __‘ ’ o
[ R T
Considero un punto X, € DX (cio¢ ¢ un punto

di accumulazione). Considero un valore / € R .
Posso scrivere che lim f()—C)ZI se vale

ve(>08V, (eV, nX =|f(%)-1<e)

dove V. ¢&un intorno del punto X, .
0

Se inoltre X, € X e /= f()?) allora dico che

f ¢ continua in X, .

Graficando la definizione di limite di cui sopra
posso dire che per ogni € che prendo, esiste un

intorno on tale che tutti i punti di questo

intorno che fanno parte anche di X (che ¢ il dominio della funzione), hanno le loro immagini comprese tra due
piani a livello I-€ e I+¢€.
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Limiti iterati
Considero un punto fisso X, = (a,b) ed un punto generico X = (x,y).
Se lim f()f)ZI ed inoltre esistono anche limf(x,y)zl e lirrl}f(x,y)zl allora posso dire che vale
x—a y—=>

X‘)XO

anche lim(lim f (x, y)j = lim(lim f (x, y)): [ . In pratica, in questo caso, al limite posso arrivarci da

x—a\ y—b y—=b x—a

qualsiasi strada ed ottengo sempre lo stesso risultato. Attenzione, pero, in quanto il contrario non ¢ vero (almeno

non sempre): se lim(lim f (x,y))=l non ¢ detto che lim f ()?)=l . Quindi, pur essendo uguali i limiti
y—b Xx—a XX

iterati, non ¢ detto che esista il limite della funzione.

Eventualmente, in R* posso giungere allo stesso risultato anche utilizzando le coordinate polari.

La funzione diventa f(x,y) = f(xo +pcosf,y, + psene) = g(p,@).

X—Xx,=pcosO
Da quanto scritto sopra deriva che

Y=y, =psend’
Quindi lilin ) f (x,y) =/< lim g(p,@) =/ . Si noti che il secondo limite & indipendente dal valore di @
x,y )X, 50 p—0*

(si dice che il limite ¢ uniforme rispetto a 6).

Funzioni vettoriali

Considero una funzione definita come f: X C R”" > R™ . Questa funzione trasforma punti di uno spazio

n-dimensionale in punti di uno spazio m-dimensionale.
Possiamo vedere una funzione vettoriale come una m-pla di funzioni ad » variabili con wvalori reali:

f(xl,xz,...,xn):(f,(x,,xz,...,xn),fz(x,,xz,...,xn),...,fm(xl,xz,...,xn)) dove le fi, f5, ... , fm sono

. . . g . n . . . .
funzioni ad » variabili nel reale definite come f; , : X < R" > R .Quindi possiamo scomporre una funzione

vettoriale in m funzioni ad » variabili, studiarle una ad una e poi ottenere il risultato della funzione vettoriale
mettendo insieme 1 risultati di ogni singola sottofunzione.
Si ricordi che tutte le trasformazioni lineari sono esempi di funzioni vettoriali.

Calcolo differenziale

Considero una funzione f: 4 R" > R, dove A ¢ un aperto.

Considero inoltre un punto X, € A ed un versore V che mi indichi una

direzione ed un verso.
Da questi ultimi due elementi ottengo una retta passante dal punto con direzione

e verso data da versore, la cui equazione ¢ la seguente: X=X, +7-V. Ora

prendo la funzione f e ne faccio il rapporto incrementale lungo la direzione di

Sy +2-9)= f(x,)

V, ottenendo lim =D, f |Y che & detta derivata
0

t—0 t >
direzionale ed indica la rapidita di variazione della funzione f nella direzione di V .
Derivata parziale

Definisco derivata parziale di f in x, fatta rispetto a x; e la indico con Ay R

of L %o
P (xo ) =D, f (xo) il limite seguente: 5o >

J
fx +t-e. —fx . X, +1 — I \x EZ

m ( 0 j) ( 0) =lim f( u ’yO) f( ano) , dove il secondo 4 g X

t—0 t t—0 I3 1 X0 >

. N . . . 2 N e
termine ¢ ovviamente un esempio in R” dove ¢; ¢ il versore (1,0) della base.
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Il differenziale

11 differenziale ¢ un concetto piu potente della derivata direzionale che ci servira per studiare le proprieta di una
funzione in un punto.

Considero una funzione lineare /: R" > R . Considero inoltre un punto X € R”. So che il punto ¢ dato dalla

n
somma delle sue componenti : X = Zx e .
i=1

n n n

Per la linearita della funzione 1, posso dire che l()?) = l[in -éij = in ~l(§i)= in ‘a; = <)?,ﬁ> , dove
i=1 i=1 i=1

le componenti del vettore a sono date dalla base canonica di R" trasformate dalla funzione 1.

Posso quindi dire che El&(e R" )/ V/jl(e R" {l(ﬁ)z Zn:ai h, = <Zl,/f_l>], cio¢ posso sempre trovare un
il

vettore a tramite il quale posso simulare la funzione 1 per qualsiasi valore h. Questo ¢ molto importante in
quanto mi basta conoscere questo vettore e posso scordarmi della funzione 1, lavorando molto pit comodamente
tramite il prodotto scalare.

1
Ad esempio si disponga di un cono di raggio R ed altezza h. 11 suo volume sara V' =—7 -R*h . Ora se vario le

. o . . R—>R+AR
dimensioni del cono in maniera che , come posso calcolare rapidamente e facilmente la

h— h+Ah

variazione di volume del cono ?
Pongo f(R,h) =R*h e ne trovo I’incremento:

F(R+AR,h+AR)— f(R,h)=(R+AR) -(h+Ah)—R*h =
2R-h-AR+R’Ah+h-(AR) +(AR)’ -Ah+2R-AR-Ah

o

Si noti che se gli incrementi AR e Ah sono piccoli, il valore 6 che contiene i due incrementi con grado superiore
al primo resta molto piccolo ed ¢ quindi trascurabile.

Posso quindi dire che Af = f(R +AR,h+Ah)—f(R,h): l(\7)+6 dove con V = (AR,Ah) rappresento

I’incremento bidimensionale del cono.

Si noti che / (\7)= 2R-h-AR+ R*Ah ¢ una funzione lineare in quanto gli incrementi (che sono le variabili
libere) sono presenti al primo grado.

Inoltre, per incrementi piccoli, ho che 0 = 0(“\7”), dove chiaramente ”\7” =4 (AR)2 + (Ah)2 —0.

In questo caso, il vettore a con il quale possiamo sostituire la funzione lineare 1 sara @ = (2R . /’l,R2 )

Infatti, moltiplicando scalarmente il vettore a per il vettore v (che rappresenta 1’incremento dimensionale),
otteniamo la variazione volumetrica del cono.

Ritorniamo alla teoria. Sia f : A < R" > R, dove A & un aperto.

La funzione f si dice differenziabile in X, € A se esiste una applicazione linecare da R" ad R tale che
o+ )= 1(3,)= 1)+ o
con il simbolo df (%, ).

Essendo il differenziale un’applicazione lineare, posso sempre scriverlo come prodotto scalare:

Vh(df(xo )(h)= <a,h>). Il vettore a & detto gradiente ed ¢ indicato con a = Vf()?) = iéi aal()?) dove
i=1 xi

h H) In questo caso I’applicazione lineare 1 ¢ detta differenziale di f e si indica

(é] ,...,én) ¢ la base canonica di R".

Quindi alla fine posso scrivere df()?)(fl): <Vf()?),fl> = ansi(i) h, .
i=1 OX;

Si noti che il gradiente ¢ un campo vettoriale le cui componenti sono le derivate parziali nel punto.
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Teorema sul differenziale
Considero la funzione f : A R" +> R con A aperto.

Se la funzione f ¢ differenziabile in X € 4 , allora:

A. fécontinuain X.E evidente in quanto per 2 —> 0 ho che f’ (x + h Za h,=0.

B. f ¢ derivabile in X in ogni direzione. f()? +t~\7)—f()?)= <a,l"v> +0Q|l“v||). Quindi, per qualsiasi
vettore v, esistera sempre un valore per 1’equazione appena scritta ¢ quindi esistera sempre il limite del

rapporto incrementale (rapporto tra 1’equazione di prima e t).
Inoltre osservo che la derivata direzionale ¢ definita come:

b f(@)=tim/EH =S (@ w)+ole-v]) .

t—0 t t—0 t t—0 t

t-<5,17>+0(“t-\7||):<_ _

a,v>

ed ¢ quindi uguale al differenziale lungo v.

c. df ()? )(fl ): <Vf ()?),]; > . Dalla definizione di differenziale.

Osservazione sulla derivata direzionale

o[-0

o)
il

<1. Posso quindi sostituire a questo rapporto il valore

< ||a|| Hh” quindi posso dire che

@h) _
lal -~

di coS@ dove @ ¢ un angolo opportunamente scelto in modo da verificare ’equazione

Togliendo il valore assoluto ottengo che —1 <
a,h
—— = COSQ.
Jal- I

Sinotiche —T <P <.

Con questo stratagemma posso dire che <5, /2> = ”ﬁ” Hh—H -COSQ = D/Z f()?)

Osservazione sul gradiente
Dall’osservazione precedente, posso scrivere D f()?)=<v X \7>:||Vf()‘c)|-||\7||-005(p. Essendo v un
versore, la sua norma sara unitaria e quindi posso scrivere D _ f = ||Vf x)” cosQ .

In questo caso ’angolo @ corrisponde all’angolo tra i vettori ve Vf (x)

Ora mi chiedo quale dovra essere il valore di questo angolo (e quindi quale dovra essere la direzione di v) per
poter avere una derivata direzionale massima ed una minima ?

e La derivata direzionale sara massima quando V = ”Vf )| (cio¢ stessa direzione del gradiente). In questo
()
caso cos @ = 1 ¢ la derivata vale ”Vf()?)” :

e La derivata direzionale saraminima quando V = — ” (cio¢ direzione opposta a quella del gradiente).

[vr(x)

In questo caso cos @ = -1 ¢ la derivata vale — ”Vf()?)” .
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Utilizzo del differenziale
Come gia detto posso scrivere f(ﬂo + E)— f()?o) = <Vf()?0 ), E> +0.

Se pongo X =X, + hoe quindi h=%- X, , posso scrivere:
)= 1) = (VG F =% )+ 0 = /(7)= (%)« (V/ () F -5 ) +o

Questo mi dice che, sfruttando il differenziale, posso conoscere il valore della funzione f in un intorno del punto

X¢ (chiaramente piu piccolo ¢ I’intorno, migliore saral’approssimazione del valore in quanto il ¢ tenderaa zero.
Piano tangente a una superficie di equazione z = f (x,y)

Sia z = f(x,y) una funzione differenziabile. Sia inoltre il punto X, = (xo,yo) un punto in cui la funzione

assume il valore z, = f (xo, yo).

Si dimostra che il piano tangente alla superficie z = f (x,y) nel punto (xo ,yO,ZO) ha equazione:

z:zo+df(?co):M+[%L(x—xo)+{%j (r-7,)

Yo

df (%, ):<Vf(7‘o WE-%, )>
Quindi tramite il differenziale nel punto ed il valore della funzione nel punto stesso, ottengo 1’equazione del
piano tangente nel punto.

Condizione sufficiente per la differenziabilita

Considero la funzione f: A R" > R, con A aperto. Se in un intorno di un punto X € A esistono e sono

continue le derivate parziali della funzione f, allora f & differenziabile nel punto X .

Osservazione sul differenziale
11 differenziale di una funzione f & definito come df()?)(};)= f ()?) h 4.+ fxn ()?) h, = <Vf()?),ﬁ> :

X
Se la funzione f ¢ tale che f (x1 3 Xy 5eeis X, ) =X; (cioé & tale che le componenti di X sono moltiplicate tutte per
la costante nulla tranne la componente x;), allora tutte le derivate parziali di detta funzione saranno nulle tranne
la j-esima (ovvio).
Allora, utilizzando la formula del differenziale di cui sopra su questa funzione, si otterrebbe il seguente
risultato: df (¥)=0-h +...+ f, (¥)-h, +..40-h,.
Se chiamo dxj(h)= dx; =h; e sostituisco, ottengo: df()?)= 0-dx, +...+fx/' ()?)~dxj +...+0-dx, .

Se ora considero una funzione f generica e ripetendo il ragionamento considerando le componenti singolarmente,
N

ottengo df (¥)= £, (¥)-dx, +...+ £, (¥)-dx, =" f, (¥)-dx,.
j=1

Quindi df posso esprimerla come combinazione lineare di applicazioni lineari e questo conferma che il
differenziale ¢ un’applicazione lineare. Si noti che i dx osservabili nelle equazioni di cui sopra, sono funzioni
lineari e non incrementi infinitesimi.

Derivate di ordine superiore
Considero la solita funzione f: 4 < R" +> R . Supponiamo che, per ogni punto X € U ()?0) (U ¢ un intorno)

con X, € A, fissato un versore V , esista D f'|. . Posso allora definire la funzione D f:U ()?0 ) —R.

. _ . g . 2 \
Sia ora Wun altro versore: se esiste Dva f essa sara indicata con il simbolo Dy f | % ed ¢ detta

% ?

derivata seconda di f rispetto ai versori We V .
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Se i versori We V sono i versori € ; ed e, della base di R", allora posso utilizzare anche il seguente simbolo per

o f

ox;0x,

indicare la derivata seconda:

vw

" . o ’ o’ f
Utilizzando I’altro simbolo posso dire che in generale P (x, y) (x y)

Teorema di Shwartz

Se le derivate seconde fx 5 € Jax, esistono in un intorno di X e sono continue in X,, allora posso dire che
Jk J

vale f,, (%)= 1. ., (%).

Differenziale secondo
Considero la funzione f:AC R" +> R differenziabile in A, allora esistono le derivate parziali di f in un
qualsiasi punto di A, cio& Vj( ) . ( ) xed.

Se supponiamo che queste derivate siano a loro volta differenziabili in X, allora diremo che f ¢ due volte
differenziabile in X .

Si dice differenziale secondo la forma quadratica d : f ()?)(E )=< > Z fxlxj ,

n
dove h=(h,hy,....,h,)= Zhi -e; e dove Hy ¢ la matrice Hessiana, definita nel seguente modo:

i=1
fxlxl (‘)_é) fxlxz (2) fxlxﬂ ()_(':)
H/,. (f) — fxle (‘)_é) fx2x2 (‘f) frzx” (‘X:)
fx,,xl (55) fxnxz (‘X:) fx,,x,, ()_6)

cio¢ ¢ la matrice di tutte le derivate seconde parziali.

Si pud dimostrare che questa ¢ una matrice simmetrica in quanto fm_ =J. .-
it Jo

Si noti che se il differenziale primo ¢ dato da df(il)=(hl-ai+h2~ai+...+hn-aij~f , il
X

2
differenziale secondo ¢ dato da dzf(/;)z h, - 0 —+h, i+ .+h, ﬂ -f.
ox, ox, ox

Differenziale di ordine k di f in un punto
Analogamente a quanto fatto per il differenziale secondo, posso dire che il differenziale di ordine k di una

k
funzione f in un punto x, ¢ dato da dkf(E)Z(hl -ai+h ai-i- +h, - aa J - f.
X4 5 X
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Formula di Taylor

Come giavisto in precedenza, la formula di Taylor per una funzione di una variabile era la seguente:

% M) A3
f(x)_;T(x_xo) +W(X—xo)

resto di Lagrange

Sia ora f una funzione definita su un aperto A di R", a valori reali, cio¢ f:AC R" > R.

Supponiamo che f sia differenziabile in X, .

Allora, dalla definizione di differenziale, posso dire che f()_c)— f()?o ) = <Vf()_co ),J_C - X, > + 0(”)_6 - X, ”)
Da questa definizione posso notare la somiglianza con uno sviluppo di Taylor fermato al primo ordine.
Riscrivo quindi I’equazione nel modo seguente: f ()?) =f ()?0)+ <Vf ()—Co ),)? — )?0> + 0(”)? - X, ")

rappresenta la migliore approssimazione
locale in X, ,affine in X—X,

Continuando il ragionamento in maniera analoga, posso dire che se f ¢ differenziabile k volte sul segmento

l)?,)? + EJ, e k+1 volte sul segmento l?, X + h|, allora posso scrivere:
fE+h)-£(%)= df(fc)(fz)+%d2 FE)NR)+ ...+%d" F(E)R)+ 0 Jlr 1)! d* f(z+0-h)h)

dove 0 & una quantita che va da 0 ad 1 (in simboli 0 <@ <1). Con questo valore scelgo, per il differenziale di

ordine k+1, un punto del segmento l)?,)? + hJ come facevo con & nel caso di una funzione ad una variabile (§

era infatti un punto compreso tra x ed X).
Si noti che questa equazione ¢ analoga alla formula di Taylor con resto di Lagrange vista per il caso di una
funzione ad una variabile.

Teorema sulla derivazione delle funzioni composte

Considero una funzione f: 4 R" +> R ed una funzione ¢:/ c R+—> AcC R".
X =0 (t)

11 risultato di @(t) (con £ € [ ) ¢ un punto X € A, per cui posso dire che 1 ... che sono dette equazioni

parametriche del cammino @ = ((p1 (t), o, (t),...,(pn (t))
Chiamo F = fo@, da cui posso scrivere F(t)= f((t))= f(@,(t),0,(t).....0,(r)). Si noti che Ia

funzione F ¢ una funzione ad una variabile. La sua derivata prima ¢é:

n

FO= 51 00)0,0)= Z- 00 Lot o) 2= 3 Tolole) 01()

Utilizzando il prodotto scalare posso scrivere F' '(l ): <Vf ((p(t )),(p'(t )> dove (p'(t ) ¢ la derivata prima della

funzione @ e rappresenta un vettore tangente alla curva @(t).
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Di seguito ¢ riportata la dimostrazione di quanto affermato in precedenza:

F(t+Ar)-F(r)= flp(t+At)- flo(t)= £ (@, + At)...p, (t+ A1) = £ (@, (¢)....0, (1))

Per la differenziabilita di f in @(t) posso scrivere in altra forma quanto sopra,

cios F(t+A)—F(1)=(Vf(@@))7)+o(p]). dove ¥ = @ (t + At)— @ (¢).
P11y, 9510 AP

o) _ o)) 71 _ ofl¥1) |71

i = o >0 .
1l termine A7 A7 ”‘7” ”v” VRS

nwmm<w<< o+ Ar)- > o)1)
F

Fle+Ar)-F(r )
At At—0
Quindi, in ultima analisi, ottengo che F' '(t ) = <Vf ( ( )) ( )> che ¢ cio che volevamo dimostrare.

Dividendo per At, ottengo

I

11 termine

Funzioni omogenee (positivamente) A / /pX
Sono funzioni definite in coni con vertice in @ . Se sono definite in X,
sono definite su tutta la semiretta PX ,con P >0 . Il cono puo coincidere

conR". f:CcR"+> R, con C aperto.

La funzione f si dice positivamente omogenea di grado [l € R , se vale: e

vi(e C), vp(>0):(f(p%)= /(%) p) » >

Teorema di Eulero
Considero la funzione f:C C R" +> R, con C cono aperto. Sia inoltre f differenziabile in C. Allora posso
dire che: f ¢ positivamente omogenea di grado TR ‘v’fc(e C)Z (<)? Vf(é» =U- f()?))
of of

Riscrivendola in altra maniera ottengo )C1 ——+ X, = +...+ X, = = lif che ¢ detta equazione di Eulero.
X, ox, " Ox

Di seguito ¢ riportata la dimostrazione della sufficienza.

Derivando rispetto a p ’eguaglianza f (p)?) =p'f (x) , ottengo:

S(p-xpspox,)= p* - (600 )3§i(px)xl+ + L (px)x, = pp* ' £ ()
X ox

of of n

Se p valesse 1, allora I’equazione diventerebbe —()‘C)x1 +...+8—()?)xn =uf ()?), il che equivale alla
X

n

1 n

scrittura seguente: <)?,Vf ()?)> = f ()?) che & cio che volevamo dimostrare.
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Di seguito ¢ riportata la dimostrazione della necessarieta.

f(p)?) = p“f()?):> % = f()?) Ora f()?)é costante rispetto a p. Se quindi definiamo (p(p) = f()?) ,

la sua derivata rispetto a p dovraper forza essere nulla.

¢'(p)= %[f(px)- p )= (v (px)x)-p* = f(px)-p ™ = p [V (px)x)- p - £(px)-pe]=

=p,1”1 (Vf (px), px)— f(px)- | =0

per Eulero vale
uf (px)

f(px)

= f(X), cioé la tesi.
p ()01oeaes1

Questo conferma che @ & costante su R™: (p(p) = (p(l), cio¢

Derivazione delle funzioni vettoriali
Considero una funzione vettoriale f :4C R" > R™ .Come gia detto nella teoria sulle funzioni vettoriali,
y, = fi(x,%,000x,)
= LX), %5500, X,
posso scrivere y Zf()?):> Y2 f2( v ) .
Vo = L2 x,)
La derivata direzionale di una funzione vettoriale non & un numero, ma un vettore: D f = (Dv fises Dy S, )
Nel campo reale avevamo che f()? + fl)—f()?)z l(ﬁ)+ o= <Vf()?),]’—l> +0 ,con O = 0(“/71”)
Anche in questo caso I’idea ¢ quella di approssimare il vettore f (x + /’l)— f (x) con una applicazione lineare

su h, applicazione da R" a R™.

Devo trovare [ (E )= Zhil (éi ) , dove [ (é ) ¢ un vettore di R". Considero una matrice ad m righe ed n colonne
i=1

M. L espressione / (E ) = ihil (é]. ) diventa [ (]’—l ): M,,- h (forma matriciale).
P

La funzione f si dice differenziabile in X se esiste una matrice My, , ad m righe ed n colonne tale che valga la

seguente equazione: f()? + };)— f()?) =M,,, h+ 0(”?1”)

n
Sviluppando quest’ultima equazione per ogni riga k della matrice ho fk ()? + h)— fk (f) = kaihi +o0, mh”),
i=1

dove my; ¢ I’elemento i-esimo della riga k-esima della matrice My,
Questa equazione altro non ¢ che la definizione di differenziale della riga k e dunque la riga k di My,

rappresenta il gradiente della componente k della funzione f: (mkl seees My, ) = (5)(1 f i (76),..., 8xn £ A ()? ))

In conclusione, quindi, la matrice M, , rappresenta la versione multidimensionale del gradiente:

VAR (AR . o ()
M = =
Tale matrice My,q & detta matrice Jacobiana di f ed & indicata dai simboli J (%), D f(%) e f'(%).

In conclusione f ¢ differenziabile in X se e solo se V& ho che la k-esima componente di f (f,) ¢ differenziabile
nel punto X.

Copyright in 2001 by Cristiano Casadei 29



Coordinate polari nel piano (con polo in )

La trasformazione che porta da coordinate polari a coordinate cartesiane ¢ una funzione

X = pCos
vettoriale da R* a R? definita come : @ : peose :
y=pseng
Piu precisamente la funzione ¢ @ : (p,(p) € ]0,+OO[>< [0,27'[[ = (p cos @, psen (p)
N AY
— — @
¥ ——
p X
© > >

Piano forato in quanto p#0

2 2

p=yx’+y

. . oo Lo . -1

Come faccio a calcolare p € ¢ noti x ed y ? Occorre individuare I’applicazione inversa @ :
¢=?

Come si vede, la componente ¢ non riesco a calcolarla, o meglio, riesco a farlo solo per i punti che cadono

all’interno del primo quadrante cartesiano (uso la funzione arcotangente). Quindi la funzione @ ¢ continua,
mentre la sua funzione inversa ®' non lo ¢.

Se prendo la restrizione di @™ a R’ - {(x,y)/y =0,x2> 0}, allora posso dire che ¢ continua.

Per gli altri quadranti devo tener conto dei segni di x ed y in maniera da variare il segno di @ che ottengo tramite
la funzione arcotangente.

arctgl,x >0,y2>0
X

arctg1+7r,x <0,y20
X

arctg1+27r,x >0,y<0
X

arctg1+7r,x <0,y<0
X

Funzioni da R? in R®
Considero una funzione 7 : (u,v) ceAdcR— r(u ,v) eR’. Questa funzione, per ogni coppia (u,v) ritorna un
punto a tre dimensioni, per cui, graficandola, si ottiene una superficie 3D.
X=r, (u,v) = x(u,v)
X= r(u,v):> X = (x,y,z):> y= ry(u,v): y(u,v)

Z=r, (u,v)z z(u,v)

L’ultima equazione (o meglio I’insieme di equazioni raggruppate da una parentesi graffa) ¢ detta equazione
parametrica della superficie.

X X
:(xu’yu’zu)

:(xv’yv’zv)

<

u v
Calcolando la matrice Jacobiana, ottengo r'(u,v) =y, v, |= {

ST

z z

u v

I vettori r, ed r, rappresentano due vettori tangenti alla superficie lungo le direzioni u e v rispettivamente.
Combinando questi due vettori ottengo 1’equazione del piano tangente alla superficie (cio¢ r’(u,v)).
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z N\
Facciamo un esempio: / varia v (¥)
z(uy,vo) | ,
v A /{ varia v | =~ varia u (¥¥)

Vo
\‘ varia u
>

|
Up u :
! y(uo,vo) y
1
(0, Vo) - >
______________ 27
X L
xX= x(uo V)
L’equazione parametrica della curva (¥) ¢ { )y = y(u0 ,v)
z=z(u,,v)
x= x(u, vo)
L’equazione parametrica della curva (**) ¢ { y = y(u, Vo) ru(Uo,vo)
u 5

2= =(u,v,)

Posso determinare i vettori tangenti nel punto (uy,vy) derivando le
equazioni parametriche lungo le direzioni u e v, ottenendo due vettori:

’7;{ :(xu’yuﬁzu) ed ’_ﬂ; :(xv’yvﬁzv)‘

rv(u())VO)

I'(UO,V())

Questi due vettori individuano un piano tangente alla superficie nel
punto r(ue,vy). Posso addirittura ottenere il vettore normale a questo piano utilizzando il prodotto vettoriale,

ottenendo 77 = ﬁ‘(uo,vo)/\la(uo,vo).

e e &
. . ‘ . Ve Zu| P | P Y
Espresso in forma matriciale, diventa n =X, y, Z,|=¢€ ! ! +e, ! ! +e, ! !
yV ZV xV ZV xv yV

'xv yV ZV

Teorema di derivazione della composizione

Considero due sottospazi A R" ¢ BC R".

Considero inoltre due funzioni vettoriali f: A+> B e g: B> R”.

Visto che il codominio della funzione f ¢ incluso (in questo caso ¢ proprio uguale) al dominio della funzione g,
allora posso eseguire la composizione g o f (era una condizione necessaria).

f B g .
PN M g(f(x))

R" R™ RP
g°f

A

Se la funzione f ¢ differenziabile in x e la funzione g ¢ differenziabile in f(x), allora:
1. La funzione composizione g°f ¢ differenziabile in x

2. Ju (x): J, (f(x)) J, (x)
Questo, in parole povere, significa che (g ° f)’ (x) = g'(f(x))-f’(x).
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Il Laplaciano

2 2
Ou

Definisco Laplaciano 1a funzione Au (0 avolteVu ) = F + y , dove la funzione u(x,y) ¢ una funzione in
X

coordinate cartesiane.
o’w 1 o'u 1 ou
s +——.
op*> p’ o9’ pap

Quando Au =0, u ¢ detta funzione armonica.

In coordinate polari, il Laplaciano diventa A/ =

FunzionidaCaC

Considero una funzione f:4Ac C+> C.

Posso scrivere (impropriamente) che f(z) = f(x,y) = u(x,y)+ i v(x,y).

Ad esempio €* = f(z)= z=x+i-y= e’ =e*(cos y+iseny)

Si noti pero che f(Z) #e' (cosy +isen y), cio¢ non hanno la stessa espressione.
Re f(x,y)=u(x,y)
Imf(x,y) = v(x,y) '

o

—=u, +iv,

X

0

al:uy+i-v},
y

Infatti, calcolando il rapporto incrementale, ottengo:

g: lim f(x+Ax,y)—f(x,y) _ lim(u(x+Ax,y)—u(x,y)+l,v(x+Ax,y)—v(x,y)

Ora posso dire che {

Derivando f(x,y) ottengo , cio¢ derivo le singole componenti lungo i versori della base x ed y.

j:uxﬂ-vx

Ox M0 Ax Ax—0 Ax Ax
o
ed analogamente per —— .
4

. Z)—
Ora, la funzione f si dice derivabile nel punto zy se lim —————==
2oz z—2z,
In questo caso pongo f'(Z0 ) =A.

11 limite di cui sopra, ¢ esprimibile nel modo seguente:

vel>0)35, (> 0): 0<p_ZJ<5£:{ikigikﬁ_fm%)<g

zZ—2z,

/(&)= 1(z)

Essendo nel campo complesso, le espressioni |Z - Zo| e
z—z
0

-f '(ZO)( rappresentano due distanze.

Una funzione derivabile in senso complesso in un suo aperto A, si dice olomorfa o analitica in A.
Analizziamo il limite di cui sopra. Al punto zy posso avvicinarmi in diversi modi: ad esempio tramite un
incremento reale (Ax) o tramite un incremento immaginario (Ay).

Sz +80)= fz0) _ . S+ Axayy )= /(o)

f’(zo)zgino Ax :A}cino Ax —fx(me’O)
oy o fleg+i &)= flz) o flg, v +i-Av)— f(xg,,) 1
o) fimy PRI iy PRt LS 1)

Affinché la funzione f(z) sia derivabile in senso complesso, i valori di cui sopra devono essere uguali, per cui

1
ottengo fx(xo,yo)=;fy(xo,yo)-
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Affinché due numeri complessi siano uguali, devono essere uguali la parte intera e quella reale, da cui, ottengo:

u,=v, _ _

. 1 1 . 1 Mx—Vy ux_vy
ux+l-vx—;uy+;l'vy:>ux+z-vx—;uy+vy:> lu i = 4 =iy = "y =
floyy) Sy T y x v x

£ (x0.30) !

Quest’ultima condizione ¢ nota come criterio di Cauchy-Riemann ed ¢ necessaria affinché una funzione sia
derivabile in senso complesso.

M_f’(zo)=w(z).

z-2z,

Considero ora la differenza del rapporto incrementale rispetto alla derivata:

Si noti che a)(Z) = 0(1).
ﬁ;_/
V4 ZO
Dalla differenza di cui sopra, dopo alcuni semplici passaggi, posso ottenere un differenziale in senso complesso
come il seguente: f(z)= f(z0 )+ f'(zo)- (Z -2z, )+ a)(z)- (Z ~z,).

Ora mi chiedo quando una funzione a valori complessi sia differenziabile in un punto. La risposta ¢ che se sono
differenziabili in un punto le due funzioni a valori reali che la compongono (la u(x,y) e la v(x,y) dei vari
esempi), allora anche la funzione a valori complessi ¢ differenziabile in quel punto.

Da questo deriva un teorema di differenziabilita

la funzione f ¢ differenziabile in senso complesso in un punto zy=(Xg,i-y,) se e solo se:
1. la funzione f(x,y) ¢ differenziabile in (Xg,Yy).

2. Valeil criterio di Cauchy-Riemann f| (xo , yo) =i-f (xo , yo)

Regola di de I’Hopital nel complesso
Siano le funzioni f e g analitiche in A. Sia inoltre f(Z0 ) = g(Z0 ) =0e g'(Z0 ) =0.
Allora posso dire che lim f(Z) = f,(ZO) .
=oglz) g'(z)
f(Z): f(Zo)+ f'(Zo)'(Z_Zo)"'Gl
——

=0

g(Z)=éfL)+g'(Zo)~(Z—ZO)+62 .

=0

Infatti, per la derivabilitg ho che

Dividendo membro a membro, ottengo:

fEZ; 0+f'((20))-((Z—ZO))+Gl _ (Z—Zo){f'(zo)‘i'(z_lzo)j _ frgzog
glz) 0+g'(z,)(z—2z,)+0, . o, g'lz,
(Z_Zo)'(g (ZO)—'—(Z—ZO)]

Questo in quanto i termini ¢ sono degli infinitesimi di ordine superiore e quindi, per Z — Z,,, tendono a zero. A

maggior ragione se poi li dividiamo per la quantita (Z -z, ) .
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Funzioni implicite
Considero la funzione f (x,y) =0 definita in un insieme 7  R”. Fissando un valore xo ed applicandolo alla

funzione f, ottengo f(xo,y) =0 che ¢ in tutto e per tutto una funzione della sola variabile y (& ’unica che puo

variare perché x la manteniamo costante per ipotesi). Questa funzione pud avere nessuna, una o pit soluzioni.
Se esiste un insieme I tale che per ogni suo punto x € / esiste uno ed un solo valore y € J tale che la coppia

(x,y)e] xJ T ¢ soluzione della f (x,y)zO, allora resta individuata la funzione y :y(x) detta
funzione implicita definita dall’equazione f (x, y) =0.

Questa funzione implicita & tale che [ (x,y(x)) =0.
Di seguito sono riportati esempi di funzioni implicite:

e ¢ —x=0.Ricavoil valorediy: y=Inx.

o Xz+y2—IZO.Ricavoilvalorediy: y:iwll_xz_
. Sen(y—x):().Ricavoilcalorediy: y—x=kn=y=x+kr, keZ.

Si noti che non tutte le funzioni implicite di cui sopra possono essere graficate in quanto non posso associare una
solay per ogni x (ad esempio la seconda ¢ la terza).

Teorema del Dini sulle funzioni implicite
Questo teorema mi dauna condizione sufficiente per ricavare una funzione implicita.
Considero f:AC R’ > R . Sia f continua. Sia inoltre f, continua (cio¢ la derivata fatta rispetto alla variabile
che si vuole ricavare, in questo caso y, deve essere continua).
Sia inoltre [’ (xo,y0)= 0e f ) (xo,yo)i 0 (dove f, & sempre la derivata fatta rispetto alla variabile che si
desidera ricavare).

Allora esiste una sola funzione continua y = y(x), definita in un opportuno intorno I di X, tale che in X, assume

il valore y(xo) e che soddisfa la f(x,y) =0.
InoltreinIla y = y(x) ¢ derivabile con derivata (continua) uguale a y (x) = (
X

Di seguito la dimostrazione del teorema:

Supponiamo che risulti fy (xo > Vo ) > (0 (nell’ipotesi deve essere diversa da zero, per cui mi sta bene).

vyl <k),

Essendo la fy continua (sempre per ipotesi), posso trovare un intorno / XJ = H = (Ix - x0| <9,
con & e k positivi (opportunamente
scelti), dove la f (x,y) risulti continua.

Considero ora la funzione (in verita ad
una sola variabile, come detto in Yotk

precedenza) f(xo,y), con yeJ.
Essendo f, (xo , y) >0, tale funzione

risulta crescente in J e assume valore Yo

nullo in ) = (xo ,yo) , percid nei punti
Pl(x0’y1) ¢ Pz(xmyz)’ con
Vi<Vo <V, si avra

1)< r(Rr)=0<r1(p,).

Per il teorema della permanenza del
segno, esiste un intorno M;N; di Py ed
un intorno M,N,; di P, in ogni punto del

y =y(x)
vo-k

-
|
|
|
|
|
|
|
|
|

+
|
|
|
|
|
|
|
|

T
|
|
|
1

=V

Xo'a

quale si ha rispettivamente f (x,y)< Oe f (x,y) > (. Inoltre, per il teorema dell’esistenza degli zeri, ad ogni
x appartenente all’intersezione MN delle proiezioni di M,;N, ed M;N; sull’asse delle ascisse viene associato un
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valore ¥ € J . Questo valore ¢ unico in quanto la funzione & strettamente crescente (abbiamo detto infatti che
vale fy(xo,yo) >0).
Questo prova che nell’intorno MN di x, esiste una funzione y = y(x) che si dimostra essere continua e tale che

f (x, y(x)) =0. Questo dimostra il teorema del Dini.

Teorema del valor medio (o teorema di Lagrange per una variabile)
Per la differenziabilitadi f, ho che f(¥)— f(%, )= Zl (%, ) (x—x, )+ gl (%) (y-y,)+o.
X Y

Si ricordi che ¢ = 0(”)? —)—60”), per X = X, .

In alcuni casi il valore ¢ pud dare fastidio o comunque la formula del Af di cui sopra non ¢ facilmente

o

applicabile. In questi casi Lagrange dice che f()?)— f()? ): g(&) (x — X, )+ %(&f) (y =Y ), dove il

punto g = (g ,1‘]) ¢ intermedio a X ea X, ed ¢ opportunamente scelto in modo da rendere valida I’equazione.

Si noti che il teorema ¢ lo stesso che si aveva per le funzioni ad una variabile.
!

M (vedi teorema del Dini).

FHESIC))

Come appena detto f(x,y)— f(x0 ,yo) =f. (g’n). (x _ x0)+ fy (g’n)_ (y _ yo).

Se ¢ valido il teorema del Dini, allora ho che y = y(x) e quindi f(x, y) = f(x,y(x)) =0.
Inoltre ho che f, # 0 nel punto (xo , y0)~

L’equazione del teorema del valor medio diventa quindi 0= f, (§ ,7])- (x —X, )+ fy (§ ,7])- (y(x) — y(xo ))
Porto a destra un termine: f, (&,Tl)- (x - xo)z -/, En)-(n(x)- y(x ))

f&n) _ (r(x)-ylx,))
fy(éf,n) (x—xo) .

Tramite questo teorema, possiamo dimostrare che y’(x) =

Divido reciprocamente i termini ed ottengo —

V)= 0(x,)

Essendo & intermedio ad x ed xg ed essendo 1 intermedio ad y ed yy, segue che & — %
-0

N—=a Y= (%)

Ox)-y(x)) _

Inoltre ho che lim ﬁ y (xo) in quanto € un rapporto incrementale.
X —X
0

~ . _fx(g’n)_ . (y(x)—y(xo)) fx(‘x0’y0)_ '
Per cui, alla fine, ottengo lljg fy (&,T]) = }erno (x - xo) f} (xo’yo) =y (x)

Resta quindi dimostrata anche questa equazione dovuta al teorema del Dini.
Grazie al teorema del valor medio, possiamo trovare anche la retta tangente in un punto alla curva la cui

equazione & f(x,y) =0.

:>_

fx(XO’yO) (y_J’o)

Per Dini, ho infatti che y'(x) =— =

fy(x()’y()) (x—xo) .

Riorganizzando questa equazione ottengo f (xo Vo ) (x —X, )— f} (xo Vo ) (y ) ) =0 che altro non ¢ se

non I’equazione della retta tangente nel punto (xo Vo ) .

—_
In forma vettoriale, posso riscriverla come Vf' (Po ) PP, =0, dove P, = (xo ,yo) e P= (x, y) ed appartiene

alla retta tangente.
L’interpretazione geometrica dell’equazione appena scritta ¢ molto semplice: il gradiente di una funzione ¢, in
ogni punto, ortogonale alla curva della funzione stessa. Affinché il prodotto scalare sia nullo, il vettore del
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— —
gradiente ed il vettore PP, dovranno per forza essere ortogonali tra loro. Questo significa che PP, dovra

essere ortogonale ad un vettore ortogonale alla curva (gradiente). Essendo la funzione a due variabili (quindi la

—
sua curva starasu un piano), I'unica direzione di PP, che renda nullo il prodotto scalare con il gradiente & la

direzione della retta tangente nel punto.
Osservazione: per questo motivo le linee di livello sono in ogni loro punto ortogonali al gradiente.

Funzioni implicite di piu variabili
Considero la funzione f : A c R3 — R Zy e

(funzione a tre variabili).

Sia inoltre R)Z(xo,yo,zo), U:I(

e T parallelepipedo = VxU=W

Xo :)’0)

VZI( )~ 11 parallelepipedo visibile in figura

Zo

(quello che racchiude un “pezzo” di funzione 3D) Yo
¢ il sottospazio W =V x U . '

Xo

Assegnata 1’equazione  f| X, Y, zZ =0,

fissati vincolata

L A A

individuare sotto quali condizioni, almeno localmente, sia f (xo »Vos Zo) =0.

Spieghiamo prima di tutto cosa significa localmente: in un intorno W del punto (Xg,yo,Zo) (in questo caso quindi
si tratta di un intorno tri-dimensionale).

Come visto nel caso delle funzioni implicite in due variabili (trovavo un grafico di una funzione ad una variabile
in quanto trovavo la y in funzione della x), anche in questo caso I’insieme dei punti (X,y,z) che verificano
I’equazione di cui sopra, costituiscono il grafico di una funzione in due variabili (in pratica trovo la z in funzione

w
di x ed y). In simboli posso dire che z = g(x,y)<:> f(x,y,z) =0.

Estensione del teorema del Dini

Considero f:AC RP—R , continua. Sia inoltre f, continua (si parla sempre della derivata fatta rispetto alla
variabile che si vuole ricavare, in questi esempi sarala variabile z).

Siano infine f(xo,yO,ZO)z 0e fz(xo,yo,zo);t 0.

Allora, sotto queste condizioni, esiste un intorno rettangolare W =U XV del punto (xg,ye,Zo) tale che, per ogni
punto di questo intorno, vale f(x,y,z) =0&z= g(x,y).

La funzione g saradefinita in U (intorno di (Xg,Yo)) a valori in V (intorno di z).

Questo significa che ElW=U><V:V(x,y)eU,El!ZEV/(f(x,y,z)=0).
In simboli (x,y)eU—g>Z€V/f(x,y,Z)=0.

g.(x.y)=-

Se f ¢ derivabile, si ha inoltre che
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Complementi al teorema esteso del Dini
Grazie al teorema esteso del Dini posso trovare I’equazione del piano tangente al grafico z = g(x,y) nel punto

(xo, yO,ZO) (analogamente a come trovavo I’equazione della retta tangente con il teorema del Dini per le
funzioni a due variabili).

Infatti per la differenziabilitaho che z — g(x,, v, )= &, (%, v )-(x=x, )+ g, (x0. 70 )-(y =, ).
Quindi, ragionando in maniera analoga a quanto fatto per il teorema del Dini in due variabili ottengo:

fx(xo’yoag(xoayo))'(x_xo)"'fy(xoayoag(xoayo))'(y_J’o)+fz(xoayoag(xo:yo))'(Z_Zo)zO

—
che posso scrivere anche come (Vf)(xo - ) PP, =0.

Teorema del Dini per i sistemi

Supponiamo di avere un sistema di n equazioni in n+r incognite: ¢ possibile ottenere n variabili in dipendenza
delle rimanenti r ?
In simboli, tramite il teorema di Dini, posso ottenere la seguente situazione:

£ Xy Vs v, )=0 v, =g, (x0x,)
fz(xlo"'axraylo"'ayn):O_) Y2 :gz(x,,...,x,.)

fn(xlr"axrsyla'"’yn):O yn:gn(xl’“"xr)

Casi particolari di sistemi (utilizzo del teorema del Dini)
f(x,y,u,v): 0
g(x,y,u,v): 0

Sia inoltre il punto (Xg,Yo,ug,Ve) tale da soddisfare il sistema.

Pongo ora X=(x,y) , U:(u,v) e F=(f,g).
Ottengouna F: A R* > R? ed il sistema visto in precedenza lo posso scrivere come F(X,U) =0.

Suppongo di avere il seguente sistema { con x ed y fissati, dove f,g:A4AC R'—R.

Questa scrittura & formalmente uguale alla pil generica forma seguente: f (x, y) 0.

Essendo x ed y fissati, voglio trovare le © = u(x,y) =g (x,y) ele v= v(x,y) =g, (x,y) che mi soddisfino
il sistema.
Suppongo che F (X 0o ) =0 se esiste un intorno I di Xy ed un intorno J di U, tale che

VX (e I)AU(e J)(F(X,U)=0).
Allora esisteuna G : [/ +— J taleche U = G(X)<:> F(X,U)= 0.

Le componenti di G saranno la g, ¢ la g,.
S y,u,v)=0 u=g(x,y)
g(xayauav):() V:gZ(xﬁy)

Quindi dal primo sistema ho ricavato le variabili u e v in funzione delle variabili x ed y.
Quando ¢ possibile realizzare questa “trasformazione” ?

Supponiamo che F sia derivabile e che F’ (X 0o ) =0.

fu fv
g, &

In definitiva, su IxJ, il sistema { equivale al sistema {

Supponiamo inoltre che il Jacobiano (X 0-Uo ) # 0 (derivate calcolate in Xg e Uj).

u :gl(x’y)

Allora esistono degli intorni I (di Xy) e J (di Uy) tali che, su IxJ, F(X, U) =0 { )
V=g, (xa y )
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AS-8)

) olx,v

Inoltre, se g; e g, sono derivabili, ho che % (( s
8

Oox 0

Criterio di invertibilitaper le funzioni piane

Data una trasformazione piana, quando posso invertirla ?
x=f (u, v)

Suppongo H : A< R* — R*. Posso scomporre H come H :{
y=guv)
Suppongo che H, f e g siano derivabili.

Affinché possa sussistere 1’invertibilitadi H, fissata una coppia (X,y) deve esistere una ed una sola (u,v) tale che

x:f(u,v) e y:g(u,v).

Posso definire un criterio di invertibilita(locale) nel modo seguente:

o(f.g)

fissato un punto Uy=(ug,Vy), il suo trasformato secondo H sara Xy=(Xy,Yo). Se vale ——=*-# (0 (Jacobiano
a(“o Vo )

non nullo) allora H ¢ localmente invertibile in X,. Questo in quanto in un intorno di Uy, la H ¢ derivabile (quindi

continua) ed inoltre la sua derivata non si annulla (quindi ¢ strettamente crescente o strettamente decrescente).

Queste sono due condizioni sufficienti all’invertibilitadi H (perd solo localmente ad Xy).

Riesaminiamo questo criterio tramite il teorema del Dini per 1 sistemi.

x—f(u,v)=0
y_g(u’v):()

dei sistemi particolari di cui al capitolo precedente).

Considero il sistema { . E un sistema in quattro variabili ed in due equazioni (caso simile al caso

xX= f(u,v)
y=gly)

[ —
prerequisito per
l'invertibilita

11 teorema del Dini dice che Elxn ,EUUO : ‘v’(x,y) € [Xn ,EI!(u,v) € JU0 /{

La coppia (x,y) € in un intorno di X, (per ipotesi del Dini). Dunque anche in questo caso ragiono localmente.

La condizione del teorema del Dini mi assicura che in questo intorno esiste una ed una sola coppia (u,v) tale che
il sistema sia verificato. Questo significa che in questo intorno, la funzione H ¢ una biezione ¢ quindi esiste una
sua funzione inversa (almeno localmente al punto X).

Altri casi particolari di sistemi (utilizzo del teorema del Dini)

Le curve sghembe non parametriche sono curve nello spazio formate dall’intersezione di due superfici.
f(x,3,2)=0
g(x,y,2)=0

11 sistema che definisce questo genere di curve si pud pensare come una “macrofunzione” F' = F ( 1, g), dove

La loro definizione ¢ generalmente del tipo { . Ora voglio ridurmi ad un caso parametrico.

per forza di cose F: Ac R* — R*.
Ora fissiamo la coordinata z. Voglio sapere se, fissata la z, esista una coppia (X,y) che soddisfi il sistema.

X=0, (Z )
La soluzione saraun sistema del tipo )V =@, (Z ) Questa rappresenta una curva parametrica, che ¢ cio che
zZ=2Zz

volevamo. Come faccio ad arrivarci ?
Prendo un punto Py=(xg,¥¢,Z¢) che verifichi il sistema iniziale (quello con f e g), quindi F(Py)=0.

se vate 8 L0 dion 3 W, (e J 1, ):Vzel, Hxy)ed,, /{f (x,y,z)f 0
o(x,»)l,, g(xy.2)=0

chiaramente Jxgyo € un intorno del punto (Xg,y,), Iz ¢ un intorno del punto z, ¢ Wpy € un intorno del punto P,
ottenuto come prodotto dei due intorni J ed I.

, dove
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, clo¢ sono passato ad un

f(xp.2)=0 - {x=</>1(2)
glx,»,2)=0 " |y=0,(z)

sistema parametrico (che rappresenta quindi una curva parametrica). Geometricamente parlando, posso dire che
il luogo dei punti di R? che verifica il sistema iniziale & una curva parametrica.
Ricapitolando, posso quindi dire che se vale la “macrofunzione” F ¢ derivabile (e quindi continua), se inoltre

a(f.g)

vale che F(Xy,y9,29)=0 ed infine vale che ————=

olx. )

{f(x,y’Z) =0 = {x —% (Z) suW=JxL
glx,y.2)=0 7" |y=0,(2)

Le funzioni @; € ¢, sono definite su I e sono tali che ((p1 Z),(p2 (Z)) eJ.

ofg) of.g)
Si ha inoltre che 0 =— e =— , calcolati nel punto ((p (Z),(p2 (Z), Z).
oz of.g) e df.g) 1

Con il passaggio di cui sopra ho in pratica ottenuto {

# 0, allora esistono degli intorni J ed I tali che

(xo V0,20 )

o(x.y) o(x.y)
% . % + % . a& + g =0
o . {f(cpl (2)9(2).2) x 0z oy oz oz
Infatti, derivando rispetto a z il sistema , ottengo .
g(e,(2).0,(2).2) 0g 09, 0g 99, 2 _,
ox 0z Oy 0z Oz
_9 09, _of
op, 0y 0z Oz
0z a
Ox
Raccogliendo @, ottengo a9 ) o9, of
0og 0Oy 0z 0z 0Og 09, Og
- +-=2._ 242
ox af oy 0z 0Oz
Ox
ho sostituito 2
0z

o(f.2)
Daquestaottengo | Og Of Op, 0g O 08 Of 09, 8 of _ (=109, __ 0lx.2)
Ox 0y 0z Ox 0z Oy Ox 0Oz 0Oz Ox 0z o(f.g)

ox, )

Se invece raccolgo @, arrivo in modo analogo al secondo risultato.
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Teorema generale del Dini

Considero una funzione f: 4 < R" +> R",conr <n, f derivabile in A.

Posso vedere la funzione f come una funzione vettoriale le cui componenti sono le fy...f; corrispondenti ai vettori

della base di R": f:(fl,fz,...,fr).

ox, f, ... Ox. f|.. Ox, f,

Sia inoltre il rango della matrice sia r (rango massimo).

ox,f. .. ox.f|. Ox,f.

minore M con det#0

Allora le prime r variabili si ottengono in funzione delle successive (n-r) variabili. Questo significa che posso
trovare delle funzioni @;...@, dipendenti dalle variabili X,.;...X, con le quali risalire alle variabili x;...X,. Queste

funzioni, inoltre, sono tali da soddisfare la f ()?) =0.

xl :(pl (xr+l ""’xn)
In simboli AW, /Vx €W, :f(x)= 0=

xr = (pr (xr+l ""’xn)

NS, 1))
a(pl _a(xl,...,xi_l,xj,x X )

. . : i+l Ny
Inoltre, come al solito, si ha che =

ox, s 1)

J i 7

o(x,,....x, )

, con je[r+1,n].

Varietain forma implicita

Una varietain forma implicita rappresenta una superficie. Sia I un sottoinsieme di R", tale che VF, €I" , esiste
un intorno W di P, tale che (localmente) I’ MW = {x ew: G(x) = 0}, dove G:W > R" ¢ derivabile.

& (%,m0x,)=0
Questo significa che I' MW ¢ costituita dai punti x € W tali che 1 ... , dove le gi,...,g; sono le

gr(xl""’xn): 0
funzioni associate alle componenti di G: G = (gl SR - )
ox,g, .. Ox.gl|.. 0x,g,
Se supponiamo poi che il rango della matrice sia r (rango massimo), allora
ox,g, .. Ox.g|. O0x,g,
L M#0 ‘ i

X =9, (xr+l seees Xy )
per il teorema del Dini generalizzato ottengo x e "W < <. , dove ¢ = ((pl,...,(pr) ¢
xr = (pr (‘xr+1 "“’xn )

. o . {0 0 . . . (.0 0
una funzione definita in un intorno di (xr tloees X, ) e a valori in un intorno di (x1 R )
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Il sottoinsieme T si dice allora varieta di classe CI' e dimensione (n-r) di equazione G(x) =0.

Vettore tangente ad una varieta
Definisco come vettore tangente ad una varietda ' nel

punto P, (e F), il vettore /1 quando esiste una funzione
w(0)="A,
y'(0)=h

In pratica Yy rappresenta una curva tracciata sulla
superficie della varieta Quindi un vettore ¢ tangente alla
varieta quando ¢ tangente ad una curva su di essa
tracciata.

Chiaramente di curve tracciate sulla superficie posso
trovarne infinite, per cui posso trovare infiniti vettori
tangenti alla varietd in un punto. L’insieme di questi vettori rappresenta lo spazio tangente alla varieta in un
punto (nel disegno di cui sopra si avrebbe un piano tangente).

Ma come posso determinare il vettore tangente partendo dalle equazioni ? Per questo viene in aiuto una

definita come Y : [ € R+ I e tale che

proposizione che dice che il vettore / ¢& tangente alla varieta I' in P, se ¢ solo se /i fa parte del nucleo del
differenziale di I". Questo in quanto i vettori tangenti costituiscono il nucleo del differenziale.

ox,g, ... Ox,g ||h
In “soldoni” significa che wo|*] ... |= 0. Geometricamente parlando 1’equazione matriciale
ox,g, .. Ox,g. ||h
appena vista sta a significare che il vettore /2 ¢ tangente a I" quando il suo prodotto scalare con il differenziale &

nullo, cioé¢ quando /4 ¢& ortogonale al differenziale (infatti nei capitoli precedenti si ¢ visto che i vettori tangenti
sono ortogonali ai vettori del differenziale).
Che dimensioni ha uno spazio tangente a I" ?

Per il teorema dimensionale ho che dim(Im T )+ dim(Ker T ) =dimV .
Ora dimV =n. 1Inoltre T =df (Po) (differenziale nel punto Pg) e quindi ho che
dim(Im7') = = rango(df (P, )), quindi dim(Ker7)=n—r.
Chiamo varieta tangente a T in Py 1’insieme {? X = Po + ];} (nell’esempio associato al disegno di cui sopra,
corrisponderebbe al piano tangente in Py).

oxg, .. ox.g ||x—x
Le equazioni di questa varietatangente sono date da . e | =0.

oxg, .. ox,g ||x,—x"

n
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Massimi e minimi
Sia f:AC R" > R con A aperto ed f derivabile. Definisco F, € A punto critico per f & Vf(PO ) =0.
Dico inoltre che Py & punto di massimo locale per f < 31, VP(P el, = f(p) < f(PO ))
Analogamente dico che Py & punto di minimo locale per f < 31 VP(P el, = f(p) > f(PO ))

Definisco infine Py punto estremante locale per f <> punto di massimo o minimo relativo per f.

Se Py ¢ un punto estremante per f =» Py ¢ un punto critico per f. Quindi la ricerca dei punti estremanti di f (su A)
va eseguita sull’insieme dei punti critici per f (cio¢ i punti con gradiente nullo).

Si noti che non tutti i punti critici sono perd estremanti. Cerchiamo quindi una condizione sufficiente che mi
permetta di distinguere i punti che mi interessano.

Consideriamo la funzione f come una funzione di una variabile. Ricavo la formula di Taylor con resto di Peano:

Foosm=fG) = 0w ) o)

h—>0 questa sarebbela f”
ma trattandosi di un
punto critico, il gradiente
¢ nullo (in questo caso
la derivata ¢ nulla)

Evidentemente la derivata seconda f fornisce il segno della differenza al primo membro (“o piccolo” non entra
in gioco perché infinitesimo di ordine superiore).

Questo significa che se ”>0 allora la differenza ¢ positiva e cio¢ significa che nei punti “spostati di h” la f
ritorna dei valori che stanno tutti sopra al valore riscontrato in X, (in X, si ha quindi una “concavitd’). Questo
significa che in xq ci saraun punto di minimo relativo. Analogamente, se la £’ < 0, allora in X, si avraun punto di
massimo relativo.

Nel caso di funzioni a piu variabili, procedo in maniera analoga. Sia X, un punto critico di f (f regolare).
75, 1)) _= 2 ) (5, omi) = 7Gx i) of ]
T 2
Anche in questo caso il segno della differenza al primo membro ¢ dato dal dlfferen21a1e secondo.

l.n
. . X 2 (= Y1) - . R L
Questo differenziale ¢ dato da d” f (xo )(h)— z f . (xo )hl.h ;- Questa espressione ¢ una forma quadratica in
i,j
n variabili, cioé un polinomio di secondo grado in n variabili.

Nelcasoincuin=2e f __ ()?0) a; , allora il differenziale diventa (sviluppo la definizione appena data):
2 of= 2 2
d f(xo):auh +a12h hy +ayhyhy +ayh,
Pil in generale scriveremo q(l; ) Zall N

Se a;; = aj; allora la forma quadratica si dice szmmetrzca.
Alla forma quadratica q(h) ¢ associata la matrice A=[a;].

a, .. q

Piu precisamente ho che q(}—Z)Z[hl hn]- i e e || e |=RAR.

Segno di una forma quadratica

A
La forma quadratica q(h) assume segno costante su ogni retta passante per
’origine (origine esclusa). B (R
o n 10 _ g

Infatti, sostituendo % con tK , ottengo § _~ ~ _ ( ) t 2q(K )

=t >
In particolar modo ho che:
e qsidice definita positiva se Y h (E ) ( )
e qsi dice definita negativa se Vh( 6 (h) <0
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e q si dice semidefinita positiva se VE(E R");t 0: q(}—Z)Z 0 ed inoltre 37 =0 q(fl =0
e q si dice semidefinita negativa se Vfl(e R");t 0: q E)S 0 ed inoltre 37 #0: q(fl)= 0
_ _ qli)>0

e qsidice non definita se 3h,,h, : q(J) .
q(h2 ) <0
Autovalori

Sia A€ M, (matrice quadrata di ordine n). Siano inoltre A€ C e x € C".

Sevale A-x=A4-x (cio¢ (A -A- ]n)- x =0 con I, matrice identica), allora A & detto autovalore.

Inoltre x € detto autovettore della matrice A.
Quindi, in pratica, ho che A & autovalore < det(A -A-1, )

0.

Autovalori di una matrice simmetrica
Se una matrice A & simmetrica, allora:
e autovalori ed autovettori sono reali.
e  Esistono n autovettori wy,...,w, indipendenti che costituiscono una base ortonormale: W, - W = 51.]. , dove il
5,.1. =1, i= i

simbolo & ; ¢ il cosiddetto delta di Dirac e vale .
0,=0,i#j

e La matrice Q=[w1,...,wn] ¢ ortogonale (vale cio¢ Qi1 =Qt) e diagonalizza la matrice A. Questo

A . 0
significa che Q’-A-deiag(/”tl,...,ln): e | =AL

n

Autovalori, autovettori e forme quadratiche

Sia q una forma quadratica simmetrica su R™ q(h) =h'-A-h.

Considero la trasformazione # =K (trasformazione biettiva di R" in R"), dove Q ¢ la matrice costruita con
gli autovettori di A (I’abbiamo vista in precedenza).

n
Allora avrd che q(h)zq(Q~K)=Kt Q0" 4-0-K=K"-A-K :le ~Kj2 , dove A ¢ la matrice
j=1
diagonali formata dagli autovalori (anche questa vista in precedenza).
Da questo risultato si deduce che:
e (¢ definita positiva & gli autovalori di A sono positivi
q ¢ definita negativa <> gli autovalori di A sono negativi
q ¢ semidefinita positiva <> gli autovalori di A sono non negativi ed almeno uno di essi ¢ nullo
q ¢ semidefinita negativa <> gli autovalori di A sono non positivi ed almeno uno di essi ¢ nullo
q ¢ non definita <> esistono almeno due autovalori di A di segno opposto

2 " .
Si noti che se q ¢ definita positivamente, allora q(h) > lmm ”h” , VheR",dove A n — min )»i .

mi

|h||2, VheR", dove A, =maxA,.

Analogamente se q ¢ definita negativamente, allora q(h) <A

Copyright in 2001 by Cristiano Casadei 43



Forme quadratiche del differenziale secondo

Come abbiamo giadetto, il differenziale secondo ¢ definito come d’ f x0 ( ) Z f” X, h h ; che ¢ una

forma quadratica. Inoltre abbiamo anche detto che ad una forma quadratica q ¢ poss1b11e assomare una matrice.
Allora, quale matrice posso associare al differenziale secondo ? La matrice Hessiana H l J

Ora, sussiste la seguente proposizione:
sia f una funzione derivabile almeno fino al secondo grado e sia Xy un punto critico per f (cio¢ Vf (xo ) =0).
Allora si ha che:

o d? f (xo) definita positivamente < X, punto minimo forte locale (cio¢ strettamente minimo).
2 . . . . .
e d°f (xo) definita negativamente < Xg punto massimo forte locale (cio¢ strettamente massimo).

e d’ f (xo) non definita <> xy punto di sella.

Infatti, se supponiamo d? f (xo) definita positivamente, allora ho che d? f (xo )( ”h” dove l

il minimo autovalore della matrice Hessiana H; associata al differenziale secondo.
Dalla formula di Taylor ottengo :
2 2
H + o)~ A

P+ 1) 1) = 2" 1Y)+ o 2 il (o)

e ci0 comporta che, per tutti gh h (con h abbastanza plccolo) si ha che la differenza a primo membro ¢
strettamente positiva e quindi X, ¢ punto di minimo forte.

Analogamente si dimostra il caso di punto di massimo forte.

Nel caso di punto di sella, la non definizione del differenziale secondo sta ad indicare che nell’intorno di x,
esistono punti che stanno sotto e punti che stanno sopra di esso.

Facciamo ora un esempio nel casoincuin=2. f: A R> = R . Sia X, € A un punto critico per f. Allora:

‘H s (xo)‘ >0 e f, >0,allora x & un punto di minimo relativo forte per f.
‘Hf (XO)‘ >0 e f_ <0, allora xy & un punto di massimo relativo forte per f.
‘Hf (xo)‘ <0, allora x4 & un punto di sella per f.

Dire infatti che ‘H f (xo )‘ >0, equivale a dire che gli autovalori hanno tutti lo stesso segno. Il loro segno poi lo

vengo a conoscere quando testo il segno della f,, (che sta sulla diagonale di Hy). Infatti, abbiamo detto che
I’Hessiana ¢ la matrice associata al differenziale secondo.
Gli autovalori del differenziale secondo saranno quindi dati dalla seguente equazione:

fou—=2 [y
det(H ,(x,)-A-1,)=0= fo fa-h

Da questa si desume che il segno degli autovalori A; € A, € lo stesso per entrambi quando I’Hessiana & positiva.
In questo caso ¢ sufficiente vedere il segno di fy (o fy, , in quanto anche queste due derivate avranno stesso
segno) per capire se il punto x, € punto di minimo o di massimo. Se invece I’Hessiana ¢ minore di zero, allora gli
autovalori avranno segni opposti e quindi X, saraun punto di sella.

Si noti infine che se I’Hessiana risultasse essere nulla, allora dovremmo procedere in altro modo per capire se il
punto X, € punto di minimo, di massimo o di sella (ad esempio andando a testare i valori di f in un intorno di x;).

=0=> A" - (xx+ . l+‘H xoj 0
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Massimi e minimi vincolati o condizionati

Facciamo un esempio di estremo vincolato. Si voglia calcolare il massimo del prodotto di 2 numeri non negativi,
sapendo che la somma di tali numeri ¢ 1.

Quindi avremo che f(x, y) =Xy ed avremo due vincoli: X+ y =1 ed inoltre x,y >0.
Ottengo la funzione implicita y =1—x, da cui (p(x) = f(x,l - x) =x- (l - x) )
Derivo ¢ ed ottengo (p'(x) =1-2x . Questa derivata devo imporla nulla in maniera da trovare il punto critico.
|
@'(x)=0=x= 5
Ora derivo ancora @ per conoscere il segno della derivata seconda nel punto x =% (p”(x) = -2 (sempre).

1 1
Quindi il punto x = %2¢ un punto di massimo e qui vale (p(EJ = max(x . y) = Z .

Questo pero non significa che il punto x = % sia punto di massimo per il prodotto (x . y) in generale. Questo
vale solo quando sono validi i vincoli imposti in precedenza (x ed y non negativi ¢ che abbiano somma pari a 1).

g (xl,...,xn)= 0
Siaora f:AC R" > R, con A aperto di R" . Sia I una varietadi equazioni )
g, (xl,...,xn): 0

1l sistema di equazioni posso vederlo come G = (gl,...,gn):A C R"— R", con G derivabile. Questo in

ﬁ(gl,...,gn)

6(x1 e X, )
dimensioni n-r (come visto nei capitoli precedenti).
Siaora ¢ : I < R+ T con I intorno di 0 (si noti che ¢ & una funzione in una variabile).

particolare significa che il rango della matrice ¢ r (infatti G va da R" a R"). Quindi T ha

Valga inoltre ¢(O) =x, €I . Allora ¢ si dice curva su I'passante per X, (I’avevamo giavisto).

Si noti che V¢ (e 1 ) : (G((])(t )) = 0), cioé utilizzando la t come un “cursore” e spostandolo su tutto ’intorno 1,
la mia ¢ soddisfa sempre il sistema di equazioni che definisce la G (e quindi la curva sta su I').
Ora posso dire che Xy ¢ punto critico (o stazionario) per f, vincolato (o condizionato) su T < V@, curva

! !
differenziabile, su T, passante per x, vale (fO(])) (0)= 0, cioe (f(¢(0))) = Vf(xo)-(])'(O): 0. Questo
significa che il vettore tangente a ¢ (cio¢ la sua derivata) ¢ tangente anche ad f (infatti & ortogonale al gradiente

di f, che come noto ¢ ortogonale a tutti i vettori tangenti). Questo significa anche che il gradiente di f ¢
ortogonale a I" nel punto x,. Si noti che questa definizione di punto critico vincolato ¢ diversa dalla definizione

di punto critico normale in quanto in quest’ultima era sufficiente che Vf (xo ) =0. Si nota bene quindi che un
punto critico vincolato pud anche non essere un punto critico normale per f.

Si noti, inoltre che f o & la restrizione di f sulla curva ¢.

Ora che so che x, ¢ un punto critico vincolato, posso dire che:

e X punto di massimo relativo condizionato suT, per f < JU (e I, ), ‘v’x(x elNU=f (x) <f (xo ))

* X punto di minimo relativo condizionato su T, per f < 3 U(e I, ), ‘v’x(x el'nU= f(x) 2 f(xo ))

® Xy punto estremante condizionato su I', per f < Xy punto di minimo o massimo relativo condizionato su I',
per f.
Posso inoltre dire che se x, € punto estremante condizionato su I" per f = x, ¢ punto critico vincolato per fsu I'.
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La ricerca dei punti estremanti condizionati

Continuiamo ad utilizzare i simboli introdotti nel capitolo precedente. Nel punto X, lo spazio normale a I" in tale

punto ha, come base, i gradienti delle g, cioé (VgI ,...,Vgn).

Abbiamo detto che Vf (xo) ¢ normale anch’esso a I" nel punto X, per cui fa parte anch’esso dello spazio

normale di cui abbiamo appena dato una base. Questo significa che posso trovare degli scalari Aj,...,Aq
n

univocamente determinati, tali che Vf’ (xo) = Zli Vg, (XO). Abbiamo poi visto che in veritala dimensione
i=1

(g, 8,)

di I' ¢ r in quanto questo ¢ il valore del rango della matrice {ﬁ} , quindi in verital’equazione appena
X5 X,

vista diventa Vf(xo ) = Zr:li -Vg. (xo )

i=1

-
Riscrivo 1’equazione come Vf (xo)—Zli -Vgi(x0)=0 e, ricordando la definizione di punto critico
i=l

p
normale, posso dire che xo ¢ punto critico della funzione F = f — Zli ‘g

i=1
Questo significa che i punti estremanti (xy,...,X,) per f su I' andranno cercati tra le soluzioni (Xy,.«.sXpsA1ses«shn)

Gxif—Zlkﬁxigkzo , i=l.n

del sistema (in n+r equazioni) k=1

gj(x):O , j=1.r
Ora devo classificare il punto critico (massimo, minimo o altro ?)

Sappiamo che x, € punto critico per f ed inoltre gli scalari Ay,...,A, fanno in modo che sia anche punto critico per
F. Indico con q la forma quadratica associata alla matrice Hessiana di F, calcolata in x,:

h,
g(h)="' ~H(F)|X0 h=[n .. h,,]-H(F)|XU -
hn
Indico poi con T(xy) lo spazio tangente a I in x,.
ox,g, .. Ox,g h,
Questo spazio ¢ costituito dai vettori h tali che ‘| ... |=0 (cioé dagli h che sono

oxg, .. oxg,| |h

n

ortogonali al gradiente di G).

e se q(h) ¢ definita positivamente su T(Xy), allora x4 ¢ punto di minimo relativo condizionato su I per f.

e se q(h) ¢ definita negativamente su T(xo), allora xy ¢ punto di massimo relativo condizionato su I" per f.

Si ricordi che il tipo di definizione di q(h) ¢ possibile averlo grazie al segno del determinante della Hessiana e
dal segno di una delle derivate della diagonale della Hessiana stessa.
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Superfici in R® v

A

J— o
Sia A un aperto connesso di R%. Siaanche A T < é e sia pure z: =A4. T

hiu; intermo |/
Supponiamo inoltre di avere 7 : T < R* > R’ e che questa sia continua.
L’applicazione r avra una  definizione simile alla  seguente: .
r(u,v)= x(w,v)-7 +y(u,v)-J +z(u,v) k . LS
Se ora ho che X = X(T), con X(T): (x,y,z)= r(u,v), allora ZA
diro che r parametrizza X. 5
Definisco (E,I”) come una superficie di R®, detta anche superficie di
equazioni X =r (u,v).
Come abbiamo giadetto, avremo che:

x = x(u,v) X=r(uyv) y

- - " >
X:(x,y,z)zr(u,v)z)(:xz + yj +zk con y:y(u,v) X
L

z=z(u,v)

dove x(u,v), y(u,v) e z(u,v) sono dette superfici parametriche della X.
Inoltre, se r & di classe CI* sull’interno T, allora anche la superficie T saradi classe CI*.

0\ def
In simboli: 7 € Clk(TJQ(Z,V)E Cl*.

Facciamo un esempio con le superfici cartesiane: sia f :7 C R* R esiaXil grafico di f.

Una parametrizzazione di Z¢ la seguente: V(x, y) =xi + yj +f (x,y)E .

Regolaritadi una sup erficie
Sia ora X una superficie di classe Cl' di equazioni X=r(u,v).
o def X z
Dico che il punto P, = r(uo Vo ) , con (MO,VO) el e regolareﬁrango{ o Y =2.
xv yv Zv (u
OsVo)

o

Dico inoltre che X & regolare > ogni punto Fy = r(uo,vo ) , con (uo,vo)e T, & regolare.
1o
0 1 f,

Ad esempio le superfici cartesiane di classe CI' sono regolari, infatti: rango

Significato della nozione di regolarita
a(x,y) a(y,z) o(z,x)
Au,v)” o(u,v)” o(u,v)
xl{ yu

X, W

sia non nullo

Dire che X sia regolare in Py=r(uy,v,y), comporta che uno dei minori

X
in (ug,Vp). Se per esempio non ¢ nullo il primo, ottengo P L= # 0. Allora, per il teorema

(“(]a"o )

x=xlwy) T
¢ possibile ricavare u e v in funzione di x ed y in un intorno di Py. Allora
y =)

avro la funzione implicita z = Z(u(x,y), v(x,y))z f(x,y), cio¢ la X, in un intorno di Py, ¢ una superficie
cartesiana.

Facciamo un esempio: la =+ R —)C2 -z , con (x2 + Zz)< R* , € ’espressione cartesiana dell’emisfero
destro della superficie sferica di raggio R e centro nell’origine.

del Dini, dal sistema {
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Un’altra parametrizzazione dello stesso emisfero potrebbe essere la seguente:
76,y)= Rseny cos8 -7 + Rseny cos@ - j + Rcosy -k
x = Rseny cosf
Avrd quindi { ¥ = Rseny cos@ come equazioni parametriche.
z=Rcosy

Definizione alternativa di una superficie

Sia F: A R’ — R, con A aperto ed F di classe CI".
Consideriamo I’insieme di livello £, = {(x,y,z): F(x, y,z): O}.
E, definisce una superficie X, se V(x, V, Z) ek,: (VF (x, y,z) # 0), tranne (al pit1) un numero finito di punti.
Basta infatti osservare che, in tali condizioni, in un intorno di ogni suo punto, Eq ¢ una superficie cartesiana (dal
teorema del Dini, come visto sopra).
Ipuntiincui VF =0 vengono chiamati punti singolari.
Ad esempio la x? + y2 +z> —R? =0 definisce implicitamente una superficie sferica, senza punti singolari, la
2 2
cui espressione ¢ —-+ Yo 2o 0.
a

b2

Ulteriori osservazioni sulle superfici regolari

Sia X una superficie di equazioni parametriche X = r(u,v) (con »

3 iniettiva).

Fissando prima la u e poi la v ottengo due “righe” definite come u —> V(L_l,v) e v—)y(u,\_/), che su X
tracciano delle curve.

In figura sono indicate due linee coordinate su X. Il punto indicato su X (I’incrocio di queste due linee) ha

. . —_— . . . . . l/‘ll :xu;+yu-}:+zllk
coordinate locali (u R v). Le equazioni di queste due linee coordinate sono _ N .
r,=xi+y j+zk

Moltiplicando vettorialmente le due linee coordinate, ottengo:

1 j ok
B N oy.z)- 8(Z,x)]—,+ ox.y) 7
5(%") a(u,v) 6(u,v)
X, Y, oz,

Si ha allora che X ¢ regolare in P =r (u,v) se e solose ¥, A7, # 0, cioé solo se r, ed r, sono indipendenti.
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Effettuiamo ora un cambiamento di parametri (detto regolare).

u =(p(S,t) ev :l//(s,l‘), con (S,l‘)e S e ¢ e ydi classe CI'. Sia inoltre 0

Allora ho una trasformazione che mi porta da S a T: (S,t) L d (u,v).

Avro quindi una 7(s,¢) =X (s,2)-7 + 3(s,2)- ] +Z(s,2)-k , con { 3(s,2) = y(o(s,1).w(s,7)).

Quindi sara 7(S,t) = r((p(s,t),l//(s,t)).

~ 0 0
o 2
Le derivate (lungo s e t) saranno 5 p § .
’]7; — ,/u _(p + ]/'v _l//
ot ot

Moltiplicando vettorialmente otterro:

]7;/\/]7;z(}’”a—(p—{—]/‘va—l//j/\(}’ua—(p—}—rva—l//j:(a—(p-a—l//—a—(p-a—l//)-(}"u/\]"V)za((p’l//)-(}/'u/\}"V)
ds Os ot ot s ot ot o (s,1)

Quindi, in pratica, ottengo che ¥, A7, # (IR 7\ /\7, # 0. Questo significa che la regolarita dei punti non

cambia se si opera una trasformazione regolare dei parametri.
Definisco come 7 ~ 7 (si legge 7 equivalente ad ¥ ) quando  ed ¥ sono legate da un cambiamento regolare
di parametri, con determinante dello Jacobiano positivo: in tal caso i vettori 7, A7, ed 7s A 17, hanno stessa

direzione e stesso verso (in ogni punto).

Riepilogo sulla parametrizzazione

A e (ii:iiiiﬁ_rmw
J ‘I‘]’j

y
>

>N

u
>

N

u

X = x(u,v)
X = r(u,v) = (x(u,v), y(u,v),z(u,v)) =><y= y(u,v) (forma parametrica)
2= =(u,v)

u=q(s,1) ~ - o

con (S,t) esS > (])(S,t) = ((p(S,t),l//(S,t)) = (u,v) (¢ trasformazione piana)
V= l//(s,t)
x=x(@(s,0Ly(s.1) =5 (s.)

Con la ¢ posso definire una 77 =7 o@ , ottenendo < y = y((p(s,t),l// S,t)) =yls,t

z=z(p(s,0)yr(s,0)) = Z(s.1

#0 inS.

~—
!
Il
=
=
Ny
~—

¢ & regolare < ¢ € CI' ed inoltre se

Copyright in 2001 by Cristiano Casadei 49



¢ mantiene la direzione del vettore normale ? (mi sto chiedendo se cambiando la parametrizzazione cambia il

olp.v)

vettore normale). Abbiamo visto che 75 A Z =— (Vu A I’V) > 73 /\7, ha stessa direzione del vettore
8(s,t)

normale 7, A¥,, quindi la risposta ¢: “cambiando la parametrizzazione (in maniera regolare) il vettore normale
non cambia).

ACAT

(s,1)
In questo caso si nota che il vettore normale mantiene (oltre alla stessa direzione) anche lo stesso verso del
vettore normale originale. Una equivalenza si indica con 7 ~ 7 .

Dico infine che una trasformazione di parametri & una equivalenza quando 3¢ :

Superficie di rivoluzione (in forma parametrica) Nz

Si ottiene ruotando una curva piana 7y intorno ad un asse giacente
nel piano della curva.

y=/10)

z=g(t)

10,t)= f(t)cosO -7 + f(t)sen@ - j +g(t)-k
dove (t,@)e Ix [0,277:].
La curva v, nell’esempio, si trova sul piano ZY (x=0).

Durante la rotazione di un punto di vy, il parametro t si conserva ==
(quindi la quota del punto resta invariata).

v'~<

Vettore normale e piano tangente ad una superficie parametrica
Sia ¥ una superficie regolare di equazioni parametriche X = r(u,v).

u=u\t
Parametrizzo ulteriormente le equazioni utilizzando la variabile e/ C R: ¥ :{ (()) , da cui ottengo la
V=V

nuova funzione & (t ) = l”(’)/ (t )) =r (u (t ), v(t )) , la quale rappresenta una curva tracciata su X.

Si noti che o € una funzione ad una sola variabile, ma a valori in R”.

Posso vedere quindi la 6 come G(t) =X= r(u(t),v(t)) = (x(u(l), v(t)),y(u(t), v(t)), Z(u(t),v(t))) .

Se ora derivo rispetto alla variabile t, ottengo:

o'(t)=(x, - w () +x, V()T + 0, w )+, V) ]+, -u'0)+z, V() k

che ¢ il vettore tangente a ¢ (e quindi a X visto che ¢ ¢ tracciato su di
essa).
Raccogliendo i vari addendi, ottengo:

o' (1) =r, (e} (e)-u' )+ r, (o) v(0))-v'(0)

I vettori r, ed r, (grazie alla regolaritadelle trasformazioni utilizzate)
individuano un piano: questo piano ¢ il piano tangente. Inoltre il loro
prodotto vettoriale individua il vettore normale.
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Equazione del piano tangente
Imponendo la condizione di ortogonalitaottengo 1’equazione del piano tangente (in pratica prendo tutti i vettori
che sono ortogonali al vettore 7, A7,):

<X - r(u,v), 7, (u,v)/\ v, (u,v)> =0
X—x(u,v) Y—y(u,v) Z—z(u,v)

In formato matriciale, fissato il punto (u,v), ottengo: X, Y, z =0.

X Vv, z

v

Orientazione di una superficie

Considero una superficie regolare X (cio¢ in ogni suo punto esiste il vettore normale al piano tangente).
In ogni suo punto pud essere preso, come versore normale, il versore 7 o —# (a seconda della
parametrizzazione scelta).

ru /\rv = ru /\rv

Questi due versori sono 71 = e —n=-—

v, NI, v, N1,

La scelta di uno dei due versori appena visti ci dal’orientazione della superficie.
X si dice orientabile se ¢ possibile effettuare una scelta della parametrizzazione regolare r di £, in modo tale che,

fissato P € X e considerata una qualunque curva regolare chiusa se X, passante per Py, si abbia che,

descrivendo tale curva, il versore 7 vari con continuita

Una superficie chiusa, connessa, orientabile, suddivide R? in due parti: una limitata (interna) e 1’altra illimitata
(esterna). Si puo dunque parlare di versore normale interno n; ed esterno n, .

Se si effettua un cambiamento di parametrizzazione regolare, il piano tangente rimane invariato ed il versore
normale (invariato in direzione) cambia di verso se lo Jacobiano del cambio di variabili ¢ negativo, altrimenti
mantiene anche il verso.

Per una superficie orientabile, l’orientazione (cio¢ l’insieme dei vettori normali) rimane inalterata per
parametrizzazioni equivalenti (che hanno Jacobiano positivo).

Una superficie orientata (regolare) ¢ un insieme X con una classe di equivalenza a parametrizzazioni regolari.

Bordo di una superficie

Sia X una superficie di equazioni parametriche X = r (u,v). Allora dico

che (Z,r) ¢ semplice < r 3 ¢ iniettiva.

Se re(Cl 1(T ) e T ¢ aperto, allora definisco bordo di X la differenza

0¥ =Y -3 (¢ la differenza della superficie ¥ rispetto alla sua

‘\

~

chiusura X in R’ /
Si noti che le superfici con bordo vuoto e limitate in R® si dicono chiuse ~ bordo
(ad esempio una sfera).

Superfici a pezzi

Y C R’ sidice superficie CI' a pezzi se esiste un numero finito di curve
regolari a tratti (spigoli) Yy,..., Y, contenute in X, che suddividono X in un
numero finito di superfici (facce) X; di classe

Il bordo 9%, in questo caso, ¢ 'unione dei bordi delle facce Z;, con
esclusione degli spigoli che appartengono contemporaneamente al bordo
di facce adiacenti.

Nella figura a lato, il bordo ¢ evidenziato in rosso e corrisponde agli
spigoli delle facce laterali non condivisi con altre facce (la faccia
superiore non c’¢).
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Integrale di una funzione vettoriale

Considero una funzione vettoriale 7 :/ R > R’ . In forma vettoriale sara 7 (t ) =7 (t ); +7, (t ) j+ 7, (l‘ )k .

Definisco come integrale della funzione vettoriale r il seguente integrale:

[]— = []’7 (£)di = 71]},- (¢)dr + ][ifrj (¢)dt + k Ij[rk (¢ )dr

b
Essendo 77'(1‘) = I’i'(t)lT + l”; (t)j +7, (l‘)/; , sardevidentemente I?’ = F(b) - 77(61) :

Proprietadell’integrale di una funzione vettoriale

b b

1. Considero un vettore costante € . Allora { C, F(t)dt = I<E,F(t)dt>
b b N> b N2 /b )2

A A

had
R
~

b
< JIrl
a

Curve in R®

Sia r una funzione vettoriale definita come 7:/ C R +> R’ ¢ sia essa continua in [ = [a,b].
Sia inoltre y ’immagine di I (tramite r).

La funzione r & detta curva di R®. Si dice anche curva di equazioni parametriche X = r (t).
Inoltre dico che r é:

e curva semplice se r ¢ iniettiva su [a,b[

e curvaregolare se r & di classe CI'(I) ed r’(t)20, Vt.

e curva regolare a tratti se 1 & suddivisibile in un numero finito di sottoinsiemi, su ognuno dei quali r ¢
regolare.

e curva chiusa se I=[a,b] ed inoltre r(a)=r(b).
Si noti che 1’orientamento di I induce (tramite la funzione r) un orientamento di .

t r
| |
— > > >
0\|/21‘E
I

Cambiamento di parametro

Considero la funzione vettoriale 7:/ — R+> R’ , regolare. Considero inoltre una ulteriore funzione
p:JcR—1.

Sia la ¢ derivabile e la sua derivata in tutto J non si annulli (in pratica sia strettamente crescente o strettamente
decrescente). Allora posso operare un cambio di parametro facendo 7(1' ) =rop= r((])(‘L' )), conTelJ.

La funzione ¢ ¢ detta cambiamento regolare di parametro. Inoltre:
e Se ¢’ >0, allora siamo di fronte ad una parametrizzazione equivalente e scrivo 7 ~ 7° .
e Se¢’<0,allora non posso dire che ¢ rappresenta un’equivalenza e scrivo 7 = —7 .
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Rettificabilitadi una curva

Considero la funzione vettoriale 7:/ R+ R> .

1(t2)

r(t3)

r(ty)
| | | S >
| . |
a b
t

Suddivido Pintervallo di definizione I. Ottengo un insieme D ={a =1,,t,,...,b =1, } i punti di I.

Costruisco la poligonale FD dei punti ty,...t, ed ottengo altrettanti punti Py= r(ty),... P,=r(t,).

Calcolo la lunghezza della poligonale come f Z” i Pj || .

Posso dire che la lunghezza della curva ¢ L(FD ) =sup/ (FD), cio¢ la lunghezza della curva tende ad essere
D

uguale alla lunghezza della poligonale man mano che aumenta il numero di sottointervalli di I.
Dico che se una curva (y,r) ¢ regolare => ¢ rettificabile (cio¢ la sua lunghezza L ¢ finita) e la lunghezza della

curva e L =0(y,r) j||r | = N (1) + (@) -ar.

Ascissa curvilinea o lunghezza d’arco

Sia (y,r) una curva regolare. In par“[icolare sia ¥ : [a b] cR—R’.

_[\/x 1)+ 22(¢)-dr.

Chiamo velocita scalare 1a quantita ”V (l‘ ” = v(t )

La lunghezza della curva sara ¢ ( ,r I

t
Allora la funzione § (t ) = Iv(u)du ¢ detta lunghezza d’arco o ascissa curvilinea. Si noti che nell’integrale ¢

a

stata usata la variabile u per non confonderci con la quantita t che ¢ il punto d’arrivo dell’integrale stesso.
La funzione S & strettamente crescente ed inoltre (per definizione) ho che S '(t ) = v(t ) >0.

Quindi posso trovare la funzione inversa (cammino inverso) = (S ) che posso interpretare come cambiamento
di parametrizzazione equivalente per la r. Infatti ho 7(5 ) = }’(l‘ (S )) .

Ad ogni valore di S, la funzione ?(S ) mi restituisce le coordinate del punto individuato sulla curva.

Sinoti che S € [O,é(y,r)], per come ¢ definito.

Per trovare il vettore tangente ¢ sufficiente derivare ed ottengo 7'(S )= r'(t (S)) t '(S ).

Inoltre 7 '(S ) =

)” , da cui ho che ||7'(S)| =1, cioé il vettore tangente, VS, & in veritd un versore

tangente a 7 nel punto 7(S )
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Integrale curvilineo di una funzione

Considero una funzione f:E C R’ R con E aperto connesso. Sia inolre r:[a,b]l—) R una curva

regolare a tratti.

b
Pongo J.f = I(f ° r)- ”r'(tm -dt = If(x,y,z)- ds , dove 7y ¢ la curva tracciata su E dalla funzione r.

¥
Questo ¢ un risultato importante in quanto il termine centrale (quello con la norma di r’) ¢ invariante per un
cambiamento regolare di parametro (in particolare non dipende dall’orientazione della curva in quanto non si
chiede che il cambiamento sia di tipo equivalente).
Se poi, in particolare, si utilizza una parametrizzazione equivalente 7 dove il parametro ¢ la lunghezza d’arco S
(come nell’esempio del capitolo precedente), ottengO'

JreJr=Jre6)as= [ri

dove chiaramente L ¢& la lunghezza di 7 .

Integrale curvilineo di un campo o di una forma differenziale (lavoro)
Considero un campo vettoriale f:QC R’ > R’ = f = (fl,fz,f3).
L’espressione @ = f,dx + f,dy+ f,dz si dice forma differenziale.
Se si pone dX =dx-i +dy-j+dz- k , allora @ = <f,dX> ¢ detto lavoro elementare del campo, relativo

allo spostamento dX.

r'(t)

definito il campo f). r(t+dt)

. 3 \ . \
Sia ora r: [a,b] > E < R’ una curva (dove E ¢ una regione dove &

Allora r'(t )-dt ¢ (approssimativamente) uno spostamento elementare r(t)
lungo la tangente alla curva.
Allora, la quantita < f or,r'(t)-dt> ¢ il lavoro elementare per lo

spostamento lungo la curvar.

Allora J W= I for,r ( )> -dt rappresenterail lavoro del campo, lungo la curva, a partire da r(a).
r
Si noti che questo valore ¢ invariante per curve equivalenti (che quindi mantengono 1’orientazione).
Il lavoro generalmente dipende dal percorso. Quando cid non avviene, allora il campo ¢ detto conservativo.

Affinché un campo sia conservativo, deve esistere una funzione scalare U(x,y,z) tale che VU = f . Tale

funzione U ¢ detto potenziale del campo.
In particolare il lavoro di un campo conservativo ¢€:
b

L= Jw [irer)= [GU)erry= 4 Wer) =Werk =UCo)-Ula)=U(r)-U(r)

R a a @7 Ulale)yp(e)(r))

Ricerca del potenziale

Supponiamo che I’integrale di f sia indipendente dalla traiettoria (quindi f € un campo conservativo).

X
Il lavoro ¢, come giavisto, (/)(x) = j<f o I”,r'> .Quindi V@ = f e questo significa che ¢ ¢ un potenziale.
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Teorema di Poincare

Sia Q un aperto convesso (cio¢, presi due punti qualsiasi di Q sia sempre possibile 0
trovare un segmento tutto incluso in € stesso che unisca i due punti di cui sopra).

Considero inoltre un campo vettoriale /:Q c R" > R" = f = (fl,...,fn).
Allora f =VU <0, f,=0,f,.per j,ke{l,...n}.

Diamone la dimostrazione.

convesso

L

Sia @ un punto di Q. Sia anche X un punto di Q e sia X =#x con x costante e ) <7 <1 (equazione parametrica
del segmento con parametro t). Sia 7y il segmento che va da w a X (tutto appartenente a Q in quanto quest’ultimo
¢ convesso ed i punti di confine sono interni del convesso).

Considero che il punto ® sia dato da un’equazione del tipo: a):f,dxl +f2d)c2 +...+fndxn (in questa
maniera mi preparo a cercare il potenziale), dove f = f (tx).
X, =t
Visto che <... , allora ho che f° (l‘x) =X (l‘x).
X, =tx,
Sostituendo ottengo @ = X, dX | +...+ X, dX .
1 1

Integrando, ottengo ja) = J<f(tx),x>dl =U(x)= J.l//(x,t)dt.
Y 0 0
Quindi il potenziale in un punto x ¢ dato dall’integrale di cui sopra.

1
Resta da provare che [ =VU, cioe che O,U=f,. Ora, so che O0,U= I(akl//(x,t))a't, dove
0

n n

owls)=0 31 = 30, e)e)= 300103 £ )

i=1 =
Se, come da ipotesi del teorema, ho che 8J.fk = kaj , ottengo 8kl//(x,t) = <ka (tx),x>t + £, (tx)
Pongo ora g(l‘) =1, (tx) , sostituisco ed ottengo akl//(x,t) = l‘g'(t)—i— g(t). Sostituisco ancora ed ottengo:

1 1 1
0,U(x)= [lig'(0)+ g()lde = [re ()], - [(t)dt + [(e)dt = g(1)= £, ()
0 0 0
Questo teorema vale per insiemi convessi, ma esistono delle generalizzazioni.

Generalizzazione del teorema di Poincare
Considero n=2, f € CII(Q). Sia inoltre f = )('(x,y)lT + Y(x,y)j e W= Xdx+Ydy.

La frontiera 0Q sia connessa e sia un’unica curva di Jordan (non vale quindi una superficie a forma di corona o
comunque “bucata”, in quanto avrebbe piu di una frontiera). Con n=2, questo significa che se ogni poligonale si
puo ridurre ad un punto senza spezzarla e senza uscire dall’insieme, allora questo insieme gode di connessione
lineare semplice (¢ piu debole della convessitd ma gli assomiglia). Con n=3 sarebbe: quando ogni superficie
poliedrica puo ridursi ad un punto o ad una poligonale senza spezzarla e senza uscire dall’insieme, allora questo
insieme gode di connessione superficiale semplice.

Allora posso dire che 0, X =0,V < f=VU.
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Integrazione multipla
Sia /:Qc R*+> R, con flimitata e Q= [a,b]x [C,d] rettangolare (per semplicitd).
D, :{xo =a<x <..<x,, <X, zb}

Eseguiamo due decomposizioni (una per le x ed una per le y):
{Dz :{yo =C<N <<V <), :d}
La decomposizione di tutto Q sara D = D, x D, .
11 generico intervallino di Q lo chiameremo Q. Su questo intervallino, la funzione ¢ dotata di estremo superiore
ed inferiore: m,, =1§121hff e M, = Sgglpf.
hk

S :S(D,f):zmhk "uz(Qhk)
S=S(D,f)=3 M, 1,Q,)

Costruiamo le somme inferiori e superiori: , dove W (Qpx) € la misura

dell’arco dell’intervallino Qp,. Az

Per />0, s rappresenta il volume di un

pluriintervallo contenuto in T'(f) (cilindroide),

mentre S rappresenta il volume di un

pluriintervallo contenente T'(f).

Per cilindroide si intende 1’insieme dei punti

P tali che la loro coppia di coordinate (X,y) p/
cada in Q e che la loro quota z sia compresa

' P '

Grafico di f

tra 0 e f(x,y) (compresi). Quindi intendo tutta
la “colonna” visibile in figura, base e “testa”
comprese.
s<S=>m-p,(Q)<s<S < M-, (Q),
cio¢ prendendo come unico intervallo tutto
I’insieme €2, ottengo che s ed S sono compresi
tra il minimo cilindroide (di base massima) ed
il massimo cilindroide (di base massima). L
Infatti le quantitda m ed M rappresentano
rispettivamente il minimo ed il massimo di f (@
su tutto € (che come detto ¢ preso come unico

intervallo).

\/'*<

?‘\x"'""""

\________________'\

>
\wk _‘________

Si noti che §< S a presindere dalla decomposizione scelta. Addirittura ho che prese due decomposizioni
diverse D’ e D*’, ottengo sempre che S(D',f) < S(D",f) e quindi anche S(D",f) < S(D',f).
Posso per questo motivo dire che vale sempre Sup S(D,f) <inf S(D,f).

D D

Dico che f ¢ integrabile su Q < sup S(D, f ) =inf S (D, f ) (integrazione nel senso di Rieman).
IS D
L’integrale di f su Q (che ha due dimensioni) & un integrale multiplo ed ¢ indicato con I f ocome JJ f.
Q Q

Dal punto di vista geometrico I’integrale multiplo rappresenta il volume del cilindroide I'(f), cio¢ in simboli:

p (/)= [[/ e,y )eedy
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Criteri di integrabilita
1. Il primo criterio deriva da quanto detto al capitolo precedente:

La funzione f & integrabile su Q < V8(> 0), D, : S(Dg ,f)— S(Dg ,f) <Ee.

2. Se f ¢ continua su Q (rettangolo chiuso) =» f ¢ integrabile su Q.

3. Sef ¢ generalmente continua e limitata =» f ¢ integrabile su Q.
La definizione di generale continuita implica che I’insieme dei punti di discontinuita abbia area nulla. In
pratica significa che i punti di discontinuita devono essere in numero finito e che la discontinuita in quei
punti non porti la funzione all’infinito.

Riduzione di integrali doppi

Sia f una funzione integrabile su Q secondo Rieman, con €2 = [a,b]x [c,d ]

Fissando una delle due coordinate ottengo una riga (verticale o orizzontale a seconda della coordinata che
blocco) su Q. Calcolando I’integrale multiplo su queste righe ¢ come su calcolassi I’integrale semplice su una
funzione che come unico parametro ha la coordinata non bloccata. Iterando il procedimento (andando quindi a
bloccare una delle coordinate in ognuno dei suoi infiniti valori possibili), ottengo un integrale di un integrale:

b
e Se Vye [C,d],HG(y) = Jf(x,y)dx , dove G(y): X f(x,X), allora la G(y) ¢ integrabile su [¢,d] e

risulta I I f (x, y)dxdy = '[ G(y)dy = Idy _[ f (x, y)dx.

d
e Analogamente per la x, se VXx &€ [a,b],ElH(x) = If(x,y)dy , dove H(x): V> f(g,y), allora la H(x)

b b d
¢ integrabile su [a,b] e risulta ” f (x, y)dxdy = J. H (x)z Idx J. f (x, y)dy :
Q a a c
e Posso ora combinare i due procedimenti di cui sopra e dire che se Vye[c,d],ﬂG(y) e se

Vx e [a,b], EIH(x), allora ”f(x,y)dxdy = Idy If(x,y)dx = J.dx _[f(x,y)dy .

Principio di Cavalieri

L’interpretazione dell’integrale doppio ¢ il volume del
cilindroide. Sfruttando la riduzione degli integrali doppi come
visto nel capitolo precedente, posso dire che se G(y) ed H(x)
sono due curve tracciate sulla superficie di f, allora il loro
integrale (rispettivamente lungo x ed y) rappresenta una sezione
del cilindroide. Se ora eseguo 1’integrale di questa sezione lungo
la coordinata restante (rispettivamente y ed x), ottengo il
volume del cilindroide, cio¢ I’integrale di f.

Geometricamente parlando, posso scrivere che

U, (FQ ( f ))= I,uz (SCZ(FQ ( f )))dy (guarda caso rispecchia &

la definizione di volume di un cilindro).
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Integrale multiplo di funzioni definite in insiemi non rettangolari

Sia f:Qc R*—R , con € non rettangolare, ma compatto e misurabile (per misurabile si intende cha la sua

frontiera abbia misura nulla).

f(PLPeQ

Racchiudiamo ora Q in un rettangolo R e definiamo una f ( ) {0 PeR_O
€

Si noti che se f € continua su €, in generale questo non implica che f sia continua su R, in quanto i punti che

stanno al di fuori di Q sono nulli mentre quelli che stanno sulla frontiera potrebbero esser non nulli. E quindi sui
punti di frontiera che potrebbero esserci i punti di discontinuita Essendo perd (per ipotesi)  misurabile, la
misura della sua frontiera ¢ nulla e quindi il numero di punti di discontinuitaé finito e la loro misura tendente al

nulla. Questo significa che se f ¢ continua su Q = [ ¢ generalmente continua su R.
Per i criteri di integrabilitiho che se f & continua su Q, allora f ¢ integrabile su Q. Analogamente ho che se [ ¢
generalmente continua su R, allora f* ¢& integrabile su R.

Quindi, ricapitolando, anche se il compatto su cui ¢ definita la funzione non ¢ rettangolare, la f* ¢ integrabile.

Dominio normale (semplice) rispetto ad un asse I o~
e Rispetto all’asse X: siano g;(x) e g»(x) due funzioni tali che g, (x) <g, (x) 0
Il dominio ¢ Q = {(x,y) eR* :a<x< b,gl(x) <y<g, (x)} /\/

e Rispetto all’asse Y: siano hy(y) e hy(y) due funzioni tali che /4, (y) h (y) A | g

Il dominio & Qz{(x,y)eRZ:CSySd,h,( <x<h }

Riduzione di una funzione definita in un insieme non rettangolare

0 ~
Supponiamo f continua e limitata nell’interno del compatto (2. Sia f I’estensione di f al rettangolo R. Allora

se [ ¢&integrabile, ho che f ¢ integrabile Se Q ¢ un dominio normale, allora f ¢ integrabile su Q e risulta:

e (Q normale all’asse X): J.J.f Idx If X y

a gl( )

d hly)
e (Qnormale all’asse Y): J:[f = Idy If(x,y)dx
Q ¢ Iy (J’)

La riduzione ¢ analoga alla riduzione per il rettangolo: la differenza sta nel fatto che gy(x) e g,(x) (o hy(y) e
h,(y)) sono variabili.
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Proprietadegli integrali
Sia Q limitato e misurabile. Sia inoltre f una funzione integrabile nel senso di Rieman. Allora:

1. L’integrale ¢ lineare: II ¢ f +C‘2f2 .Ufl +c, ijz

2. L’integrale ¢ monotono: f > g = ”.f 2 J-J-g
Q Q

fo < Qﬂfl

Teorema della media

infféﬁgfésupf

Y
misura
diQ

Se f ¢ continua e Q ¢ compatto, misurabile ¢ connesso, allora il teorema si specializza:
El(xoayo EQ |Q| J‘J.f f ano)

valore medio

Proprietaadditiva degli integrali
Siano Q; ed Q, due insiemi adiacenti ma non sovrapposti (tali, cio¢, che [, (Ql NQ, ) =0).

Se f ¢ integrabile su Q, e Q,, allora f ¢ integrabile su Q, U2, e vale ij = ”f + ”f .
Q,UQ,

Integrali tripli

Supponiamo di avere una funzione in tre variabili f(x,y,z), definita in T.
Integrando, ottengo un integrale triplo (analogamente all’integrale doppio visto fino ad ora):

[[1f = [ 7.y 2)etvedyez

Si noti che I’integrale triplo J.J. J.l = Volume(T ) = U, (T ) .
T

Domini normali in tre variabili

Siano o(x,y) ¢ B(x,y) due funzioni tali che & < ﬂ )
11 dominio ¢

Q:{(x,y,z)eR (x y)eDAa(x y) ﬂ(x J/)}

quindi Q sarail solido che si vede in figura.
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Riduzione degli integrali tripli
Analogamente alla riduzione di integrali doppi, non faccio altro che considerare “bloccate” due coordinate,
integrare per la coordinata rimanente ¢ poi integrare successivamente il risultato ottenuto.

Blx.y)
e Primo metodo: J‘J‘J.f = -dedy If(x,y,z)dz = jIF(x,y)dxdy
Q D alx,y) D
Flx.y)
Con questo metodo, considero bloccate la x e la y. Ottengo quindi una funzione ad una variabile (la z) di cui
faccio ’integrale. Se ora sblocco la x e la y, ottengo una funzione F(x,y) a due variabili della quale posso
fare I’integrale.

e Secondo metodo: ”jf = J.dx ” f (x, y,z)dydz

Con questo metodo, considero bloccata la sola x. In questo modo prendo una sezione di Q (la ). Questa
sezione ¢ bidimensionale e vi ¢ definita la funzione a due variabili della quale posso fare I’integrale. A
questo punto, sblocco la x e procedo con 1’ulteriore integrale lungo 1’insieme di definizione delle x.

Principio di Cavalieri per gli integrali tripli
b
Se la funzione f ¢ identicamente uguale ad uno, allora dico che U, (Q) = Jﬁz (Qx )dx .

a

Area di una superficie
Considero un dominio bidimensionale T associato (tramite una funzione r)ad una curva tridimensionale X.
ANEDY

A
v+dv

u u+du

TN

Un punto X di X & definito come X = r(u,v) =r u,v)f +r
X=n (Z/I, V)
Quindi le equazioni parametriche di X saranno |y = ”z( ,v).
zZ=r, (u,v)
Ora mi chiedo quanto vale 1’area della superficie curva in relazione ad un
rettangolino [u,u+du]x[v,v+dv].
Posso approssimare i lati curvi del rettangolino nel seguente modo:

(u+du,v)—r(u,v)=r,(u,v)du+o(du) , perillato AB
r(u,v+av)—r(u,v)=r,(u,v)dv +o(dv) , perillato AC

4B

Se non considero o(du) e o(dv), allora approssimo i lati AB e AC alle

derivate lungo u e v nel punto A.

Quindi, ricapitolando, approssimo 1’area del quadrilatero curvilineo con I’area del parallelogramma individuato
dei vettori rydu e r,dv.

L’area di un parallelogramma individuato da due vettori & pari a Area =||5 /\b”, per cui otteniamo che

I’elemento area, che & I’espressione seguente: dO = |l’u A rv|dudv :

Iterando questo procedimento per ogni rettangolino di decomposizione di T (e quindi di X), otteniamo 1’area

della superficie X: a(Z): IIdG = ”"I’u A rV”dudv .
D) T
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X=X
Nel caso di grafici cartesiani, ho che le equazioni parametriche sono { y =y

z=f(xy)

= = 7 9 = i . k
Quindi r(x,y):xi +yj +f(x,y)k da cui I”x(x J’) 1 fx(x J’)

i
- 2
Ottengo 7, A7, =|1 =—if, —Jjf, tk= ”rx /\ry” =1+|Vf|2
0
Alla fine, quindi ottengo I’area di una superficie cartesiana a(Z) = ”ﬂl + |Vf |2 dxdy .

T

—_ O
N N

Integrale superficiale

Sia = h(x,y, Z) una funzione a valori reali, definita su X (superficie regolare e semplice).
Allora Uhdc = ”(h ° r)”ru AT,
b T

L’integrale superficiale (¢ quindi 1’area della superficie) ¢ invariante per cambiamenti regolari di
parametrizzazione.

Sia, infatti, (u,v)ETH[(u,V)ER3 la parametrizzazione di X. Sia inoltre u=(p(s,t) e v=l//(S,l‘)

dudyv , supposto che I’integrale a destra sia definito.

(con (S,t ) € 5) il cambiamento regolare di parametri.

Pongo 7(S,l‘) = r((p(s,t),l//(s,t)) la nuova parametrizzazione di X.

Ricordiamo che 7, A7, = M : (ru AT, ) Si ha allora che:
o(s,1)
o) [olo.v)
W (u,v))r, Ar,|dudv = ||hF(s.0))FF A7 22 12 dsdt = ||(hor )7 AT |dsdt
[l PTG oty = eI~

Formula di Gauss-Green nel piano
Come scelgo ’orientamento di una curva ?

AN _ AN _

t n

‘
J Ly > J > >
i i

Dei due orientamenti in figura, quello giusto (orientamento positivo) ¢ quello a sinistra. Normalmente, infatti,

I’orientamento si costruisce in questo modo:

e il vettore normale n deve puntare i punti interni dell’insieme

e successivamente si costruisce il vettore tangente t in modo che rispetti la “regola della mano destra”: n ha
direzione e verso dell’indice, t quella del pollice, il medio indica il vettore risultante dal prodotto vettoriale
(nella figura a sinistra ¢ un vettore che esce dal foglio) che rappresenta I’orientamento della curva (in base
alla “regola del cavatappi” questo vettore indica un orientamento antiorario sulla frontiera della curva).

Quindi, una volta scelta il vettore tangente giusto, ottengo I’orientamento semplicemente seguendo la direzione

ed il verso di questo vettore tangente (o con la “regola della mano destra” e poi la “regola del cavatappi”).
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Supponiamo ora di avere un dominio normale rispetto all’asse X che chiameremo D.

a<x<b

Quindi con @ e @, regolari a tratti.
¢, (x) <Y<, (x)

Supponiamo di avere una funzione F(x,y) definita in D che possa essere scomposta come

F(x,y)=Plx,y)i +0(x,7)j .

Sia anche F di classe C/' (D) (nella chiusura di D).

Posso allora dire che J-J.Py =— Ide , dove con 9'D indico una parametrizzazione inettiva, regolare a tratti,
D D

che dia un orientamento positivo a dD (cio¢ alla frontiera di D).

Dimostriamolo:

sfruttando la riduzione dell’integrale, posso dire che
b o(x) b
[[P, = Jax [Pdy= [[P(x.0, ()~ P, (x))Jx
D a <p](x) a

Invece, adesso calcoliamo — I Pdx .

a'D

Scegliamo una parametrizzazione che mi dia orientamento positivo, cio¢ che : ;
vadadaoa P ayadepoidinuovo ad o. : :b>
—_ X = a
off: , a<t<b

Y=o, (t )
— [x=b
By : , (b) <t<Q, (b) (integrale nullo)

y =

— — x=-1
-0 =0y : , a<t<h (ho invertito I’integrale corrispondente)
V=9, (t )
o0 =00 : ;0 o, (a) <tLQ, (b) (ho invertito I’integrale corrispondente che pero € nullo)
y =

Combino i risultati ed ottengo:

b b b

- Ide = _Ip(la(pl (t))dt+ Jp(t,(l)z(l))dl = I[P(ta(Pz(t))_P(la(Pl (t))]dt

o*tD a a a

Confronto questo risultato con quello ottenuto in precedenza e posso quindi affermare che ”Py =— J‘ Pdx .
D "D

In maniera analoga posso ragionare nel caso in cui D sia un dominio normale rispetto all’asse Y.

In questo caso ottengo J.J.Qx =+ IQdy .
D oD
Combinando questi due risultati, ottengo la prima versione del teorema di Gauss-Green:
sia D un dominio limitato, tale che dD ammette parametrizzazione inettiva (curva di Jordan, cioé superficie
senza buchi), regolare a tratti e che sia normale rispetto ad entrambi gli assi.

Sia F una funzione definita in D ¢ tale che sia ' = Pi +Qj ,con F e Cl' (5)
Allora si ha che .”(QX -P, ) = dex +Qdy .
D

a*D
Come abbiamo visto, pero, una condizione del teorema ¢ che il dominio abbia come frontiera una curva di
Jordan, cio¢ una curva unica (nel caso di un dominio “bucato” la frontiera ¢ formata da piu parti).
Come posso agire nel caso di un dominio che non ammetta come frontiera una curva di Jordan ?
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Dominio S-decomponibile

Un dominio S-decomponibile (o ammissibile) ¢ un dominio D la cui
frontiera ¢ costituita da parti disgiunte ognuna delle quali sia suscettibile di
una parametrizzazione inettiva, chiusa, regolare a tratti che induce su di
essa una orientazione positiva. Inoltre D ¢ decomponibile in sottoinsiemi,
ognuno normale rispetto ad entrambi gli assi.

Teorema di Gauss-Green per domini S-decomponibili
Se D & S-decomponibile ed inoltre ho che F = (Pl— + Qj) eCl' (5) , allora JAJA(QY -P, ) = dex +Qdy .
D o'D

o [
Infatti, essendo D S-decomponibile, ho che D = UDI. , DiﬂDj =0 , D; normale rispetto ad entrambi

gli assi. Per cui posso scrivere che .”(Q‘ —-P ) = Z J.J.(Qx -P )2 Z J.de +Qdy = J-de +Qdy .
D i D i

L o'D; oD

Applicazione del teorema di Gauss-Green
Calcolo I’area di un dominio D ammissibile attraverso un integrale di frontiera.
Chiaramente deve essere P,Q € CI' (5 ) (condizione del teorema).
11 teorema mi dice che J.J.Py =— dex e che J.J.Qx =+ IQdy.
D o*D D oD
Allora, per P=-y ¢ Q=x, ottengo — ”dxdy = jydx e J]dxdy = jxdy .
D oD D

a'D

Combino ed ottengo Area(D) = ”dxdy = % I— ydbx + xdbx .
)

"D
. . . . . . x )y
Calcoliamo ad esempio I’area di un ellisse di equazione —+ b—z =1.
a
) ) X =acost
Parametrizzo la frontiera: , 05 <L2m.
y =bsent

2r
L’area sara Area(D) = % I(ab cos’ t+absen’ t)dt =m-ab.
0

Divergenza e rotore di un vettore
Considero un campo di vettori v: A < R’ — R> con ve CI' (A)

Un qualsiasi vettore di v saradato da v = Z Vv, -€; , dove con ¢ si intendono i versori della base.
i
_ . A Y ov, Ov, Ov, Ov,
Chiamo divergenza di v la quantita divy =) —L=—+4+—=4—,
—O0x, Ox Oy Oz

1

. . v, v, |- (6\/1 v, j_, ov, Ov -
Chiamo rotore di v il vettore Totv=| ———= i +| ——— |j +| ——— |k
oy 0z 0z Ox ox Oy

Considerando ora v=F e ricordando che F = Pi + Q} , ottengo dei vettori che stanno tutti sul piano XY.

Il rotore di v (cio¢ di F in questo caso), saraquindi I‘Ot(F ): (QY - Py )1; , cio¢ il rotore € un vettore normale al
piano XY (ha un’unica componente parallela all’asse Z).

Quindi posso dire anche che rot, (F =0, - Py (considero solo questa componente).
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Osservo ora che se D ¢ ammissibile, allora posso dire che J.de—i- Qdy = J.<F,T+> , dove con T" indico il

oD aD
versore tangente che induce una orientazione positiva di dD.
b
i [P+ Qcty= [IP((0) (0 0)+ 0G0 0y
) a

X'(0)i +y'(t);

VY + (O

. < . +
Ora, il versore T & definito come 7" =
&

Ora calcolo:

+ ' x’([) y,(t) ' 2 ’ 2
Vs = 1| PLee)10). O 0) SR OO =
e = P+ ) T YO

[P, O+ O(e0) o)y (e

Da cui segue 1’asserto.

Teorema di Stokes nel piano

Riprendendo i risultati ottenuti nel capitolo precedente e combinandoli, posso dire che:
[Jrot.(F)= [(F.T7)
D oD
dove, come detto, T & il versore tangente nel senso positivo di dD.
In pratica questo teorema dice che il flusso di rot F attraverso D, nella direzione e verso di k, coincide con il
lavoro (ciog la circuitazione) di F lungo dD, calcolato nel senso positivo.

In soldoni posso dire che il rotore di un campo vettoriale piano rappresenta la densita superficiale di
circuitazione di F in un punto (mi daquindi una misura di quanto ruota F per unitadi area).

Teorema di Gauss nel piano
Parto dalla equazione J-J-(QX — Py ): Ide + Qdly e poi pongo -Q=P e P=Q.
D

o'D

Ottengo cosi J‘J‘(Px +0, ) = J.— Qdx + Pdy .
D o'D

dy - dx -
Prendiamo la definizione del versore normale esterno: 7, = —yl ———] (dove S ¢ la lunghezza d’arco).
A A)
: . - dy -
Prendiamo anche la definizione del versore tangente: 7' =—i + d_ ] .
A S

Il versore T € preso in modo che induca un orientamendo positivo di dD.

, . dx dy
Posso allora dire che a:[)— Qdx + Pdy = 6zl;<— Qi +Pj ,T>dS = 62[(— Qg + Pg)ds = a15<F, n, >dS :

Questo significa che J-J-diVF = I<F ,n€> .
D aD

Cio¢ il flusso uscente di F da dD & uguale all’integrale della divergenza di F in D.
La divergenza di F in un punto p, rappresenta la densitasuperficiale di flusso uscente in quel punto.
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Teorema di Stokes nello spazio

Generalizziamo allo spazio R® I’eguaglianza IIrOtZF = I<F A +>.
D oD

Sia ¥ una superficie semplice, regolare, orientabile, con bordo

parametrizzabile come curva chiusa, regolare a tratti. La

parametrizzazione sia datada 7 :T — R*> - R’

Assegnato il versore n,, normale, viene individuata la faccia positiva e

la faccia negativa di X.

Posso dire che dX (bordo di X) ¢& orientato positivamente, se

immaginando di camminare percorrendo dX sulla faccia positiva (la ox
direzione ed il verso piede-testa sono gli stessi del versore n.)

mantengo alla mia sinistra i punti di X.

In pratica il versore n, vede sempre come antioraria I’orientazione positiva di X.

Considero r definita come 7:T < R* — R’ , con T aperto la cui frontiera ¢ parametrizzata come curva
semplice, chiusa, regolare a tratti. Inoltre considero 7 € CI/ : (T )

I/'ll /\VV

Il versore normale alla curva r su X sara n, =r = . Prenderemo questo versore come versore normale

v, N\,
che indichi la faccia positiva di Z e quindi la sua orientazione positiva.

Passando il bordo di T alla funzione r, ottengo il bordo di X: r(aT ) =0X.

Considero ora una parametrizzazione di dD chiusa, semplice, regolare a tratti che orienta positivamente JT ¢ la
indico con O (l‘ ) = (u(t ), v(t ))

Allora posso dire che ¥ o0 ¢ una parametrizzazione di dX come curva chiusa, semplice, regolare a tratti,
orientata positivamente.
Se ora dT non ¢ unica ma ¢ costituita da punti disgiunti yy,...,¥ parametrizzabili come curve chiuse, semplici e

regolari a tratti ed inoltre se T & S-decomponibile, allora posso dire che 071 = U’)/ © ©€che 0 = Ul“k , dove
k k

con Iy indico parti disgiunte di 0X definite come I', = 7’(’)/ k )
Introducendo una parametrizzazione oy semplice, chiusa, regolare a tratti, che orienta positivamente la vy
associata, allora 7 o0, ¢ una parametrizzazione di I'y semplice, chiusa, regolare a tratti che conferisce a I', una

_ _ v, AT
orientazione positiva rispetto al vettore 7, =7 = ——

I/‘ll /\rV

Considero ora che X < A con A aperto, e che un campo di vettori ' = Pi +Qj + Rk sia di classe CI' (A)
Allora posso dire che J.J.<r0t F,n, >d6 = J-<F , I +> dove T' ¢ il solito versore tangente a 9 nel verso
s oz

positivo di 0X rispetto all’orientazione data da r.
Posso riscrivere 1’eguaglianza di cui sopra nella maniera seguente:

”[(Ry -0, )cos(ﬁe ) )+ (P.—R, )cos(ﬁe ,j)+ (Qx - P, )cos(ﬁe , k)]dc = Ide +QOdy + Rdz

b o'z
dove 9'X indica una parametrizzazione del bordo, semplice, regolare a tratti che conferisce al bordo stesso una
orientazione positiva rispetto ad n..
Posso infine asserire che il flusso del rotore di F attraverso X nella direzione di n, ¢ uguale al lavoro (cio¢ la
circuitazione) di F lungo 0X nel verso positivo di dX rispetto ad n..
Questo teorema pud estendersi alle superfici X orientabili, regolari a tratti, che si possano decomporre

o o

nell’unione di un numero finito di superficie Z; tali che X;MX; =0 . Ad esempio nel caso del cilindro posso
scomporre la superficie del cilindro stesso in due semicilindri, i quali rispettano le condizioni del teorema.

Copyright in 2001 by Cristiano Casadei 65



Teorema della divergenza nello spazio Nz n

Green diede la seguente formulazione del teorema nel piano: %

_ﬂdivF:m[(F,ﬁe). .-

Vediamo ora di generalizzarlo allo spazio, come fatto con il e )y
teorema di Stokes.

Sia Dc R’ un dominio limitato la cui frontiera 9D sia
parametrizzabile come superficie chiusa, regolare ed orientabile. k -
Sia inoltre la sua orientazione quella corrispondente alla scelta T

del vettore normale esterno ne.
Supponiamo, per ora, che D sia normale rispetto all’asse Z: n

D:{(xayo )ER (pl(xy) Z<(p2(xy)(xy)€BCR2} B
con B aperto connesso di R* ¢ @,,p, € Cl' ( ) . X

Sia ora F=P7+Q7+R/€.

Allora posso dire che J.J. R = _[ RCOS(?ZE,];)C/G.

D oD

Infatti J. J. JR = ”dxdy '[R dz = ”[R X, ,9, (x y)) (x, V,0, (x, y))]dxdy.

o (x.»)

Inoltre, se considero F' = Rk , ho che IIIdiVF = J.J. F,ﬁe da) = ”J-dexdydz = I RCOS(ﬁe,E)dG .
D & D D

2

V'\<

Adesso calcolo I’integrale superficiale e noto che principalmente ho tre situazioni distinte:

. ST zmgxy). 7, = 0.7 01,7 - ) io =i+ vo

+[vel
o SuZzgu(xy) ﬁe=(_(p“l_(p2y]2+k),d0= 1+[ve,|
1+[ve,|

e su X (pareti laterali del cilindroide) ho che 7, 1k e quindi I’integrale si annulla.

Quindi alla fine ottengo:

[[Reos(. R o - ”%ﬁy» ”Ww MG 3.0. (5.9~ RG532, o Dhiscs

che confrontato con quanto ottenuto per .”J‘RZ , mi dimostra 1’eguaglianza J.J. R = I R COS(ﬁe ,]; )dG .

Analogamente posso ricondurmi al caso di D normale rispetto all’asse Y: II JQ IIQ cosin,, ])dG ed al
oD

caso di D normale rispetto all’asse X: J‘”'Px = J:[P cos ﬁe ,i )dG )
D D

Sia ora D normale rispetto a tutti gli assi cartesiani e sia F' = Pi + Q} +Rk un campo di classe CI'(D).

Si ha che _gj.diVF = é|.D‘|.<]*_',ﬁ(_)>a76.

11 flusso uscente da dD di F eguaglia I’integrale della divergenza di F in D.

Il teorema della divergenza si estende a domini limitati la cui frontiera ¢ costituita dall’unione di un numero
finito di superfici ¥; chiuse, regolari, orientabili e disgiunti e che siano decomponibili in un numero finito di
sottoinsiemi normali rispetto a tutti gli assi cartesiani.

Anche in questo caso la divergenza di F in un punto rappresenta la densitadi flusso di F in quel punto.
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Equazioni differenziali: introduzione

Consideriamo il cosiddetto modello di Maltus: evoluzione di una popolazione isolata con unici fattori di fertilita
e mortalita Di seguito riporto alcuni simboli che utilizzero per indicare certe quantita

e N(t) ¢ il numero di individui al tempo t

e A ¢ il numero di nati, per individuo, nell’unitadi tempo (se ad esempio su una popolazione di 1000 individui

_ 60 =0,03)
1000-2

e U ¢ la percentuale di individui morti nell’unita di tempo (se ad esempio su una popolazione di 1000

ho 60 nati in due anni, allora A = (

individui ho 4 morti in due anni, allora {f = L =0,002)
1000-2

e (A-p) =& sarail tasso di variazione del numero di individui per unitadi tempo e per individuo.
N(t+Ar)-N(7)
At

R _ N(t+At)-N()
tendente a zero, otterro la variazione di individui istantanea al tempo t: lim A
At—0 t

In un intervallo di tempo At, ho una variazione di individui pari a . Facendo il limite di At

= N'(t). Questa

variazione istantanea equivale alla derivata nel “punto dell’asse temporale” t della funzione N(t).
Questo valore equivale al tasso di variazione del numero di individui per unitadi tempo e per individuo (A-p),
moltiplicato per il numero di individui al tempo t.
In altre parole ho che N '(t ): ()»— /.L)- N (t ), cio¢ ho una equazione in cui compare sia la funzione normale
che la sua derivata.
Come si risolve una equazione del genere ? Facilmente:
’ _ _ . ! _ — —&t | ! _ — —& :
N'(t)=(A-p) N(t)= N'(t)-eN(t)=0= e -(N'(t)-eN(t))=¢ ™ -0 = integro =
e ple=n (1)) 0
—et _ R
=e N(t)— c = N(t)—c e

costante

Quindi, in definitiva, il numero di individui in un certo istante t si trova risolvendo N (t ) =c-e”.

Cosa rappresenta la costante ¢ ? Rappresenta il numero di individui al tempo t,.Quindi N (t ) =N (t o ) e”.

Se il tasso di variazione € ¢ negativo, allora la popolazione tenderaall’estinzione (pitt morti che nascite).

Se il tasso di variazione € ¢ positivo, allora la popolazione cresceraesponenzialmente.

Se il tasso di variazione € ¢ nullo, allora la popolazione si manterrain numero nel tempo.

Si tenga conto che il modello di Maltus ¢ semplicistico. Non tiene conto delle risorse ambientali, considera i
coefficienti di fertilitae di mortalitaicome costanti.

Un modello migliore ¢ il modello logistico. Esso parte da un semplice presupposto: una popolazione piu
numerosa comporta un maggiore dispendio di risorse ambientali che quindi influiranegativamente sul tasso di
crescita (diminuirail coefficiente di fertilitaed aumenteraquello di mortalitd).

Questo nuovo modello introduce una nuova equazione (in verita parte da quella appena vista ed introduce un

nuovo coefficiente): N'(l)=8N(t)—%N2 (l‘):> N’(t)= 8N(Z)-|:1—NT(I)}.

. € 2 e . . . . . .
Il termine —;N (l ) “mitiga” il termine giavisto in precedenza EN (t ) e dauna misura del cosiddetto “attrito
sociale” che ¢ proporzionale al numero di incontri per individuo, nell’unitadi tempo.

Studiamo questa equazione indicando N(t) = y(l‘) ,E€=a, % =b> y= ay(l - by).

Due soluzioni dell’equazioni sono y=0¢ y=—.

Studiamo le altre soluzioni:

dy

y dt dy
——=a= | —dt=|la-dt= |———=at+K
= Rty = led= Fayy =

Copyright in 2001 by Cristiano Casadei 67



Ora ho che I¢=ln|y|+ln ! +K, =lnL+K2
y(1-by) 1-by
da cui segue che In =at+ K :> = -ew
l—by K= K|+K2 o=

1
Se 0< y<—,hoch tz—.
) Y b Ocey() l+c-b-e”

Suppongo ora che al tempo t=0 la y(0) = & (sempre con 0 < g < %).
c

=>Cc=
1+ch =5 1-&b

geat
1-b& +Ebe”

funzione di &, ottengo un grafico simile al seguente (comportamento asintotico):

Ottengo y(O)

che ¢ la condizione iniziale. Sostituisco ¢ nella equazione di y(t) ed

ottengo y( ) . Tornando ora ai simboli originali e graficando I’andamento di N' (t ) = y(t ) in

N(t)

»
v

Un nuovo modello che tenga conto del numero delle prede e dei predatori all’interno di un ambiente ¢ il modello
preda-predatore di Volterra.

Sia x = x(t ) il numero delle predeed y = y(l‘ ) il numero di predatori.

X
Allora ho che —=a— by, la quale mi dice che il tasso di crescita delle prede per individuo (tasso relativo) ¢
X

costante in assenza di predatori (y=0), ma descresce linearmente con y (cio¢ se ci sono predatori, il numero delle
prede tende a decrescere).

Inoltre ho che “— = —c+ dlx, la quale mi dice che il tasso relativo di crescita dei predatori ¢ costante (negativo)
in assenza di prede (x=0), ma cresce linearmente con x (cio¢ se non ci sono prede, i predatori muoiono di fame,
mentre se le prede ci sono, 1 predatori mangiano e si riproducono).

=a-by
Questo modello ¢ quindi dato dal seguente sistema: , cona,b,c,d>0.
=—c+dx

e R IR

Passiamo ora ad altro: la legge di Newton.

Questa legge descrive il moto unidimensionale di un punto ed ¢ definita come j = f (l ,y,j/), dove 7 ¢ la
variabile temporale, y ¢ la posizione del punto, y la sua velocitae ) la sua accelerazione (che corrisponde
alla forza diviso la massa del punto). Per poter lavorare con questa legge ¢ necessario conoscere le condizioni

iniziali, cioé il valore di y edi J al tempo t). E chiaro che cercheremo le soluzioni delle posizioni y(t ) .

68 Copyright in 2001 by Cristiano Casadei



Alcune definizioni
La seguente y(")(t) = f(t,y(t),y(l)(t),...,y("_l)(t)) si dice equazione di ordine n in forma normale.
Sinotiche f:DcC R™ > R eche y(l)(l),...,y(")(t) sono le successive n derivate di y(t).
() (n-1) _ g, - L
La seguente y (l)+ a, (t)y (t)+ ..ta, (t)y(t) b(l‘) si dice equazione lineare di ordine n.

La seguente y(n)(t)zf(y(l‘),y(l)(l‘),...,y 'H)(t)) si dice autonomia in quanto il secondo membro non
dipende esplicitamente da t.

Chiamo soluzione ed integrale di y(")(t) = f(l‘,y(t),y(l)(l‘),...,y("fl)(t)) una funzione y = (p(t) definita in
I cR, differenziabile n volte, tale che (l,(p(t),(p(l)(t),...,(p(n_l)(t))e D e
0" ()= (t.0(0). 0" (¢).0" (1)), Viel.

Sistemi del primo ordine
yl zfi(tayla'--ayn)

Chiamo sistema del primo ordine un sistema definito come
V=S 2,)
dove f,:DcR™ >R ey, (t),...,yn (t) sono le incognite.
11 sistema puo scriversi in forma vettoriale: y(t) = f(t,y(t)) ,dove f = (f1 ,...,fn) ey= (yl ses Vi )
Soluzione del sistema & una funzione @ : /  R+> R" tali che (t,(p(t))e De (/)(l‘): f(t,(p(l‘)), Vtel.

Le condizioni iniziali sono del tipo (p(t o ) =& e R", con & assegnato.

Posso dire che ogni equazione in forma normale pud trasformarsi in un sistema del primo ordine.

Infatti p") = f(t,y,y(l),...,y("_l)) .Pongo y, =y, ¥, = y(l),...,yn =y,
V=Y,
V2 =)s
Ottengo < ... che ¢ un sistema del primo ordine equivalente all’equazione di cui sopra.
Vot =V,
V= [210,)

I1 vettore che verifica il sistema sara (y(l‘ ),y(l)(t ),..., y(nfl)(t )), mentre y(t ) sarala soluzione dell’equazione.

Introduzione alle equazioni lineari

Considero y(n) +aq, (x)y("_l) +...+a, (x)y(l) +a, (x)y:f(x) dove f(x) rappresenta il termine noto
dell’equazione. Chiamo omogenea associata la stessa equazione con f(x) = 0. I coefficienti dell’equazione
resteranno gli stessi. Se a; € C/ 0 (I ) ,con I € R, allora le soluzioni di una sifatta equazione lineare omogenea

costituiscono uno spazio vettoriale di dimensione n.

n

Questo significa che y = (yl,...,yn)e V' con V spazio vettoriale. Ma allora anche y = Zciyi ¢ ancora
i=1

soluzione a prescindere dal valore delle costanti c;.

Se yy,...,ya costituiscono un sistema di n soluzioni indipendenti di una equazione lineare omogenea di ordine n,

n
allora I’equazione y =c¢,y, +c¢,y, +...+¢,y, = Zci Y, si dice integrale generale della equazione e, al
i=1
variare degli scalari ¢y,...,¢, fornisce tutte le soluzioni dell’equazione (questo dipende dal fatto che yi,...,¥n ,
essendo indipendenti, costituiscono una base dello spazio vettoriale delle soluzioni che ¢ di dimensione n).
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Per la motivazione ora segnalata una equazione lineare omogenea di ordine n ha sempre 1’integrale generale (&
necessario pero dimostrare che lo spazio delle soluzioni ha dimensione n, cio¢ che le soluzioni yy,...,y, siano

indipendenti).
»® .G
W) )

Per far ci0 calcolo il determinante del Wronskiano, cio¢ la seguente matrice W(x) =

sin Vx(W(x);t 0)< y,,...,, indipendenti
o Vx(W(x)=0)< y,,...,y, dipendenti

Equazione completa
Considero la y(n) + aly("fl) +.+a,y= f(x), con a,, f € Clo([).
Allora se y,) sono soluzioni di questa equazione = y — ) ¢ soluzione della omogenea associata.
Se inoltre due equazioni lineari hanno gli stessi coefficienti e diversi termini noti (rispettivamente f e @), allora
K,y + K,z ¢& soluzione della equazione che ha per termine noto K, /' + K, ¢, dove K, ¢ K, sono scalari ed y
(rispettivamente z) ¢ soluzione della equazione che ha per termine noto f (rispettivamente ).

Y ra )y v, (x)y = £(x)

" 4 g, (x)z("fl) +..ta,(x)z=0(x)
K,y + K,z verifica la w4 a, (x)w("’l) tota,(xw=K f+K,Q.
Questo ¢ chiamato anche principio di sovrapposizione.

Da queste considerazioni segue che y—)_/ZZCiyi con yi,...,yn soluzioni indipendenti della equazione

omogenea associata. Dunque y = Z ¢,y, + ) ¢&Ulintegrale generale della equazione completa.

Problema di Cauchy

Considero la  solita y(") +a, (x)y("_l) +...+aq, (x)y = f(x) con le n condizioni iniziali
y(xo ) =Uu,, y(l)(xo ) =u,,..., y("_l)(xo ) =1u,_, , dove chiaramante u,,...,u,; sono valori assegnati da noi.
Dato che, come visto al capitolo precedente, la soluzione generica ¢ y = Zci V;+y (con yp...,y, soluzioni
indipendenti della omogenea associata ed y integrale particolare della equazione di cui sopra), si ha che:

SR (xo)+ -+, (x0)= U _J_’(xo)

Clyl(l)(xo)+---+Cnyle)(x0): U _J_/(l)(xo)

clyl("_l)(xo)+ ot cny,(q"_l)(xo) =u,— f("_l)(xo )
(ho espanso la y = Zciyi + ¥ (prima riga) e ne ho poi fatto le derivate successive (righe dalla seconda in poi)

tenendo conto delle condizioni iniziali di cui ad inizio capitolo e spostando i termini di ).

Questo ¢ un sistema lineare nelle incognite ¢y,...,cp.

Poiché il determinante dei coefficienti di questo sistema equivale al Wronskiano W(x) ed essendo questo
sicuramente non nullo (dato che per ipotesi le soluzioni yj,...,y, sono indipendenti), si deduce che il problema di
Cauchy ha una soluzione ed essa ¢ unica.
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Formula risolutiva per I’equazione lineare del primo ordine
Considero una equazione definita come y' = Py+Q con y funzione incognita, P,Q € C/ 0 ([ )

Sia A una primitiva di P (cio¢ 4= IP). Supponiamo che vi sia una soluzione y dell’equazione (e sappiamo

oy 8 o g0 4 e N . A
che cio ¢ vero) e moltiplichiamo 1’equazione membro a membro per e™.

Otterremo eiA(y' — Py) =Qe ' = ye ™~ P e =Qe ™" che posso riscrivere come D(yeiA ): Qe
Pea

-4

Integrando ottengo yeiA = J.QefA + ¢ (con c costante arbitraria).
o - oA 4 -4
Quindi in definitiva ottengo y =ce” +e IQe .
Si noti che questa soluzione corrisponde all’integrale generale y =cy, +) dove e ¢ la soluzione della
omogenea associata e e’ J.QefA ¢ ’integrale particolare della equazione completa.

Come risolvo I’eventuale problema di Cauchy ? La condizione iniziale sarebbe y(xo ) =¥,

X X
Porrei inoltre A(x) = J-P . Procedendo come fatto in precedenza otterrei y = yOeA +e’ IQe_A .

Xy X0

Formula risolutiva alternativa

Considero sempre la ' = Py + Q. Prendo la omogenea associata ' = Py . Pongo A = IP .

Moltiplico per € * ottenendo e_A(y' - 5 ] =0 che corrisponde a D(e_Ay)I 0.

P=4
Integro quest’ultima equazione ottenendo e y=c=>y= ce” che ¢ I’integrale generale della omogenea

associata. Abbiamo pero detto che I’integrale generale della equazione normale ¢ nella forma y = ce’ + y

integrale

generale
omogenea
associata

dove ) & una soluzione qualsiasi della equazione normale. Utilizzando il metodo di Lagrange (vedi piu avanti)

possiamo dire che questa ¢ nella forma y = ’)/eA dove 7y ¢ una funzione da determinare (ad esempio con il

metodo della variazione della costante arbitraria, esposto piu avanti).

Sostituisco la ¥ nella equazione normale ¢ trovo lay: ' =Py+Q=ye'+ A'e'y=Pr"' +0,
questi due sono uguali perché P=A'

da cuiottengo ye' =Q =7y’ =e 'O =y = J.efAQ .

Combinando la soluzione precedente (I’integrale generale della omogenea associata) con quest’ultimo risultato

('integrale generale della equazione normale) ottengo la soluzione Y =ce’ +e” Ie_AQ che ¢ lo stesso
%,_/

))
risultato ottenuto con la formula risolutiva precedente.

Il caso dei coefficienti costanti
Considero la )" = Py + Q(x) con P e R costante.
Risolvo la omogenea associata )’ = Py ricercando soluzioni del tipo e™ con A€ R da determinare.

Sostituisco questa soluzione all’equazione ottenendo (l - P)eM =0,dacui A—P=0= A=P (in quanto
I’esponenziale non si annulla mai e quindi ’unica soluzione ¢ quella che annulla il termine tra parentesi).

. Px o 1s: .
Dunque in questo caso ) =ce’" & I’integrale generale della omogenea associata.
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Sempre nel caso dei coefficienti costanti, un integrale particolare dell’equazione normale puo essere determinato
a seconda della definizione di Q(x):

1.

Se Q(x) ¢ definito nella forma Q(x)= el , I’integrale particolare della equazione normale sara definito
nella forma )7(x) = Ke™ con k da determinare.
Sostituisco nell’equazione ottenendo: KBe™ = PKe™ + e, da cui K(ﬂ - P) =1

1 1
Ry _ Bx r_ fx _ B Bx
e quindi ylx)= e’ ey =Py+e" D> y=ce” + .
B-p ) B-p B-p
Se invece B=P non vi sono soluzioni particolari dell’equazione del tipo Ke™ . In tal caso cerco V nella

=y =ce™ + xe™

Se ora f#P ho che K =

e

forma f(x) = Kxe™ , trovando K=1 e quindi y' = By +e
Quindi, in definitiva, ’integrale generale dell’equazione y' = Py + Q(x) con P costante ¢ del tipo:

! 1
ce™ + e™ per B=P

y(x)= B-p

ce™ + xe™ per B=P

Se Q(x) ¢ definito nella forma Q(x)= senyx con Y € R costante, la soluzione particolare sara nella
forma )_/(x))Kl senyx+ K, cosyx.

K = P
—K,y=PK, +1 Lopi gyt
Sostituendo nella equazione normale ottengo da cui
K,y =PK, Y
K, =
P’ +y’

Un procedimento analogo si segue per la forma Q(x) =Ccosyx.

Equazioni del secondo ordine a coefficienti costanti

Considero I’equazione y"+a,y'+a,y =0 con a, € R e costanti.

Cerchiamo le soluzioni nella forma y =e” con a da determinarsi.

Sostituendo nell’equazione, ottengo e (052 +a0+a, ) =0.

Dividendo per €™ (che per le proprietd dell’esponenziale sappiamo essere sempre non nullo), ottengo la

cosiddetta equazione caratteristica 0" + a,0 + a, =0, della quale posso facilmente trovare le radici o ed 0.

Si noti che ’eq. Caratteristica equivale a sostituire o al posto di y, elevandolo al grado della derivata di y
(nell’esempio y”=a’, y’=a., y=a"=1).

Queste due radici possono ovviamente essere anche complesse. La ricerca delle soluzioni dell’equazione
differenziale ¢ in funzione del valore di queste due costanti:

1.

72

oy # o (A>0). Allora €™ ed e sono soluzioni (eventualmente complesse) dell’equazione differenziale

I 1
o

ox X
. . .. e e A
e sono indipendenti in quanto W(x) = =e

=™ (o, — )% 0,
o e o,e™

essendo 0 # O, per ipotesi.

In questo caso ’integrale generale puo scriversi come ) = Clealx + Czeazx con ¢; ¢ ¢, reali.
a, . . .
oy = 0 (A=0). Allora O =0, = —?. Trovo (in maniera analoga a quanto fatto nel primo caso) una

. . ohx . . . \ .
soluzione del tipo ), =e " (ma non riesco a trovarne un’altra in questa maniera). Posso perd verificare
o, \ . . .
che anche la y, =xe ™ ¢ un altro integrale dell’equazione assegnata e che inoltre y; ed y, sono

indipendenti. L’integrale generale saraquindi y = clea‘)c +c, xe™".

Copyright in 2001 by Cristiano Casadei



3. oy # oy (A<0). Allora o ed 0, sono costanti complesse e valgono ¢, =u +iv ed ¢, =u —1iv, dove ho

2
a 4a, —a,
Cheu=——ev=—

N , @ = ol = g% (cosyx + isenvi) .
Ottengo gli integrali (tramite Eulero)

y, =% =" ™" = " (cosvx — isenvx

+
—(yl 2y2) =e" cosvx
Da queste ottengo che ( ) , dove e" cosvx ed e" senvx sono ancora soluzioni
MM Va) .yz =e" senvx
2i

dell’equazione e sono inoltre indipendenti.
In forma reale, ottengo I’integrale generale y = Cle"x COSVX + Czeux senvx .

Equazione completa
Considero I’equazione )" + aly' ta,y= f(x) con f(x) assegnata.
L’integrale generale sara y(x) = (x) +c¢,), (x)+ )7(x)
——

integrale generale della integrgile particolare
omogenea associata equazione completa
Studiamo alcune f(x) particolari:
y=—, a,#0
a,
Lo fx)=1=
— X
y=—, a,=0,a, #0
a,

Ottengo y"' =1=y ' =x+K, :y:%x2+K1x+K2.

1
_ﬂ2—1-61,ﬂ+a2
1 B’ +af+a,=0

2B+a, " |2B+a, %0
KxleP K=l ﬂ2+a1ﬂ+a2=0
’ 2 7 |2B+a,=0

Sostituendo la ¥ opportuna nell’equazione differenziale, trovo il valore di K.

Ke? > ﬁ2+alﬂ+a2¢0

2. f(x) = e/ con B fissato. Ottengo ¥ =4 Kxe™

3. f(x) =sen Kx . Ottengo y = K, sen Kx + K, cos Kx con K ¢ K, da determinarsi.

K,(a,-K*)-K,Ka, =1

Trovo il sistema 5 .

K,a,K +K,(a,~K*)=0

a,-K*> -ak
aK a,-K’

determino i valori di K e K, (se a, # K * oppure a, #0).

. . . . . _ 2§ 22
Ottengo il determinante della matrice dei coefficienti =\a, -K°J + a, K~* col quale

- —X .
Nel caso in cui @, =K ¢ a, =0 (cio¢ se y"+K’y=senKx) trovo che y = ECOSKX ¢ soluzione

X
particolare della equazione e dunque ottengo I’integrale generale y = ¢, cos Kx + ¢, sen Kx — E cos Kx .
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Il metodo di Lagrange

Questo metodo permette di individuare un integrale particolare di una equazione lineare non omogenea, una
volta che sia noto I’integrale generale della omogenea associata. Il metodo vale qualunque sia 1’ordine della
equazione (di seguito svilupperemo il caso n=2 solo per comoditd.

Considero la  y"+a, (x)y'+a2 (x)y =f (x) e Dlintegrale generale della omogenea associata
yo(x)z (o' (x)+ C, ), (x) dove y; ed y, sono supposti noti (sono integrali indipendenti della equazione

omogenea associata).

Sappiamo che I’integrale generale dell’equazione ad inizio capitolo ¢ del tipo y =c¢,y, +¢,y, +y , dove y
un integrale particolare della equazione completa.

Cerco y nella forma y=Y%,y,+¥,V, dove y; ¢ Y, sono funzioni, per il momento arbitrarie, che
determineremo imponendo a ¥ di verificare la equazione differenziale iniziale.

Come si vede, ) ha la stessa forma dell’integrale generale dell’equazione omogenea associata. Per questo
motivo, il metodo di Lagrange ¢ detto anche mefodo della variazione delle costanti arbitrarie.

Derivo V ed ottengo y' =¥,V +¥,V, +¥1V, +¥5V,. Impongo la condizione ¥y, +¥5y, =0 e derivo
ancora, ottenendo 7" = 7/1y1”+ ’)/zyg + ’)/l'yl' + ’y;y; .

Sostituisco ¥, ' ed y" nell’equazione differenziale ed ottengo:

ViV Y., F YV Y Ys +a](7/1y1, +72y;)+a2(71y1 +72Y2):f(x)

Si noti che nell’equazione di cui sopra i termini Y, y!+¥, V1 +a,(y, v +7,9))+a, (¥, v, +7,v,)
rappresentano 1’omogenea associata all’equazione differenziale originale, per cui la loro somma ¢ nulla (proprio
per come ¢ definita una omogenea associata).

Resta quindi ’y{yl' + ’y;y; =f (x) Questa equazione, combinata con la condizione imposta qualche riga piu
Yivi+7:5, =0
Y +vivh = flx

coefficienti di tale sistema coincide con il Wronskiano W(x) che ¢ non nullo, essendo y; ed y, soluzioni
indipendenti della omogenea associata, per cui esiste ed ¢ unica la soluzione.

sopra, forma il sistema di Cramer seguente: { ) . Si noti che il determinante della matrice dei

0 » 0 »
) ¥, )
r_ W\ 720 fy = |7 -1
| ol T
In particolare ottengo => integrando =
Wi J Wi 0
A o ()
ToN S aTe

Ho dunque individuato vy; e ¥, (devo perd impostare i valori iniziali y;(Xg) € ¥2(X¢) ad un valore prefissato, ad
esempio a zero). Ottengo cosi (sostituerdo in Y i valori trovati):

Y=Y +7a0 :_].yl(%zj(t)f(t)dt"‘ ]%(J;)l(t)f(l)dtz ].W—(t)
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Esistenza ed unicitadella soluzione: alcune premesse
Sia E uno spazio metrico ed f una applicazione di E in sé.

L’applicazione f si dice contrazione di E se Vx,‘v’y(d(f(x),f(y)) <K- d(x,y)), con 0< K <1.
11 punto x si dice punto fisso di E se f(x) =x.

Una contrazione f ha al massimo un punto fisso. Infatti supponendo che x ed y siano punti fissi distinti per f, ho
che d(f(x), f(»))=d(x,y)< K -d(x,y)<d(x,y) in quanto K & minore di uno. Ma questo & assurdo
perché questa diseguaglianza ci dice che K -d (x,y) ¢ contemporaneamente maggiore e minore di d (x,y), il

ché ¢ ovviamente assurdo. Per cui I’ipotesi che x ed ysiano due punti fissi distinti ¢ altrettanto assurda e resta
quindi verificata la condizione che una contrazione f abbia al massimo un punto fisso.

Considero ora un punto X, € £ ed una applicazione (iterativa) definita come X, = f (xn_]). Allora la

successione X, ,X,,..., X, ,... sidice costruita (o definita) con il metodo delle approssimazioni successive.
Si puo dimostrare che se f ¢ una contrazione di E, la successione costruita con il metodo delle approssimazioni
successive ¢ una successione di Cauchy, cio¢ vale V&,V : Vn,m(n,m >V, = d(xn , X, ) < 8). In veritala

definizione originale era leggermente diversa: in questo caso, essendo E uno spazio metrico, ho utilizzato
direttamente la distanza tra i punti x, ed Xy,
Esiste infine un teorema che dice che ogni contrazione f di uno spazio metrico completo E ha uno ed un solo

punto fisso. Infatti, fissato un punto X, € £, sia (xn) la successione definita con il metodo delle

approssimazioni successive. Poiché tale successione ¢ di Cauchy (vedi piu sopra), essa sarasenzaltro limitata ed

il suo limite sard x. Essendo perd la successione definita come X, , = f (xn ), avro che per n tendente

all’infinito i valori di x,.; ¢ di x, tenderanno a coincidere (precisamente tenderanno al limite della successione,

cio¢ ad x) , cioé x, = f (x,H) =>x=f (x) Ma questa, come visto in precedenza, ¢ la definizione di un punto
n—»0

fisso, da cui resta verificata la prima parte del teorema. Abbiamo inoltre detto che una contrazione ha al massimo

un punto fisso, per cui ¢ verificata anche la seconda parte del teorema.
Si osservi infine che ogni contrazione ¢ una funzione continua.

Esistenza ed unicitadella soluzione: problema di Cauchy

Cauchy si pose un problema: come fare a capire se la soluzione di una equazione differenziale esiste ed ¢ unica ?
Facciamo un paio di esempi:

y=r(ty)

( ) dove f ¢ una funzione con discontinuitadi prima specie nel punto T. In questo caso ¢ vero che
W)=

y sarebbe derivabile in un intorno di T (infatti ho definito il valore di y(T) proprio nel sistema), ma questo ¢
in contraddizione con la definizione della derivata che ¢ definita uguale ad f, e la funzione f, come detto,
presenta una discontinuitadi prima specie proprio in T. Questa contraddizione porta a dire che il problema
non ha soluzione in un intorno di 7.

(pl(t)=0

3
. 2¢\2

-3

= — >
Y ( ) Y In questo caso ho tre soluzioni possibili (soluzione non unica): 4 @, (t ) = ( 3 ] , 120
y(0)=0

Partiamo dal primo esempio. Come posso trovare una soluzione che verifichi il sistema e tale che possa esistere
anche in un intorno di T (che anzi possa esistere in T stesso) ?

Consideriamo la f(t,y): essa & definita come f:D < R"' +— R".
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_).’1=f1(taJ’1aJ’2a-~ayn) A

P, =L 60V D,)

Esplicitando il sistema del primo esempio ottengo

1
=
l\‘
~
Il
e
AN

dove & = ( 1,...,§n) ¢ un vettore di R™.
Dico che f(t,y) ¢ lipshitziana in D, rispetto ad y, uniformemente in t, se esiste una costante L (detta costante di
Lipshitz) tale che, per (t,y), (t,Z) €D, vale ”f(t,y)— f(t,z)” < L”y - Z” :

Nel caso di f numerica (dipendente cio¢ dalle variabili reali t ed y), la condizione precedente diventa:

f(t.y)-t,2) < Lly-7| y
£(0)-£(0.2) 1 D

<L, ciog il
|y_Z| y

Cosa significa questo ? Riscrivo la condizione come

rapporto incrementale (=la derivata) resta limitato (fissato t).
Dico che f ¢ localmente lipshitziana in D, rispetto ad y, uniformemente in t, se ogni | ___\
punto di D ha un intorno in cui vale la precedente diseguaglianza (in questo caso la Z !
costante L pud dipendere dall’intorno considerato). 't t

Dico che f =(f,, fyrn f,) & lipshitziana se e solo se lo sono tutte le

Posso dire che se fe —= (con j=1..n ed s fissato) sono continue in D, allora f ¢ localmente lipshitziana in D
Vs

rispetto ad y, uniformemente in t (in pratica quindi mi basta che f sia continua (=derivabile) e che la derivata

parziale di f rispetto ad y, sia continua e limitata).

Introduco ora il teorema di esistenza ed unicitalocale.

Considero f:D < R™' > R". Se valgono:

1. fé¢continuain D
2. fé localmente lipshitziana in D, rispetto ad y, uniformemente in t

allora V(‘L’,g)e D,3ls = [‘L’ —5,T+5] nel quale ¢ definita una soluzione @ di {y(:)f(téy) (& il sistema
y(r)=

definito nel primo esempio del capitolo, che ¢ quello da cui siamo partiti).
Tale soluzione ¢ unica, nel senso che ogni altra soluzione coincide con @, nell’intevallo Ij.

La soluzione dell’equazione y = f(l‘, y) che verifica la condizione & = (p(‘L’) la indico con (p(l‘,‘L',&) .
Questa soluzione saratale che ¢ € C/ ! (I 5 ) I valori (‘L’ ,€ ) sono detti condizioni iniziali.

La soluzione ¢ ¢ garantita nell’intervallo (della variabile t)

AR"
. 1

15=[T—5,T+5] con O =min a,i,— dove
M L

M = mrax”f(t,y)” ed L ¢ la costante di Lipshitz.

L’intervallo multidimensionale (cio¢ di ogni variabile di f)
sara [ = {(t,y)e R™ :|t—‘L'| <a, y—§| < b}.

Quindi, in verita ’intervallo di esistenza della soluzione
potrebbe essere pit ampio di I.

Parto ad esempio dal punto (rl,aj']): (‘L’ +5,(p(‘L’ + 5))
(cio¢ dal limite destro dell’intervallo Ig). Se riesco ad

individuare un nuovo intervallo [ 5 = [‘L’1 —51,‘[1 +51] in
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cui il problema di Cauchy, dati (‘L’l,gl), ha soluzione @,, allora ¢ ¢ prolungabile a destra e ¢, rappresenta
appunto il suo prolungamento destro. Ora, per I'unicita della soluzione, ho che @, =¢@ su I3 N/ 5

In maniera analoga posso prolungare @ a sinistra (parto dal limite sinistro di I).

I nuovi intervalli di definizione li chiamo intervalli massimali (rispettivamente destro e sinistro).

La non prolungabilitadella soluzione a tutto I’intervallo ]‘L’ -a, T+ a[ puo dipendere dal fatto che la soluzione
@ “esce” da T attraverso i lati y =& + b prima di “toccare” ilati x=T +a .

E importante avere informazioni sull’intervallo massimale di esistenza della soluzione: se questo intervallo &
limitato e la soluzione tende ad infinito avvicinandosi al bordo prolungato, allora un eventuale modello fisico
associato all’equazione differenziale che stiamo studiando prevede un andamento anomalo (catastrofico ?) in un
tempo finito.

Se invece I’intervallo massimale ¢ prolungato all’infinito (quindi ¢ ¢ indefinitamente prolungabile a destra o a
sinistra di T), allora ¢ interessante studiare il comportamento asintotico di ¢ (cio¢ il comportamento per
T — 100 a seconda del verso del prolungamento).

Proviamo ora a globalizzare 1’esistenza della soluzione.

Consideriamo S = ]‘L'I,TZ[X R" . Supponiamo che f sia definita sulla chiusura S e che siano verificate le
ipostesi di esistenza ed unicitalocale della soluzione (p(t ,T ,g ) (con T€S).

Allora se esistono due costanti K, >0 ¢ K, >0 tali che valga ”f(t,ym <K +K, ||y|| , ‘v’(t,y)e S,

allora V(‘L’,&)e S ho che (p(t,T,&) ¢ definita in tutta S .

Questa condizione ¢ verificata se:

1. félimitatain S

2. f ¢ lipshitziana in S, rispetto ad y, uniformemente in t: infatti se vale ”f(l‘,y)—f(t,z)” SL”y—Z” ,
ponendo z=0 ed M, = max”f(t,O)”, ottengo ”f(l‘,y)” < ||f(l‘,y)—f(t,0)| +||f(t,0)|| < L”y”—MO .

Se ora pongo L=K, ed M=K, ottengo la condizione desiderata.

3. Tutte le derivate parziali —L sono continue e limitate in S .
Vs

Facciamo un esempio:
n= all(t)yl +“'+a1n(t)yn +b1(t)
Considero un sistema come il seguente:
vy, =a, )y, +..+a,l(t)y, +b(t)
In forma matriciale posso riscrivere il sistema come = A(t )y + b(t ), dove chiaramente ho che
b (t) b, (t)
AW =|a, ()], y()=| .. |ebl)=] ... |.
N (t) b, (t)

of,
Se a; ,be C'l([‘L'1 T, ]) , allora la terza condizione di cui sopra ¢ verificata (infatti ho che i =a; (t)).
J
Questo implica che le soluzioni del problema y = Ay+b, con condizioni iniziali y(‘L’ ) =& (dove
TE [‘L’l,‘L’z]), sono definite su tutto [‘L’l,‘L'2 ]

Sistemi lineari omogenei

Definisco sistema lineare omogeneo un sistema che, in forma matriciale, sia definito come segue:

X (t)

XZA(I)X, con A(t):laij(t)l, con i,j=1,..,n, ed inoltre x(t)z e a,.jeClO(I), dove

x,(0)

I=[a,b]cR.
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Indico con V lo spazio vettoriale delle soluzioni. Allora posso dire che dim V = n.

0
] szQx .
Dimostriamolo: indico con @' la soluzione del problema , dove €/ =|1]| ('uno ¢ in
x(a)=e’
_0_

corrispondenza della riga j-esima).
Posso dire che:

1. (pl,...,(p“ sono indipendenti: infatti se Zci(pi =0, allora anche Zciei =0 e quindi, per come sono
definite le €', dovraper forza essere ¢; =0,Vi.Da cui segue I'indipendenza delle soluzioni.
¢

2. ¢',...,¢" generano V, cioé Vy(e V),Elcl,...,cn :(y = ch.(pi): infatti, posto c=| ... | = y(a), avendo

che @ = Zci(pi , € ovvio che (p(a) =c= y(a).
X = Alr)x
. Ora, per il teorema di unicitd @ =y e

Quindi ¢ ed y verificano il problema di Cauchy
x(a) =c

dunque ho che y = ZCi(pi , che ¢ quello che volevamo provare.

o . 1 T . . s .
Ora, assegnato il sistema X = A(t)x, se X ,...,Xx" sono soluzioni indipendenti del sistema, 1’espressione

Clx1 +...+ cnx" si dice integrale generale del sistema (si badi che le x" non sono potenze!).
Questa espressione, al variare delle costanti ¢;, fornisce tutte le soluzioni del sistema.
Si osservi che se x\,...,x" sono soluzioni di X = A(t )x e tyel= [a,b] (intervallo di definizione dei

coefficienti della matrice A(t)), allora x',..0,X" SON0 indipendenti < X' (to),-..,X"(to) s0nO indipendenti.

Matrice fondamentale

Considero il sistema lineare omogenco X = A(t)x ,con X ,...,x" soluzioni.

n

1
X, e X
Costruisco la matrice V(t)z v . .. | come la matrice contenente le componenti (pedice) di ogni
1 n
X, .. X,
soluzione (apice) del sistema lineare omogeneo.

Se x! ,..., X" sono soluzioni indipendenti del sistema, allora V ¢ detta matrice fondamentale ed ¢& tale che per

essa vale det V(l‘ ) = W(t ) (dove W(t) & il Wronskiano).

t

Per il Wronskiano sussiste la seguente proposizione: W(t ) = W(c) e’ ,dove c €l (che ¢ I’intervallo

di definizione degli a;(t)).

Dimostriamolo.

Innanzitutto calcolo la derivata del Wronskiano (seguo la regola di derivazione di un determinante, che ¢ valida
.1 . n 1 n
X, e X X, .. X

in generale): W'(t) =lee  eee |t ].. ... ... (derivo man mano ogni riga)

x X" XX

n n n n
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n
o J
Xp = Zalkxk
k=l

Essendo, per ipotesi, X = A(t )x , ho che 1... , per cui posso riscrivere quanto sopra nel modo

n
o J
X, = zankxk
k=1

seguente (sostituisco i vari xlj ):

1 n
Zalhxh zalhxh X, x;
7 7 1 1

wt)=| .. . e
x) x, Zanth Zanhx,’f
h h

Questo equivale a scrivere: W'(t) = anW(t)+ ..ta,, W(t) = W(t) traccia(A) = W(t)ia

i=1

ii

Quest’ultima & una equazione lineare del primo ordine. Risolviamola.
Considero un punto ¢ appartenente ad I (insieme di definizione degli a;;).

t
- J‘traccia(A)

Con metodi normali di risoluzione ottengo € ° -(W'(t)— traccia(A)- W(Z‘ )) =0 che posso riscrivere

t

- Itraccia(A)

abbastanza facilmente in D<e ¢ -W(t ) =0.

Itraccia(A)
Da questa, integrando, ottengo W(t ) = W(C) e che ¢ quello che volevamo dimostrare.

t t
- traccia(A ) - Itraccia(A)

Sempre dalla D-<e ° -W =0 si capisce che e © -W = costante . Imponendo t=c¢ trovo la

costante, la quale equivale proprio a W(c).

Questo ¢ un risultato importante in quento ci dice che se esiste un punto ¢ di I per il quale vale W(c)=0, allora W
saranullo per qualsiasi altro punto di I. Se invece esiste un punto ¢ di I per il quale vale W(c)#0, allora W sara
non nullo per qualsiasi altro punto di I. Quindi, in pratica, W o ¢ sempre nullo o ¢ sempre non nullo.

Nel caso in cui ho W(c)#0, ho che le soluzioni x',...,x" sono indipendenti.

Calcolo delle derivate della matrice fondamentale
Calcoliamo la derivata della matrice fondamentale V. Considero il solito sistema lineare omogeneo X = A(t )x ,
dove A(t ) = lai/. (t )J Suppongo che x',...,x" siano soluzioni indipendenti.

1 n

X, e X
La matrice fondamentale sara V(t ) =
1 n
xn xl’l
.1 on
X e X
La derivata invece sara V'(t)z wewee .« | (occhio! Questa ¢ la derivata di una matrice e non di un
.1 . n
X, .. X,

determinante come visto in precedenza per il Wronskiano).
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Come fatto in precedenza, posso sostituire i vari x,] tramite la definizione stessa del sistema lineare, ottenendo:

2y e Dy
alkxl alkxl
1 n

2 ankxn E ankxn

=AY

V'(e)
Quindi in definitiva ho che V = AV .

Sistemi lineari non omogenei: metodo di Lagrange

0
0]

Siano X ,...,X" soluzioni indipendenti del sistema lineare omogeneo associato X = A(l‘ )x .

Considero un sistema lineare non omogeneo X = A(t )x + b(t ) con b(t )=

* . . . . * i
Se ora x ed X sono soluzioni del sistema lineare non omogeneo, vale che x —x = Z c X .

Riscritta in un altro modo, ho che Xx =x" +Zcixi . Questa x sard quindi I’integrale generale del sistema

lineare non omogeneo ed ¢ data dalla somma delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato ¢ di una
soluzione particolare del sistema non omogeneo (x'). Un po’ come succedeva per le equazioni lineari non
omogenee viste in precedenza.

Determiniamo la X" tramite il metodo di Lagrange.

1 n
Xy X T 14
Ricerco x* nella forma X =| ... .. o || ... |= V(t)- ... |, dove le Yp...rYn sono funzioni da
1 n
X, - X, 7. 7.
determinare.
Sostituisco ora la mia x nel sistema non omogeneo:
T If T If
X=Ax+b=>V| ... |[+V =AV| .. |+b=V| ... |=b
. A=V .
If It If Ie
derivata di un prodotto di
matrici: € simile alla
derivata di un prodotto
7 6, - O
' . . g comp_algeb(V,.j )
Da questa ottengo facilmente | ... |=V " -b,dove V" =| ... ... .. |con 0, = W( ) .
t
Yn Gnl Grm W=detV

In maniera compatta posso riscriverlo come ¥, (t) = Zn:Gij (t) bj (l)
j=1

t
Integrando quest’ultima ottengo 7, (t ) = IZ o, (‘L’ )b(‘L' )d‘L' .
0

11
Verifico anche che ¥, (to) =0,Vie [1, n]
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Facciamo un esempio:

0 1 0 t
Considero il sistema lineare non omogeneo x=| 0 0 1 |x+| 1
-2 1 2 e’
X, = +1
Svolgendo i calcoli, posso riscriverlo come (X, = +1 .
X, = —-2x +x, +2x, +e
X, = X,
Studiamo prima di tutto il sistema omogeneo associato: X, = X,
X, = —2x, +x, +2x,

Ponendo y=x; e sostituendolo nel sistema di cui sopra, ottengo che questo sistema equivale alla equazione

lineare omogenea V —2y—y+2y =0.

Troviamo ’equazione caratteristica di questa equazione: ' =21 —A+2=0= (ﬂ - 1)( 3+ 2).

. . . . . . t 2t
Risolvendo questa equazione ottengo che le soluzioni della equazione omogenea associata sono e, ¢, e™.

t 2t

e e
. . . 2
Queste soluzioni equivalgono alle soluzioni e'|,|2e” |,
e' | | 4e*

Queste soluzioni sono indipendenti (non faremo la dimostrazione di questo).

Ottengo quindi I’integrale generale del sistema omogeneo associato: x(l ) =c e |+ c, 2e”

Trovo ora ’integrale generale del sistema completo.

1 2 3 t
XXX e
. 1 2 3 t
Trovo la matrice fondamentale: V(t ) =lx, X, X,|=|e
1 2 3 t
X3 X3 X3

7,(t)

Ora trovo X" nella forma x~ (t) = V(Z‘ Y, (t) .

Vs (t)

\Q_
—
N
~
N e’
~

Col procedimento spiegato sopra ottengo V(l‘ ’)72 (t =1
7 (t ) e’
e'y, +32t772 +e 'Y,
Questo corrisponde al sistema < €'y, +2e”'y, —e'y,
e'y, +4e’'y, +e'vy,

Risolvendo il sistema ottengo le soluzioni particolari v, Y2 € V3.

e

— e_t

3t
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Soluzione delle equazioni lineari tramite i sistemi lineari

Considero una equazione lineare (omogenea) definita come y(") + aly("_l) t+..+a,y= 0.
X, =X,
X, =X,

1) (n-1)

Ponendo x1=y, x,=y' ,....X,=y'  posso trasformarla nel sistema

%, =(a,x +..+a,x,  +ax,)

0 0 0
.. 0
La matrice di questo sistema sara 4 = (si noti che la prima colonna ¢ tutta nulla
a, a,, a,, .. q
e I’ultima riga corrisponde ai coefficienti dell’ultima equazione del sistema).
Y
)
Ho che y ¢ soluzione dell’equazione < ¢ soluzione del sistema.
(n-1)
Y
yl yn
s )
Inoltre le soluzioni yj,...,y, dell’equazioni sono indipendenti & le soluzioni yeens ! del sistema
-1 -1
yl(n ) yf,n )

sono indipendenti.

Le soluzioni del sistema sono indipendenti se e solo se il Wronskiano ¢ non nullo, per cui le soluzioni
dell’equazione saranno indipendenti se e solo se il Wronskiano ¢ non nullo.

Analogamente posso considerare una equazione lineare non omogenea. In questo caso la trasformero in un
sistema lineare non omogeneo e trovero la soluzione particolare come spiegato al capitolo precedente.

Quindi, in definitiva, una equazione lineare la posso sempre trasformare in un sistema lineare (omogeneo o meno
a seconda dell’omogeneita dell’equazione) ed utilizzare i procedimenti descritti in precedenza per arrivare alle
soluzioni che saranno quindi soluzioni dell’equazione e del sistema lineare.

Sistemi lineari omogenei a coefficienti costanti
Considero il sistema lineare omogeneo X = AX con A matrice costante nxn (cioé¢ i suoi termini non dipendono
dalla variabile t).
Esistono soluzioni del sistema nella forma e”V dove A & uno scalare ¢ v & un vettore non nullo e non
dipendente dalla variabile t.
Pongo quindi x(t ) =e™V e sostituisco nel sistema, ottenendo Aey = A(ekv): AeMv=e"Av .

Si deduce che €™V ¢ soluzione di X = Ax se e solose AV =Av. Questo implica che v sia un autovettore di A
corrispondente all’autovalore A.

Quindi il problema si riduce (per cosi dire...) alla ricerca dgli autovalori e degli autovettori di A, cio¢ alla
soluzione della tipica equazione (A - M )V =0 dove I & la matrice identita.

Segue che se A ha n autovettori indipendenti, allora individuiamo n soluzioni indipendenti del sistema e quindi
siamo in grado di scrivere I’integrale generale.

Si ricordi a tal proposito che gli autovettori di una matrice sono indipendenti se corrispondono ad altrettanti
autovalori distinti della matrice stessa.
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Nel caso di A a valori reali, se trovo un autovalore A complesso tale che A=a+i ﬂ , trovero un autovettore del

(vl cos Bt —v*sen ﬂt)e‘”

. R _ sono soluzioni reali del sistema.
(v sen 3t + v~ cos ﬂt)e“

. 1, .2 .
tipo V=V +1v". In questo caso le funzioni

Serie di matrici

Considero una matrice Cy (matrice quadrata di ordine n) tale che sia definita come C .= [(CU)K] (in pratica,

ciog, i suoi elementi ¢ sono elevati alla k).

Se Vi, ‘](Z(Cy )kj converge (quindi se converge la serie di ogni singolo elemento della matrice), allora
k=1

0
diremo che la serie di matrici ZC , converge alla matrice C = [Z(C[])k} (i suoi elementi sono le serie di

k=1 k=1
ogni singolo elemento della matrice Cy).

Norma di una matrice

[ 2
Definisco norma di una matrice il valore ”C ” = Z‘C ii‘ .
i,j

Si verifica la diseguaglianza triangolare ”AB” < ”A””B” dove, chiaramente, A ¢ B sono matrici quadrate

dello stesso ordine.

* VK.

Da questa deriva (iterando la diseguaglianza k volte sulla matrice A) che HAkH < ||A|

Assoluta convergenza di una serie di matrici
Sia (C k) una serie di matrici quadrate di ordine n. Si ha che se Z”C s ” converge = converge anche Z C, .

Infatti Vi,j(J(cij )k‘ < ”Ck”), e se se ”Ck ” converge, per il criterio del confronto ho che Vl,](Z‘(Cy)(U
3

converge. Questo implica (assoluta convergenza implica convergenza) che Vi, j(z (Ci].) ] converge, da cui
k

resta dimostrato 1’asserto.

Matrice esponenziale
Sia A una matrice quadrata di ordine n. Posto A"=I (con I matrice identit), consideriamo la serie di matrici
) Ak

definita come —.
- k!

k
A4 |4
Tale serie converge (qualunque sia la matrice A). Infatti posso dire che ? < % e poiché posso dimostrare

S
n — o (i ricordi che 4l & i - y . -
che | e"" (siricordi che ¢ un numero, quindi questa serie ¢ una semplice serie esponenziale), per
i k!
o0 Ak
il criterio del confronto ho che anche la serie z ——|| converge. Da qui segue I’asserto (in quanto 1’assoluta
k=0

convergenza implica la convergenza).
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w gk
4 ..
Porremo e~ = Z —— (sembrerebbe una definizione non molto corretta).
k=0

(t+s)

Osservo la seguente proprieta e e =l ,V's,t (analogamente al caso reale). Da questa proprietaposso

—t4

. . “ 0.4 . . .
ovviamente dire che ¢ -e”“ =e ° = (anche in questo im maniera analoga al caso reale).

. A B A+B
In generale, perd, ho che e” e~ #e i

L’unica eccezione si ha quando 4B = BA (che con le matrici non sempre & vero). In questo caso vale anche la

..~ A4 B A+B
proprieta e e =¢€ .

Proprietaimportante della matrice esponenziale

o0

k
t
Osserviamo che vale e”' - 4= A-e™ = Z—Ak+l )

i !
w Lk
Questo in quanto e’ = Z— (lo posso ricavare rapidamente da quanto detto nel capitolo precedente).
k=0 K-

Moltiplicare questo per A daquindi come risultato quanto scritto ad inizio capitolo.

o 4k w Lk
Indico ora con E(z):e/" = ! A" =|:Zl (ay)k}
w0 4k

i k! im0 k!
Ogni elemento della matrice E(t) vale Zp(aij)k che ¢ una serie di potenza convergente per qualsiasi t.
k=0 K-

w Lk
(aij )K} = {z ! (aij )kﬂ} (posso farlo perché k va ad infinito e

o gkl
Derivo la E(t) ed E't)= &
erivo la E(t) ed ottengo () LZ,(k_l)! i k!

o0

k
t
quindi mi basta cambiare il punto di partenza della sommatoria). Quindi £ '(t ) = E a A = de" =e"' 4.
k=0 K-

d
Questo significa che —e' =Ade" =" 4 (che ¢ analogo al caso reale).

Osservazione sulla risoluzione di sistemi lineari

. R . . . . t
Considero 1’equazione lineare omogenea X =0x con o, reale. Questa ha come soluzione la x = Ke*
(qualunque sia K reale).

Considero ora il sistema lineare omogeneo X = AX con A matrice quadrata di ordine n costante. Questo ha per

soluzione il sistema x = e™'v (qualunque sia il vettore costante v).
Supponiamo che A abbia autovalori di molteplicita maggiore di uno.

1 10
Ad esempio prendiamo il sistema X =0 1 0 [-x
0 0 2
Questa matrice A ha un autovalore A=1 con molteplicitd 2 ed un autovalore A=2 con molteplicita 1. Infatti
-4 1 0
. 2 . .
risolvendo la det(A—M)z 0 1-4 0 |= (l—)») -(2—)») dove si vede chiaramente la
0 0 2-24

molteplicitadei singoli autovalori.
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1 0
Questo significa che il sistema differenziale ha due sole soluzioni indipendenti: e'l0]ede”|0

0 1

Quindi, in conclusione, il sistema non ammette altre soluzioni, indipendenti dalle precedenti, del tipo ety

Per scrivere I’integrale generale del sistema occorrono pero tre soluzioni indipendenti (I’ordine di A ¢ 3).

. . . . . 4 At=AIt+2d At-Alt) Al
Osserviamo che, con il solito trucchetto del “metti e togli”, posso scrivere € V= e( S t)v = e( ! t)e 'y

121212 2212

Ora calcoliamo e™'v =| I + Alt + +.. =1+ + > +... |Iv=e™v (in pratica tolgo I).

Alt _(A-2I)

. A At (A-A
Riscrivo allora e”'v=¢""e 'v=e te( J

V.

(4-A1)

Osserviamo inoltre che se (A - M )m v =0, allora lo sviluppo di e "V termina dopo m termini.

2
Infatti ¢!~y = v+t(A—;LI)v+%(A —M ) v+..

Poiché pero Vl(e N): (A - )J)mH V= (A - )J)] . (A - M)m v|=0 |, allora i termini dello sviluppo di cui
=0 per ipotesi
sopra che hanno potenza maggiore di m saranno tutti nulli.
In definitiva quindi se vale (A - M )m v =0 ho il seguente sviluppo:
el

ety =eMel My M vy A= M+ ..+ —— (4= A1)y
(m—1)

Applichiamo ora queste osservazioni al problema che ci siamo posto (quello della matrice A con autovalori a
molteplicita maggiore di uno).
Sia A una matrice quadrata di ordine n con autovalori Ay,...,Ax di molteplicity rispettivamente, ny,...,n; (dovra

per forza essere Z n,=n).

Sia A; uno di tali autovalori e siano v; (<m;) gli autovettori indipendenti associati a A; (si dice che 1’autospazio
relativo a A; ha dimensione vj).

Allora I’equazione (in v) (A —A j] )2 v =0 ha almeno v;+1 soluzioni indipendenti.

Supponiamo di avere un autovalore di molteplicita maggiore di uno: dobbiamo trovare, oltre alle prime Vv;
soluzioni che otteniamo, anche le altre nj-v; soluzioni indipendenti.

(A—ljl )v #0
(A Al )2 v =0
(questo v' & quindi indipendente dalle v; soluzioni gia trovate). Sviluppo e’y (che verifica certamente il

. . . * At \A=A 1)t = At] = *
sistema X = Ax essendone una soluzione) ed ottengo: e’y =e" e( ! )V =e’ [V +t(A—lj[)v ]

Questo sviluppo ¢ un’ulteriore soluzione del sistema lineare.
Se ancora non si sono ottenute n; soluzioni indipendenti del sistema, ripeto il procedimento aumentando la

(4=2,1P7 =0
(4-2,1f7=0

Quanto detto sopra ci permette di affermare che esiste almeno un vettore v tale che valga

potenza: esiste almeno un vettore V per il quale vale:

2
~ 1] ~ ~ ! ~
Per tale vettore siamo in grado di sviluppare la eV = elft v+ Z(A - )»j[)V + E(A - )bj])zV

Questo sviluppo ¢ un’ulteriore soluzione del sistema lineare.

Posso ripetere il procedimento fino a che non si ottengono, relativamente all’autovalore A; tutte le n; soluzioni
indipendenti che ci servono.

Possiamo quindi utilizzare questo algoritmo per individuare 1’integrale generale di un sistema X = AX con
matrice A costante.
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1 10
Torniamo all’esempio che abbiamo fatto ad inizio capitolo: x={0 1 0 |x
0 0 2
-4 1 0
Abbiamo trovato gli autovalori: det(4—AI)=| 0 1-4 0 |=(1-A)(2-1)=0.
0 0 2-2
01 O0f|v
Consideriamo il primo autovalore: A=1. Troviamo v: (A - M )V =0=(0 0 O} |v,|=0.
0 0 1]/|v,
1
L’equazione ¢ risolta per v,=v;=0 = x(l‘ ) =¢'| 0| & una soluzione del sistema (dovrei eseguire lo sviluppo di
0

eV chein questo caso si ferma alla potenza 0 ¢ quindi ho subito il risultato di cui sopra).
Questo autovalore ha perd molteplicita 2, per cui proseguo nel cercare un’altra soluzione indipendente.

01 0[|0 1 Of]w 0 0 0f|v
Questa volta calcolo (4 —AI)’v=0=>[0 0 0[]0 0 O||v,|=0=|0 0 0|v,|=0
00 1|0 0 1]]|v 00 1]]v,
Cerco un vettore v che mi verifichi questo sistema, ma non quello precedente (A—)J )v =0 in quanto deve
0
essere una soluzione indipendente. Questo vettore & v =| 1
0
Eseguo lo sviluppo in modo da trovare la soluzione del sistema:
0 01 00 0 t
x()=etv=e'e"v=e|1[+10 0 0f1|t=e'|1|+£0|t=¢|1
0 0 0 1|0 0 0 0

Si noti che in questo caso ho fermato lo sviluppo al termine a potenza 1 (come detto in precedenza lo sviluppo si
ferma alla potenza subito precedente a quella di ricerca del vettore).

Ora ho trovato due soluzioni indipendenti, per cui mi fermo (trovo al massimo un numero di soluzioni
indipendenti che eguaglia la molteplicitadell’autovalore).

Passo ora all’autovalore A=2 (molteplicita 1 per cui mi basta trovare una soluzione).

0
Procedendo in maniera analoga trovo la soluzione x(t ) =e”|0].
1
1 t 0
L’integrale generale del sistema sara quindi: x(t) =ce'|0|+ce| 1|+ 0362t 0].
0 0 1
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Equazioni differenziali con cambiamento di variabili

. , . 3 3 . 3 X
Considero I’equazione xy"—y'—4x’y=x". La sua omogenea associata Xx)"—) —4x’y=0 ¢ a
coefficienti variabili. Sia, per ipotesi, imposta la condizione iniziale y(0)=1 e la soluzione deve essere
convergente per X — 400 .

Eseguo un cambio di variabili: X = l//(t ) la cuiinversa ¢ ¢ = (p(x).

Ottengo una nuova funzione incognita ¥’ (l‘ ) = y(l//(l‘ )) e quindi, inversamente, y(x) =Y ((p(x))
Y(%)=Y"(p{))-¢'(x)
V() =1"p(x))-lo ) +7(p(x)-9"(x)
Sostituisco nell’equazione data ed ottengo le "(p'(x)2 +Y '(p”(x)]— Y ’(p’(x)— 4x’Y =0 (ho tralasciato i
parametri delle Y che sono sempre @(x)).
Ora dobbiamo trovare @(x). Notiamo che i coefficienti di Y’ formano una equazione lineare omogenea:
x"(x)-¢'(x)=0
”n

1
Questa ¢ semplice da risolvere (separazione delle variabili): —- = — . Integro ed ottengo 10g|(p'| = 10g|x| .
X

Calcolo

2
X
Usando I’esponenziale ottengo (p' = X . Integro nuovamente ed ottengo ¢ = ? .

2
X

Quindi il cambiamento di variabili sull’equazione iniziale sara f = (p(x) =—.

2

La funzione inversa ¢ chiaramente X =+/2¢ (in questo caso scelgo X e non |x| perché la soluzione deve essere
convergente per X — +00 ¢ quindi x ¢ sicuramente positivo).

Sostituisco la x nella equazione con le Y (si ricordi che, per trovare la ¢ abbiamo imposto che i coefficienti di Y’

si annullassero, per cui non avremo termini in Y*): Y"~/2¢ - 2¢ — 4(\/ 2t )3 Y=0.

Semplifico il termine (\/ 2t )3 , ottenendo Y" —4Y =0 Trovo I’equazione caratteristica 0t> —4 =0 .

La risolvo e trovo ¢¢ =22, da cui I’integrale generale sara Y(l‘) = 016721 + Czem .
L. . L. x2 2 2
Ora torno alla variabile x (mi basta sostituire t con 7 ) ed ottengo y(x) =ce  +c,e .

Ora, imponendo la condizione iniziale e tenendo conto che la soluzione deve convergere per X — o (quindi ho
sicuramente che ¢,=0 in quanto il termine associato a questa costante divergerebbe esponenzialmente), trovo la

. I |
soluzione che ¢ y(x) = Ze —-—.

4

Equazioni del primo ordine

Vediamo ora alcuni metodi risoluzione per le equazioni a variabili separabili.
1. Primo metodo con gli integrali definiti

Considero la y' = A(x)B(y) con B(y) # 0. Separo le variabili: A A(x).

X ’ X y(x) x
Integro: J‘L dt = JA(t)dt . Eseguo la sostituzione y(t)z T= J ﬂ = IA(t)dt.
X0 Y(xo X0

2B (1))
Ottengo due primitive: G(‘L’) = J‘ﬁ ed F(7)= '[A(l‘).
T
La soluzione diventa quindi G(y(x))—G(y(xO ))= F (x)—F (xo), dalla quale ¢ necessario estrarre la

y(x). Si noti che questa nuova equazione non ¢ pero differenziale.
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2. Secondo metodo con gli integrali indefiniti.
Considero  sempre la y'=A(x)B(y). Analogamente al caso precedente, arrivo a

!
X
I%dxz jA(x)dx (si noti che questa volta gli integrali sono indefiniti). Eseguo ancora la
yix

sostituzione y(x):T , ottenendo J‘% = JA(x)dx.
T

Ottengo sempre le due primite G(y(x)) e F(x) dalle quali ottengo 1’equazione G(y(x)) =F (x)-l— k.

Equazioni omogenee
Vediamo un metodo risolutivo per questo tipo di equazioni.
Considero un’equazione del tipo y' =f (x, y) con f omogenea di grado 0. Dire che f ¢ omogenea significa dire

che f(pr,py)=f(x,y) ,Yu#0.
Prendendo = l (con x # 0, chiaramente), ottengo f° (x,y) =f (I,Zj .
X X

Ora effettuo il seguente cambio di funzione incognita:

Y (x) = t(x).

Inversamente ottengo, quindi, y(x) =x-t (x) Da questa, derivando, ottengo y' =t (x)+ Xx-t '(x).

Sostituisco nella definizione della equazione ed ottengo # + xt’' = f (l,t )
g
¥

1
Da questa passo rapidamente alla seguente 1 = [f(l,t )—l‘ ]-— che ¢ una equazione a variabili separabili e

quindi ricado nel caso illustrato nel capitolo precedente.

Equazioni riducibili alle omogenee

ax+by+c

. . ’ \ .
Considero la seguente equazione: )’ = f ( ] Questa non ¢ sicuramente omogenea (presenza

ax+by+c
delle costanti ¢ e ¢’).

ax+by+c=0

Estrapolo il sistema { il cui determinante ab’—a'b # 0 mi dice che il sistema ha un’unica

ax+by+c=0

xX=t+o
y=n+p
Dalla equazione della y di questultimo sistema, ottengo, inversamente, la T](t ) = y(l‘ + O{)— ﬂ .

soluzione. Eseguo un cambiamento di variabile indipendente e di funzione incognita: {

Derivando ottengo T]'(t) = y; (t + a), dalla quale, inversamente, ottengo y’(x) = T];(x - 06) = T]'(tjx_a .
Eseguendo le sostituzioni nell’equazione non omogenea iniziale ottengo una nuova equazione differenziale, ma
at+bn

; — |. Risolvendo questa, trovo la T](t) che
at+b'n

questa volta 1’equazione sara omogenea: T]'(t)z f [

utilizzero per ricavare la y(x) = T](x - O{)—i- B.
A questo punto avro ottenuto la soluzione dell’equazione iniziale.
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Equazioni riducibili ad equazioni lineari

Facciamo alcuni esempi di equazioni differenziali che possono essere ridotte ad equazioni lineari:

1.

Equazione di Bernoulli

y'=alx)y+b(x)y" con a,beCI°.

Si noti che nel caso di n=0 o n=1 questa equazione si presenta gidcome equazione lineare.
Quindi studiamo il caso in cui n#0 e n#1.

Divido per y" ed ottengo y'y ™" = a(x)ylfn + b(x).

Eseguo un cambiamento di funzione incognita: # (x) = ylfn (x)

Derivando ottengo t'(x) = (l — n)y_"y’ .

Eseguendo la sostituzione nella equazione di cui sopra (tenendo conto anche del termine (1-n)), ottengo la

seguente: Yy " =ay' " +b=>1'= (1 — n)at + (1 - n)b che ¢ un’equazione lineare.
(1-n) fa(e)a x (n-1) [a(s)as
La risolvo ottenendo una soluzione del tipo ¢ (x) =e 7 c+ (1 - n) Ib(l‘ )e 0 dt
X0
L
Questa (enorme...) soluzione la utilizzo per trovare la y(x) che sara y(x) = t(x)l—n (ottenuta dalla

definizione di t(x) data durante il cambiamento di funzione incognita di cui sopra).
Equazione di Riccati

y' =alx)y* +b(x)y+c(x) con a,b,ceCl’.

Sia w un integrale particolare di questa equazione. Posto y=u+w e sostituendo nella equazione iniziale,
dovro avere u'+w' = a(x)lu2 +w + 2qu+ b(x)[u + W]—i— C(x) (semplice sostituzione).

Essendo w, come detto, una soluzione dell’equazione, ho che w = a(x)w2 + b(x)w+ c(x) (essendo una

soluzione, deve verificare 1’equazione!).
Questo significa che nell’equazione dove ho sostituito u+w, il termine w’ al primo membro si semplifica

con parecchi termini del secondo membro. Resta dunque ' = a(x)luz + 2qu+ b(x)u .

Rimescolando i termini arrivo alla seguente u' = u[a(x)Zw + b(x)]+ a(x)u2 che ¢ una equazione di
Bernoulli con n=2 in u. Risolvendola trovo u e w e quindi y (abbiamo detto che y=u+w).

Equazione di Eulero
aox"y(") +ax" YVt ta xp+ a,y=0 cona, eR.
Supposto x>0 effettuo un cambiamento di variabile indipendente: x = e =>t=Inx.

Effettuo anche un cambiamento di funzione incognita: u(l‘ ) = y(e’ ) = y(x) = u(l‘ )|t=lnx

Derivando ottengo y'(x) = u'(l‘)? = lu'(t) = xy'(x) = u'(t) .
X X

Derivando ancora ottengo "(x)= u”(t)iz - izu'(t) = x?y"(x)=u"(t)~u'(t) e cosi via per tutte le
X X

successive derivate fino a quella di ordine n.

n n

L’equazione iniziale diventa quindi Zakx"*ky(”fk) = thu("fh)(t) =0 con b, eR.
k=0 h=0

L’equazione con le u ¢ sicuramente piu facile da risolvere in quanto i coefficienti b, sono costanti (ad

esempio con il metodo matriciale).

Questo metodo ¢ valido anche per x<0. E sufficiente porre T=-x (quindi avrd t>0) e v(t)=y(-t).

Avro quindi y(x) = V(T)L}x e derivando ' =V’ (— 1),....,y(k) =y -(— l)k .

n

\ —k _ (n—k —k (n—k TR . .

Alla fine otterro Zakx ! y(" = Zak‘[ k1K) — O che ¢ risolvibile in maniera analoga al caso visto
k=0 k=0

in precedenza (anche in questo caso avremo dei coefficienti costanti).
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Equazioni del primo ordine in forma non normale

1.

Considero una equazione in forma non normale del tipo X = f’ (y') con fecl ! ([O{ , ﬂ]) ed f'#0.
Se f'>0 xor f'<0,allora esiste g (inversa di f). In questo caso ottengo y' = g(x) e posso integrare.

Deriviamo 1’equazione iniziale: D(x) = D(f(y’)) =>1= f'(y')y” :
Moltiplico per y’ ed ottengo y' = f '( ')y”y’ :

Integro ed ottengo J.y dx = j f y”y'dx = J.f y y'dx .

T=ylx

Effettuo un cambiamento di variabile: (”) . Sostituisco nell’ultimo integrale di cui sopra ed
a"L’ =y"dx

ottengo la seguente equazione: I J.‘gf T )d‘L' = y( I‘gf

a

In questa maniera ho ottenuto la seguente rappresentazwne parametrica della soluzmne.

x=f(r)
- j{’(f)fdﬂy(a)

Si noti I'ultimo termine della seconda equazione: y(a). Questo lo si ottiene dall’ultimo passaggio
dell’equazione di due righe piu sopra, dove avevo al primo termine y(x)-y(a) che ora ¢ passato al secondo
termine.

Considero una equazione del tipo y = f (y').

14

Derivo ambo i membri dell’equazione ed ottengo ' = 1 '(y')y .

S0

Divido per y” ottenendo 1 =+—-=y".

( ) S = y’(j_f)m

Y d'y" ylay T

A questo punto integro: J.dx = If dt dove nell’ultimo membro ho effettuato un

cambio di variabile ponendo T =y (x)

¥(x) xX=a+ —2dr
N )

- y=/()

Ottengo X —a =

Equazioni del secondo ordine

1.

90

Considero la f(y,y',y") =0 (manca la x esplicitata).

!

Pongo ' = g(y). In questo modo ho che y" = g'(y)y .
Sostituendo, 1’equazione diventa f° (y, g(y), g'(y)g(y))z 0 che ¢ un’equazione del primo ordine nella

funzione incognita g. Trovata la g, risolvo la y' = g(y) che risulta essere a variabili separabili.

Considero la f (x, y',y") =0 (manca la y esplicitata).

Pongo y'(x) =t (x) e la sostituisco nell’equazione ottenendo f° (x,t S ’) =0 che ¢ un’equazione del primo
ordine. Trovata la t devo risolvere la y'(x) =t (x) .
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Equazioni esatte

P d
Considero un’equazione del tipo ' = f(x,y) = —%’y; = d—y con P,Q e CI" in un rettangolo.
x,y) dx

b
Posso riscrivere 1’equazione come P(x, y)dx + Q(x, y)dy =0.

Questa equazione si dice esatfa se la funzione differenziale al primo membro ammette primitiva (se ¢ ¢ la

0
primitiva allora deve essere — =P e 9@ =0).
ox oy
Quanto appena scritto mi dice che la primita ¢ anche il potenziale del campo definito come ]7 =Pi + Q} .

Supponiamo esatta I’equazione e sia @(x,y) una primitiva della forma differenziale del primo membro. Allora:
1. x ¢ soluzione dell’equazione = @(x,u(x))=costante (rispetto ad x) con u(x) definita implicitamente.
Infatti posso scrivere:

i(p(x,u(x)) =, (x,u(x))+ o, (x,u(x))u’ = P(x,u(x))+ Q(x,u(x))i_/; = P(x,u(x))+ Q(x,u(x))-[—MJ =0
dx Y Q (x’ y )
Quindi @(x,u(x))=costante rispetto ad x.

2. 'y ¢ definita implicitamente dalla equazione @(x,y)=0 in un intorno ()_C ,f) => y verifica ’equazione ed
inoltre ho che y()?) =y.
Infatti posso scrivere:

o 0oy | Pl y(x)
0, (ry(x)  Oxy(x))

E quindi y verifica ’equazione. Inoltre per 1’ipotesi del teorema del Dini ho che y()_c) =Y.

Equazioni lineari omogenee a coefficienti costanti
ﬂ”+qyw”+m+%y=0
Si cercano soluzioni esponenziali del tipo y = e™ . Sostituendo si ottiene ™ - (p(O{ ) =0 dove con @(ar) viene

indicata la (p(O{) =o" + alO{"_1 +..ta, 0+a,.
Ora posso avere due casi:
1. Le nradici dell’equazione (p(Ol)z 0 sono distinte e sono o,...,0

n*

Ottengo che €™ ,e™",...,e"" sono integrali indipendenti dell’equazione differenziale.

n
L’integrale generale sard y = Zci —e"
i=1
2. Le radici distinte dell’equazione (p(O{) =0 sono solo p<n e sono (, S
Queste radici hanno multeplicita &, ,...,k, tali che (k1 +h,+..+k, ) =n.

Se o ¢ multiplo di ordine k, ottengo k integrali indipendenti della equazione differenziale e questi integrali

sono nella forma e™ ,xem,...,xkflem (come abbiamo giavisto alcuni capitoli fa).

p

L’integrale generale dell’equazione sara ) = Z(cilea‘x + Cizxea’x +...+ Cikixk’flea’x) dove k; ¢ la
i=1

molteplicitadi o;.

Osserviamo ora che le radici o; non sono necessariamente reali. Pero, se i coefficienti delle equazione

differenziale sono reali, allora I’integrale generale pud essere scritto in forma reale.

Se @(x)=0 ammette radice B+iy, allora ammette anche la radice B-iy (e con lo stesso ordine di moltiplicitd.

(Biy)x

Allora, relativamente alle radici, si hanno i seguenti integrali della equazione: x7e con q=0,...,k-1.
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plBrivlx _ p(B=iv)x
x? =x%e™ cosyx
2
Poiché (Beir) (B-ir) valgono ancora come integrali della equazione, alle
Yy )x -1y )x
x € e =x%e™ sen
2
q ,Bx
. X e COoS
soluzioni x?e!P*")* sostituiamo le soluzioni ” (con q=0,...,k-1).
x’e™senyx

L’integrale sara(supposto Ky,....k, reali di moltiplicita hy,...,h, e B £ iyy,..., By iy, di moltiplicita gy,...,g; €
r S

tali che Zhi +2ij =n):
i=l =1

r
_ h,-1Y} o,x ’ ! ' g1 " " &l
y= E (cm]+cm2x+...+cmhmx )e + E [(cm1+cm2x+...+cmgmx )cosymx+(cm]+cmzx+...+cmgmx )senymx]
m=1

m=1

s
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