Disequazioni e sistemi di disequazioni

A. Disequazioni di I grado

1. 3z—1>z+5 Sol. (3, +00) 2. 1-z<2-% Sol. [-2,+00)
3. 2(x+1)-3x>0 Sol. (—o00,2] 4 5x+2)+3(xz+5)<1 Sol. (—o0,—-3]
5.z pr2 s odl 1 Sol (—o0, +00) 6. 24+ 4> 2y Sol. (9, +00)
7. 832 L B 12 4 9 Sol. [1, +00) 8 (z—-12?=-3@+1)<z(z+2) Sol (-, +o0)
9. 2-3(x—2)+8+222 <22 +22)+5 Sol. [, +00)
10. #2223 >1 Sol. (—00,4] 1. =l -_1=2 g Sol. (—00,1)
12 Z— 251 Sol (3v2 - 2V/3, +0) 13, 258 <22 5ol (V2 - VB - V6, +o0)
B. Disequazioni di II grado
1. 22-16>0 Sol. (—o0,—4) U (4, +00) 2. 25—-22>0 Sol. (=5,5)
3. 22-2x+1<0 Sol. {1} 4, —224+82—12>0 Sol. [2, 6]
5. 222437 -2>0 Sol. (—o0,—2) U (%, +00) 6. 22—8x+16>0 Sol. (—o0,4)U (4, +00)
7. 222 -T2 >0 Sol. (—00,0) U (%, +00) 8 —22+8—7>0 Sol. [1,7]
9. x—T2>2-2<0 Sol. (=00, +00) 10. 422 —372+9>0 Sol. (—o00, 1)U (9,+)
11. 92°+8z—-1<0 Sol. (-1, %) 12. 222 - 102 +25<0 Sol. B
13, dz(z —2) <11+ (z —4)? Sol. (=3,3) 14. 22 < 43(x — V/3) Sol.
15, Cz—1D(z-3)—(z— 1202z —1)+2] <0 Sol. (—o0, —¥2) U (32, +00)
16. (x+5)2%—(z—1)2z+1) > 13(z +2) Sol. (=2,0)
17. (z+ 1)z +1) <42+ ) Sol. [-%,1]
18. 322 —4y/324+4<0 Sol. {2}
C. Disequazioni di grado superiore al 1T
1. zlz+1D{z—-1)>0 Sol. [-1,0]U[1, 4+00) 2. 22z - 1)(z-2)<0 Sol. (1,2)
3. zt—1>0 Sol. (—oo,—1) U (1, +00) 4. 27 =22 +22 <0 Sol. (—o0,0]U {1}
5 274322 —4x—12>0 Sol. [-3,—-2]U[2,+00) 6. 22 +52—-6<0 Sol. (=0, 1)
7. 2t =522 +4<0 Sol. [-2,—-1]U[1,2]
8 %7z +122 >0 Sol. (—2,—/3) U (0,+/3) U (2, +00)
9. 2*—8z2+16>0 Sol. (—o0,—2)U (—2,2) U (2, +00)
10. 22* —722>0 Sol. (—o0, —g] u [\/Tﬁ,—{—oo)
1. (24 2)(2z+1)*(B2® +7) < 0 Sol. (-1,-3)U(4,0) 12. z(z —3)%(x +4) <0 Sol. [-4,01U {3}
13. (22 =32+2)(z—-3)>0 Sol. [1,2]U[3, +00)
14. 324 —32% -T2 +2+2>0 Sol. (—o0, —1]U [, ¥3] U [2, 4+00)
15. (2z —5)(2? — 22— 3)(22> -3z +1) <0 Sol. (—oo,—1]U[$,1]U[5,3]
16. (—2?2+3z—8)(—2®>+22+1)(—22—-2)>0 Sol. (1 -+v2,1+2)
17. (22 —20—2)(#2 +22+3)(1—2)<0 Sol. [1 —v/3,1]U[1 + V3, +00)
18. 2% =222 -2 +2>0 Sol. [-1,1] U [2, +o0)



D. Sistemi di disequazioni

20 —1 >0
z+1>2-3z .
1. - Sol. [i, %) 2. z+3<1 Sol. @
2z-1<1—-2z
z+1<0
22-1>0 o 14+2z2<0 1
3. Sol. (—o00,—2) 1. Sol. (—1,—3]
z+2<0 (z+1){z-1)<0
1-22>0 2—z2>1
5. Sol. (—1,0] 6. - Sol. 0
z(zx+2)<0 22 - 3r+2<0
2t >1
z(x+ 1){x—2)>0 5
7. Sol. [—1,0] 8. 2 +1<0 Sol. (—o0, —1]
2 —-1<0
22 >1
+ )z +2)<0 ¥ =3z +2>0
9. wet Dle+2) < Sol. [-3,-2]U[~1,0] 10. ~ Sol. {1}U[V2, /2]
(z+D(x+2)(z+3)>0 25 -3z +2<0
E. Disequazioni razionali fratte
1. > 2 Sol. (—o0, 3] U (1, +00) 2. 2> Sol. (—o0,—1) U [5,+00)
3. =8> o Sol. (—00,2) U (4, +00) R Sol. (—00,0) U (1, +o0)
5. o> L Sol. (=00, —3) U1 —+/6,2) U[1 + /6, +0)
6. 1-25 >3- Sol. [—v/2,—-1)U (1,v2]
7.1+ Ay -t cn Sol. (—o0,—=2)U (1 —+/5,2) U (1 + /3, +00)
8 —£=>0 Sol. (—oo,—1)U{0}U(1,+00) 9. w7 <1 Sol. (—1,1)
10. A5 - + <zl Sol. (—3,0) U( ,6) LRI zlﬁ - 2+4z+4 >0 Sol. (2,+00)
2_
12 SR+ o< o Sol. (—o00,~2) U[-1,5]
13. ;zjrg - ijfg >0 Sol. (—oo,—\/_ U (v/3, +00)
1‘2 X J
4 oSS T s s Sol. (=1,0) U (1,2) U (3, +0)
15, 243 4 2 < Lo Sol. [-2,-1)U[-%,1)
16. % <0 Sol. (-=3,-2]U[1,5)

F. Disequazioni irrazionali

1.
3.
.
7.
9.
11.
13.
15.
17.

Vawr—1<1 Sol. (—oc, 1)
Vi t2<z—1 Sol. (—o0,+00)
Vi—1<1 Sol. [1,2)
JI—z<l+z Sol. [0,1]
r>1—+/z Sol. [2= \/_,—{—oo)
VT—vVr—1>0 Sol. [1, +00)
Vz—4—+2z+1<0 Sol [4,+0c0)
Ve+1++vz—-2>3  Sol [3,+0)
V22 —1>0  Sol. {-1}U[1,400)

* o AN

10.
12.
14.
16.
18.

V3 +l<z+1 Sol. (—o00,—1) U (0, +00)
V3 —8<x—2 Sol. ( —2) U (0, +00)
Vr+3<4 Sol. [-3,13)
Vaz—1>z Sol. (—00,0)
r<V6+r—22+1 Sol. [-2,3)
VT —VzE=1>0 Sol. [1, 15)
VI—22+/22—1<0 Sol. {—1,1}
V2r+1+yvzr+1>1 Sol. (3 —2v/3, +00)

Sol. (—¥2,~1)U (1,L)

ViZ+1—v/22—1>0 /



G. Disequazioni con valori assoluti

1.
3
5
7.
9
10.
11.

13.
15.

|z] + 22 < 3 Sol. (—o0,1]
|z +1] - 1< 2? Sol. (=00, 0] U1, +00)
1—]z2-1]>= Sol. [-2,01U {1}
|z +1]—12> |z Sol. [0, +00)
|z] +]z% — 1] > 1

|z — 1] > |2 — 3z + 2|

|22 —z+ 1] < |2 = 1| Sol. (0,1)U(2,+)
L Sol. (—00,0) U (0, ¥3-1]
i >1 Sol. [0,1) U (1, +c0)

1. Disequazioni esponenziali

1.
3.
.
7.
9.
11.
13.
15.
17.
19.
21.

2% >3
4%‘/3 > 2 S’Ol. (%, +OO)
22-1 422 4 22+l 5 1 Sol. (log, ( ) +00)

Sol. [logy 3, +00)

R | Sol. {1}
(L) <1 Sol (—00,—v/3) U [v/3, +00)
gra=1 5 g2t Sol. (3, +00)
3¢ _5.27¢ >0 Sol. [logg 5, +00)
—3.2"42<0 Sol. [0,1]
28>0 Sol. (—00,0) U (0, +00)
e > 1 Sol. (0, 10g31)
25F > 1 Sol. (—o0, —1]U (0, +0)

H. Disequazioni logaritmiche

1.
3.
.
7.
9.
11.
13.
15.

logsz <3 Sol. (0,27]
logy jp(z +1) <1 Sol. -1, +00)
log, oz > log,,(z — 1) Sol. 0
log,(logs ) >0 Sol. (3,+00

log;(log, (%)) >0 Sol. (0
loglyx — 3logoz +2 >0 Sol. (0,10) U (100, 400
logy (1 — vz) < —1 Sol. [4,
1-1

oz, (12 <0 Sol. (0,1

o o N

12.
14.
16.

P > N

10.
12.
14.
16.
18.
20.
22.

I—]z+1>2z+1 Sol. (—oco,—1)
1+az+2%<|z] Sol. ¢
14+z<|[1+z+ 2?7 Sol. (=00, +0)
e =1 +]z+1]>3z+2  Sol ( 00, 0]
Sol. (—oo,—1)U (=1,0) U (0,1) U (1, +00)
Sol. [1,3]
1 -2z + 2% > |z + 22| Sol. (=00, 5]
T >z—1 Sol (—co,1)U(1,2+ V2]
£ < Sol. [O, 1JU[3, +00)
37+ < 5 Sol. (—c0,logy 5 — 1)
512 < 1 Sol. (%, +00)
32714374371 —3>0 Sol [logs (3%),+00)
9l-a* > 8 Sol. ¢
322 5 9. 3¢ Sol. (2,+00)
82— _ gl+z < Sol. [, +00)
3% 3147 —18<0 Sol. (—o0,log, 6]
322 _92.3% _2>1 Sol. (1,+00)
3:;—3:: <1 Sol. (=00, 4+00)
=2 < Sol. (0,1]
5w > 0 Sol. (0,1]
2. 1+logyz>1 Sol. [%,—{—oo)
4. logy(1+2?) > 2 Sol. (v/3,4-00)
6. logy(2? —2z) <0 Sol. (0, 1£Y5]
8. logy(1+1logyz) >1 Sol. (2,+00)
10. logy(z — 22) —logy(1 —z) >1 Sol. 0
12. logsz —5log,z +6 <0 Sol. [4,8]
14. logy(z —vV1—22) <0  Sol (%, 1)
16. i% <0 Sol. (0,3)U(1,2)



Integrali per sostituzione

Talvolta il calcolo di un integrale si semplifica se si cambia la variabile di integrazione.
Possiamo avere due casi:

[ Ha@)g @)as
In tal caso osserviamo che posto

y=g(r)=dy=g (x)dr

abbiamo
[ta@)g @ar= [ fay
/f(x) dx
Posto
y=g@)=z=g"(y) =dr=[g"(y)] dy
abbiamo

[r@de= [ @) [ ) v
Esercizio 0.0.1 Calcolare il sequente integrale

/ sin x cos xdx

Effettuando la sostituzione

y = sinz = dy = coszdzx



abbiamo:

1
/sin4a:cosxdx = /y4dy: gy5+c:

risostituendo y come sinz

L
= —-SImm T C
5

Esercizio 0.0.2 Calcolare il sequente integrale

CoS ¥
/ ST
1+sinz

Effettuando la sostituzione

y=1+sinx = dy = coszdx

CcosS T 1
—dzr = —dy =1 +c=
/1 Sin = X /y Yy 0g|y‘ c

risostituendo y come 1 + sinx

abbiamo:

= log|l +sinz|+c

Esercizio 0.0.3 Calcolare il sequente integrale

/sinlog|x|d
———dz

z
Effettuando la sostituzione
1
y =log|z| = dy = —dx
x

abbiamo:

sin log |z
/—ngas = /sinydy:—cosy+c:
x

risostituendo y come log |z|

= —coslog|z|+ ¢

Esercizio 0.0.4 Calcolare il sequente integrale

RY
d
/1—1—336 .




Effettuando la sostituzione
_ .3 6.2
y =1x" = dy = 3x“dx

abbiamo:

/ 3z d / 1 d t +
r = = arctan c=
1+ af 1+42" Y

risostituendo y come z*

= arctanz® +c

Esercizio 0.0.5 Calcolare il sequente integrale

x arcsin 2

N

Effettuando la sostituzione

2
y = arcsin 2® = dy = S
1 — a4
abbiamo:
/ x arcsin &2 1 2x arcsin 2
E—— 4 0} = —_ —_— AT =
V1—at 2 V1—a24

1
= - d:
Q/yy

12
— Zy —|—C—

risostituendo y come arcsin x

1 .2 2
= Zarcsm x“+c

2

Esercizio 0.0.6 Calcolare il sequente integrale

1
——dx
/ V4 — x?

Osserviamo preliminarmente che possiamo scrivere

/ﬁdw:/—ﬁ“:/éj
3



Effettuando la sostituzione

1 1
yzéx:>dy:§dx

abbiamo:

1 1
e = |y =
/\/4—1‘2 /\/1—y2 Y

= arcsiny +c=

risostituendo y come éx

. X
= arcsin - +c¢
2
Esercizio 0.0.7 Calcolare il sequente integrale
/ V1 + cos? z sin 2zdx
Osserviamo preliminarmente che possiamo scrivere

/\/1+60523:sin23:d:1::/vl—l—coszx(Qsinxcosx)dx

Effettuando la sostituzione
y =1+ cos’r = dy = —2sinz cos vdr

abbiamo:

/\/1+0052:csin2:cd:c = —/yédy:

risostituendo y come 1 + cos®

= —; (1+cos2a:)%+c

Esercizio 0.0.8 Cualcolare il sequente integrale

/ log x de
(14 log*z)



Effettuando la sostituzione

21
ogT

y=log’s = dy =
abbiamo:
1 1 21
/ _logr 0 _ 1 / _2losr
(1+10g :E)a: 2 (1+10g x)x

1 1
pu— —_— d p—
2/1—|—y2y

1
= 5 arctany + ¢

risostituendo y come log®z

= 3 arctanlog® z + ¢

Esercizio 0.0.9 Calcolare il sequente integrale

/ N sin Ve + 1dx

Effettuando la sostituzione

xT

Ve tl=dy= ———ds
Y Y 2ve* 4+ 1

abbiamo:

el'
————sinver +1dx = 2 / Sln ver+ 1ldx =
/ et +1 24/ e%

= 2/sinydy:

= —2cosy+c

risostituendo y come ve® + 1

= —2cosver+1+c

Esercizio 0.0.10 Calcolare il sequente integrale

/ tan* zdz



Effettuando la sostituzione

abbiamo:

y =tanr = x = arctany =—> dz =

/ tan® zdx

1492

4

Y
duy =
/1+y2y

aggiungendo e sottraendo 1 al numeratore

/y4—1+1
T Ty =
1+y?

2 2
/(y D@ D+,
1+y?

1
2 14— )dy=
/(y +1+y2) Y

1
§y3 —y +arctany +c =

risostituendo y come tanx

gtangz—tanx+x+c

Esercizio 0.0.11 Calcolare il sequente integrale

/ Ve~ Tda

Effettuando la sostituzione

y:\/ex—l———>e””:y2+1———>x:10g(y2+1):>dac:

abbiamo:

/ Ve~ Tda

2y

1+y2dy

2

Y
2 dy =
/1+y2y

aggiungendo e sottraendo 1 al numeratore

2

y +1-1
2 | /——dy =
/ 1+ 42 Y

1
21— —
/( 1+y2>dy

2y — 2arctany + ¢ =

risostituendo y come ve* — 1

2ver — 1 —2arctanver —1+¢



Integrali per parti

Ricordiamo che la formula di integrazione per parti si applica all’integrale di un
prodotto dove uno dei due fattori e visto come fattore differenziale, ovvero come
derivata di una qualche funzione nota, mentre I'altro fattore viene chiamato finito.
Si ha:

/f(fv)g’(fﬂ)dfﬂzf(x)g(ﬂf)—/f'(ﬂf)g(fﬂ)dw

Esercizio 0.0.1 Calcolare il sequente integrale

/:L’ezxdx

Scegliamo come fattore differenziale v’ = €** e come fattore intero u = x da cui

v = [e*dx = 3 [2e**dx = 3e** e v/ = 1. Applicando la formula di integrazione
per parti abbiamo:

1 1 1 1
/xe%dx = §x62‘” ~5 / rdy = §ZL‘62$ - Ze% +c

Esercizio 0.0.2 Calcolare il sequente integrale

/e‘E sin (2z) dx

Scegliamo come fattore differenziale v' = e® e come fattore intero u = sin (2z)
da cui v = [e"dr = e” e v’ = 2cos (2z). Applicando la formula di integrazione per
parti abbiamo:

/ ¢% sin (22) dz — " sin (22) — 2 / ¢" cos (22) dx (1)

Calcoliamo l'integrale che compare a secondo membro della (1) scegliendo come
fattore differenziale v' = e® e come fattore intero u = cos (2z) dacuiv = [ e“dx = €*
e u' = —2sin (2z), quindi abbiamo:

/e“” cos (2z) dx = €® cos (2x) + 2 / e’ sin (2z) dz

1



che sostituita nella (1) da
/e“’" sin (2z)dxr = e"sin(2x) — 2 <ex cos (2z) + 2 / e” sin (27) dx) =
= €%sin(2x) — 2e” cos (2z) — 4 / e’ sin (2z) dx
Portando a primo membro il termine contenente l'integrale abbiamo
5 / e”sin (2x) dz = e” sin (2x) — 2e” cos (2x)
da cui dividendo ambo i membri per 5 otteniamo
/ex sin (2z) dz = éex sin (2z) — gex cos (2z) + ¢
Esercizio 0.0.3 Calcolare il sequente integrale

x
5 dx
cos? x

Scegliamo come fattore differenziale v/ = —4— e come fattore intero u = z da

COos“ ™
cuiv = [ Cosl%dzc =tanz e v’ = 1. Applicando la formula di integrazione per parti
abbiamo:

T
/ 5 dr = xtanx—/tanxdx:
cos?

—sinx
= gxtanzx + dr =
cosS

= xtanx + log|cosz| + ¢

Esercizio 0.0.4 Calcolare il sequente integrale

/x3 log |z| dx

3

Scegliamo come fattore differenziale v' = z° e come fattore intero u = log|z| da

cui v = [a%dx = {2* e v/ = 1. Applicando la formula di integrazione per parti
abbiamo:
1 1 [
3 4
[atoglalde = atloglel - [ Zda
124
4
= — 1 —_——_—-— =
i og || 14

1 1
= ZIA log |z| — 1—6x4 +c



Esercizio 0.0.5 Calcolare il sequente integrale

/ sin’ zdx

Scegliamo come fattore differenziale v' = sin x e come fattore intero v = sinz da
cui v = [sinazdr = —cosz e v’ = cosz. Applicando la formula di integrazione per
parti abbiamo:

/Sin2 rdr = —sinxcosx + /C082 xdr =
= —sinxcosx + / (1 — sin® x) dr =
= —sinxcosx +x — /sin2 xdx
Portando a primo membro il termine contenente I'integrale abbiamo
2/sin2xda: = —sinzcosz +x
da cui dividendo ambo i membri per 5 otteniamo
/siand:v = —%sinxcosx + %x +c
Esercizio 0.0.6 Cualcolare il sequente integrale

/ x arctan xdx

Scegliamo come fattore differenziale v' = x e come fattore intero u = arctan x da

cui v = [wdr = 32% e u' = ==, Applicando la formula di integrazione per parti
abbiamo:

1 1 x?
/:carctan zdr = —z’arctanz — = / dr =

2 2) x?2+1

aggiungendo e sottraendo 1 al numeratore della funzione integranda

1 1 [2241-1

= —z?arctanz — — +—d:zc =
2 2 241

1, 1 1
= —zx“arctanx — — 1— de =
2 2 24+ 1

L% arct Lo+ ~arctanz +
= ZXr arctanx — =& —arctanx - ¢
2 2" 2



Integrali delle funzioni razionali
fratte

Sia

una funzione razionale fratta dove P (x) & un polinomio di grado m e @ (z) € un
polinomio di grado n.

Per prima cosa se m > n , andiamo a effettuare la divisione dei polinomi
ottenendo la decomposizione

dove T (x) ¢ il risultato della divisione e R (z) ¢ il resto e ha grado r < n.

Percio considereremo solo il caso in cui il numeratore abbia grado inferiore a
quello del denominatore, cioe m < n.

Distinguiamo quattro casi a seconda di che tipo di radici abbia il denominatore:

e Radici reali e distinte: supponiamo che @) (z) abbia n radici reali e distinte,
T1,...,x,, allora vale I'identita
P (I’) A1 A2 An

= + +o.+
Q) z—x1 x—1x9 T — T,

(1)

dove Aq, ..., A, sono costanti reali da determinare mediante minimo comune
multiplo a secondo membro e poi mediante uguaglianza tra i polinomi che si
troveranno a numeratore del primo e del secondo membro.

L’integrale della funzione di partenza diventera la somma degli integrali delle
funzioni che compaiono a secondo membro della (1 ).



e Radici reali con molteplicita maggiore di 1: sopponiamo che @) (z) abbia
h radici reali, x1,...,x,, di molteplicita algebrica rispettivamente my, ..., my,
allora vale I'identita

Plo) - A A Am B
Q () r—x1  (z—x)°  (z—x)™ oz —ax
2 mo 1
+ o+ — 4 +
($—$2)2 (z — x9)™ T — T
Sy Sm
+ 5+..+ h),nh (2)

dove Ay, ..., An,, B1,..., Bny, .., S1, -y Sy, sSONO costanti reali da determinare
mediante minimo comune multiplo a secondo membro e poi mediante uguaglian-
za tra i polinomi che si troveranno a numeratore del primo e del secondo
membro.

L’integrale della funzione di partenza diventera la somma degli integrali delle
funzioni che compaiono a secondo membro della (2 ).

e Radici complesse e distinte: sopponiamo che @) (z) = H(x)F(x)...L(z) con
H(z),G(x), ..., L(x) polinomi a radici complesse semplici, allora vale I'identita
P(x) Ax+B Cx+D Ex+ F
= + o=

Qz)  H(z)  G(x) L ()
dove A, B,C, D, ..., E, F sono costanti reali da determinare mediante minimo

comune multiplo a secondo membro e poi mediante uguaglianza tra i polinomi
che si troveranno a numeratore del primo e del secondo membro.

(3)

L’integrale della funzione di partenza diventera la somma degli integrali delle
funzioni che compaiono a secondo membro della (3 ).

e Radici complesse con molteplicita maggiore di 1: Q (z) = H(x)F(z)...L(z)
con H(x),G(x), ..., L(x) polinomi a radici complesse con molteplicita algebrica
maggiore di 1, rispettivamente «, 3, ...0 allora vale I'identita

P(x) A1x+Bl+A2x—|—Bg+ +Aax+Ba+Clsc+D1
Q(z) Hx) [H @) 7 [H @) G (z)
Cox + Dy Cpx + Dg Eix+ Fy
G@)? [GE) L (z)
EQiL‘ + F2 E(gl' + F5
Ler T wr W

2



dove Ay, ..., Ay, B1, ..., B,, ... sono costanti reali da determinare mediante min-
imo comune multiplo a secondo membro e poi mediante uguaglianza tra i
pominomi che si troveranno a numeratore del primo e del secondo membro.

L’integrale della funzione di partenza diventera la somma degli integrali delle
funzioni che compaiono a secondo membro della (2 ).

Esercizio 0.0.1 Calcolare il sequente integrale

/ 22+ 22 + 2
dz
z(x+1)(x+2)
Osserviamo preliminarmente che il denominatore ha grado 3, maggiore del nu-

meratore, e possiede tre radici reali e distinte che sono x = 0, v = —1, v = —2.
Allora decomponiamo il quoziente da integrare come segue:

T2 4 22 + 2 _A+ B . C
r(xz+1D)(z+2) = x+1 z+2

()

dove A, B e (' sono tre costanti reali da determinare. A tale scopo facciamo il
minimo comune multiplo a secondo membro della (5) e otteniamo

22 + 27 + 2 _ A(@+1) (@ +2)+ Br(z+2)+ Cu(z+1) (6)
IS EET) z(r+1)(z+2)
A(2® + 32 +2) + B (2 + 22) + C (2% + x)

z(x+1)(x+2)
(A+ B+C)2*+ (3A+2B+C)x+2A
z(x+1)(zx+2)

Uguagliando primo e ultimo membro della (6) abbiamo un’uguaglianza tra frazioni
con stesso denominatore, quindi queste sono uguali se e solo se lo sono i numeratori,
pertanto abbiamo

2 +20+2=(A+B+0)2*+ (BA+2B+C)x+24 (7)

Ma la (7) & uguaglianza tra polinomi, e per il principio di identita dei polinomi,
questi sono uguali se e solo se lo sono i coefficienti dei termini di grado uguale,
quindi abbiamo

A+B+C=1
3A+2B+C =2 (8)
24 =2



Per risolvere il sistema (8) applichiamo il metodo di eliminazione di Gauss alla
seguente matrice completa del sistema

A=

N W o=
NN —

11
2 1
0 0
I1 pivot della prima riga e l’elemento 1 nella posizione (1,1), abbiamo quindi le
seguenti operazioni elementari sulle righe di A"

ro — 7’2—37’1

rs — 7’3—27’1

e quindi la matrice si trasforma come segue:

11 1 1
0 -1 -2 -1
0 -2 =2 0

Il pivot della seconda riga & —1 nella posizione (2,2) e le operazioni elementari da
fare sono
rs — Ty — 27”2

ottenendo
11 1 1
0o -1 -2 -1
00 2 2

Il sistema ridotto a scalini corrispondente e quindi

A+B+C=1
~B-2C=-1
2C =2

che risolto per sostituzione all’indietro a partire dall’ultima equazione da l'unica
soluzione (A, B,C) = (1,—1,1).

A questo punto tornando alla (5) abbiamo

24 2x + 2 1 1 1

cr )@+ 7 o+l 42




pertanto l'integrale di partenza diventa
2+ 2z + 2 1 1 1
dr = - — + dr =
z(r+1)(x+2) r r+1 x+2

1 1
= /—da:—/ d:E—I—/ ! dr =
T r+1 T+ 2

= logl|z| —log|z + 1]+ log |z + 2| =
z(x+2)
+1

= log +c

Esercizio 0.0.2 Calcolare il sequente integrale

r+1
/ ;de
22 (z —1)
Osserviamo preliminarmente che il denominatore ha grado 4, maggiore del nu-
meratore, e possiede due radici reali che sono = 0, x = 1 con moltepicita agebrica
2 per entrambe. Allora decomponiamo il quoziente da integrare come segue
r+1 A B C D

e - +
2 (x—1)° z 22 -1 (z—1)

9)

dove A, B, C' e D sono costanti reali da determinare. A tale scopo facciamo il
minimo comune multiplo a secondo membro della (9) e otteniamo

r+1 _ Az (x —1)° + B(x — 1) + Cz?® (x — 1) + Da? (10)
22 (x — 1) 22 (x — 1)
 (A+0)a* 4+ (-2A+B-C+D)a?+ (A—2B)z+ B
a 22 (x —1)°

Uguagliando primo e ultimo membro della (10) abbiamo un’uguaglianza tra frazioni
con stesso denominatore, quindi queste sono uguali se e solo se lo sono i numeratori,
pertanto abbiamo

r+1=(A+C)2*+(-2A+B-C+D)2x*+(A-2B)x+ B (11)

Ma la (11) & uguaglianza tra polinomi, e per il principio di identita dei polinomi,
questi sono uguali se e solo se lo sono i coefficienti dei termini di grado uguale, quindi
abbiamo

A+C=0
AL B-C4+D=0
A—9B =1 (12)
B—1



Risolviamo il sistema (12) per sostituzione all'indietro a partire dall’'ultima equazione
ottenendo 'unica soluzione (A, B,C, D) = (3,1, -3, 2).
A questo punto tornando alla (9) abbiamo

22 (z — 1)

z+ 1 3 1 3 2
= -
T

pertanto l'integrale di partenza diventa

/ﬁd;ﬁ = /<§+i— i1+(x_21))da::
_ /d:zc—l—/ 2dx—/ d:c+2/(x—1)2dx=

22+ (:1: _ 1)—2+1
= 31 — 31 -1 22— =
og | + 5 — 3log o — 1] + 27—
’ 1 2
= 3log - — = +c
T — r x-—1

Esercizio 0.0.3 Calcolare il sequente integrale

/ 4 — 3z
5 dx
(x —3)" (224 1)
Osserviamo preliminarmente che il denominatore ha grado 4, maggiore del nu-
meratore, e possiede una radice reale x = 3 di molteplicita algebrica 2 e due radici

complesse coniugate x = +i di molteplicita algebrica 1. Allora decomponiamo il
quoziente da integrare come segue:

4-3z A B CitD
(x—3)%(2+1) -3 (z-3)7% a2+1

(13)

dove A, B, C' e D sono costanti reali da determinare. A tale scopo facciamo il
minimo comune multiplo a secondo membro della (13) e otteniamo

4—3x _A@=3)(@+ 1)+ B’ +1) +(Cz+ D) (z - 3)°
(z—3)% (22 + 1) (x—3)% (22 +1)
_ (A+C)a3+ (-3A+B—-6C+ D)z*+ (A+9C —6D)x —3A+ B+ 9D
(z—3)" (22 +1)

= (14)




Uguagliando primo e ultimo membro della (14) abbiamo un’uguaglianza tra frazioni
con stesso denominatore, quindi queste sono uguali se e solo se lo sono i numeratori,
pertanto abbiamo

4-3r=(A+C)2*+(-3A+B—-6C+ D)2*+ (A+9C —6D)x —3A+ B+9D

(15)
Ma la (15) & uguaglianza tra polinomi, e per il principio di identita dei polinomi,
questi sono uguali se e solo se lo sono i coefficienti dei termini di grado uguale, quindi

abbiamo
A+C =0

—3A+B-6C+D=0
A+9C —-6D = -3
—3A+B+9D =4

Per risolvere il sistema (16) applichiamo il metodo di eliminazione di Gauss alla
seguente matrice completa del sistema

(16)

1 01 0 0
, | 31 61 o0
A 1 09 —6 -3

310 9 4

I1 pivot della prima riga ¢ 'elemento 1 nella posizione (1,1), abbiamo quindi le
seguenti operazioni elementari sulle righe di A”:

ro — T+ 31

rs — T3—7T1

Ty — 7"4+37’1

e quindi la matrice si trasforma come segue:

101 0 O
01 -3 1 O
008 -6 -3
013 9 4

I1 pivot della seconda riga e 1 nella posizione (2, 2) e le operazioni elementari da fare
sono
Ty — Ty — T2

ottenendo
1 0 0

oo o~
oo~ o
o> o

|

o

[

w



Il pivot della terza riga e 8 nella posizione (3,3) e le operazioni elementari da fare
Sono

6

T4y — Ty — T3
8
che puo essere sostituita anche da
Ty — 4’/"4 — 3’["3

ottenendo
1 0 0

0

1 -3 1 0
08 -6 —3
0 0 0 50 25

Il sistema ridotto a scalini corrispondente ¢ quindi

o O =

A+C=0
B-3C+D=0
8C — 6D = -3
50D = 25

che risolto per sostituzione all'indietro a partire dall’'ultima equazione da l'unica
soluzione (4, B,C, D) = (0,—1,0,1).

A questo punto tornando alla (13) abbiamo

4 — 3z B — n %
(z—3)72(24+1) (z—3)7% 22+1

pertanto l'integrale di partenza diventa

/(x_i);(izﬂ)dx - /((x:%3)2+a:2%+1)d$_

1 1 L[ 1
2/(;(;_3)2 x+2/x2+1 !

= ———~ 4+ —arctanz =
2 =241 2

1 1
= m+§arctanx+c

Esercizio 0.0.4 Calcolare il sequente integrale

/x4+a:3+4a;+4
X
(. —2)% (22 +2)°




Osserviamo preliminarmente che il denominatore ha grado 6, maggiore del nu-
meratore, e possiede una radice reale x = 2 di molteplicita algebrica 2 e due radici
complesse coniugate z = +iv/2 di molteplicity algebrica 2. Allora decomponiamo il
quoziente da integrare come segue:

e+t +dr+4 A N B JrC:)z:—i—D Ex+ F
(z—27%@2+2)° -2 (z-27° 2242  (22+42)°

(17)

dove A, B, C, D, E, F sono costanti reali da determinare. A tale scopo facciamo il
minimo comune multiplo a secondo membro della (17) e otteniamo

o+t +dr+4

(x =2 (@ +2)°
Al —2) (22 +2)* + B(@®+2)* + (Cz + D) (z — 2)* (2* +2) + (Bx + F) (z — 2)°
N (z —2)* (22 4+ 2)° B
(A+C’)x5+(—2A+B+D)x4+(4A+20—4D+E)x3+

z(x+1)(x+2)
+@8A+4B—8€+6D—4E+FM¥+MA+SC—8D+4E—4mx—8A+4B+8D+4F
z(x+1)(x+2)

Uguagliando primo e ultimo membro abbiamo un’uguaglianza tra frazioni con stesso
denominatore, quindi queste sono uguali se e solo se lo sono i numeratori, pertanto
abbiamo

o'+ tdr+4=(A+C)2° + (—2A+ B+ D)a* + (4A+ 20 — 4D + E) 2+
+(=8A+4B —8C + 6D —4E + F)2? + (4A 4 8C — 8D + 4E — 4F) x+
—8A+4B +8D + 4F

Ma la precedente ¢ uguaglianza tra polinomi, e per il principio di identita dei poli-
nomi, questi sono uguali se e solo se lo sono i coefficienti dei termini di grado uguale,
quindi abbiamo
( A+C=0
—2A+B+ D=1
4A+2C -4D+ E =1
—8A+4B-8C +6D —-4E+ F =0
4A+8C —8D +4E —4F =4
—8A+4B+8D +4F =4

(18)

\

Per risolvere il sistema (18) applichiamo il metodo di eliminazione di Gauss alla



seguente matrice completa del sistema

1 01 0 0 0 0
210 1 0 0 1
w4 02 41 0 1
84 86 —-41 0
4 08 -8 4 —4 4
-840 8 0 4 4

Il pivot della prima riga e 1’elemento 1 nella posizione (1,1), abbiamo quindi le
seguenti operazioni elementari sulle righe di A”:

9 — To +2T1
rs — T3 — 47”1
Ty — T4+8m
s — T5—4r
re — Tg +87°1

e quindi la matrice si trasforma come segue:

101 0 0 0 O
012 1 0 0 1
00 -2 41 0 1
040 6 —-41 0
004 -84 -4 4
048 8 0 4 4

Il pivot della seconda riga & 1 nella posizione (2,2) e le operazioni elementari da fare
Sono

ry — 14— 4ry

re — 7"6—4?"2

ottenendo

[\

—

o
_ o O O
— = O

co o oo
coocor~Oo
|
oo
N\
|
e~



Il pivot della terza riga & —2 nella posizione (3, 3) e le operazioni elementari da fare
Sono

Ty — T4 —4r3

rs — 7’5—|—27'3

ottenendo
101 0 0 0 O
0 1 1 0 0 1
00 -2 —-41 0 1
000 18 —-81 —8
000 O 6 —46

000 0 4 0 4

Il pivot della quarta riga € 18 ma non ci sono operazioni da fare rispetto a tale
pivot giacché gli elementi nella colonna che sono al di sotto del pivot sono gia nulli.
Pertanto passiamo alla riga successiva.ll pivot della quinta riga € 6 e si trova nella
posizione (5,5) e le operazioni elementari da fare sono

4

Te — T — =T5
6

che puo essere sostituita da

ottenendo
101 0 0 0 0
012 1 0 0 1
00 -2 -4 1 0 1
000 18 -8 1 -8
000 O 6 —-46

@]
@]
]

0o 0 8 0

Il sistema ridotto a scalini corrispondente e quindi

( A+C=0
B+20+D=1
—2C—-4D+E =1
18D —8E + F = -8
6FE —AF =6

8F =0

\

che risolto per sostituzione all’indietro a partire dall’ultima equazione da l'unica
soluzione (A, B,C,D,E, F)=(0,1,0,0,1,0).

11



A questo punto tornando alla (17) abbiamo

x4+x3+4$+4_ 1 n T
(z—2)%(2%+2)° (2-27 (22+2)°

pertanto 'integrale di partenza diventa
23 +4r+4 1 x
5 sdr = 5 + 5 | do =
(x —2)" (224 2) (x —2) (224 2)

1 1 2

- /—de+—/%dx:
(z —2) 2) (22 +2)
(x—2)72 12+ 2)7°

—2+1 2 —-2+1
1 1

T -2 2@+y ¢
Esercizio 0.0.5 Calcolare il sequente integrale
/x5—7x4+8x3+15x2—26x+13d
x
x?2—Tx+ 10

Osserviamo preliminarmente che il denominatore ha grado 2, minore del numer-
atore, quindi dobbiamo dapprima eseguire la divisione dei polinomi. Abbiamo:

o =7zt 4+82%  +152% —26x +13 | 2 —Tx +10
—z® 4+7z*  —102° |- —— - —==
—_— ——= ——= ——— | 2 =2z +1
0 0 —22°  +152% —26z |

+22%  —142® +20x

che permette di scomporre la frazione integranda come segue:

5 _ 7.4 341522 —
/:c Tx* + 8x° + 15« 26x—|—13dx _ /(m3—2x+1+ r+3 )dx:

22 — Tz + 10 2 —T7x+ 10
1, r+3
= —z— —————dx (19
1" x+x+/x2—7x+10x( )

12



A questo punto possiamo svolgere 1'ultimo integrale che compare osservando che il
denominatore possiede due radici reali e distinte che sono x = 5, x = 2. Allora
decomponiamo il quoziente da integrare come segue:

r+3 B A n B
2—T7r+10 x—5 x—2

(20)

dove A, B sono costanti reali da determinare. A tale scopo facciamo il minimo
comune multiplo a secondo membro della (20) e otteniamo

x+3 _ A(x—2)+ B(x—5)
22 —Tr+10 (x—5)(z —2) (21)
_ (A+B)z—-2A-5B
N (x —5)(x—2)

Uguagliando primo e ultimo membro della (21) abbiamo un’uguaglianza tra frazioni
con stesso denominatore, quindi queste sono uguali se e solo se lo sono i numeratori,
pertanto abbiamo

r+3=(A+B)x—2A—-5B (22)
Ma la (22) ¢ uguaglianza tra polinomi, e per il principio di identita dei polinomi,
questi sono uguali se e solo se lo sono i coefficienti dei termini di grado uguale, quindi

abbiamo
A+B=1
—2A—-5B=3
che risolto da l'unica soluzione (A4, B) = (§,-2).
A questo punto tornando alla (20) abbiamo
t+3 8 1 5 B
2 —Tr+10 3z-5 3z-2

pertanto 'integrale di partenza dalla (19) diventa

/x5—7x4+8x3+15x2—26x+13d 1, 2, +/ r+3 J
r=-2" -1+ —————dx =
22— T7xr + 10 4 22— T7r + 10
1, 8 [ 1 5 [ 1
=z — - dr — = dr =
1" x+$+3/ag—5x 3/£—2x
1 8 5)
:Za:4—m2+x+§log|x—5|—glog|a:—2|:
8
1 1 — 5|3
:—x4—x2+x+%|5+c
4 log |z — 2|3

13



Integrali - esercizi vari

Esercizio 0.0.1 Calcolare il sequente integrale

x
d
/ z+1 o
Aggiungendo e sottraendo 1 al numeratore della funzione integranda abbiamo:
1-1
/ Y dr = / Ld:z: =
r+1 r+1
1
= / (1 — ) dr =
r+1

= xz—loglx+1|+¢

Esercizio 0.0.2 Calcolare il sequente integrale
2?2+ 5 —1
Vv
Scomponendo in somme la funzione integranda abbiamo:
x2+5x—1d / x2+5x 1 J
———dzx = — 4+ —=——F=|dzr =
vV N RV

= / (xQ_% + 5plvE — :1:_%) dr =

dx

ritl p3tl r-3tl
I R s R ey
S+ s+l —5+
2084 008 o
= -x —r? — 212 =
5 3
2, 10
= 5xﬁ+?|x|\/§—2ﬁ+c



Esercizio 0.0.3 Calcolare il sequente integrale

1
PR S— L
S~ T COS“ X

Ricordando che dalla trigonometria abbiamo sin®x + cos?z = 1, sostituendo il
numeratore della funzione integranda, abbiamo:

1 sin? z + cos?
o dr = [ o —dr =
sin? z cos? sin? z cos?

scomponendo in somme

/ ! + L d
g LE g
cos?z  sin’zx

= tanx —cotx +c

Esercizio 0.0.4 Calcolare il sequente integrale

/1+log3xdx

T

Scomponendo in somme la funzione integranda abbiamo:

3 3
/1+10g T /<l+log x>dcc:
x T x

1
osservando nel secondo addendo che — & proprio la derivata di logx
x

log* z

= log|x| + +c

Esercizio 0.0.5 Calcolare il sequente integrale

etanz -1
———dz
COS“ T

Scomponendo in somme la funzione integranda abbiamo:

6tam:): -1 etanm 1
———dr = ————— |dz =
COS“ T COS“ X COS“ X

osservando nel primo addendo che
¢

e proprio la derivata di tanz
2

os?x
e _tanz +c



Esercizio 0.0.6 Calcolare il sequente integrale

/ x tan® zdx

sin? :zc
rtan® zdr = T 2,
Cos
1 — cos? x
CoS
Cos

2
x

= dr — — 1

/cos?:cx 2 (1)

Svolgiamo per parti I'ultimo integrale che compare, prendendo come fattore differen-

ziale v/ = co;2m e come fattore intero v = x da cui v = f ——dr =tanz e u =1,

cosl abbiamo

Abbiamo:

Cos2 x

x
/ 5 de = xtanx—/tanxdm:
cos? x

sin x
= gtanx — dr =
cos T

= xtanz + log|cos z|

che sostituita in (1) da
2
) x
/xtan xdr = xtanx + log |cos x| — 5 +c

Esercizio 0.0.7 Calcolare il sequente integrale

22
/ T g
V1—22



Moltiplicando e dividendo la frazione integranda per —1 e aggiungendo e divi-
dendo 1 a numeratore, abbiamo

B _/(\}1_—$x2_\/11—x2>dm:
- [ ) -
_/de—i-arcsinx (2)

dr =

Svolgiamo per parti I'ultimo integrale che compare, prendendo come fattore differen-
ziale v = 1 e come fattore intero u = V1 — 22 dacuiv =z e v = —\/1%7, cosi

abbiamo
/\/1—LU dx—:):\/l—x2+/

che sostituita in (2) da

val —a:2

—rV1—a%—

x? x?
—dx / ————dx + arcsinx
/\/l—x2 V1— a2
da cui, portando a primo membro l'integrale che compare a secondo membro, abbi-
amo

2
x
2 / —————dr = —xV1 — 22 + arcsinz
V1—22
percio

2 1 1
/\/%xzdx = —53(;\/1 —x2+ §arcsinx +c

Esercizio 0.0.8 Calcolare il sequente integrale

2x( ,x
/e (e +3)d:c

e2r — 4
Effettuando la sostituzione

y=¢e" = dy =e"dx



abbiamo

2z ( ,x 3 T(,T 3
/e (" + )dx _ /e(e + )exdx:
e —4 e — 4
3
_ / y* + 3y v 3y,
y? —4
Ci siamo quindi ridotti all’integrale di una funzione razionale fratta. Effettuiamo
prima la divisione dei polinomi avendo

da cui

2
y° + 3y 3y+4
dy = 1 dy =
/y2—4y /(+y—4y

3y +4
= d
y+/y2_4 Y

Avendo il denominatore radici reali e distinte, abbiamo la seguente uguaglianza
Jy+4 A N B
v2—4  y+2 y—2
(A+B)y —2A+2B
y?—4

da cui il sistema

A+B=3
—2A+2B =4

che ha I'unica soluzione (A, B) = (3,3) e percio

3y +4 / /
YTy = sy =
/y2—4 Y y+2 v=
= —10g|y+2|—|——10g|y—2|

Ritornando all’integrale di partenza e risostituendo y = e* abbiamo

2z 3 5
/%d r=e"+ - log|e +2|+ - log|e —2|+c
et —



Esercizio 0.0.9 Calcolare il sequente integrale
2x (2% 2
/ de
etr — 1

y =¥ = dy = 2e*dx

2x (2% 2 1 2x 2
/—e (e + )dx = —/ ¢ (2¢") dz =
etr — 1 2 ) etr—1

_1/y—|—2d
- 9) 2

Ci siamo quindi ridotti all’integrale di una funzione razionale fratta. Avendo il
denominatore radici reali e distinte, abbiamo la seguente uguaglianza

Effettuando la sostituzione

abbiamo

y+2 A B
-1 y+1+y—1_
_ (A+By—-A+B
— o
da cui il sistema
{ A+B=1
—A+B=2

che ha 'unica soluzione (A, B) = (—%, %) e percio

Y+ 2 / /
dy = —= oy =
/y2—1y P v=

= ——log]y+1|+ log|y—1|

Ritornando all’integrale di partenza e risostituendo y = e* abbiamo

2x (2x
[ D = L (ol 1]+ Dol 1)) e

1 2z 3 2x
= —Zlog|e +1’+Zlog|e —1|+c
Esercizio 0.0.10 Calcolare il sequente integrale

/xlog(4$2 — 9)dx



Applichiamo l'integrazione per parti prendendo come fattore differenziale v' = x

e come fattore intero u = log(4z? — 9) da cui v = ‘%2 e u' = 3, cosl abbiamo
1 43
/;Elog(4x2 —9)dx = 5:152 log(42* — 9) — / 43:21:_ gda: (3)

Svolgiamo separatamente l'integrale che compare a secondo membro della (3).
Innanzitutto dividiamo i polinomi

423 | 4z2? -9
—4x> 49z | —— ——
e | 2
0 +9z
da cui
4 9z
de = dx =
/4%—4)x ‘/($+4ﬂ—0) v
1, 9z
= = d 4
2% +/4:v2 — o™ (4)

Osserviamo che I'integrale che compare all’'ultimo membro della (4) ¢ U'integrale di
una funzione razionale fratta dove 4z% — 9 = 4 (a: — %) (x + %) percio vale

90 1 92 1 A n B (5)
4x2—9_4x2—%_4 -3 z+3
da cui 'uguaglianza
90 A n B
2—2 -3 gz+3
che da il sistema
A+B=9
54— 3B =0

con I'unica soluzione (A, B) = (£,9) e percio dalla (5) abbiamo

9 1/9 [ 1 9 [ 1
de = =2 do + 2 dz | =
/4ﬁ—9m 4(2/x—%x+2/x+%x>
_ ) lo x—§+lo :1:—|—§ =
IR il Y I 1§
9 9
= glog xQ_Z'




che infine sostituito in (4) permette di calcolare I'integrale di partenza avendo

1 1 9

x2—§'+c




Forma indeterminata %

Negli esercizi di seguito ometteremo di verificare che il calcolo del limite dato con-
duce alla forma inderminata 2, per la quale basta sostituire il valore del punto di
accumulazione a cui tende x nell’espressione della funzione.

Le funzioni piu semplici che si presentano nella forma indeterminata in esame

sono le funzioni razionali, cioé i rapporti di polinomi. Allora valgono le seguenti
regole:

i apT™ + ap 12"+ . 4 T+ ag
im =

z—+oob, ™ + by 1™t 4+ .+ b + by

0 sen<m
. a,T"
= lim =({ a sen=m
x—)—‘,—oobm{[;m bm

i (+00)  sen>m

m "™ + Ay 7"+ + ag B
200Dy &™ + by 1™+ .+ byx + by

0 sen<m
. a,T"

= lim =
z——00 b, x™

[S)
S

sen=m

°Q o
g

(—o0)"™™  sen>m

o
3



Un procedimento analogo si usa nel caso di limiti del tipo

o (@)
Mg (@)

quando f (z) ¢ la somma di due o piu funzioni divergenti una delle quali, diciamola
f* (z), sia un infinito di ordine superiore rispetto agli altri, e analogamente per g (z).
In tale ragionamento si possono trascurare quegli addendi che sono funzioni limitate.
Il calcolo del limite si riduce quindi a

lim (@)

oo g7 ()

Esercizio 0.0.1 Calcolare
42 + 2 —1
im —m8M——
z—+00 813 + 312 — 5

Basta osservare che il numeratore ha grado inferiore al denominatore per con-

cludere che
42 + o —1

e
2150873 + 372 — §

Esercizio 0.0.2 Calcolare

et e 4 26" — 1
lim
z—+oo 237 4 6e2* + 5

Poniamo e* = y, allora quando x — +o0, si ha y — +00, quindi abbiamo

e e 4 2e" — 1
lim =
z—+oo 237 4 6e2* + 5
’ v -4y +2y—1 1
= 1 =

m — —
y—+oo  2y3 +6y% +5 2




Esercizio 0.0.3 Calcolare

i e?® — 5e® + 1
im
z—+ooe3T 4 Te2t — % 4 2

Poniamo e = y, allora quando x — +o00, si ha y — 400, quindi abbiamo

i e —5e* +1

im —

z—+ooe3T 4 T2t — e% 4 2
y? —5y+1

y—tooyd + Ty? —y + 2

Esercizio 0.0.4 Calcolare

) €5x+4€3x+6x+1
lim
z—+oo  —2e3% 4 eT + 3

Poniamo e* = y, allora quando x — +o00, si ha y — 400, quindi abbiamo

e e’ et 41
lim =
z—+oo  —2e3% 4 eT + 3
P4y +1
= llm =
y—+oo —2y3 +y+3

= —5 (+OO) = —0Q

Esercizio 0.0.5 Calcolare
e e 2
lim ————
R e |

Poniamo e* = y, allora quando x — +o00, si ha y — 400, quindi abbiamo

e et 42
lim ————M= =
z—+oo edr +1

Y+y+2

= lim = 400

R |



Esercizio 0.0.6 Calcolare
2logx +1

im
e—0+3logx + 5

Poniamo log z = y, allora quando = — 07, si ha y — —o0, quindi abbiamo

2logz +1

x—>0+310gx +5
2y+1 2

im
Cy——o3y+5 3
Esercizio 0.0.7 Calcolare

. 2x + V% -1
im
a—too /33 — 2202 + 1

Osserviamo che v/x2 — 1 si comporta come x e /373 — 222 + 1 si comporta come

v/3z, quindi abbiamo

) 2¢ ++va?2 -1
lim

7o \3/3553 2x2 1
3

= lim —

z—-+oo \/_x V3

Esercizio 0.0.8 Calcolare

Va2 +1+ 3242

im
v—too/at + 222 + 1 + 3

Osserviamo che v/z2 + 1 si comporta come x e V2% + 222 + x + 3 si comporta

come z2, quindi abbiamo

Va2 + 1+ 322 +2

W e




Esercizio 0.0.9 Calcolare

I 52% +2y/r + 1
im
2—=+00 273 + Va2 + \/x + 2

Osserviamo che ogni addendo al numeratore tende a +o0o0 ma il termine 2% vi

tende con velocita maggiore di \/x;analogamente accade per il denominatore, quindi

si ha

. 5% + 2/ + 1

im —

a—+00 Q3 4 /12 4+ /1 + 2
522 5

im
z—+o00 273 2

Esercizio 0.0.10 Calcolare

. €3 —5e? + arctan (4z)
lim
z—-+00 2e3¢ + 1

Osserviamo che essendo arctan (4x) limitata, possiamo scrivere

. € —5e*” + arctan (4x)
lim =
z—+00 2e3r + 1
€3 — He2w 1

a—too 2037 +1 2

Esercizio 0.0.11 Calcolare

lim log (z° — 32* + 22 + 1)
z—+oo  log (22 + Tx + 8)

Abbiamo
log (z°) y Slogz 5

ziglmlog (22)  a>too2logx 2




Esercizio 0.0.12 Calcolare

log (e + 2% — 7T2? + 1)
z—-+00 20+ 1

Abbiamo

. log(e” +a® —T2? +1)
lim =
T—+00 20+ 1
. log(e®) . xloge
= lim = lim =
z—+oo 20 4 1 z—+o002x + 1

xloge ) x

1
1 = 11m = =
z—+002r +1 z—+002x 4+ 1 2

Esercizio 0.0.13 Calcolare

. o br— V12 —-2x+4
lim
r—-002\/22 — 1+ /1 -1

Osserviamo che, quando r — —o0, sia il termine /22 — 2z + 4sia il termine
v x? — 1si comportanocome —z, quindi abbiamo

) 5¢c — Va2 -2z +4
lim =
po-02 /22 — 1+ Iz
br — (—x)

Esercizio 0.0.14 Calcolare

lim 2t vVat+5
v—too /53 + 4o + 3

Osserviamo che, quando z — +00, v/22 + 5 si comporta come x e v/5x3 + 4z + 3



si comporta come /52, quindi abbiamo

lim r+vVar?+5
z—-+oo /By + dx + 3




Forma indeterminata co — oo

Negli esercizi di seguito ometteremo di verificare che il calcolo del limite dato conduce
alla forma inderminata co — oo, per la quale basta sostituire il valore del punto di
accumulazione a cui tende x nell’espressione della funzione.

Se il limite

lim f(z) — g()

T—T0

si presenta nella forma oo — 0o, si risolve mettendo in evidenza g ()

o) (=)

In tal caso o si ottiene un limite non pit in forma indeterminata oppure ci si riconduce
alla forma indeterminata 0 - co.
Se il limite

lim log f(z) — log g(x)

T—xQ

si presenta nella forma oo — 0o, si risolve tenendo conto della proprieta dei logaritmi

per cui

Jim log f(x) —log g(x) = lim log ﬁg



Lo stesso dicasi per il caso

lim log f(x) — g(x) = lim log f(z) —log /™ = lim log /()
T—x0

T—x0 T—xQ eg(w)

Esercizio 0.0.1 Calcolare

lim V322 +x+1—Va2+5x+3

T——+00

Mettendo in evidenza V/x2 + 5x + 3 abbiamo

2 1
lim Va2 ¥ 5053 (/o trtl )
T—+00 2+ 5+ 3
322 1
— lim V2 Fhr 43| lim /2T =
z—+00 az—+oo \ 12+ 5x + 3

— lim Va?+50+3 (V3-1) =

T—-+00

— (V3=1) (+00) = +00
Esercizio 0.0.2 Calcolare

lim Va2 +3z+1—2

T—+00

Mettendo in evidenza x si ha

, Vrz+3r+1
hmx _ 1 =
r—+00 X
2 1
i x( w”) 0
Tr——+00 T

Applichiamo ora la tecnica di risoluzione della forma indeterminata oo -0 con fun-



zioni del tipo g (z) [f (x) — 1] con f(x) — 1:

. ( 22 +3z+1 )
lim z —2—1 =
Tr——+00 €T
2 1
_ limx(\/l—l—ix +3f+ —1—1):
Tr——+00 €T
1
1\ 2
— hmx((l—i—gzj ) —1):
Tr——+00 €T

(14+35)? 13241

= lim =z ;; i 5
T A v
1 .. 32241 1 3
= — lim ==-3==
Qr—to0 2 2 2

Esercizio 0.0.3 Calcolare

lim log (52° + 2/ +4) — log (2:;;3 N2+ VT T 1)

Tr——+00

Ricordando le proprieta dei logaritmi abbiamo

lim log (5353 + 2\/5—1—4) — log (2353 — V22 +Vr 1) =

T—-+00
53 + 2 4
= lim log( T j Vot ):
=00 203 — Va2 +Vr + 1
523 + 2 4
zlog( lim v :— VT ) =
=ty — Va2 + o+ 1

()

Esercizio 0.0.4 Calcolare

lim log (e’” + 2* 4+ 32% + arctan x) —

r—-+00



Osservando che x = loge® e ricordando le proprieta dei logaritmi abbiamo

lirf log (ex + 2* + 32% + arctan x) —r=

= lim log (ex + a* + 32% + arctan x) —loge” =

r——+00
) e’ + 2t + 322 + arctanz
= lim log =
r——+400 et
. e’
zlog( lim —) =logl=0
z——+ooe?
Esercizio 0.0.5 Calcolare ,
I er CoS ¥
m 22 22

x—0 12 xr2

= lim =
r—0 1‘2

. —1 . 1—coszx
= lim + lim—— =
x—0 [L‘2 x—0 1‘2
1 3
= 1 _ = —
+ 2 2

Esercizio 0.0.6 Calcolare
. cos’xr  cosx
lim - —
20 12 2




Aggiungiamo e sottraiamo 1 per ricondurci a limiti notevoli

cos’x  cosw

lm—— — —— =
7—0 .172 .172
o cos’zr—141—coszx
= lim =
x—0 [L‘2
Ccoslzr—1 . 1—cosx
=lim——— + lim— =
x—0 [L‘2 x—0 1‘2
. sin? . 1—cosx
= lim [ — + lim——— =
x—0 [E2 r—0 aj’2
1 1
2 2



Forma indeterminata 0, oco”, 1°°

Questo tipo di forma indeterminata si risolve osservando che vale la seguente uguaglian-

zZa:

f (z)g(ﬂf) — 9(@)log(f(x))

e quindi

lim f (x)g(m) _ ewli;gog(:v) log(f(x))

r—T0

Percio il limite resta determinato o si riconduce a quelli del tipo 0 - co.

Esercizio 0.0.1 Calcolare

lim (sin (Sx))l_wsx

x—0

Abbiamo

lim (sin (52))"' " = 0°

z—0

Per risolverlo calcoliamo

lim (1 — cos ) log (sin (5z)) =0 - 0o

z—0



con sin (5z) — 0, quindi cerchiamo di ricondurci a limiti notevoli

liH(l) (1 — cosz)log (sin (5z)) =
.. l—cosz , sin (5z) B
T s (Tﬂx) -
. l—cosz ., sin (bz B
= ™ i (102 1o (00)) =
1 :
= - (limx2 log sin (5z) + limz? log (5x)) =
2 \ z—0 z—0
1
—5(0:0+0)=0

Abbiamo quindi

lim (Sin (5x))1—cosx _ e;i_'mo(l—cosx) log(sin(5x)) _ 60 -1

x—0

Esercizio 0.0.2 Calcolare

lim (1 — cos (3z))™"

z—0

Abbiamo
lim (1 — cos (3z))™* = 0°

z—0

Per risolverlo calcoliamo

lir%sinxlog (1 —cos(3z))=0-00



con 1 — cos (3x), quindi cerchiamo di ricondurci a limiti notevoli

lim sin 2 log (1 —cos (3x)) =

.. sinx 1 — cos (3x) 2\

| 3
= g (b o o)

1- 3
=1- (QIEILI(I)ZL‘ log (c+;)(a:) + QIEILI(IJ:L‘ log (3x)2> =

1
=1-(0-240) =0
(05+0)

Abbiamo quindi

lim (1 — cos (3[L‘))Sinx _ e;%sinmlog(lfcos(3x)) _ 60 -1

x—0

Esercizio 0.0.3 Calcolare

3z+1

lim (\5/1 e 1)m

r——00

Abbiamo

lim (\5/1 . 1) 0

T——00

Per risolverlo calcoliamo

1
lim Bx::—— log (\5/1—}—61“—1) —0-00

Tr——00 1‘2 5



con v/1+e* —1 — 0, quindi cerchiamo di ricondurci a limiti notevoli

1
lim 50 log <\5/1—|—ex—1> —

a——ocox2 4+ 5

3r+1 (x"’/l—l—ev’”—l m)
log e’ =

61‘

— 1
e 245

lim 2L (g VLEE T
= 11m _— e =
a——cox2 4+ 5 & e &
. 3r+1 V1i4er —1 . 3r+1
= lim log + lim T =
z——ocox2 + 5 er r——ocox2 + 5

. 3r+1 1 . 322
= lim —— - — lim
t——ccx2+5 5  z——oco g2
1

—0-243=3
=+

Abbiamo quindi

3z+1

; 3z+1 5
. 2215 lim =5 log( v/1+e*—1
lim ( V14 er — 1> T = gro—ooa?H5 ( ) =¢

r——00

Esercizio 0.0.4 Calcolare

(25T
lim
z—0 \ 3T 4 4=

Abbiamo .
lim (2 00)" = o
z—0 \ 3% + 4%

Per risolverlo calcoliamo

limllog(2 o ) =o00-0

z—0T 3 + 4=



T rx . . . L 1 1mi 1 _1 L
gzizz — 1, quindi cerchiamo di ricondurci al limite notevole lim og(lty) — 1

y—0
lim L 1 2
— 1o —

1 27 457
:hm—log(l+ o 1):

con

z—0 3¢ +4:IJ B
| R
zlg(l)x og( * 3 + 47 )
. 1log (14+ZEF==5) 90 4 57 — 37 — 4o
=l s 3r+4r
35140

A questo punto vogliamo sfruttare il limite notevole liII(l) a?—1
y*)
aggiungiamo e sottraiamo 2 a numeratore della frazione all’interno dell’argomento

= loga, per questo

del logaritmo

R e

i
o1 22— 145" —1-3"+1—-4"+1
= lim— - -
20 3x+4x
: 1 22— 145"—1-3"+1-4"+1
= lim . -
x—>03x+4x x
1., 22—1 5°—1 3*—1 4*—1
= —lim + - - -
22—0 xX X € x

1
=3 (log2 +1logb —log 3 — log4) =



Forma indeterminata %

Negli esercizi di seguito ometteremo di verificare che il calcolo del limite dato con-
duce alla forma inderminata %, per la quale basta sostituire il valore del punto di
accumulazione a cui tende x nell’espressione della funzione.

La tecnica di risoluzione dei limiti che presentiamo nella forma indeterminata
% consiste nel trasformare il rapporto assegnato nel prodotto di due o piu fattori,
ciascuno avente limite finito e non nullo, per poi applicare il teorema sul limite
del prodotto. A questo scopo si moltiplichera e dividera ciascun termine per una
funzione opportuna in modo da ricondursi a limiti notevoli.

A volte sara conveniente trasformare il rapporto dato in un altro rapporto, div-
idendo numeratore e denominatore per una funzione opportuna, in modo tale che,
riconducendosi ancora a limiti notevoli, il nuovo rapporto non sia piu in forma
indeterminata.

Nel caso di funzioni razionali (rapporto di polinomi), o di funzioni che si possano
ricondurre a queste, si procede andando a fattorizzare i polinomi che compaiono a

numeratore e denominatore, in modo da semplificare il termine comune che porta

la forma indeterminata, ovvero il termine che annulla entrambi i polinomi.

Esercizio 0.0.1 Calcolare
lim sin?(5x)
z—0]1 — cosx



Andiamo a moltiplicare e dividere per (5x)? ottenendo

sin?(5x) 1
li 5a)’——— =
20 (5x)2 (52) 1—cosx
. 2 2
_ lim25 sin(5x) x
z—0 T 1—cosz

Ricordando che

lim sin(5) \ > 1o liml —cosx 1
xz—0 51‘ z—0 [L’Q 2
abbiamo che (1) diventa
25-1-2=50
Esercizio 0.0.2 Calcolare
L2
i S0 (3x) log(1 + 2x)
2—0(1 — cos 2x) arctan x
Andiamo a operare come segue
.92 2
. sin“(3x) . o log(1+ 2x) (2x) 1 x
1 3z)2 2 - .
220 (3x)? (82) 2x 1 cos2x (2x)? arctan o
Osservando che
lim <sin(3x))2 _ l,limlog(l + 22) 1, liml — (;osx _ 1, hmarctanx _,
z—0 x x—0 x x—0 x 2" z—0 X

la (2) diventa

lim1~9'2‘2~1:9
z—0 4

Esercizio 0.0.3 Calcolare

- 1)* sin?(22)
z—0tan  log® (1 + xlog 3)

(2)



Operiamo come segue

3 —1\* in(22)\ 2 log3  \° 1
lim ( —— | 2*- sin(2z) (22)? - Sy 708 5
20 x 2 tan log (1 +xlog3)/ (xlog3)

Osservando che

(4)

3 —1 in(2 t log (1 log 3
lim g3, i S g tane ol wlogd)
z—0 a—0 2z =0 T z—0 xlog 3
la (3) diventa
lim (log 3)* - 4 ! 1
im (lo : =
z—0 & (log 3)5 lOg 3
Esercizio 0.0.4 Calcolare
sin (2v/3) cos? z arctan®(2x)
im
v=0 (1 —cos(5x)) (22 — 1)
Operiamo come segue:
i 3 tan? (2 2 1 21
imsm(ar\/_)x 3 . ol . 2ECtan § x) (22)° (5x) . x L
a0 14/3 (2) 1 —cos(5z) (57)% (2= —1)* @
Ricordando i seguenti limiti notevoli
Si 3 t 2 1-— 5 1 2% —1
V) g arctan(2e) g 1-cos(bo) 1o 21
x—0 I\/g x—0 2$ x—0 (51‘)2 2 x—0 T

la (4) diventa

11 16v/3
limv3-1-8-2. —. =
limv/3 25 log2 25log2

Esercizio 0.0.5 Calcolare
sin (3x) + 5z?
e—0arcsin (2z) 4 23




Dividiamo numeratore e denominatore per x

sin(3z) + 5x2

x z
20 arcsi;x(?;c) + 3

Per ricondurci a limiti notevoli, moltiplichiamo e dividiamo il termine in sin per 3 e

moltiplichiamo e dividiamo il termine arcsin per 2 ottenendo

3 sin(3x) + 5x2

_ 3x oz
xll,r(l)2arcsin(2:c) + 3 (5)
2x T

Ricordando i limti notevoli

| sin (3z) _11 arcsin (2z) _q
T z—0 2z
la (5) diventa
lim3 +97 _ §
2024+ 2
Esercizio 0.0.6 Calcolare
3%* — cosx

lim———
mli%log (14 322)

Aggiungiamo e sottraiamo 1 a numeratore

. 3 —1+1—cosz
lim
z—0  log (1 + 322)

Dividiamo numeratore e denominatore per 22

. 2 2
hm%
200 log(l482?)

1'2

3“”271 4 1—cosx



Per ricondurci a limiti notevoli, moltiplichiamo e dividiamo il termine in log per 3

3“”271 + l—cosx

lim 2w
7—0 Slog(1+3x )
32
Ricordando i limiti notevoli
.3 - . 1l—cosz 1 . log(1+ 3z?)
M Tl T = e I g

la (6) diventa
) log3+% 2log3 +1
lim =
z—0 3 6

Esercizio 0.0.7 Calcolare
A
lim——
z—0x 4+ s x

Aggiungiamo e sottraiamo 1 a numeratore

2P —-14+1-3"
lim -
z—0 T +sinx

Dividiamo numeratore e denominatore per x
291 _ 31

lim—£ L
Z‘?O 1 + ST
X

Ricordando i seguenti limtii notevoli

2r—1 r—1 i
= log 2, hn(1)3 = log 3, hr%smx =1

lim
x—0 X

i T

la (7) diventa

I log2 —log 3 11 2
im———— = —log -
z—0 1+1 2 &



Esercizio 0.0.8 Calcolare

i 37 — 237
ieelog (1+3) tan (3)

Aggiungiamo e sottraiamo 1 a numeratore

Ry

N e e 237
z—+oo]log (1 + %) tan (%)

Dividiamo numeratore e denominatore per #

T 1
Ricordando i seguenti limtii notevoli
1 1
227 — 1 322 — 1 log (141 tan (1
lim T =log2, lim T =log3, lim M =1, lim 1(‘”) =1
xr——+00 s T—+00 = T—+00 p T——+00 p
la (8) diventa
log 3 — log 2 3
li =log =
sotee 1 8
Esercizio 0.0.9 Calcolare
w3 —22% — 41+ 8
lim

=2 g3 + 12 — 21 — 8

Applichiamo la regola di Ruffini per scomporre sia il numeratore che il denomi-



natore avendo
_ 2 _
lim (x —2)(x* —4)
. x2—4 0
=lim———m = — =
z—272 4+ 31 + 4 14

Esercizio 0.0.10 Calcolare
T+ x —2

lim
e—1x +2/x — 3
Poniamo y = /= quindi il limite dato diventa
. Yty —2
lim—%—F——
y—=1y? + 2y — 3
Scomponendo i polinomi sia a numeratore che a denominatore abbiamo

lim
v=1(y —1) (y +

Esercizio 0.0.11 Calcolare

arctan®z — z

lim 5 — —
r—+oogrctan” r + (1 — 5) arctanxr — 5

Poniamo ¢t = arctan z quindi il limite dato diventa

N

2 —
lim

=524 (1-3)t —

SIE

~—

Scomponendo i polinomi sia a numeratore che a denominatore abbiamo

o

~

— [l
S—"

3
)

3

L) (-
=5 (t+1) (¢t —




Forma indeterminata 0 - oo

Negli esercizi di seguito ometteremo di verificare che il calcolo del limite dato conduce
alla forma inderminata 0 - co, per la quale basta sostituire il valore del punto di
accumulazione a cui tende x nell’espressione della funzione.

In generale se abbiamo

lim f () g (x)

T—T0

che si presenta nella forma indeterminata 0 - oo, questa pud essere ricondotta alle

forme % o) % mediante una delle trasformazioni

lim f (z) g (z) = lim / (f) oppure lim f (z) g (z) = lim @
T T—%o 9(z) T—T0 T—T0 @)

scegliendo 1'una o laltra trasformazione a seconda che sia pit o meno facile da
calcolare il limite che ne risulta.

Andiamo ora ad esaminare un caso che si puo presentare, in cui & opportuno usare
qualche artificio prima di applicare la trasformazione appena detta. Supponiamo di

avere:

lim g (z) [(f (x))* —1]

T—x0



dove g (z) ¢ un infinito e f () tende a 1. In tal caso si effettua la sostituzione

(f@)*—1=04+(f(z) —1)* =1

e cl si riconduce al limite notevole

L 0@ =1 (g1

b Fl@) -1 ey

A questo caso si riconducono i limiti del tipo

lim g () [(f (z))* = (h(2))"]

T—T0

quando f (z) e h(x) tendono allo stesso limite [. Mettendo in evidenza (h (x))”

abbiamo che il limite da calcolare &

w40 (452) 1 -rom [ (42)

La stessa tecnica si applica per limiti del tipo

lim g (z) [(f ()" = r ()]

T—xTo

quando quando f (x) tende al limite [ e r (z) tende a [*.

Con tecniche perfettamente analoghe si procede per limiti del tipo

lim g (x) [af(x) —1]

T—T0o



dove g (z) ¢ un infinito e f () tende a 0, riconducendosi al limite notevole

AR .oa’—1
lim ——— = lim
A TT@ ey

=a
Lo stesso per

lim g () [af(“’) - ah(”)] e lim g (x) [af(”) — 7 (z)]

T—T0 T—T0

rispettivamente quando f (z), h(z) tendono allo stesso limite e quando f (z) — [

e r (r) tende a a'. Si procede quindi mettendo in evidenza rispettivamente a"® o

r(x).
Esercizio 0.0.1 Calcolare
o241 24+x+1
lim —1
z—+oo 3T + 2 2 —x+3

x24z+1
r2—2+3

Osserviamo che tende a 1 quando x — +o00 . Aggiungiamo e sottraiamo

1 sotto radice e abbiamo
R | 224+x+1
lim -1 =
z—+oodx + 2 2 —x4+3
1
2 1 2 1 3
z—+003T + 2 2 —x+3

1
241 20 — 2 2
N sy Y L
w—+003x + 2 22—z +3

1
~ lim 2 +1 (1+$22f;_2~_3)2_1. 20 — 2

z—+00 31 + 2 mgf;ig 2 —x+3




Ricordando che X
(1 + 2x—2 )5 -1

lim 22 —zt3 _!
2r—2 -
TFeo r2—2+3 2

e osservando che il prodotto dei due termini rimanenti ci da un rapporto di poli-
nomi di cui ci interessa solo il termine di ordine massimo sia al numeratore sia al

denominatore, abbiamo

o241 24+r+1
lim -1 =
z—+oo3x 4+ 2 22—x+3

1. 22 1 2

1
2 :c—1>141—1c>o 3953 5 3 g

Esercizio 0.0.2 Calcolare
T \/:g2+1 _\/x3+5
z—+00 222 + 3 23 — 1

x2+1 e T +5
22243 213 —

Osserviamo che tendono entrambi a 2quamdo xr — +00. Mettiamo

x+5

53 € abbiamo

i 22 x2+1_ 34+5\
z=>-+oo 222 + 3 23 —1)
. 2\/:133—1—5 \/x2+1 223 — 1
= lim z . -1 =
T—+00 203 — 1 202 +3 2345
. 2\/x3+5 \/ 225 + 223 — 22 — 1
= lim 2°{/— -1 =
xr——+00 2[L’3—1 2ZL‘5+35L‘3+1OZL’2+15
, x3+5 9 205 + 223 — 2?2 — 1
= lim {/—— lim z —1] =
T—+00 2;L‘3 — laz—+o0 2£L‘5 + 31‘3 + 1OZL‘2 + 15

I 22 \/ 205 + 223 — 22 — 1 ]
11m —
\/7x%+oo 2[L’5 + 3ZL'3 + 10172 + 15

in evidenza




Calcoliamo

, 9 205 + 223 — 22 — 1
lim z -1 =
z5+00 225 + 323 + 1022 + 15

1
20° + 223 — 22 — 1 2

= lim 22| (1 —1) —-1|=
emrtoo” (< T 555 13 1 1022 1 15 >

—23-1122-16 |2
5 9 (1 t 53511022415 1 —x3 — 1122 - 16
= lim % < o .
r— 400 —z°—11x<—-16 215 3 1012 1
2x°+3x3+1022+15 > + 377 + 102% + 15
Ricordando che X
—23-1122-16 )2
. (1 + 225432341022 415 1
lim — ==
T—+00 —zr°—11x—16 2
2x°+3x3+1022+15

e osservando che il prodotto dei due termini rimanenti ci da un rapporto di poli-
nomi di cui ci interessa solo il termine di ordine massimo sia al numeratore sia al

denominatore, abbiamo
I a2 \/ 205 + 223 — 22 — 1 ) =
z=>+oo 205 + 313 + 1022 + 15 -
1 I | 1 1
= - m — = — - —_— = ——
2z——+o0 22° 2 2 4
In definitiva il limite di partenza &
o, \/ 22+ 1 \/ 2345 1 1 1
lim x — S I
T—+00 2.1'2 + 3 2.1'3 — ]. \/5 4 4\/5

Esercizio 0.0.3 Calcolare

lim 22 | 4 /ﬂ _ 1
z——+00 422 4+ 3 2



2241
42243

1
% - \/g — (i) 2quindi abbiamo

Osserviamo che — i quando x — 400, e la funzione costante a % tende a

1
:1 lim 22 (1+4m2+3)2_1. 1
22—+00 Wl-i,-3 41‘2 +3

Ricordando che X
1 \k
lim (1 + 4x2+3)2 —1 _ 1

1
rteo 272+3 2

e osservando che il prodotto dei due termini rimanenti ci da un rapporto di poli-
nomi di cui ci interessa solo il termine di ordine massimo sia al numeratore sia al

denominatore, abbiamo

11, 2 111 1



Esercizio 0.0.4 Calcolare

hm .T2 + 5.T + 2 <2arctan% _ 1)
z—+o0 ¥ + sing

Moltiplichiamo e dividiamo per arctan% quindi abbiamo

) QL‘2—|—5CL‘+2 <2arctan%_1 1)
lim arctan— | =

1

r—+oo X +SIinx arctan © T
2
. x4+ d5r+2 1
=log2 lim ——— arctan —
r—+oo I 4 SINT X

Osserviamo che il limite restante ¢ ancora della forma oo - 0 ma possiamo ancora

arctanx

sfruttare il limite notevole lim = 1 quindi abbiamo

z—0 &
2
. or + 2
log2 lim H—x arctan — =
r—+oo I -+ SInT x
. 224+ 5r+2 arctant 1
=log?2 lim . . —T.— =
r—+oo I +SInT = x

T
2

.z
= log 23:1—15?00? = log2

Esercizio 0.0.5 Calcolare

lim x* + 322 + cos*z (3‘:05% B 3)

z—+oo 22+ arctanx




Mettiamo in evidenza 3 quindi abbiamo

o x4+ 322+ costx
lim 5
z—+oo I* 4 arctanzx

o x4+ 322+ costx
=3 lim 5
z—+oo x* + arctanx

1
(3005; _ 3) _
(3005%—1 _ 1) —

1 1
ot +3z% 4 costx 3r -1 coss—1

=3 lim T . 5
z—+oo 22+ arctanx cos = — 1 (1)
1 xt 3log3
—3log3-(—= ] lim = = —
o8 ( 2) acﬂlinoox‘L 2



Forma indeterminata 0 - oo

Negli esercizi di seguito ometteremo di verificare che il calcolo del limite dato conduce
alla forma inderminata 0 - co, per la quale basta sostituire il valore del punto di
accumulazione a cui tende x nell’espressione della funzione.

In generale se abbiamo

lim f () g (x)

T—T0

che si presenta nella forma indeterminata 0 - oo, questa pud essere ricondotta alle

forme % o) % mediante una delle trasformazioni

lim f (z) g (z) = lim / (f) oppure lim f (z) g (z) = lim @
T T—%o 9(z) T—T0 T—T0 @)

scegliendo 1'una o laltra trasformazione a seconda che sia pit o meno facile da
calcolare il limite che ne risulta.

Andiamo ora ad esaminare un caso che si puo presentare, in cui & opportuno usare
qualche artificio prima di applicare la trasformazione appena detta. Supponiamo di

avere:

lim g (x)log (f (z))

T—x0

Si possono ora distinguere tre sottocasi:



I sottocaso:

lim f (z) = +o0

Tr—XQ

In tal caso, detto f* (x) il termine di ordine maggiore in f (z), si considera

Jim g (2)log (f () = lim g () log (f* (=)
II sottocaso:

lim f (z) =0

T—T0

In ta caso si moltiplica e divide f (x) per una opportuna funzione h (x) in
modo da ottenere un limite fondamentale, quindi si ha
i g (0)1og (7 (1) = Jin g (0o (431 (0)) =

T—T0 T—To h (l’)
= :}anlog (x)log (%) + mﬁjglgg (x)log (h(z))

I1II sottocaso:

lim f(z) =1

T—x0

In tal caso si aggiunge e sottrae a f(x) il termine 1 e successivamente si

moltiplica e divide per f () — 1, in modo da avere

Jim g () log (f () = lim g ()log (1 + f (z) —1) =

- I (2 @ -




Per lo studio dei limiti di cui sopra & bene ricordare il limite fondamentale
1in(1):ralogx =0Va>0

Esercizio 0.0.1 Calcolare

lim x? + 3T + 1
z—+oo 213 — b2 + 3

log (e + 2* + 1)

Osserviamo che e® + 2% + 1 si comporta come e , percio tende a +oo quando

r — 400 ,quindi abbiamo

2
i & +3zy/x + 1
a—+oo 203 — ba? + 3
2+ 3xy/T + 1
= i 1 ) =
IHHEOO 223 — ba? + 3 Og(e)
2?2+ 3z/T + 1

log (" +2® + 1) =

z—too 203 — Hx? 4+ 3

x3 1

p— 1. — T —
450273 2

Esercizio 0.0.2 Calcolare

hH(l) (3 — 1) log arcsin x
r—

Osserviamo che arcsinz — 0 quando x — 0, quindi cerchiamo di ricondurci

a limiti fondamentali. In questo caso moltiplichiamo e dividiamo arcsinz per = e



abbiamo

hII(l) (3 —1)logarcsinz =

o3t —=1 arcsin x
= lim x log x| =
T

x—0 x
3 —=1 arcsin x
= lim - limx |log +logz| =
z—0 z—0 T

= log 3111% <x log (arcsmx) + x log x) =
r— X

=1log3(0-logl+0)=0

Esercizio 0.0.3 Calcolare

o o +ar+2 223 + 3x — 4
Iim ———1

O —_—
z—+toox? + 1 —4 203 — 12+ 1
. 3 _ . . .
Osserviamo che §§3j§§ +‘11 — 1 quando x — +o00, quindi abbiamo

z—toox? + 1 — 4 203 — a2 +1

3 2 203 + 31 — 4
— m wbg(HH_x_l):

o442 223 4+ 3x — 4
lim —— 1o =

a—+toox2 + 1 — 4 203 — a2 + 1
! x3+x+21 1+x2+3x—5
= lim —— o —_— | =
z—toox? + 1 —4 & 203 — a2 +1
2432—5
i x3+x+210g<1+223t52+1>x2—|—3x—5
= jm =5 _ 22437—5 3 _ 2 =
a—toox +x — 4 ST 20° — 2 +1

o4+ r+2 2243x-5
= lim =

ootood? + o —4 23 —g24+1

xd 1

1m o5
z—+00 2T 2




Esercizio 0.0.4 Calcolare

Vat+ax+1

xkinoom log (m4 + 3% — 2arctan x)

Osserviamo che, siccome arctanz ¢ limitata, z* + 3% — 2arctanz si comporta
come 3* quando x — +00 , cioe¢ tende a +o0o, e inoltre il numeratore /2 + = + 1

si comporta come z, quindi abbiamo

Viz+ax+1

xgrfmm log (x4 + 3% — 2arctan x) =
viz+ax+1

VT g (3°) =
:cffoonQ—l—:c—l—Q og (3°)

Vit +x+1

— lm Y T 03 =
xﬂlgloo5x2—i—x+2$0g3
, z? 1

=log3 lim —— = —log3

e—toobr2+x+2 5
Esercizio 0.0.5 Calcolare

22+ +cos’x

lim
T——00 4 /.1,’6 + 3ZL’2 + 1

log (6_29” + sin bx + 3)

Osserviamo che, quando z — —o0, siccome sin 5z ¢ limitata, e~ + sin 5z + 3 si

comporta come e~ 2%, cioe tende a +oo0, il denominatore /26 + 322 + 1 si comporta

3

come —z3 e, siccome cos?

x ¢ limitata, il numeratore si comporta come z2, quindi



abbiamo

22+ +cos’x

lim o)
z——00 /g6 + 322 + 1

2 2
~ i © +x +cosx log (6_23&) _

a——00 /g6 4+ 322 + 1

22+ +cos’x

g (6_2”"” + sin bx + 3) =

= lim —2x)loge =
Iﬂfoox/xﬁ—l—?)x?—i—l( )log
5.3
_ lim 225

Esercizio 0.0.6 Calcolare
lir% (xg/ 1+ 21 — 1) log arctan

Osserviamo che per x — 0, arctanxz — 0, quindi cercando di ricondurci a limiti

fondamentali abbiamo

lir% (\3/1 + 21 — 1) log arctan z =

) J14+2x—1 arctan x
=lim | —— (22) | log | ————=x | =
2—0 2x x
) J14+2x—1 arctan x
= hn% — (2x) |log | ——= | =
z— T T

—1 t
—) lim (22) lim log (7)
2;[‘ z—0 x—0

1
= g |:11H(1) (21‘) log <—arCtanx

1
25[0-10g1+0]:0

) + lim 2x log x} =
x x—0



Esercizio 0.0.7 Calcolare

203 — 412 + 5si
" 2+ Smxlog (€—$+1—|—3arctan8x)

lim 1
z——oc0  x* 4 arctanx

Osserviamo che, quando x — —o0, siccome arctan8z ¢ limitata, e™* + 1 +
T cioé tende a +00, e, siccome sin x & limitata, il nu-

3 arctan 8z si comporta come e~
meratore si comporta come 223, mentre, siccome arctan z ¢ limitata, il denominatore

si comporta come z#, quindi abbiamo

223 — 4x? + 5si
lim 22 1 vt Slnxlog (e_”+1+3arctan8x)—
z——oco %4 arctanx
223 — 422 + 5si
~ lim x xre + smxlo (e_x):
a——oco x* 4 arctanx
223 — 4% + 5sinx
= lim : (—x)loge =
x* 4+ arctan x
274
= 9

= lim
Tr——00 1’4

Esercizio 0.0.8 Calcolare

. P4 +2 .
mE@w—2x3 F— log (1 — cos (¢**))

Osserviamo che, quando z — —oo, €3* tende a 0 e quindi cos (¢3*) tende a 1,
— 0. Percio cerchiamo di ricondurci a limiti fondamentali,

pertanto 1 — cos (e37)



moltiplicando e dividendo I’argomento del log per (639”)2, quindi abbiamo

2+ 1+ 2 1 — cos (e37) 2
li 1 3z
2—-0021% + 7 — 4 Og( (e37)? S )>
.ottt a+2 1 — cos (€3%) 2 +x+2

= lim 1 5
z——00233 + 1 — 4 (e37) 203 +x — 4
1 2 +x+2
—0-log~ + lim —"*™=
Ologg + i e 4
623

1 .

log (6330)2

6zloge =



NUMERI COMPLESSI -
EQUAZIONI

Esercizio 0.0.1 Risolvere nel campo complesso [’equazione
422 41=0

L’equazione data ¢ di tipo biquadratico e quindi si risolve ponendo 2% = t per

cui ’equazione diventa

2 —4t+1=0

che ha per radici t; = 2+ V3ety=2—1/3. Perla posizione fatta su z, per trovare
le soluzioni dell’equazione iniziale, dobbiamo trovare le radici quadrate dei numeri
t1 e ty trovati.

Osserviamo che t; & un numero reale positivo, quindi il suo modulo coincide con

se stesso e il suo argomento ¢ 0, pertanto le radici quadrate di ¢; sono date da:



quindi

Allo stesso modo ragioniamo per t5 le cui radici sono percio date da:

;%:{V2—v§kﬂ, k=01

quindi

;h:[z—ﬁﬂ:—ﬁjﬁ

Pertanto le soluzioni dell’equazione iniziale sono wy, w1, f, ;-

Esercizio 0.0.2 Risolvere nel campo complesso ’equazione
22 —222-8=0

L’equazione data ¢ di tipo biquadratico e quindi si risolve ponendo 2% = t per
cui ’equazione diventa

2 —2t—8=0

che ha per radici t; =1+ V3ety=1—+/3. Perla posizione fatta su z, per trovare
le soluzioni dell’equazione iniziale, dobbiamo trovare le radici quadrate dei numeri

t1 e ty trovati.



Osserviamo che ¢; ¢ un numero reale positivo, quindi il suo modulo coincide con

se stesso e il suo argomento ¢ 0, pertanto le radici quadrate di ¢; sono date da:

quindi

Analogamente, osserviamo che ¢, € un numero reale negativo, quindi il suo mod-
ulo coincide con il valore assoluto di se stesso (ovvero il suo opposto, in questo caso)

e il suo argomento ¢ 7, pertanto le radici quadrate di ¢, sono date da:

2
Mk:{ 1—\/§,L2m}, k=01

quindi

Hy = lmgﬂ:_mi

Pertanto le soluzioni dell’equazione iniziale sono wy, w1, f, ;-

Esercizio 0.0.3 Risolvere sul campo complesso l’equazione
2224 2-2=0

Troviamo una soluzione dell’equazione data provando tra i divisori del termine

3



noto. Si vede che 2 ¢ soluzione, quindi applichiamo la regola di Ruffini e pertanto
I’equazione diventa

(z=2)(*+1) =0
che ha per radici 21 = 2, 25 =1, 23 = —1.

Esercizio 0.0.4 Risolvere nel campo complesso l’equazione
22 -32542=0

L’equazione data ¢ di tipo biquadratico e quindi si risolve ponendo 2% = t per
cui ’equazione diventa

2-3t+2=0

che ha per radici t; = 1 e t, = 2. Per la posizione fatta su z, per trovare le soluzioni
dell’equazione iniziale, dobbiamo trovare le radici seste dei numeri t; e t5 trovati.
Osserviamo che t; & un numero reale positivo, quindi il suo modulo coincide con

se stesso e il suo argomento & 0, pertanto le radici seste di ¢; sono date da:

2
w = [1%1 - [1/%} k=0,1,2,3,45



quindi

Wy = [1,0]:1

r 1 3
wp = l,g]:cosgﬁLisin%:?—l—%i

[ 2 1 3
Wy = _1,%_ :COS§+iSin§:—§+§i
W3 = [1,7T]:—1

'147r 47r+.,47r 1 V3.
Wws = —| =cos— +isin— = —— — —1
! e 3 3 2 2

_1 5] 57T+, S5t 1 /3.
ws = —| =cos— +isin— = — — —
° 3 3 32 2

Allo stesso modo ragioniamo per t5 le cui radici seste sono percio date da:

1, = [%kg] k=0,1,234,5

quindi
IMO = _\(7570] = \6/5
(65 T T .T 1 V3.
H = _\6/5,5]:\6/§(cos§—|—zsm§):\6/§<§+71>
[ 2 2 2 1
[y = \6/5,?71 :\fj/i(cos%—l—isin%) :\fﬁ(—g—{—?i)
:u3 = -\6/577‘- = _\6/5
[ 4 4 4 1
[y = \6/5,?71 :{j/ﬁ(cos%—kisin%) :\f’@(—i—?i)
[ 1
fy = \6/5,5?71:{5/5(0085%+isin5§):{3/§<§—§i)




Pertanto le soluzioni dell’equazione iniziale sono wy, ..., ws, fig, .-y M-

Esercizio 0.0.5 Risolvere sul campo complesso [’equazione
-2 4+1=0

L’equazione data ¢ di tipo biquadratico e quindi si risolve ponendo 2% = t per
cui I’equazione diventa

tP—t+1=0

14++/34

1—+/3i
2 2

che ha per radici t; =

ety = . Per la posizione fatta su z, per trovare le
soluzioni dell’equazione iniziale, dobbiamo trovare le radici terze dei numeri t; e %o
trovati.

Mettiamo t; in forma trigonometrica:

1 \/§ T

0=— 0=—=0=—-

COS 5’ sin 9 = 3
pertanto le radici terze di ¢; sono date da:
42k

L%Z{Lijrfy k=0,1,2



quindi

rom T .. w
Wy = _1,§:|:COS§+ZSIH§
wp = 17—W:|:COS7—7T+Z'SiIl7—7T

i "9 9 9
Wy = 1B—W]:cosm—ﬂ+isinm—ﬂ

"9 9 9

Analogamente, mettiamo t, in forma trigonometrica:

2
1\? V3
P= (5) +<—7> =1
%, sin

0 —
COS 2 3

Allo stesso modo ragioniamo per 5 le cui radici terze sono percio date da:

_T 2]{;
ukz[l,%], k=0,1,2

quindi
1. -5 = con (=5) +isin(-5)
= ——| =cos|—= 1sin | ——
ILLO i ) 9 9 9
_1 5 5 s 5w
= — | =cos— +isin —
lul I ’ 3 9 9
1 117 117T+ L 11
= — | = cos — + isin —
2] i ) 3 9 9
Pertanto le soluzioni dell’equazione iniziale sono wy, ..., wa, fig, -y fo-



Esercizio 0.0.6 Trovare il numero complesso z soddiasfacente le sequenti condizioni:

2| =3 e |z+i =2

Ponendo z = a + ib, le condizioni date si scrivono come

Va2 +b? =3 Va2 4+ =3

=
la+ (b+1)i| =2 a2+ (b+1)*=2
da cui
a?+b =9 a2+ =9
=
>+ +1+20=4 9+1+2b=4
a?+9=9 a=20
=
b= -3 b= -3
quindi il numero cercato ¢ z = —3i.

Esercizio 0.0.7 Determinare il numero o © numeri complessi z che soddisfino la
relazione:

lz—1|+|z+1] =4

Ponendo z = z + iy, la condizione data si scrive come

|z —1+dy| +|z+1+iy| =4



cioé

V@12 4211 42 =4

R s BRVACE S VR

elevando al quadrato ambo i membri

41 —-204 12 =16+ 22+ 1422+ % — 8/ (z +1)° + 12

8v/(x+ 1)+ y2 =4z + 16
N (x+1)°+y2=x+4

elevando al quadrato ambo i membri

4(x*+y*+1+42z) =2+ 16+ 8

32+ 4y —12=0

Pertanto i numeri cercati sono tutti i numeri complessi la cui parte reale = e la cui
parte immaginaria y soddisfano la relazione 322 + 4y* — 12 = 0. Osserviamo che la

. . . . . 2 2
relazione trovata rappresenta un’ellisse di equazione canonica Z- + £ = 1.

Esercizio 0.0.8 Risolvere sul campo complesso la sequente equazione
2 —_
2l +2=0

. . T . . _ 2
Per risolvere ’equazione moltiplichiamo tutto per z e, ricordando che z-z = |z|7,

abbiamo

2P+ = 0

22 (*+1) = 0



da cul ricaviamo

2| = 0 oppure 2° +1 =0

La prima condizione ci da la soluzione z = 0, mentre dalla seconda otteniamo le

radici terze di —1, che sono date da

2k
wk:[l,ﬂ_—q, k=0,1,2
3
cioe
I 1 3
wy = _1,g]zcosg+ising:§+§i
wi = [l,m] =cosm+isinT=—1
[, 57 5T g 2T L V3
= —| =cos— +isin— = = — —1
2T 3 32 2

Esercizio 0.0.9 Risolvere sul campo complesso la sequente equazione
_ 2
8z = 2% |z

. . . . . . _ 2
Per risolvere ’equazione moltiplichiamo tutto per z e, ricordando che z-z = |2|°,

abbiamo

81z = 2z

|2|? (*=8) = 0

da cul ricaviamo

2] = 0 oppure 2° — 8 =0

La prima condizione ci da la soluzione z = 0, mentre dalla seconda otteniamo le

10



radici terze di 8, che sono date da

2 2
Wy = {\/é,?} - {2?] k=0,1,2

cioé

Wo = [2,0] =2

92
4 4 4 1
Wy = l? _”}: (cos%—l—isin%): (---*@):—1—\@

Esercizio 0.0.10 Verificare la sequente uguaglianza
215
(Va+i) =221 (V3-i)

Mettiamo in forma trigonometrica il numero a primo membro. Innanzitutto

abbiamo
2 2
p=\/(v3) + (1) =2
\/5 1 T
0=—, sinfl=—-=0=—
cos , sin 5 5
da cui
215 215
(x/§+z’) - [2,5] - [2215,215-3}
6 6
Poiché 27 ¢ pari a 12 volte &, per ricondurre 215 - £ alla circonferenza unitaria,

basta dividere 215 diviso 12 e prenderne il resto, che in questo caso ¢ 11, quindi

possiamo scrivere 215-% ~ 11-% = HT”, da cui sostituendo nell’espressione precedente,

11



abbiamo:

(va+i) ™ = [ 2] 1)

Procediamo analogamente per mettere in forma trigonometrica il numero a sec-

ondo membro. Abbiamo:

— [2214’ O]

da cui

[E—

9214 (\/g_z) _ [221470 ) [27_%} _ [22157_%} 2)

Per concludere osserviamo che i numeri che compaiono in 1 e in 2 sono uguali: infatti,

hanno lo stesso modulo e la differenza degli angoli € un multiplo di 27, precisamente

Yoo () - o

Esercizio 0.0.11 Verificare la sequente uguaglianza
—a7
(1+iv3) =27 (1+iV3)

Mettiamo in forma trigonometrica il numero a primo membro. Innanzitutto

abbiamo
2
p=1/(1)+ (\/5) —2
1 V3 T
0089—5, 51n9—7:>9—§
da cui



Poiché 27 ¢ pari a 6 volte g, per ricondurre 47 - £ alla circonferenza unitaria, basta

dividere 47 diviso 6 e prenderne il resto, che in questo caso ¢ 5, quindi possiamo

scrivere 47- %5 >~ 5% = %’r, da cui sostituendo nell’espressione precedente, abbiamo:

—47 5w

(1 + z\/§> - [247, —?] (3)

Procediamo analogamente per mettere in forma trigonometrica il numero a sec-
ondo membro. Abbiamo:

7 T

27 (1+3v3) = [27%,0] - [2.5] = 277, ] (4)

Per concludere osserviamo che i numeri che compaiono in 3 e in 4 sono uguali: infatti,

hanno lo stesso modulo e la differenza degli angoli ¢ un multiplo di 27, precisamente

61

= —= = —2m.

5T s
3 3

-5 =

13



NUMERI COMPLESSI -
OPERAZIONI

0.1 Potenza

Esercizio 0.1.1 Calcolare

(51

Mettiamo in forma trigonometrica il numero base della potenza da calcolare:

da cul abbiamo

[2,—5]6 = [2%,—6- T] = [2°,—n] = [64, ]

cioe la potenza cercata, in forma trigonometrica prima e algebrica poi, si scrive come

64 (cos (—m) + isin (—m)) = —64



Esercizio 0.1.2 Calcolare

(144)%

Mettiamo in forma trigonometrica il numero base della potenza da calcolare:

da cui abbiamo

65 65

V2. 2] = (v2) es T = [Va2es - T
4 4 4

Osservando che 27 ¢ pari a 8 volte 7, per ricondurre 65- 7 alla circonferenza unitaria,

basta dividere 65 diviso 8 e prenderne il resto, che in questo caso ¢ 1, quindi possiamo

scrivere 65 - da cui sostituendo nell’espressione precedente, abbiamo:

s s
4 4’

s
4
cioe la potenza cercata, in forma trigonometrica prima e algebrica poi, si scrive come

232\/2 (cos (%) + 7 sin (4)) = 2%2,/2 (i + z£> =232 1 2%

Esercizio 0.1.3 Calcolare
1639



Mettiamo in forma trigonometrica il numero base della potenza da calcolare:

p=2/ 07+ (1) =1

cosf =0, sin0:1:>0:g

da cul abbiamo

777639 T
1,—} - [1639,639-—]
[ 2 2

s s

Osservando che 27 ¢ pari a 4 volte 7, per ricondurre 639 - § alla circonferenza

o

unitaria, basta dividere 639 diviso 4 e prenderne il resto, che in questo caso & 3,

quindi possiamo scrivere 639-Z ~ 37, da cui sostituendo nell’espressione precedente,

2 — 2
{1,&?}
2

cioe la potenza cercata, in forma trigonometrica prima e algebrica poi, si scrive come

Ccos 3 + 1 i 30) = =i
57 isin | o | = —1

Esercizio 0.1.4 Calcolare

abbiamo:

(1 + \/§z')16

Mettiamo in forma trigonometrica il numero base della potenza da calcolare:

da cul abbiamo



Osservando che 27 ¢ pari a 6 volte §, per ricondurre 16- % alla circonferenza unitaria,
basta dividere 16 diviso 6 e prenderne il resto, che in questo caso ¢ 4, quindi possiamo

~ %71', da cui sostituendo nell’espressione precedente, abbiamo:

4
|:216’ gﬂ'}

cioe la potenza cercata, in forma trigonometrica prima e algebrica poi, si scrive come

216 (cos @w) + i sin (gw)) =216 (—% — ?z)

Esercizio 0.1.5 Calcolare
\/§

Mettiamo in forma trigonometrica il numero base della potenza da calcolare:

GG

scrivere 16 -

NN
+
DN —
I
—

cosf =

2

=

>

I

S

¢
>

I

da cul abbiamo

13" 5] -

cioe la potenza cercata, in forma trigonometrica prima e algebrica poi, si scrive come

cos (m) +isin (m) = —1

(%)

Esercizio 0.1.6 Calcolare




Mettiamo in forma trigonometrica il numero base della potenza da calcolare:

SORCIREES

da cui abbiamo

71100 T
17 _:| - |:171 ' _i|
[ 4 00 4

Osservando che 27 ¢ pari a 8 volte 7, per ricondurre 100 - 7 alla circonferenza
unitaria, basta dividere 100 diviso 8 e prenderne il resto, che in questo caso ¢é 4,

quindi possiamo scrivere 100 - 7 ~ 4 - 7 = 7, da cui sostituendo nell’espressione

precedente, abbiamo:

[1,7]

cio¢ la potenza cercata, in forma trigonometrica prima e algebrica poi, si scrive come

cos () 4+ isin (1) = —1
Esercizio 0.1.7 Calcolare
100
(—1 +iv3 )
2

Mettiamo in forma trigonometrica il numero base della potenza da calcolare:

=y (3)+(F) -
V3 27

1
0050:—5, Sin0:7:0:?




da cui abbiamo

[1,2%}100 - [1,200%]

Osservando che 27 ¢ pari a 6 volte %, per ricondurre 200 - % alla circonferenza

unitaria, basta dividere 200 diviso 6 e prenderne il resto, che in questo caso ¢ 2,

uindi possiamo scrivere 200-Z ~ 27 da cui sostituendo nell’espressione precedente
3 3 ) )

o

cioe la potenza cercata, in forma trigonometrica prima e algebrica poi, si scrive come

2 2 1 3
Cos <§7T) + 2 sin (gw) = 5 + gz

ovvero il numero di partenza!

abbiamo:

0.2 Radici

Esercizio 0.2.1 Calcolare
v/ —1+iV3

Mettiamo in forma trigonometrica il numero di cui dobbiamo calcolare le radici:

o= \/<—1>2+ (va)

-1
cosf = ER sinf =

V1+3=2

:>9:§7T

S
(N}

da cui abbiamo che le 4 radici che cerchiamo sono date da:

2r 4+ 2kn

wkzlﬁ?’ 7 ] k=0,1,2,3



cioé

o= [ 3] - [ 7] = 93 (o omn ) 93
w1 = [\4/5, gﬂl_%r} = {\4/5,2%] = f/ﬁ(cos%r—i—isin%r) = f/ﬁ(—%—l—?z)
Wy = {\4/5, %WI@T} = [%,%ﬂ = %(COS%-}-iSiH%) = @(—?—%z)
W3 = {\4/5, §7T1—67T] = {\4/5,10%} = @(cos%—i—isinm%) = f/ﬁ(%—?z)

Esercizio 0.2.2 Calcolare

\/1+iV3

Mettiamo in forma trigonometrica il numero di cui dobbiamo calcolare le radici:

4+ 2k
wk:lﬂ,3+2 ﬂ-}, 20,1
cioe
(3] [z T iin Y 3 (V3L L
wo—[\/5,2]—[\/5,6}—\/5(0086—%251116)—\/5(2 +21)
7 +2m s m .. Ir NCE
w1 = \/§7 5 = \/§7E :\/§ COSE—F’LSIHE :\/§ —7—51



Esercizio 0.2.3 Calcolare

15 ﬁ—l—lz
3 3

Mettiamo in forma trigonometrica il numero di cui dobbiamo calcolare le radici:

cosf =

da cui abbiamo che le 15 radici che cerchiamo sono date da:

v§%+2Mr
Wy = =
k 3 15

Esercizio 0.2.4 Calcolare le radici quarte dell’unita.

Mettiamo in forma trigonometrica il numero 1 di cui dobbiamo calcolare le

radici:

p=1

cosf=1,sin0=0=0=0

da cui abbiamo che le 4 radici che cerchiamo sono date da:

%ﬂ]:b%%y k=0,1,2,3

WE — |i1, 1



cioé

wo =[1,0] =cos0 +isin0 =1

™ ™ .. T .
Wi = [1,5} =cCcoS— +18ln— =1

2 2
we = [1,7] =cosm+isinT = —1
s 3m .. 37 ,
w3 = {1,7] :(3087—1—281117:—2

Esercizio 0.2.5 Calcolare

{/—1+\/(|z|—2)i, con z=3—4i
Innanzitutto calcoliamo il modulo del numero z
2] = /32 + (—4)° =5

Il numero di cui dobbiamo calcolare le radici quinte & —1 + /3¢ la cui forma

trigonometrica ¢ data da

percio le 5 radici che cerchiamo sono date da:

2
2 4 of,
W = lé@fﬂTﬂ k=0,1,2,34



cioé

Wy = \5/§§—7T = \5/52—7r —\5@ cos27r+zsm2
L A 15| 15 15
2
242 8 s 8w
w1 [\5/5, 3" . W} = l\f’/i, l—ﬂ = \5/§(COS 5 +zsm1—5>
2
2mr 44 14 14 14
= \5/5, 3" T = \5/5,—7T :\5/5 (:os—7r+zsin—7r
5 15 15
2
2T+ 6 4 4 4 1
w3z = [\5/5, 375 W} = lé/ﬁ,?ﬂ} Z\E’/i(cos?ﬁ—l—isin%) =f<—§—§i>
+8 26 267 26
Wy = [\/5 37T5 W] = [\5’/5,1—;} = \5/5((:081—54—231]{11—;)

Esercizio 0.2.6 Calcolare

v g

dove w = i1 ez:(\/g—z')5.

Calcoliamo dapprima w che é I'insieme delle radici quarte di ¢ = [1, %} quindi

wy, = {1,%”]”] L k=0,1,2,3
4
cioe
ool
w, = _1,52%_ - _1,%}




Calcoliamo ora z e abbiamo che /3 — 7 in forma trigonometrica ¢

quindi
5
2= [2,—5] _ |op, 0T
6 6

Ora il quoziente richiesto & l'insieme delle radici quarte di w diviso z, percio

risulta

Wo _ [1’%] — -2—5 T_ _5_7r — |927° ﬁ
z (25, -2 |7 78 6 ' 24
weo _ [LE] [y 5m_ (5m\]_ [, %7
2 25, -] "8 6 " 24
wo _ [LF] [y 97 (5m\]_ [, 337
z 25, -] "8 6 24
ws _ (L] [ys 18n  ( 5m\] _ [, 697
z (25, 5] [ 78 6 ' 24
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1 Serie Numeriche

Esercizio 1 Studiare il carattere della serie

o
2n 4+ 1
n
1 1
Basta osservare che 5= < 3=,
1

. N n. . . . . N
confronto. Poiche >~ (5) € una serie geometrica di ragione %, essa ¢ convergente

¥V n € N e applicare il I criterio del

n
e quindi tale ¢ anche la serie data.

Esercizio 2 Studiare il carattere della serie
i
~ logn

> % e la serie Z% ¢ divergente. Applicando il I criterio
n

1

Osserviamo che I
ogn

del confronto, si ha che anche la serie ) % e divergente.
ogn
n

Esercizio 3 Studiare il carattere della serie
PR
—~ 3n — 1

1

Confrontiamo la serie data con la serie armonica. Si ha: limg"— = 3 =
n

per il II teorema del confronto, poiche la serie armonica diverge, lo stesso vale
per la serie data.

Esercizio 4 Studiare il carattere della serie

o0 n n
;(271 + 1)

Abbiamo

n " n 1
b n:n = 1 L n = = 1
va \/(2n+1> on 11 Ve =g s

allora, per il criterio della radice, la serie data ¢ convergente.

Esercizio 5 Studiare il carattere della serie

Z :
n
n:llOg n




Abbiamo

1 1
Yan, =\ —— = = limya, =0<1
“ log"n  logn Ve <

allora, per il criterio della radice, la serie data converge.

Esercizio 6 Studiare il carattere della serie

oo

4
Ze‘" T reR

n=1

Applicando il criterio della radice abbiamo

n n _ 34w . _ .3 et
a, = Ve~ 't ne = {/en(=nta) == " = lime™ " 7% =1lim =0<1
n

- =
n en

per cui la serie data converge.

Esercizio 7 Studiare il carattere della serie
i 10n? + 7\"
3n2 4+ 10
n
Osserviamo che non & verificata la condizione Necessaria, infatti
I 1002 + 7\" n
im[——] =+
n \3n2 + 10
quindi la serie data diverge.

Esercizio 8 Studiare il carattere della serie

o0
_ 2
E nle "
n=1

Applicando il criterio del rapporto abbiamo

n 1Nt e—(n +1)? A
TSGR S O ie ; = lim (n . ) el 4t
no Qp n n*e—"n n n
n + 1 4
= lim( ) el =1.0=0<1
n n

per cui la serie converge.

Esercizio 9 Studiare il carattere della serie

Yo

n



Applicando il criterio del rapporto abbiamo

per cui la serie converge.

Esercizio 10 Studiare il carattere della serie

,nn—i-l
Z(n - 1!

n

Applicando il criterio del rapporto abbiamo

n+ 2 o | n+2 _ |
m®tl — i (n + 1) (n 1)! :hm(nJrl) (n n
nooap n n! nn +1 n n(n — 1) nrt+1
17l+2 1 2 171
— hm%:mﬂ <n+ ) _<n+ ) —le=e>1
n nm n n n

percio la serie diverge.
Esercizio 11 Dire per quali valori di x la serie
x"l
2
n
converge.

Osserviamo che applicando il criterio del rapporto abbiamo

n 4+ 1
lm &t — i (2 ) ctim () =1z =2
no ap n \n + 1 z" n \n + 1

per cui la serie converge per 0 < x < 1.

Esercizio 12 Studiare il carattere della serie

(n? + 1)log(n + 1)
Z nd + 2

n

Osserviamo che

) (n* + 1)log(n + 1) . [n® +n
hyrlnn- - = h}Ln m-log (n+1)
= 1l-4+oo=+00

per il criterio degli infinitesimi, deduciamo che la serie diverge perche a = 1 e
1€]0,4+00].



Esercizio 13 Studiare il carattere della serie

Z TL2 + 1

— 4nt+ 5n — 6

Osservando che
limn? L — 1
n 4nt 4+ 5n — 6 4

per il criterio degli infinitesimi, deduciamo che la serie converge, poiche o = 2 e
l€[0,4o0].

Esercizio 14 Studiare il carattere della serie
n
n=1

Osservando che la successione % ¢ decrescente e lim% = 0, per il criterio di
n

Leibnitz concludiamo che la serie data converge.

Esercizio 15 Studiare il carattere della serie

n
Z (=1)"n
n? + 1
n
Osserviamo che la successione " ¢ decrescente e lim"— = 0, quindi
n

per il criterio di Leibnitz, abbiamo che la serie data & convergente.

Esercizio 16 Studiare il carattere della serie

95—n

Z 3n+1

n>3

e calcolare, se possibile, la somma.

Lavoriamo sul termine generico della serie. Abbiamo:

P _ P e 80 1 1 (1Y
3n+1 31 3n 3 3n32n 33n

27
Quindi la nostra serie puo essere riscritta, mettendo in evidenza il termine 39,

come segue:
1 n
39 —
> (=)

n>3

Osserviamo che

()3 3) @)



ma mettendo in evidenza il primo termine della somma abbiamo
2{: j; n B j; 3 - j; 2-+ j; 3-+
<\ 27 \27 27 27
n>3
3 n
1 1
() 2 ()

n>0

cioe a meno del termine ( L
1

3 . . . . . .
27) abbiamo ritrovato la serie geometrica di ragione
57 che & convergente e ha per somma 171 -

27
che la serie data puo essere scritta come

g—g quindi in definitiva abbiamo

95—n

1\" 1)\? 1\"
Y - X (w) - (7) @) -
n>3 n>3 n>0

g (L) 27 _ 2
271 26 26

Esercizio 17 Studiare il carattere della serie

3372n

4n—1
n>3

e calcolare, se possibile, la somma.

Lavoriamo sul termine generico della serie. Abbiamo:
3—2n 3 —2n 1 . 1 n
3 _3 3 —4.3%. —4.33( =
gn—1 41 qn 4n . 32n 36

Quindi la nostra serie pud essere riscritta, mettendo in evidenza il termine 4 - 33,

come segue:
1 n
4.33 —
> ()

n>3

Osserviamo che

> () - (o) + (o) = (&)

ma mettendo in evidenza il primo termine della somma abbiamo
1\" 1\° 1\ /1\°
—) = (=) h1+(= —
“(w) - () 1w (@)
n>3
3 n
1 1
() 2 ()

n>0




cioe a meno del termine (%) abbiamo ritrovato la serie geometrica di ragione
% che & convergente e ha per somma 1_1 — = % quindi in definitiva abbiamo
36

che la serie data puo essere scritta come

A LN (LY 1\"
S - v (m) ) B -

n>3 n>3

_ (LYo _ 1
B 36/) 35 420

Esercizio 18 Studiare il carattere della serie

S 27—6n

Z 43n+5

n=1
e calcolare, se possibile, la somma.

Lavoriamo sul termine generico della serie. Abbiamo:

Q7—6n 97 9—6n 1 1 1 (1 )"

43nt5 45 43n 93 96n.43n 93 \ 912

Quindi la nostra serie pud essere riscritta, mettendo in evidenza il termine -

235
come segue:
1 1 n
72 (5)

n>1

1\" 1 1)° 1)*

Z ﬁ = Zﬁ + 2? + ﬁ + ...

n>1
ma mettendo in evidenza il primo termine della somma abbiamo

1 n 1 1 2 1 3
n>1
1 1\"
- =2 ()

n>0

Osserviamo che

cioe a meno del termine 2% abbiamo ritrovato la serie geometrica di ragione 2%
12

T~ = 3z— quindi in definitiva abbiamo
-

che la serie data puo essere scritta come

che & convergente e ha per somma

27—6n 1 1\" 1 1 1\"
i = () —goar s () -
n>1 n>1 n>1

1 1 212 1

23 912 ' 912 _1 ~ 32760



Esercizio 19 Studiare il carattere della serie

2n72

o0
jz: 7n—1
n=>5

e calcolare, se possibile, la somma.

Lavoriamo sul termine generico della serie. Abbiamo:
2n—2 272 2n 7 (2\"
I S I T (7)
Quindi la nostra serie puo essere riscritta, mettendo in evidenza il termine *

Zu
come Segue:
7 2\ "
()

n>5

S =) () )

ma mettendo in evidenza il primo termine della somma abbiamo
j{: 27 n B g 5 - g 24+ g 3A+
7 N 7 7 7
n>>5
5 n
2 2
-0 z6)
n>0

cioe a meno del termine % abbiamo ritrovato la serie geometrica di ragione %

che e convergente e ha per somma 17% = % quindi in definitiva abbiamo che la
7
serie data puo essere scritta come

RN ORHOPO

n>5

Osserviamo che
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