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Capitolo 1

Varieta

1.1 Varieta Affini

Sia k£ un campo qualunque, che consideriamo fissato. Per il momento
non facciamo alcuna ipotesi su k, in particolare non richiediamo che k sia
algebricamente chiuso.

Definizione 1.1.1. Lo spazio affine n-dimensionale sul campo k &
Z:{(a17"'aan)|ai eka 1 Slgn}

Qualora sia chiaro dal contesto chi e il campo k, scriveremo semplicemente

A" per indicare AJ.

Osservazione 1.1.2. Naturalmente ¢ Ap = k™. Useremo tuttavia la nota-
zione k™ per indicare I'insieme k™ dotato della struttura naturale di spazio
vettoriale, mentre con il simbolo A} indicheremo 1'insieme (di punti) k™.

Dato il campo k, indicheremo con A = k[xy, ..., z,] 'anello dei polinomi
su k nelle indeterminate zy,...,r,. Notiamo che un polinomio f € A
definisce una funzione (che indicheremo con il simbolo f)

f:AZ—Mf, (a1,...,a,) — flag,...,an).

Se k e un campo algebricamente chiuso un polinomio f € A & univocamente
determinato! dai valori assunti dalla corrispondente funzione f, cio¢, per
ogni f,g € A, si ha

f=gef=ge fla,...,a,) =glar,...,an), V(ay,...,a,) € Ay.

'In generale non & vero che la funzione f associata a un polinomio f lo determina in
modo unico. Consideriamo, ad esempio, la retta affine A}, con k = Z/3Z (il quale non
¢ algebricamente chiuso). Tale retta affine ha solo tre punti, 0, 1 e 2. I due polinomi
f(z) =22 +1e g(z) = 2* + 1 sono diversi, tuttavia si ha f(a) = g(a) per ogni a € A},
il che significa che le funzioni f e § sono uguali.



2 Capitolo 1. Varieta

In tal caso potremo quindi identificare un polinomio f € A con la corri-
spondente funzione f e usare lo stesso simbolo per entrambi.

Osservazione 1.1.3. In geometria (e non solo) € del tutto naturale considera-
re come oggetto di studio, non tanto uno “spazio” (di un qualche tipo), ma
una coppia costituita da uno “spazio” e dalle “funzioni” definite su di esso.
Naturalmente la scelta di quali “funzioni” considerare dipende da quale tipo
di “spazio” vogliamo studiare e in quale contesto. A titolo di esempio, se
il nostro “spazio” X e uno spazio topologico, sara naturale considerare le
funzioni continue definite su X (a valori in R, oppure in C). In geometria
differenziale, X sara una varieta differenziabile (reale); in questo caso sara
naturale scegliere come “funzioni” su X le funzioni da X in R di classe
C®. Se invece X e una varieta analitica complessa, la scelta naturale delle
“funzioni” su X sara data dalle funzioni analitiche da X a C. Nell’am-
bito della geometria algebrica, le funzioni naturali da considerare saranno
quelle di natura “algebrica,” cioe costruibili usando le operazioni definite su
un campo (somme, prodotti, quozienti, ...). Le funzioni che si ottengono
in questo modo sono essenzialmente dei polinomi, o dei rapporti di poli-
nomi, del tipo f(z1,...,2,)/g(x1,...,x,), dove naturalmente si deve avere
g(ay,...,a,) # 0 per ogni punto (ay,...,a,) dell’insieme di definizione della
funzione in questione.

1.1.1 Insiemi algebrici

L’oggetto di studio classico della geometria algebrica ¢ I'insieme delle solu-
zioni di un sistema di equazioni polinomiali, del tipo

f1<l’1, Ce ,ZEn) =
fg(l’l, e ,l’n) =

frlze, .. x,) =0,

dove fi,..., f, € A.

Se tutti i polinomi f; hanno grado 1, si ottiene un sistema di equazioni
lineari la cui soluzione non presenta alcun problema (lo studio di tali siste-
mi rientra piu nell’Algebra Lineare che nella Geometria). La situazione si
complica notevolmente nel caso di polinomi di grado > 2.

Consideriamo, ad esempio, il caso dei polinomi in due indeterminate. In-
tuitivamente noi vorremmo pensare al luogo delle soluzioni di una equazione
del tipo f(z,y) = 0 come a una “curva” nel piano affine A?. Se k ¢ il campo
reale, infatti, ¢ del tutto naturale chiamare “curva” l'insieme dei punti del
piano che soddisfano equazioni come y — 2% = 0, oppure y? — 2 = 0, oppure
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ancora x? + 3% — 4 = 0. Tuttavia non sempre le cose vanno cosi bene: 1'in-
sieme delle soluzioni dell’equazione 2% + y? = 0 & costituito dal solo punto
(0,0), e chiamare “curva” tale insieme non appare molto appropriato! Co-
me se non bastasse, ci sono delle equazioni il cui insieme delle soluzioni e
I'insieme vuoto, ad esempio 22 +y?+1 = 0. Anche in questo caso non si puod
certamente dire che questa equazione rappresenti una “curva” nel piano.

La situazione appena descritta migliora notevolmente se si passa dal
piano affine reale A% al piano affine complesso A%, cio¢ se si sostituisce il
campo di base R con il campo complesso C, il quale e algebricamente chiuso.
In questo caso infatti, ogni polinomio di grado positivo ha un insieme non
vuoto di zeri. Per questa ragione, classicamente, nello studio geometrico dei
sistemi di equazioni polinomiali (di grado > 2) si suppone che il campo di
base k sia algebricamente chiuso.

A partire da questo momento supporremo quindi che k sia un campo
algebricamente chiuso.

Ritorniamo al problema dello studio dell’insieme delle soluzioni di un
sistema di equazioni polinomiali. Ci possiamo chiedere se siano veramente le
equazioni I’oggetto giusto da considerare. Il fatto e che sistemi di equazioni
diversi possono avere lo stesso insieme di soluzioni: ad esempio, i tre sistemi

z=0 r+y=0 z=10

hanno come unica soluzione il solo punto di coordinate (0,0) (nel caso del
secondo sistema questo & vero se la caratteristica del campo ¢ diversa da 2).
In effetti, se un insieme X C A} ¢ definito dalle equazioni

filzy, o x) =0, fulzy, .. x,) =0,
ogni polinomio del tipo

g=hifi +hofo+---+h.fp,

per ogni hy,...,h, € A, si annulla in tutti i punti di X. L’insieme dei
polinomi ¢g di questo tipo € un ideale a generato dai polinomi fi,..., f.
e indicato con a = (fy,..., f-). Questo ragionamento ci fa capire che, in

realta, gli oggetti algebrici fondamentali da considerare non sono tanto le
equazioni, quanto piuttosto gli ideali. Diamo quindi la seguente definizione
di insieme algebrico:

Definizione 1.1.4. Sia a un ideale dell’anello A = k[x, ..., z,]. L’insieme
degli zeri di a e

Z(a) ={(a1,...,a,) € AY| f(ay,...,a,) =0,Yf € a}.
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Chiameremo insiemi algebrici di A} gli insiemi del tipo Z(a), al variare di
a fra gli ideali di A.

Osservazione 1.1.5. Si potrebbe pensare di generalizzare ulteriormente la
definizione di insieme algebrico considerando 'insieme degli zeri di un sot-
toinsieme qualunque 7' di A:

Z(T) :{(ala"'aan) EAZ|f(a17"'7an) :OvvfeT}

Tuttavia ¢ immediato verificare che, se indichiamo con I(T") 'ideale generato
da T (il piu piccolo ideale di A che contiene T'), si ha Z(T) = Z(I(T)).
Non si troverebbe quindi nulla di nuovo considerando insiemi degli zeri di
sottoinsiemi qualunque di A piuttosto che insiemi degli zeri di ideali.

Nel passare da insiemi degli zeri di un numero finito di polinomi a insiemi
degli zeri di ideali potrebbe, a prima vista, sembrare che la situazione si sia
notevolmente complicata: abbiamo sostituito un numero finito di equazioni
con un numero infinito di esse! L’algebra pero ci viene in aiuto: in effetti,
gli anelli di polinomi del tipo k[z1, . .., x,] sono noetheriani, quindi ogni loro
ideale e finitamente generato. Per ogni ideale a di A esistono dunque dei
polinomi fi,..., f. € A tali che a = (fi,..., f;). Di conseguenza, si ha:

Z(a)=Z(f1,.., fr) ={(a1,...,a,) € A} | filar,...,a,) =0,1 <i<r}.

In altre parole, ogni insieme algebrico puo sempre essere descritto da un
numero finito di equazioni.
Vediamo ora alcune proprieta degli insiemi algebrici.

Proposizione 1.1.6. (i) L’unione di due insiemi algebrici ¢ un insieme
algebrico (di consequenza, anche l'unione di una famiglia finita di
insiemi algebrici é un insieme algebrico).

(i1) L’intersezione di una famiglia qualsiasi di insiemi algebrici é un in-
sieme algebrico.

(iii) L’insieme vuoto e tutto lo spazio A} sono degli insiemi algebrici.

Dimostrazione. (i) Se X1 = Z(a1) e Xo = Z(ay), allora X1 U X, = Z(ay az).
(i) Se X, = Z(a,) ¢ una famiglia di insiemi algebrici, si ha

Xo=2(>ad).

(iii) 0 = Z(1) e AT = Z(0). O
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Notiamo che, in base a questo risultato, gli insiemi algebrici soddisfano
alle stesse proprieta degli insiemi chiusi di una topologia. Possiamo quindi
usarli per definire una topologia sullo spazio affine AJ.

Definizione 1.1.7. La topologia di Zariski su A} e la topologia i cui insiemi
chiusi sono i sottoinsiemi algebrici di A}. Se X C A}, la topologia di Zariski
su X ¢ la topologia indotta dalla topologia di Zariski di AJ.

Esempio 1.1.8. Sia k un campo algebricamente chiuso e consideriamo la
retta affine Aj. Il corrispondente anello dei polinomi ¢ A = k[z], che &
un dominio di integrita a ideali principali. Quindi ogni ideale a di A &
generato da un polinomio f(z) € A. Poiché k ¢ algebricamente chiuso, ogni
polinomio f(z) di grado r si scompone come prodotto di r fattori lineari

fa) =clz—a) (@ —az)---(x —a),
con ¢, ay,...,a, €k, e si ha quindi

Z(a)=Z(f) ={ai,a9,...,a,}.

Si conclude cosi che i sottoinsiemi chiusi di A}, sono, oltre all'insieme vuoto
e a tutto lo spazio A}, solo gli insiemi finiti di punti. I sottoinsiemi aper-
ti, essendo i complementari dei chiusi, sono pertanto i complementari dei
sottoinsiemi finiti di A} (oltre naturalmente all’insieme vuoto e a tutto lo
spazio). Dato che k ¢ algebricamente chiuso, esso contiene infiniti elementi?
e, di conseguenza, tutti i sottoinsiemi aperti di A} (tranne il sottoinsieme
vuoto) hanno infiniti elementi. In particolare, due qualsiasi aperti non-
vuoti hanno sempre intersezione diversa dal vuoto e ogni aperto non-vuoto
e denso. Questa topologia non e quindi una topologia di Hausdorff.

Esempio 1.1.9. Nell’esempio precedente abbiamo analizzato la topologia di
Zariski di A}. Utilizzando questo risultato, e la descrizione della topologia di
Zariski di A2 ¢ facile dimostrare che la topologia di Zariski di AZ = Al x A}
non ¢ la topologia prodotto delle topologie di Zariski di A}.

Osservazione 1.1.10. Se k ¢ il campo complesso C, nello spazio affine Ag
c’e, oltre alla topologia di Zariski, anche la classica topologia complessa, la
quale e molto piu fine di quella di Zariski. La topologia di Zariski, tuttavia,
ha il vantaggio di poter essere definita per qualunque campo di base (anche
di caratteristica positiva).

2Chi non lo sa, provi a dimostrarlo per esercizio.
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1.1.2 Insiemi algebrici irriducibili

Gli insiemi algebrici possono, a volte, essere realizzati come unione di insiemi
algebrici pilt piccoli. Consideriamo i seguenti esempi in AZ. Sia X; =
Z(y —x?), cioe X; ¢ la curva di equazione y — 22 = 0. Nella figura seguente
e rappresentata la parte reale di X;:

X4

Il polinomio y — 22 ¢ irriducibile, cio¢ non pud essere espresso come prodotto
di due polinomi di grado strettamente minore di 2. Dal punto di vista
geometrico questo si traduce nel fatto che la curva X; e costituita da una
unica “componente,” cioe non puo essere decomposta come unione di due
insiemi algebrici piu piccoli. X; € quindi un insieme algebrico irriducibile.
Diverso invece ¢ il caso dell'insieme algebrico Xy = Z(z% — ¢?). Infatti
il polinomio % — y? si scompone nel prodotto di due fattori di primo grado
2> —y?> = (z +y)(z — y), e quindi la curva X, di equazione z? — y?> = 0
¢ l'unione delle due curve (rette) di equazioni x +y = 0 e x —y = 0,
rispettivamente. Nella figura seguente e rappresentata la parte reale di Xs.

X

Le due rette in questione sono quindi due “componenti irriducibili” dell’in-
sieme algebrico X5, che verra quindi detto riducibile. In un certo senso quin-
di, gli insiemi algebrici irriducibili sono i “pezzi elementari” di costruzione
di tutti gli insiemi algebrici.

Possiamo ora dare le definizioni precise di insieme riducibile e di insieme
irriducibile, che in realta sono delle nozioni puramente topologiche. Defini-
remo quindi questi concetti in generale, per ogni spazio topologico, anche
se poi li useremo solo nel caso della topologia di Zariski.
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Definizione 1.1.11. Sia X uno spazio topologico. Un sottoinsieme non
vuoto Y di X e irriducibile se non e unione di due sottoinsiemi propri,
ciascuno dei quali ¢ chiuso in Y. Un sottoinsieme di X e detto riducibile se
non e irriducibile. Ogni sottoinsieme non vuoto Y di X puo quindi essere
espresso come unione di sottoinsiemi irriducibili

Y =y,
i quali sono detti le componenti irriducibili di Y.

Esempio 1.1.12. Consideriamo la retta affine A} su un campo algebricamen-
te chiuso k (con la topologia di Zariski). Dato che ogni sottoinsieme chiuso
proprio ¢ finito, mentre A} ¢ infinito (perché k ¢ algebricamente chiuso), si
conclude che A} ¢ irriducibile.

Si puo facilmente dimostrare che se Y € un sottoinsieme irriducibile di
uno spazio topologico X, anche la sua chiusura Y & irriducibile (farlo per
esercizio).

Data I'importanza degli insiemi algebrici irriducibili, diamo la seguente
definizione:

Definizione 1.1.13. Una warieta affine sul campo k € un sottoinsieme
chiuso irriducibile di A}, dotato della topologia di Zariski. Un sottoinsieme
aperto di una varieta affine e detto varieta quasi-affine.

Vale il seguente risultato:

Proposizione 1.1.14. Ogni insieme algebrico X C A} puo essere espres-
so in modo unico come unione finita di varieta (le quali sono chiamate le
componenti irriducibili di X ), nessuna delle quali ne contiene un’altra.

La dimostrazione di questo risultato verra ora data in un ambito un po’
piu generale. Premettiamo la seguente definizione:

Definizione 1.1.15. Uno spazio topologico X e detto noetheriano se sod-
disfa la condizione catenaria discendente per i sottoinsiemi chiusi, cioe se
per ogni sequenza Y; DO Y, D --- di sottoinsiemi chiusi, esiste un intero r
taleche Y, =Y, 1 =---.

La definizione di spazio topologico noetheriano corrisponde alla nozione
di anello noetheriano. Questo fatto e bene illustrato dall’esempio seguente:

Esempio 1.1.16. Lo spazio affine A} ¢ uno spazio topologico noetheriano.
Infatti, data una catena discendente Y; O Y5 D - di sottoinsiemi chiusi,
si ha una catena ascendente di ideali I(Y;) C I(Y3) C --- nell’anello dei
polinomi A = k[zy,...,x,] (per la definizione degli ideali I(Y") si veda
la Definizione 1.1.18) e, dato che 'anello A ¢ noetheriano, questa catena
ascendente di ideali ¢ stazionaria. Dato che, per ogni i, Y; = Z(1(Y;)), da
cio segue che anche la catena di sottoinsiemi chiusi Y; ¢ stazionaria.
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Dimostriamo ora il seguente risultato, da cui segue immediatamente la
Proposizione 1.1.14.

Proposizione 1.1.17. Sia X uno spazio topologico noetheriano. Ogni sot-
toinsieme chiuso non-vuoto Y di X puo essere espresso come unione finita
Y =Y, U---UY, di sottoinsiemi chiusi irriducibilt Y; C X. Se si richiede
che Y; LY, per i # j, allora gli Y; sono univocamente determinati; essi
sono chiamati le componenti irriducibili di Y.

Dimostrazione. Iniziamo col dimostrare 1’esistenza di una tale decomposi-
zione di Y. Indichiamo con & l'insieme di tutti i sottoinsiemi chiusi non-
vuoti di X che non possono essere scritti come unione finita di sottoinsiemi
chiusi irriducibili. Naturalmente, vogliamo dimostrare che & = ). Se &
e diverso dall’insieme vuoto, allora, dato che X & noetheriano, esso deve
contenere un elemento minimale, che indicheremo con Y (altrimenti si ot-
terrebbe una catena discendente non stazionaria di sottoinsiemi chiusi di X).
Questo insieme Y non puo essere irriducibile, per costruzione di &, quindi
possiamo scrivere Y = Y'UY”, dove Y’ e Y sono sottoinsiemi chiusi propri
di Y. In base alla minimalita di Y, gli insiemi Y’ e Y” non appartengono a
S e quindi possono essere espressi come unione finita di sottoinsiemi chiusi
irriducibili di X. Ma allora lo stesso vale per Y, il che contraddice il fatto
che Y € &. Si conclude pertanto che ogni sottoinsieme chiuso Y di X puo
essere scritto come unione Y = Y U- - -UY, di sottoinsiemi chiusi irriducibili.
Eliminando alcuni di questi insiemi, se necessario, possiamo supporre che
Y, € Y;, per @ # j. Supponiamo ora che esista un’altra rappresentazione
Y =Y/U---UY/ come sopra. Allorasiha/ CY =Y,U---UY,, da cui
segue che
v) =/ nY).
7

Ma, dato che Y{ & irriducibile, si deve avere Y/ C Y;, per qualche i, e
possiamo anche supporre che sia ¢ = 1 (a meno di un riordinamento degli
indici). In modo del tutto analogo, si deve avere Y; C Y/, per qualche j.
Allora si ha anche Y] C Y}, da cui si deduce che j = 1 e che Y} = Y/.
Siaora Z =Y \Y;. Allora Z =Y, U---UY,, eanche Z =Y, U--- UYL/
In questo modo, procedendo per induzione su r, si dimostra 1'unicita degli
Y;. O

Riprendendo il discorso generale, abbiamo visto che a ogni ideale a
(o, pitt in generale, a ogni sottoinsieme T') dell’anello dei polinomi A =
k[xy,...,x,] ¢ possibile associare un particolare tipo di sottoinsieme di A}
chiamato insieme algebrico, Z(a) (o Z(T)).

Cerchiamo ora di costruire una sorta di “inversa” di questa corrispon-
denza, cioe di associare a un sottoinsieme Y di A} un ideale di A.
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Definizione 1.1.18. Sia Y C A} un sottoinsieme qualsiasi. L’ideale di YV
e definito ponendo

IY)={feA|fla,...,a,) =0,Y(ay,...,a,) € Y}

Si verifica facilmente che I(Y) ¢ effettivamente un ideale di A. Valgo-
no inoltre le seguenti proprieta, la cui facile dimostrazione e lasciata per
esercizio:

Proposizione 1.1.19. (i) Se Y] C Y3 sono due sottoinsiemi di A}, allo-
ra I1(Y1) 2 1(Y2).

(ii) Per ogni Y1,Ys C A}, si ha I(Y1UY,) = 1(Y1) N I(Ys).
Si potrebbe ora sperare che le due mappe

z
{ideali di A} {sottoinsiemi algebrici di A }
T

siano inverse I'una dell’altra. Il seguente esempio mostra che cio non e vero.

Esempio 1.1.20. Sia A = k[z] e consideriamo l'ideale a = (z™), con n > 2.
L’insieme degli zeri di a ¢ Y = Z(a) = {0} C Aj. Di conseguenza, I'ideale
diY ¢ I(Y) = (z). Si ha pertanto

aC I(Z(a)).
Notiamo tuttavia che, in questo esempio, si ha:
fel(Z(a)) = f" €a, perr > 0.

Il prossimo teorema mostra che, se il campo k e algebricamente chiuso,
questo e proprio quello che succede in generale (per una dimostrazione si
veda [AM, Cap. 7, pag. 129]).

Teorema 1.1.21 (Teorema degli zeri di Hilbert). Sia k un campo algebrica-
mente chiuso e sia a un ideale dell’anello dei polinomi k[z1, ..., x,]. Allora
I(Z(a)) = Va2 cio¢ f € I(Z(a)) se e solo se [T € a, per qualche intero
r>1.

3Se a ¢ un ideale di un anello A4, si indica con v/a (o anche con 7(a)) il radicale di a,
definito da

Va={f € A|f" €aper qualche r > 0}.
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Osservazione 1.1.22. 11 teorema degli zeri di Hilbert vale solo se il campo
k e algebricamente chiuso. Questa e un’altra delle ragioni per cui, clas-
sicamente, si assume sempre che il campo di base k sia algebricamente
chiuso.

Dimostriamo ora il risultato seguente:

Proposizione 1.1.23. Per ogni sottoinsieme Y di A} si ha Z(I(Y)) =Y,
cioe Z(1(Y')) é il piu piccolo sottoinsieme algebrico di A} che contiene Y.

Dimostrazione. Si ha certamente Y C Z(I(Y)), e quindi Y C Z(I(Y)),
dato che Z(I(Y)) ¢ un chiuso (per definizione) e contiene Y. Sia ora W
un chiuso contenente Y. Poiché W e chiuso, esiste un ideale a tale che
W = Z(a). DaW = Z(a) 2 Y si deduce che I(Z(a)) = I(W) C I(Y).
Poiché a C I(Z(a)), sihaa C I(Y), da cui segue che W = Z(a) 2 Z(I(Y)).
Abbiamo cosi dimostrato che ogni chiuso che contiene Y contiene anche
Z(1(Y)), cioe che Z(I(Y)) =Y. O

In base a quanto visto, possiamo affermare che la corrispondenza tra
ideali di A = k[xy,...,x,] e sottoinsiemi algebrici di A} non ¢ biunivoca,
ma lo diventa se ci restringiamo a considerare ideali radicali (cioe ideali che
coincidono con il proprio radicale). Si ottiene cosi una biiezione

{ideali radicali di A} < {sottoinsiemi algebrici di A}, }.

Data I'importanza della nozione geometrica di irriducibilita, vediamo ora
qual e il suo corrispondente algebrico.

Proposizione 1.1.24. Un insieme algebrico’Y C A} é irriducibile se e solo
se il suo ideale I(Y') é primo.

Dimostrazione. Ricordiamo che un ideale p di un anello A si dice ideale
primo se p # A e se, dati f,g € A con fg € p, si ha necessariamente f € p
oppure g € p.

Sia dunque Y C A} un insieme algebrico irriducibile e I(Y') il suo ideale.
Se fge I(Y), alloraY C Z(fg) = Z(f) U Z(g). Da cio segue che

Y = (Y nZ(h) U (Y nZg),

ma essendo Y irriducibile, si deve avere Y = Y NZ(f) oppure Y = YNZ(g).
Nel primo caso si ha Y C Z(f), mentre nel secondo si ha ¥ C Z(g). Cio
significa che f € I(Y), oppure g € I(Y), e quindi /(Y) & un ideale primo.
Viceversa, sia p un ideale primo e poniamo Y = Z(p). Supponiamo che
Y =Y, UY5, con Y] e Y; sottoinsiemi algebrici di A7, Allora I(Y) = I(Y;)N
I(Y3), e quindi p = I(Y7) N I(Y3), dato che un ideale primo coincide con il
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proprio radicale. Sempre dall’ipotesi che p & primo, segue che p = I(Y7),
oppure p = I(Y5),* il che equivale a dire che Y = Y] oppure Y = Y5. Y ¢
dunque irriducibile. O

Possiamo riassumere quanto dimostrato finora con il seguente teorema:

Teorema 1.1.25. Sia k un campo algebricamente chiuso. FEsiste una corri-
spondenza biunivoca, che rovescia le inclusioni, tra i sottoinsiemi algebrici
di A} e gli ideali radicali di A = kl[z1,...,x,], data da Y — I(Y) e da
a— Z(a). Un insieme algebrico é irriducibile se e solo se il suo ideale é
primo.

Osservazione 1.1.26. Usando la corrispondenza appena descritta tra sot-
toinsiemi algebrici di A} e ideali radicali di A = k[xy,...,z,], 'analogo
algebrico della decomposizione di un insieme algebrico come unione finita
di insiemi algebrici irriducibili e I'espressione di un ideale radicale come in-
tersezione di un numero finito di ideali primi. Questo risultato rientra nella
cosiddetta “Teoria della decomposizione primaria degli ideali” (vedi [AM,
Cap. 4]). In sostanza si tratta di un tentativo di generalizzare al caso di
anelli commutativi con unita qualunque il classico risultato che stabilisce che
ogni intero si puo esprimere, in modo essenzialmente unico, come prodot-
to di potenze di numeri primi distinti (I’analogia ¢ data dalla corrispon-
denza “ideale” <« “numero intero”, “ideale primo” <« “numero primo”,
“ideale primario” < “potenza di un numero primo”).

1.1.3 L’anello delle coordinate affini

Abbiamo visto che, nel caso dello spazio affine A}, gli elementi dell’anello
dei polinomi A = k[z1, ..., z,] definiscono delle funzioni su A} a valori nel
campo di base k.

Sia ora X C A} un insieme algebrico. Le funzioni definite su A} defi-
niscono, per restrizione, delle analoghe funzioni su X. Ci possiamo allora
chiedere quando due polinomi f,g € A definiscano la stessa funzione su X.
Naturalmente questo succedera quando f(aq,...,a,) — g(ay,...,a,) = 0,
per ogui (ay,...,a,) € X. Ma cio equivale a dire che f —¢g € I(X). Si vede
cosi che gli elementi dell’anello quoziente A/I(X) definiscono delle funzioni
su X, a valori in k, ottenute per restrizione da A} a X.

Definizione 1.1.27. Per ogni insieme algebrico X C A}, indicheremo
con A(X) l'anello k[zy,...,x,]/I1(X). L’'anello A(X) & detto ’anello delle
coordinate affini su X.

“Infatti, se fosse p # I(Y1) e p # I(Y2), esisterebbero f1 € I(Y1) \pe fo € I(Ya2) \ p.
In questo caso si avrebbe fifo € I(Y1) N I(Y2) = p e, dato che p & primo, si dovrebbe
avere necessariamente f; € p oppure fo € p, contro l'ipotesi.
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Si ha A(A}) = k[zy,...,x,] e, se X C A} ¢ un insieme algebrico e I(X)
e l'ideale corrispondente, la proiezione canonica

klxy, ..., z,) — klxy, ..., z,]/1(X)

corrisponde alla restrizione delle funzioni da A} a X.

Osservazione 1.1.28. Naturalmente le funzioni che si ottengono in questo
modo su un insieme algebrico X (quelle cioe definite da elementi dell’anello
A(X)) sono funzioni polinomiali. Con metodi algebrici si possono costruire
non solo polinomi, ma anche rapporti di polinomi, cioe funzioni del tipo
flzy,...xn)/g(x, ... xy), con f,g € kl[z1,...,2,]. In questo caso pero e
necessario che il denominatore non si annulli in alcun punto di X.

1.1.4 Funzioni regolari

Come abbiamo visto in precedenza, gli elementi dell’anello delle coordinate
affini A(X) definiscono in modo naturale delle funzioni polinomiali globali
su X, ottenute per restrizione da funzioni polinomiali definite su tutto lo
spazio affine A}. Tuttavia non ¢ affatto chiaro che queste siano tutte quelle
che vorremmo chiamare “funzioni algebriche” su X.

Esempio 1.1.29. A titolo di esempio, consideriamo un polinomio g € A =
k[xy,...,x,] e poniamo

X =A\Z(g) ={(a1,...,a,) € AL | g(ar,...,a,) # 0}.

X & un aperto di una varieta affine (& una varieta quasi-affine). In questo
caso sara del tutto naturale annoverare, tra le “funzioni algebriche” su X,
non solo le funzioni polinomiali, ma anche funzioni del tipo

flag,...,a,)

(a/l""’an) ~ g(CLl’"'?a’n)T’

per ogni f € A e ogni r > 0 (in questo caso, infatti, il denominatore sara
sicuramente diverso da zero, proprio per come X & stato definito).

Per cercare quindi di costruire “funzioni algebriche” su un insieme al-
gebrico X, oltre all’approccio “globale” seguito finora per costruire 1’anello
delle coordinate affini A(X) (quello cioe secondo il quale le funzioni su X
si ottengono per restrizione di funzioni definite su tutto lo spazio ambiente
A7) potremmo anche seguire un approccio di tipo “locale”: in generale, se
X @& uno spazio topologico e {U;}ic; € un ricoprimento aperto di X, una
funzione su X puo anche essere costruita fornendo una famiglia di funzioni
fi, definite su ciascuno degli aperti U;, e tali che f; vnU;» Per ogni

UiﬁUj = fj
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i,7 € I (se tutte le f; sono continue anche la funzione f ottenuta “incollan-
do” le f; risultera continua). Il vantaggio di questo approccio locale € che la
descrizione delle funzioni locali sugli aperti U; potrebbe essere piu semplice
della descrizione delle funzioni definite globalmente su tutto lo spazio X.

Esempio 1.1.30. Un esempio classico proviene dalla geometria differenziale.
Se X e una varieta differenziabile reale e f : X — R e una funzione, come si
puo stabilire se f puo essere chiamata “di classe C'*°)” oppure no? L’essere
“di classe C'>°” e chiaramente una proprieta locale. D’altra parte la varieta
X ¢ construita “incollando” tra loro degli aperti di R", piu precisamente
identificando dei sottoinsiemi aperti U dello spazio topologico X con degli
aperti V = ¢(U) di R™ attraverso delle “carte” ¢ : X DU — ¢(U) =V C
R™. Localmente su un aperto U di X, la funzione f : X — R puo quindi
essere identificata con la funzione f|y o ¢! : V — R, detta I'espressione
di f nella carta ¢, e per queste espressioni locali la proprieta di essere di
classe C'™ ¢ ben definita, dato che ora queste funzioni sono definite su dei
sottoinsiemi aperti di R™. Potremo quindi dire che una funzione f : X — R
e di classe C'™° se tutte le sue espressioni locali sono di classe C*.

Sia dunque X C A} un insieme algebrico e sia U un sottoinsieme aperto
di X.

Definizione 1.1.31. Una funzione f : U — k e detta regolare in un punto
P € U se esistono un intorno aperto V' di P in U e due polinomi g, h € A,
con h # 0 in tutto 'aperto V, tali che f|y = g/h. La funzione f & detta
regolare in U se essa e regolare in ogni punto di U.

Per ogni aperto U C X, indicheremo con Ox (U) (o anche semplicemente
con O(U)) l'insieme delle funzioni regolari in U. Dato che somme e prodotti
di funzioni regolari sono ancora funzioni regolari, l'insieme Ox (U) ¢ in realta
un anello, anzi, una k-algebra.

Osservazione 1.1.32. 11 simbolo Ox puo essere pensato come una mappa
che a ogni aperto U di un insieme algebrico X associa un particolare anello,
I'anello Ox (U) delle funzioni regolari su U. Inoltre, per ogni inclusione
V C U di aperti di X, ¢’e una mappa naturale

puv : Ox(U) — Ox (V)

che a ogni funzione f € Ox(U) associa la sua restrizione a V', f|y, € Ox (V).
Queste mappe di restrizione godono di alcune ovvie proprieta: si ha infatti
puu = idy per ogni aperto U e pyw o pyv = puw, per ogni inclusione di
aperti W C V C U. Inoltre le mappe pyy sono degli omomorfismi di anelli.
Questo tipo di struttura e un esempio di fascio, per la precisione diremo
che Ox € un fascio di anelli su X.
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E facile trovare altri esempi naturali di fasci di anelli (di funzioni): se
X e uno spazio topologico, a ogni aperto U di X possiamo associare 1’a-
nello C(U) delle funzioni continue f : U — R, con le mappe di restrizione
naturali. L’associazione

U C(U)

e il fascio delle funzioni continue su X.

Se X e una varieta differenziabile reale il fascio delle funzioni di classe
C™ su X & definito associando a ogni aperto U C X l'anello C*°(U) delle
funzioni f : U — R di classe C'°.

Data una varieta affine X, disponiamo ora di due anelli di funzioni
su X; lanello delle coordinate affini A(X) (i.e., funzioni su X definite in
modo “globale”) e 'anello delle funzioni regolari Ox(X) (i.e., funzioni su
X definite in modo “locale”). E naturale chiedersi che relazioni ci siano tra
questi due anelli. In effetti, essi coincidono: per ogni varieta affine X C A},
si ha A(X) = Ox(X). Questo risultato verra dimostrato in seguito. Per il
momento osserviamo solo che c¢’e¢ una mappa naturale

klxi,..., 2, — Ox(X)
che invia un polinomio f nella funzione regolare su X
X 3 (a1,...,an) — flag,...,an).

Dato che il nucleo di questa mappa ¢ I'ideale I(X), si ottiene un omomor-
fismo iniettivo di anelli

La parte piu difficile consiste nel dimostrare che questa mappa e anche
suriettiva.

1.1.5 Dimensione di una varieta affine

Vediamo ora come si possa definire il concetto geometrico di dimensione
di una varieta affine e quale sia il suo analogo algebrico. Qualunque sia la
nostra definizione di “dimensione,” certamente vorremmo che la dimensione
di un punto fosse 0, che la dimensione di una retta fosse 1 e, piu in generale,
che la dimensione di A} fosse n. Possiamo osservare che uno spazio come A},
di dimensione n, contiene dei sottospazi di dimensione n — 1 (A}™! C A7),
che a loro volta contengono dei sottospazi di dimensione n — 2, e cosi via
fino a arrivare a dei sottospazi di dimensione 0. Se richiediamo che tutti
questi sottospazi siano irriducibili, scopriamo che la massima lunghezza di
una catena di inclusioni di tali sottospazi di A} coincide proprio con il
numero n, cioé con la dimensione del nostro spazio (intuitivamente & chiaro
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che ad ogni inclusione propria di spazi irriducibili del tipo X; C X;.4, la
dimensione aumenta di 1).

Possiamo quindi usare questo fatto per dare una definizione puramente
topologica di dimensione.

Definizione 1.1.33. Sia X uno spazio topologico. La dimensione di X,
indicata con dim X, e I'estremo superiore dell’insieme di tutti gli interi n
per i quali esiste una catena di inclusioni proprie

Z()C21C"'CZn,1CZn
di sottoinsiemi chiusi irriducibili distinti di X.
Definiremo quindi la dimensione di una varieta affine, o quasi-affine (o,

pitt in generale, di un qualsiasi insieme algebrico) come la sua dimensione
in quanto spazio topologico, dotato della topologia di Zariski.

Osservazione 1.1.34. Si osservi che, anche se questa definizione di dimen-
sione si applica a un qualsiasi spazio topologico, essa e stata pensata per gli
insiemi algebrici dotati della topologia di Zariski. Applicata ad altri spazi
topologici (come ad esempio R™ con la sua topologia classica) potrebbe non
dare i risultati voluti.

Esempio 1.1.35. Consideriamo la retta affine A} su un campo algebrica-
mente chiuso k. Sappiamo che i suoi unici sottoinsiemi chiusi irriducibili
sono i punti e tutto lo spazio. Quindi le pitt lunghe catene di inclusioni di
sottoinsiemi chiusi irriducibili di A} sono del tipo

{P} C A,

dove P ¢ un punto. Questo equivale a dire che la dimensione di A} ¢ 1.

In generale, si puo dimostrare (vedi Proposizione 1.1.40) che la dimen-
sione di A} e proprio n, quindi la nostra definizione di dimensione fornisce
i risultati voluti.

Vediamo ora quale puo essere un analogo algebrico della precedente de-
finizione topologica di dimensione. A tal fine basta osservare che, se X ¢
una varieta affine con anello delle coordinate A(X), una catena di inclusioni
di sottoinsiemi chiusi irriducibili di X

o C L1 C-+Clhp1ClhL, =X
corrisponde a una catena di inclusioni (rovesciate) di ideali primi di A(X)
G Da; D+ Da, Da, = (0),

ove Z; = Z(a;), per ogni ¢ =0,...,n.
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L’idea di considerare delle catene di inclusioni proprie di ideali primi puo
naturalmente essere applicata ad anelli commutativi (con unita) qualunque,
e non solo agli anelli di coordinate delle varieta affini. Si arriva cosi, in modo
del tutto naturale, alle seguenti definizioni:

Definizione 1.1.36. Sia A un anello commutativo con unita e sia p un
ideale primo di A. L’altezza di p, indicata con ht(p), € I'estremo superiore
dell’insieme di tutti gli interi n per i quali esiste una catena di inclusioni di
ideali primi distinti di A

PoC P C - CPp1CPp=0p.

Definizione 1.1.37. La dimensione (di Krull) di un anello A (commutativo
con unita) e estremo superiore delle altezze di tutti gli ideali primi di A.

Naturalmente, nel caso in cui A = A(X) ¢ lanello delle coordinate di
una varieta affine X, le definizioni sono state date in modo che i due concetti
di dimensione coincidano.

Proposizione 1.1.38. Se X ¢ un insieme algebrico affine, la dimensione
di X coincide con la dimensione del suo anello delle coordinate affini A(X).

Dimostrazione. Sia X C A} un insieme algebrico affine e sia I(X) C A il suo
ideale. Sia ha dunque A(X) = A/I(X), e i sottoinsiemi chiusi irriducibili
di X corrispondono agli ideali primi di A contenenti /(X), che a loro volta
corrispondono agli ideali primi di A(X). Di conseguenza la dimensione di
X in quanto spazio topologico coincide con la massima lunghezza di una
catena di inclusioni di ideali primi distinti di A(X), che ¢ esattamente la
dimensione di Krull di A(X). O

Vediamo ora alcune proprieta della nozione algebrica di dimensione di
un anello.

Teorema 1.1.39. Sia k un campo e sia B una k-algebra integra e finita-
mente generata. Allora:

(i) la dimensione di B coincide con il grado di trascendenza su k del
campo delle frazioni di B;

(ii) per ogni ideale primo p di B, si ha

ht(p) + dim(B/p) = dim B.

Usando questi risultati algebrici, possiamo dimostrare la seguente pro-
posizione:
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Proposizione 1.1.40. Si ha dim A} = n, per ogni campo k algebricamente
chiuso.

Dimostrazione. L’anello delle coordinate affini di A} ¢ A = k[xq,...,z,)].
Si ha dunque

dim A} = dim k[zy, ..., z,)].
In base al punto (i) del teorema precedente, la dimensione di k[zy, ..., z,] &
uguale al grado di trascendenza su k del campo k(xy, ..., x,). Ma quest’ul-
timo e una estensione puramente trascendente, di grado di trascendenza n,
di k, e quindi dim A} = n. O

Per quanto riguarda la dimensione delle varieta quasi-affini, si ha:

Proposizione 1.1.41. Se Y é una varieta quasi-affine, allora dimY =
dimY, dove Y é la chiusura di'Y (per la topologia di Zariski).

Dimostrazione. Se Zy C Zy C --- C Z, ¢ una catena di inclusioni di sot-
toinsiemi chiusi irriducibili distinti di Y, allora Zo C Z; C --- C Z,, & una
catena di inclusioni di sottoinsiemi chiusi irriducibili distinti di Y (perché
la chiusura di un sottoinsieme irriducibile € ancora irriducibile). Cio dimo-
stra che dimY < dimY. In particolare, Y deve avere dimensione finita,
quindi possiamo trovare una catena massimale di tali inclusioni, sia essa
Zy C 4y C -+ C Zy, con n = dimY. In tal caso, Z;, deve necessaria-
mente essere un punto P, e anche la catena P = Z, C Z, C --- C Z,
sara massimale (perché ogni sottoinsieme aperto non-vuoto di uno spazio
topologico irriducibile ¢ irriducibile e denso). Il punto P corrisponde a
un ideale massimale m dell’anello delle coordinate affini A(Y'), mentre gli
Z; corrispondono a degli ideali primi contenuti in m; da cid deriva che
ht(m) = n. D’altra parte, dato che P ¢ un punto di uno spazio affine, si

ha A(Y)/m = k. Dalla formula al punto (ii) del Teorema 1.1.39, si ricava
quindi n = dim A(Y) = dim Y. Questo dimostra che dimY =dimY. O

Passiamo ora ad analizzare le relazioni che intercorrono tra la dimensio-
ne di una varieta X C A} e il numero di equazioni necessarie a definire la
varieta stessa. Intuitivamente ci aspettiamo che ogni equazione aggiuntiva
faccia abbassare di 1 la dimensione, purché questa equazione sia “indipen-
dente” dalle equazioni precedenti. In realta le cose sono un po’ piu com-
plicate e, ancora una volta, 1’algebra ci viene in aiuto. Richiamiamo, senza
dimostrazione, i seguenti risultati:

Teorema 1.1.42 (Teorema dell’ideale principale di Krull). Sia A un anello
noetheriano e sia f € A un elemento che non é né un divisore dello zero,
né una unita (cioé non ¢ invertibile). Allora ogni ideale primo minimale
contenente f ha altezza 1.
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Dimostrazione. Si veda [AM, Corollario 11.17, pag. 177]. ]

Teorema 1.1.43. Un dominio di integrita noetheriano e un UFD se e solo
se ogni ideale primo di altezza 1 e principale.

Dimostrazione. Si veda [M, 2, pag. 141], oppure [B, 1, Ch. 7, §3]. ]

Osservazione 1.1.44. Ricordiamo che un dominio di integrita a ideali prin-
cipali ¢ anche un UFD, mentre il viceversa e falso (ad esempio, un anello
di polinomi in due indeterminate k[z,y| ¢ un UFD ma non ¢ un PID). Il

teorema precedente puo essere visto come una sorta di “viceversa parziale”
del fatto che PID = UDF.

Usando questi due risultati algebrici possiamo dimostrare la proposizione
seguente:

Proposizione 1.1.45. Una varieta X C A} ha dimensione n — 1 se e solo
se essa e l'insieme degli zeri di un solo polinomio irriducibile non costante
feA=klxy,...,x,]. In altre parole, X é una ipersuperficie se e solo se
essa e definita da una sola equazione.

Dimostrazione. Sia f € A = k[xy,...,x,] un polinomio irriducibile e sia
X = Z(f). X & dunque una sottovarieta di A} e il suo ideale ¢ I(X) = (f),
che ¢ un ideale primo (dato che f ¢ irriducibile). Per il teorema dell’ideale
principale di Krull, 7(X) ha altezza 1 e, di conseguenza, si ha

dimA(X) =dimA/I(X) =dimA—-1=n—1.

Si conclude quindi che dim X = dim A(X) =n — 1, cioé X & una ipersuper-
ficie di A}.

Viceversa, sia X C A} una varieta di dimensione n — 1. Il suo ideale
I(X) & dunque primo e di altezza 1. Dato che I'anello A ¢ un UFD, in base
al Teorema 1.1.43 si conclude che I(X) e un ideale principale, quindi esiste
f € Atale che I(X) = (f), inoltre tale f deve essere irriducibile, visto che
Iideale I(X) e primo. Abbiamo cosi concluso che X = Z(f). O

Facciamo notare che un risultato di questo tipo non si puo generalizzare
al caso di sottovarieta di A} di dimensione < n — 2. Ad esempio, € noto
che esistono degli ideali primi di altezza 2 in un anello di polinomi che non
possono essere generati da due soli elementi. In termini geometrici questo
significa che esistono delle sottovarieta di A} di dimensione n — 2 che non
possono essere definite da due sole equazioni.

Esempio 1.1.46. Consideriamo la sottovarieta (curva) X di A} definita in
modo parametrico dalle equazioni z = t3, y = t, 2 = ¢°, al variare di t € k.
Si dimostra (farlo per esercizio, ma non & molto facile) che I'ideale I(X) &
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generato dai polinomi xz — %, yz — 23 e 2%y — 2z2. Inoltre I(X) & un ideale
primo di altezza 2 nell’anello A = k[z, y, 2], ma esso non puo essere generato
da due soli polinomil!

1.2 Varieta Proiettive

Le definizioni date nella sezione precedente di insieme algebrico e varieta
affine si possono estendere in modo naturale al caso dello spazio proiettivo.

Definizione 1.2.1. Lo spazio proiettivo n-dimensionale sul campo k e

R = ("N, 0))/

ove ~ ¢ la relazione di equivalenza definita ponendo
(ag, a1, ..., a,) ~ (Aag, Aay, ..., Aay), VA e k™ =k\{0}.

Lo spazio proiettivo P} € quindi l'insieme dei “punti” costituiti dalle
n + l-uple (ag,as,...,a,) di elementi di k, non tutti nulli, dove perod due
n+1-uple rappresentano lo stesso punto se differiscono per la moltiplicazione
per un fattore non nullo A € k*. Se un punto P € PP} ¢ rappresentato
da P = (ag,a1,-..,ay,), gli elementi ag,ay,...,a, sono detti le coordinate
omogenee del punto P.

Osservazione 1.2.2. Lo spazio proiettivo P} puo essere considerato come
una “estensione” dello spazio affine A}, ad esempio tramite la seguente
immersione

A} — P, (a1,...,a,) — (Lyag,... a,).

In questa situazione i punti di P} che non appartengono a A} (cioe i punti
le cui coordinate omogenee sono del tipo (0,ay,...,a,)) sono detti “punti
impropri” o “punti all’infinito” e corrispondono ai “punti di intersezione”
di coppie di rette parallele.

Fissiamo dunque un campo (algebricamente chiuso) k e consideriamo
lo spazio proiettivo P}. Indichiamo con R = k[xg,xy,...,x,] Panello dei
polinomi in n + 1 indeterminate. E a questo punto che incontriamo la
prima grande differenza tra gli spazi affini e gli spazi proiettivi. Infatti, un
polinomio f € R (non costante) non definisce una funzione f : P} — k.
Se P € P} ¢ un punto di coordinate omogenee (ag, ay, ..., a,), si ha anche
P = (Xag, Aaq, ..., Aa,), per ogni A # 0, ma se f & un polinomio di grado
> 1, si ha, in generale,

f(Aag, Aaq, ..., Aayp) # flag,ai, ... a,).
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In conclusione, il “valore” di un polinomio in un punto di uno spazio
proiettivo non e definito.

Tuttavia se, come nel caso affine, vogliamo definire gli insiemi algebrici
come luogo degli zeri di un sistema di equazioni polinomiali, non abbia-
mo bisogno di conoscere il valore di un polinomio in un punto, ma solo
di sapere se un polinomio si annulla oppure no in un dato punto di P}.
Naturalmente, se f ¢ un polinomio qualsiasi, puo benissimo succedere che
flag,aq,...,a,) = 0 ma f(Aag, Aaq, ..., a,) # 0, quindi anche il fatto di
chiedersi se un polinomio si annulli oppure no in un dato punto non ha
senso. Se pero ci restringiamo a considerare polinomi omogenei (somma di
monomi dello stesso grado) la situazione migliora notevolmente. Infatti, se
f € un polinomio omogeneo di grado d, si ha

f(Xag, Aay, ..., Aa,) = A flag, ar, ..., ap).

Quindi, anche se continua a non avere senso parlare del valore di un polino-
mio omogeneo in un punto dello spazio proiettivo, ha perfettamente senso
chiedersi se tale valore sia nullo oppure no: infatti, poiché A # 0, si ha

f(Aag, Aag, ..., Aa,) = 0< f(ag,aq,...,a,) =0.

Potremo quindi definire i sottoinsiemi algebrici di uno spazio proiettivo P}
come gli insiemi degli zeri di un certo numero di polinomi omogenei. Esat-
tamente come nel caso degli spazi affini, sara poi del tutto naturale sosti-
tuire tali polinomi omogenei con l'ideale da essi generato e parlare quindi
di insieme degli zeri di un ideale generato da polinomi omogenei (ideale
omogeneo).

Riteniamo opportuno, a questo punto, richiamare alcune nozioni di
algebra commutativa, relative agli anelli graduati e agli ideali omogenei.

Definizione 1.2.3. Un anello graduato R & un anello (commutativo con
unita, come al solito) con una decomposizione

R=&D R,

d>0

dove gli R; sono dei gruppi abeliani, con la proprieta che R; - R; C R;y;,
per ogni 7,5 > 0.

Dato che stiamo parlando degli spazi proiettivi, I’esempio naturale di
anello graduto, in questo contesto, & I'anello dei polinomi R = k|xy, ..., z,].
La sua graduazione naturale e quella in cui R, ¢ il sottoinsieme costituito
dai polinomi omogenei di grado d (e dallo 0, che & considerato omogeneo di
qualunque grado).
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In generale, se R = P, 4 ¢ un anello graduato, gli elementi di Ry sono
detti omogenei di grado d. Quindi ogni elemento di R puo essere espresso
in modo unico come somma di un numero finito di elementi omogenei.

Definizione 1.2.4. Sia R un anello graduato. Un ideale a di R & detto
ideale omogeneo se puo essere generato da elementi omogenei.

Osservazione 1.2.5. Una definizione equivalente di ideale omogeneo e la
seguente: un ideale a di R & detto omogeneo se

a= @(aﬂ Ry),

d>0

cioe se, per ogni f € a, tutte le componenti omogenee di f stanno in a.
Si dimostri, come esercizio, che questa definizione di ideale omogeneo e
equivalente alla precedente.

Osservazione 1.2.6. Per gli ideali omogenei valgono molte delle proprieta
degli ideali ordinari. Ad esempio:

e somme, prodotti e intersezioni di ideali omogenei sono ancora ideali
omogenei;

e il radicale di un ideale omogeneo ¢ un ideale omogeneo;

e un ideale omogeneo a e primo se e solo se per ogni coppia di elementi
omogenei f e g tali che fg € a, si ha f € a oppure g € a.

Ritornando alla discussione sugli spazi proiettivi, prendiamo come anello
R Panello dei polinomi k[x, ..., z,|, graduato nel modo usuale (R4 & 'in-
sieme dei polinomi omogenei di grado d e del polinomio nullo). Se ' C R ¢
un insieme di polinomi omogenei, si pone

Z(T)=A{(ap,...,a,) € P}| flag,...,an) =0,Vf € T}.
Se a e un ideale omogeneo, si pone
Z(a) ={(ag,...,a,) € P}| f(ag,...,a,) =0,Vf € a, f omogeneo}.

Si dimostra facilmente che, per ogni insieme di polinomi omogenei T' C R,
si ha Z(T) = Z(a), se a e 'ideale omogeneo generato da 7', quindi non &
restrittivo considerare solo insiemi degli zeri di ideali omogenei.

Definizione 1.2.7. Un sottoinsieme X C P} € un insieme algebrico se
esiste un ideale omogeneo a di R = k[zo, ..., x,] tale che X = Z(a).
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La teoria si sviluppa ora in modo del tutto analogo al caso dei sottoin-
siemi algebrici di uno spazio affine. Si dimostra infatti che:

Proposizione 1.2.8. Lunione di due insiems algebrict di P} € un insieme
algebrico. L’intersezione di una qualunque famiglia di insiemi algebrici di
PY € un insieme algebrico. Linsieme vuoto e tutto lo spazio P} sono degli
insiemi algebrici.

Si definisce quindi la topologia di Zariski su P} prendendo come chiu-
si 1 sottoinsiemi algebrici. Una volta definita la topologia di Zariski, le
definizioni di insieme algebrico irriducibile e di dimensione di un insieme
algebrico sono analoghe a quelle date nel caso affine (in effetti sono delle
nozioni puramente topologiche).

Definizione 1.2.9. Una varieta proiettiva € un sottoinsieme algebrico ir-
riducibile di P}, con la topologia indotta da quella di Zariski. Una varieta
quasi-proiettiva € un sottoinsieme aperto di una varieta proiettiva.

Sia ora X C P} un sottoinsieme qualsiasi. Definiamo 1'ideale omogeneo
di X come l'ideale I(X) generato da tutti i polinomi omogenei f € R =
k[xg,...,x,] tali che f(ao,...,a,) = 0, per ogni (ag,...,a,) € X. Per gli
ideali omogenei ¢’e un analogo (omogeneo) del teorema degli zeri di Hilbert:

Teorema 1.2.10. Sia k un campo algebricamente chiuso. Indichiamo con
R lanello dei polinomi k[zo, ..., x,]. Per ogni ideale omogeno a di R, si ha

1(Z(a)) = Va.

C’e tuttavia una differenza sostanziale tra lo spazio affine e lo spazio
proiettivo: mentre in A} 'ideale (z1,...,x,) corrisponde al punto di coor-
dinate (0,...,0), in P} l'ideale (zo,...,x,) corrisponde all'insieme vuoto,
dato che la n + l-upla (0,...,0) non rappresenta un punto di P}.

In generale, se R = @,.,Rqs ¢ un anello graduato, l'ideale R, =
@D, Ra & detto V'ideale irrilevante. Se R = klzg,...,x,], si ha R, =
(x0,...,2,). Quanto detto in precedenza mostra quindi che:

Proposizione 1.2.11. Sia a un ideale omogeneo di R. Allora Z(a) =0 se
e solo se /a = R oppure \/Ja = R,.

Si ha quindi:
Teorema 1.2.12. FEsiste una corrispondenza biunivoca, che rovescia le

inclusions, tra insiemt algebrict di P} e ideali radicali omogenei di R =
k[zo, ..., x,] diversi da Ry, data da X — I(X) e da a— Z(a).
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Osservazione 1.2.13. Se X C P} & un insieme algebrico corrispondente al-
l'ideale omogeneo I(X) di R = k[xy,...,x,|, possiamo considerare I’anello
R(X) = R/I(X). Questo ¢ 'analogo, nel caso proiettivo, dell’anello delle
coordinate affini A(X) di un insieme algebrico affine X C A}. Notiamo
pero che, a differenza del caso affine, gli elementi di R(X) non definiscono
delle funzioni su X!

1.2.1 Relazioni tra A} e P}

In questa sezione vogliamo dimostrare che [P} puo essere ricoperto da n + 1
aperti che possono essere identificati in modo naturale con lo spazio affine
A7

Sia quindi R = klzg,...,z,| e, per ogni i = 0,...,n, consideriamo
I'iperpiano H; C P} di equazione x; = 0 (cioe H; = Z(z;)). Indichiamo con
U; il complementare di H;: U; € un aperto e si ha P} = (JI_,U;, infatti,

se (ag,...,a,) € P}, deve esistere almeno un indice i con a; # 0 e, di
conseguenza, (ao,...,a,) € U;. Definiamo ora, per ogni ¢ = 0,...,n, una
funzione ¢; : U; — AJ, ponendo
(4o Ai—1 G4 an
dilag,...,an) =(—,..., , s, — ).
Q; Q; Q; a;

Si noti che l'i-esimo termine a;/a; ¢ mancante.

Proposizione 1.2.14. La mappa ¢; é un omeomorfismo di U; (con la
topologia indotta dalla topologia di Zariski di P} ) in AJ.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che ¢; ¢ biettiva, continua e che anche
la sua inversa ¢ continua. Che ¢; sia biiettiva ¢ molto facile da verificare.
Per dimostrare che sia ¢; che la sua inversa sono continue basta dimostrare
che, tramite ¢;, i sottoinsiemi chiusi di U; sono identificati con i sottoin-
siemi chiusi di A?. Lo dimostreremo nel caso i = 0 (negli altri casi la
dimostrazione ¢ analoga). Poniamo dunque ¢ = ¢ : Uy — A},

o(ag,...,a,) = <ﬂ,...,a—n).
Qo ap
Consideriamo l'anello di polinomi A = klyi,...,y,] e definiamo una fun-
zione « che a ogni polinomio omogeneo f(z,x1,...,%,) associa il poli-
nomio (non omogeneo, in generale) a(f) € A definito ponendo a(f) =
f(,y1,...,ys). Possiamo anche definire una funzione (3 che trasforma i
polinomi nelle indeterminate yq, ..., %, in polinomi omogenei in xg, ..., T,:
per ogni polinomio g € A poniamo

B(g)(xo, 1, ..., x,) = xﬁg(ﬂ ﬁ),

b )
Zo Zo
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ove d ¢ il grado di g.

L’idea alla base dell’identificazione tra i sottoinsiemi chiusi di Uj e i
sottoinsiemi chiusi di A} puo essere descritta come segue. Consideriamo un
sottoinsieme algebrico X C P} di equazione f(zo,...,x,) = 0, per qualche
polinomio omogeneo f. Dalle definizioni date ¢ immediato verificare che
alf) = 0, cioe f(1,y1,...,yn) = 0 & lequazione di X N Uy. Viceversa,

se Y C A} ¢ un insieme algebrico di equazione g(yi,...,y,) = 0, allora
B(g) =0, cioe
x T
xﬁg(—l,...,—> =0,
Zo Zo

e I'equazione della chiusura Y di Y in P}.

Usando quanto appena visto possiamo dimostrare il caso generale. Sia
X C Uy un insieme algebrico, e sia X la sua chiusura in P?. Si ha quindi
X = Z(T), per qualche insieme di polinomi omogenei T. Sia 7" = «o(T).
Allora ¢ ¢(X) = Z(T"), quindi ¢(X) € un sottoinsieme chiuso di A}.

Viceversa, sia Y C A} un sottoinsieme chiuso. Si ha quindi Y = Z(7"),
per un qualche insieme di polinomi (non omogenei) 7”. Allora ¢ ¢~ (V) =
Z(B(T")) N Uy, quindi ¢~(Y) & un sottoinsieme chiuso di Up.

Abbiamo cosi dimostrato che sia ¢ che ¢! sono delle mappe chiuse,
quindi ¢ € un omeomorfismo. O

Corollario 1.2.15. Se X ¢ una varieta proiettiva (o quasi-proiettiva) allora
st ha

n
X =Jxnuw,
=0
cioe X puo essere ricoperta con degli aperti X N U; che sono identificati,
tramite le mappe ¢;, con delle varietd affini (o quasi-affini).

1.3 Morfismi di varieta

Avendo definito le varieta algebriche (affini, quasi-affini, proiettive o quasi-
proiettive), sara ora naturale considerare anche le funzioni tra due varieta
X e Y. Dato che X e Y sono degli spazi topologici (con la topologia di Za-
riski), sara altrettanto naturale richiedere che le funzioni f : X — Y siano
continue. Ma cio non ¢ abbastanza: le nostre varieta non sono semplice-
mente degli spazi topologici, esse sono dotate di una particolare struttura,
derivante dal fatto che esse sono luogo degli zeri di un insieme di polinomi.
Nell’ambito della geometria algebrica sara quindi naturale considerare delle
funzioni tra due varieta che siano definibili “in modo algebrico”. Natural-
mente rimane da capire che cosa sia ragionevole intendere per definibili in
modo algebrico. Cerchiamo di capirlo attraverso degli esempi.
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Sia X = Ay e Y = A", Una funzione f : X — Y ¢ descritta da
flzy,. ... x,) = (fl(xl,...,xn),...,fm(:cl,...,xn)),

dove le f; : A} — k (per i = 1,...,m) sono le componenti di f. Richiedere
che la funzione f : X — Y sia definibile in modo algebrico equivale quindi
a richiedere che lo siano tutte le sue componenti f; : A} — k. Ma, in base a
quanto abbiamo gia visto, le “funzioni algebriche” da A} in k& non sono altro
che i polinomi nelle n indeterminate x4, . .., x,. In conclusione, la definizione
naturale di “funzione algebrica” tra due spazi affini e quella di una funzione
polinomiale, cioe una funzione le cui componenti siano dei polinomi (rimane
naturalmente da verificare che una tale funzione e continua, per la topologia
di Zariski, ma questo ¢ piuttosto facile).

Consideriamo ora il caso di una varieta X C A} e di una funzione
f X — AJ". Potremmo dire che una tale funzione ¢ “algebrica” se essa ¢
la restrizione a X di una funzione polinomiale f : A} — AT, cioe se esistono
dei polinomi fi,..., f € k[z1,...,x,] tali che

f(a:la"'axn) = (fl(ajla"'axn)a"'7fm<x17"'7wn))>

per ogni (z1,...,x,) € X. (Ma perché ogni funzione X — AJ* dovrebbe
essere la restrizione di una funzione A} — A}*?7)

Infine, date due varieta affini X C A} e Y C AJ’, una funzione “algebri-
ca” [ : X — Y sara semplicemente una funzione polinomiale f : X — A}"
tale che la sua immagine sia contenuta in Y.

Questo tipo di definizione di “funzione algebriche” puo poi essere estesa
al caso di due varieta proiettive (o quasi-proiettive), ricoprendole in modo
opportuno con degli aperti affini (o quasi-affini) e richiedendo che le restri-
zioni di tali funzioni a tutti gli aperti affini siano delle “funzioni algebriche”
nel senso definito in precedenza.

Questo modo di procedere, pur sostanzialmente corretto, non e tuttavia
molto soddisfacente (né molto elegante!). Ad esempio, ci si puo legittima-
mente chiedere perché le uniche funzioni che vogliamo considerare da una
varieta affine X C A} a uno spazio affine A}’ debbano essere la restrizio-
ne di analoghe funzioni definite globalmente su tutto lo spazio A}. Non
ci potrebbero essere delle funzioni f : X — AJ]" che sarebbe sensato defi-
nire “algebriche” e che tuttavia non possono essere estese a delle funzioni
A — A7

Ci proponiamo quindi di cercare una caratterizzazione piu intrinseca di
tali “funzioni algebriche” tra varieta, che chiameremo morfismi di varieta.
Per fare cio procederemo per analogia con il caso delle varieta differenziabili.

Sia dunque X una varieta differenziabile reale e, per ogni aperto U C X
indichiamo con C'*°(U) I'anello delle funzioni U — R di classe C*°. Conside-
riamo una funzione continua f : X — Y tra due varieta differenziabili. Dire
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che la funzione f : X — Y e di classe C* equivale a dire che per ogni aperto
V CY e per ogni g € C®(V), la funzione composta go f : f~1(V) - R
e di classe C*°. Un morfismo di varieta differenziabili (inteso come un’ap-
plicazione di classe C'°) puo quindi essere definito come un’applicazione
continua f : X — Y che, per ogni aperto V C Y, induce un omomorfismo
di anelli f*: C®(V) — C=(f~1(V)).

Tornando al caso delle varieta algebriche, ricordiamo che, per ogni aperto
U di una varieta algebrica X, abbiamo definito I’anello Ox (U) delle funzioni
regolari su U. Possiamo quindi dare la seguente definizione di morfismo di
varieta algebriche.

Definizione 1.3.1. Siano X e Y due varieta algebriche (affini, quasi-affini,
proiettive o quasi-proiettive). Un morfismo di varieta ¢ una funzione con-
tinua f : X — Y (per le topologie di Zariski) tale che, per ogni aperto
V CY, la composizione con f induce un omomorfismo di anelli

[P 0p(V) = Ox(f1(V))
grgof.

Osservazione 1.3.2. E del tutto evidente che una “funzione algebrica” tra
due varieta, definita come nella discussione precedente, ¢ un morfismo di
varieta, nel senso appena definito.

Poiché la composizione di due morfismi di varieta ¢ ancora un morfismo,
possiamo considerare la categoria delle varieta, i cui oggetti sono le varieta e
i cui morfismi tra oggetti sono i morfismi di varieta. Un isomorfismo di due
varieta X e Y e quindi un isomorfismo nella categoria delle varieta. In altri
termini, un isomorfismo tra due varieta X e Y ¢ un morfismo f: X — Y
per cui esiste un morfismo g : Y — X tale che go f =idx e f o g = idy.

Osservazione 1.3.3. Un isomorfismo di varieta e necessariamente una mappa
biiettiva e bicontinua. Il viceversa puo non essere vero. Ad esempio, la
mappa ¢ : Aj — C C AZ, definita da ¢(¢) = (¢?,¢*), ¢ un morfismo biiettivo
e bicontinuo di A} sulla curva C di equazione y* = 2. Tuttavia ¢ non ¢ un
isomorfismo, poiché la sua funzione inversa, pur essendo continua, non e un
morfismo di varieta!

1.4 Anelli di funzioni associati alle varieta

Sia X una varieta. Per ogni aperto U C X abbiamo definito 1’anello delle
funzioni regolari Ox (U). In questa sezione definiremo altri anelli di funzioni
associati a una varieta e studieremo le relazioni esistenti tra questi e gli anelli
delle coordinate affini o proiettive.
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Sia P un punto di X. Indichiamo con Ox p I'anello dei germi di funzions
regolari su X, definite all'intorno di P. Intuitivamente, gli elementi di Ox p
sono delle funzioni regolari definite in un qualche intorno aperto del punto
P, dove tuttavia non ha importanza quale sia questo intorno. Tecnicamente,
la definizione ¢ la seguente:

Definizione 1.4.1. L’anello Ox p ¢ I'insieme delle classi di equivalenza di
coppie del tipo (U, f), dove U & un intorno aperto di P in X e f € Ox(U)
e una funzione regolare su U. Due coppie (U, f) e (V, g) sono equivalenti se

f|Umv = 9|Umv-

Osservazione 1.4.2. L’anello Ox p € anche detto 1'anello locale di X in P.
In effetti esso e proprio un anello locale (cioé un anello avente un unico
ideale massimale). L’ideale massimale mp di Ox p € costituito da tutti i
germi di funzioni regolari che si annullano in P. Infatti, se (U, f) € Oxp
e f(P) # 0, allora la funzione 1/f & regolare in un qualche intorno di P,
quindi definisce un elemento di Ox p che ¢ l'inverso di (U, f). Abbiamo
cosi dimostrato che ogni (U, f) € Ox p con f(P) # 0 & invertibile, il che
implica che mp = {(U, f) | f(P) = 0} & I'unico ideale massimale di Ox p. 1l
quoziente k(P) = Ox p/mp € un campo, detto il campo residuo di P.

Osservazione 1.4.3. Se A ¢ un anello commutativo con unita e p e q sono
due ideali primi con p O ¢, ¢’¢ un isomorfismo naturale

(A/q)y = Ap/aA,

(basta applicare il funtore “localizzare in p” alla sequenza esatta
0—-qg—A—A/q—0

e ricordare che “localizzare” & un funtore esatto, vedi [AM, Proposizio-
ne 3.3]). In particolare, se p = q, si ottiene l'anello (A/p), = A,/pA,, che
¢ un campo, detto il campo residuo in p: esso puo quindi essere ottenuto
sia come campo delle frazioni del dominio di integrita A/p che come campo
residuo dell’anello locale A,.

Se inoltre A € una k-algebra finitamente generata e m ¢ un ideale mas-
simale di A, I'anello A/m non ¢ altro che il campo residuo in m,

A/m = (A/m)y = Ap/mA,,

il quale & una estensione algebrica finita di k& (JAM, Corollario 7.10]). In
particolare, se k & algebricamente chiuso, si ha A/m = k.

Nel caso degli anelli locali dei punti di una varieta algebrica X, definita
su un campo algebricamente chiuso k, questo risultato implica che, per ogni
P € X, il campo residuo x(P) e una estensione algebrica finita di k e quindi
¢ isomorfo a k stesso.
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Osservazione 1.4.4. Per chi conosce i limiti diretti, I’anello Ox p puo essere
definito come segue:
OXJD = lim O)((U)7
—
UsP

ove il limite diretto ¢ preso rispetto al sistema diretto degli intorni aperti
di P in X, con la relazione d’ordine data da U <V se U D V.

L’ultimo anello di funzioni che vogliamo definire e in realta un campo,
il campo K (X) delle funzioni razionali su X.

Definizione 1.4.5. K(X) ¢ l'insieme delle classi di equivalenza di coppie
del tipo (U, f), dove U & un sottoinsieme aperto non vuoto di X e f € Ox(U)
¢ una funzione regolare su U. Due coppie (U, f) e (V, g) sono equivalenti se
fluav = gluav. Gli elementi di K(X) sono detti funzioni razionali su X.

Osservazione 1.4.6. Una funzione razionale su X e quindi una funzione,
definita in qualche sottoinsieme aperto di X (dove, come al solito, non ha
importanza l’esatto insieme di definizione di tale funzione), che puo essere
espressa localmente come rapporto di due polinomi. In particolare si noti
che una funzione razionale su X non é definita su tutto X, in generale.

L’insieme K (X) ¢ effettivamente un campo. Infatti, dato che X & ir-
riducibile, 'intersezione di due aperti non vuoti e sempre un aperto non
vuoto. Quindi se (U, f) e (V,g) sono due (rappresentanti di due) funzioni
razionali, possiamo definire la loro somma e il loro prodotto come segue:

UNH+Vg)=UNV. f+g), (U[) (V.g9)=UNV, [fg).

Infine, se (U, f) & una funzione razionale non identicamente nulla, essa &
invertibile, e la sua inversa ¢ la funzione razionale rappresentata da (V, 1/ f),

ove V=U\Z(f)={PecU]|f(P)#0}.

Osservazione 1.4.7. Associando a una funzione le sue restrizioni a degli
opportuni aperti di X, si ottengono le seguenti mappe iniettive:

Ox(X) = Ox.p — K(X),

per ogni punto P € X. Gli anelli Ox(X) e Ox p possono quindi essere
considerati come dei sottoanelli di K(X).

La domanda naturale che ora si pone ¢ la seguente: che relazioni ci sono
tra gli anelli Ox(X), Ox p, K(X) e I'anello delle coordinate affini A(X),
nel caso X sia una varieta affine, o I’anello delle coordinate omogenee R(X),
nel caso X sia una varieta proiettiva?

Nel caso affine la risposta e data dal seguente teorema:
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Teorema 1.4.8. Sia X C A} una varieta affine con anello delle coordinate
affini A(X). Allora:

(a) Ox(X) = A(X);

(b) Per ogni punto P € X, sia mp C A(X) lideale delle funzioni che si
annullano in P. Allora P — mp é una corrispondenza biunivoca tra
i punti di X e gli ideali massimali di A(X);

(¢) Per ogni punto P € X, si ha Ox p = A(X)mp, e dim Ox p = dim X;

(d) K(X) éisomorfo al campo delle frazioni di A(X), quindi K(X) é una
estensione finitamente generata di k, di grado di trascendenza pari alla
dimensione di X.

Dimostrazione. Iniziamo col definire una mappa o : A(X) — Ox(X). Ogni
polinomio f € A = k[ziy,...,x,] definisce una funzione regolare su A}
e quindi anche su X. Si ha cosl un omomorfismo A — Ox(X), il cui
nucleo & Iideale 1(X). Passando al quoziente per I(X) si ottiene quindi un
omomorfismo iniettivo A(X) — Ox(X). Dal Teorema 1.1.25 sappiamo che
esiste una corrispondenza biunivoca tra i punti di X (che sono i sottoinsiemi
algebrici minimali di X) e gli ideali massimali di A che contengono I(X)
che, a loro volta, corrispondono agli ideali massimali di A(X) = A/I(X).
Inoltre, usando « per identificare gli elementi di A(X) con delle funzioni
regolari su X, I'ideale massimale corrispondente a un punto P coincide con
l'ideale mp = {f € A(X)| f(P) = 0}. Questo dimostra il punto (b).

Per ogni P € X c¢’¢ una mappa naturale A(X)m, — Ox p, la quale ¢
iniettiva perché « e iniettiva. Questa mappa inoltre e anche suriettiva, per
la definizione stessa dell’anello Ox p. Questo prova che Ox p = A(X)mp-
Ora, dimOx p = ht(mp) e, dal Teorema 1.1.39, si deduce che ht(mp) =
dim A(X), dato che A(X)/mp = k. Infine, per la Proposizione 1.1.38, si
ha dim A(X) = dim X. Questo prova che dim Ox p = dim X, e conclude la
dimostrazione del punto (c).

Dal punto (c) segue che il campo delle frazioni di A(X) & isomorfo al
campo delle frazioni di Ox p, per ogni P € X, e questo ¢ uguale a K(X),
perché ogni funzione razionale su X appartiene a qualche Ox p. Dato che
A(X) e una k-algebra finitamente generata, il campo K (X) € una estensione
finitamente generata di k. Inoltre, sempre dalla Proposizione 1.1.38 e dal
Teorema 1.1.39, segue che il grado di trascendenza di K (X) su k coincide
con la dimensione di X. Questo dimostra il punto (d).

Rimane ora solo da dimostrare il punto (a). A tal fine osserviamo
che Ox(X) C Npex Ox,p, dove tutti questi anelli sono considerati come
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sottoanelli di K(X). Dai punti (b) e (¢) si deduce che

A(X) € Ox(X) € [AX)m,

dove l'intersezione ¢ presa su tutti gli ideali massimali m di A(X). L'ugua-
glianza discende ora dal semplice fatto algebrico per cui, se B € un dominio
di integrita, allora B & uguale all’intersezione (dentro il suo campo delle
frazioni) dei suoi localizzati in tutti i suoi ideali massimali. O

Enuncieremo ora la versione proiettiva del teorema precedente. Prima
pero, dovremo introdurre alcune notazioni. Se R ¢ un anello graduato e p e
un ideale primo omogeneo di R, indicheremo con R, il sottoanello degli ele-
menti di grado 0 nel localizzato di R rispetto al sottoinsieme moltiplicativo T’
che consiste di tutti gli elementi omogenei di R non appartenenti a p. Si noti
che T7!'R ha una graduazione naturale data da deg(f/g) = deg f — deg g,
dove f e un polinomio omogeneo di R e g appartiene a T'. L’anello localizza-
to omogeneo Ry ¢ un anello locale, con ideale massimale (p- T 'R) N Ry).
In particolare, se R ¢ un dominio di integrita, allora per p = (0) si ottie-
ne un campo R(qy. In modo del tutto analogo, se f € R ¢ un elemento
omogeneo, indicheremo con Ry il sottoanello degli elementi di grado 0 nel
localizzato Ry.

Teorema 1.4.9. Sia X C P} una varieta proiettiva con anello delle coor-
dinate omogenee R(X). Allora:

(a) Ox(X) 2 k;

(b) Per ogni punto P € X, sia mp C R(X) lideale generato da tutti
gli elementi omogenei f € R(X) tali che f(P) = 0. Allora Oxp =
R(X)(mp);

(¢) K(X)= R(X) (-

Dimostrazione. Per cominciare, sia U; C P} I'aperto definito da x; # 0, e
sia X; = X NU,;. L’aperto U; ¢ isomorfo a A}, attraverso l'isomorfismo
¢; - Uy — AJ della Proposizione 1.2.14 (verificarlo per esercizio). In questo
modo possiamo considerare X; come una varieta affine. Esiste quindi un iso-
morfismo naturale ¢} dell’anello delle coordinate affini A(X;) con la localiz-
zazione R(X),) dell’anello delle coordinate omogenee di X. Per costruirlo,
iniziamo costruendo un isomorfismo di [y, ..., yn] con k[zo, 21, ..., Tp) (@),
definito inviando un polinomio f(y,...,y,) in f(zo/z;i,. .., z,/2;), dove in
questa espressione abbiamo omesso il termine z;/z;. Questo isomorfismo
manda l'ideale I(X;) in I(X) R(,,y quindi, passando al quoziente, si ottiene
I'isomorfismo desiderato ¢} : A(X;) = R(X) ).
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Ora, per dimostrare il punto (b), consideriamo un punto qualunque P €
X e scegliamo un indice ¢ in modo tale che P € X;. Per il Teorema 1.4.8,
si ha Oxp & A(X;)w,, dove mp ¢ l'ideale massimale di A(X;) corrispon-
dente al punto P. Si puo verificare facilmente che ¢;(ms) = mp - R(X) ().
Ora, dato che x; € mp e che la localizzazione e transitiva, si deduce che
A(Xi)w, = R(X)(mp), il che dimostra il punto (b).

Per dimostrare il punto (c), usiamo ancora il Teorema 1.4.8, secondo
il quale K(X), che & uguale a K(X;), & isomorfo al campo delle frazioni
di A(X;) il quale, a sua volta, e isomorfo, attraverso l'isomorfismo ¢, a
R(X)((o:

K(X) = K(X;) = A(Xi)0) = R(X)(0)-

La dimostrazione del punto (a) & un po’ piu laboriosa. Sia f € Ox(X)
una funzione regolare globale su X. Allora, per ogni i, f & regolare su X;
e quindi, in base al Teorema 1.4.8, f € A(X;). Ma abbiamo appena visto
che A(X;) = R(X)(,), quindi, per ogni i, f puo essere scritta nella forma
gi/x)t, dove g; € R(X) & un polinomio omogeneo di grado N;. Conside-
rando Ox (X), K(X) e R(X) come sottoanelli del campo delle frazioni L di
R(X), cio significa che 2V f € R(X),, per ogni i. Scegliamo ora un intero
N > > N,;. Allora R(X)y ¢ generato, come spazio vettoriale su k, da mo-
nomi di grado N in xg,...,z,, ¢ in ognuno di questi monomi almeno una
delle z; compare a una potenza > N;. Abbiamo percio R(X)y-f C R(X)n.
Iterando, si trova che R(X )y - f¢ C R(X)y, per ogni ¢ > 0. In particolare,
zl 1 € R(X), per ogni ¢ > 0. Questo prova che il sottoanello R(X)[f] di L
& contenuto in 2y R(X), il quale & un R(X)-modulo finitamente generato.
Dato che R(X) € un anello noetheriano, R(X)[f] ¢ un R(X)-modulo finita-
mente generato, e quindi f ¢ intero su R(X) (vedi [AM, Proposizione 5.1,
pag. 94]). Cio significa che esistono degli elementi ay, ..., a, € R(X) tali
che

" raf" 4 an = 0.

Poiché f ha grado 0, possiamo sostituire gli a; con le loro componenti omo-
genee di grado 0 ottenendo sempre un’equazione valida. Ma R(X)y = k,
quindi gli a; sono elementi di k e quindi f e algebrico su k. Dato che k e
algebricamente chiuso, si conclude finalmente che f € k, il che termina la
dimostrazione. O

Osservazione 1.4.10. Notiamo in particolare il punto (a) del teorema prece-
dente: esso afferma che le uniche funzioni regolari definite globalmente su
una varieta proiettiva sono solo le costanti. Questo ¢ profondamente diver-
so da quanto accade per le varieta affini, in cui si ha Ox(X) = A(X) =
klxy,...,z,)/1(X). Questo risultato ¢ l’analogo (nel caso algebrico) del
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classico risultato di analisi complessa che afferma che le uniche funzioni olo-
morfe definite su una varieta complessa compatta sono solo le costanti (il
quale a sua volta ¢ una conseguenza del principio del massimo modulo®).

Osservazione 1.4.11. A titolo di esempio, possiamo dare una semplice dimo-
strazione del fatto che O(P}) = k. Consideriamo dunque la retta proiettiva
P} con coordinate omogenee (g, z1). Sia U; aperto di P} dato da z; # 0,
per i = 0, 1. La retta proiettiva P} & ricoperta dai due aperti Uy e U; i quali
possono essere identificati con la retta affine A} nel modo seguente:

Up — A, (w0, 1) = X = 21 /0,

Uy — A, (w0, 1) = Y = x0/21.

Nell’intersezione Uy N U; le due coordinate affini X e Y sono collegate dalla
relazione Y = 1/X.

Se f € O(P}) ¢ una funzione regolare, le sue restrizioni fy = f|y, e
f1 = f|v, sono delle funzioni regolari su Uy = Al e U; = A] rispettivamente
e quindi possono essere identificate con dei polinomi nelle variabili X e Y:
fo=ag+a X +aX?+---+a,X"e fi=bg+ b)Y +bY24 - 41, Y™
Naturalmente, nell’intersezione Uy N U; si deve avere Y = 1/X e quindi

ao+a1X+a2X2+---+anX”:bo+%+%+---—l—%.
Questo ¢ possibile solo se ag = by e a; = b; = 0 per ogni %, j > 1. Si conclude
quindi che f =aq € k.

1.5 Un’equivalenza di categorie

A ogni varieta affine X C A} abbiamo associato un anello A(X), che ¢
in realta una k-algebra finitamente generata e priva di divisori dello zero;
inoltre abbiamo visto che A(X) = Ox(X), cioe gli elementi di A(X) possono
essere identificati con le funzioni regolari su X.

Se ora Y e un’altra varieta affine definita sullo stesso campo di base k,
a un morfismo di varieta

p: X =Y
corrisponde una funzione
¢ AY) — AX),  frfoo.

4 . . . . . . .

°Il principio del massimo modulo é il seguente teorema: sia U un aperto connesso di
C e sia f una funzione olomorfa in U. Se zp € U & un punto di massimo per |f|, allora
f & costante in U.
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La situazione ¢ illustrata dal seguente diagramma.
X

Py
N
k
Si verifica immediatamente che ¢* : A(Y) — A(X) ¢ in effetti un omo-

morfismo di k-algebre. Questa costruzione fornisce quindi una mappa di
insiemi

a: Mor(X,Y) — Homye (A(Y), A(X)), ¢ ¢,

dove con Mor(X,Y’) indichiamo l'insieme dei morfismi di varieta da X in
Y.

Quello che vorremmo dimostrare ¢ che « ¢ una biiezione! Cio signifi-
cherebbe che studiare le varieta affini definite su k, e i loro morfismi, e “la
stessa cosa” che studiare le k-algebre finitamente generate e prive di divisori
dello zero, con gli omomorfismi di k-algebre.

Cerchiamo allora di capire come, a un omomorfismo di k-algebre 1) :
A(Y) — A(X) si possa associare un morfismo di varieta ¢ : X — Y in
modo tale che 1 = ¢*. Per definire ¢ come funzione tra gli insiemi dei
punti di X e Y si potrebbe procedere nel modo seguente: sia P un punto
di X, esso corrisponde a un ideale massimale mp di A(X). Se consideriamo
I'ideale ¢~!(mp) otteniamo un ideale di A(Y'). In generale, se f : A — B
e un omomorfismo di anelli e se m C B & un ideale massimale, la sua
antiimmagine f~!(m) ¢ un ideale di A, ma non ¢ necessariamente massimale.
Nella nostra situazione tuttavia non ¢ difficile dimostrare che ¢¥~(mp) &
effettivamente un ideale massimale di A(Y') e quindi corrisponde a un punto
@ di Y. Possiamo quindi porre ¢(P) = . Questa idea e corretta, ma
bisogna poi dimostrare che la funzione ¢ cosi definita € un morfismo di
varieta. Cerchiamo invece di trovare un’altra strada per definire la funzione
0.

Iniziamo con la seguente osservazione: siano X C A e Y C A} due
varieta affini e ¢ : X — Y un morfismo di varieta. Esplicitamente sara

¢: (:Ula"'awn) H(ylw"aym)a

dove y; = ¢i(x1, ..., x,), per ¢ = 1,...,m, sono le componenti di ¢.
Se indichiamo con y; : Y — k, per ¢ = 1,...,m, le funzioni coordinate
suY,

Uit (Y15 Ym) — Uiy

si ha ¢; = ¢*(y;), dove
o"AYY) = A(X)
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e 'omomorfismo di k-algebre indotto da ¢. La situazione e illustrata dal
seguente diagramma commutativo:

° .y
k

In sostanza, le componenti ¢; di ¢ sono le immagini tramite ¢* delle “coor-
dinate” y; in A(Y).

Questa osservazione ci fa capire come possiamo definire ¢ partendo da
un omomorfismo di k-algebre ¢ : A(Y) — A(X). Se scriviamo A(Y) =
klyi, ..., ym]/1(Y), dovremo considerare le “coordinate” g; immagini delle
indeterminate y; tramite la proiezione canonica klyi,...,ym] — A(Y) e
porre ¢; = ¥(y;) € A(X). Per ogni ¢, € A(X) = klzy,...,x,]/1(X)
dovremo poi scegliere un suo rappresentante ¢; € klxy,...,x,|, ottenendo
cosl m polinomi ¢, ..., ¢,,. Questi m polinomi saranno le componenti di
un morfismo ¢ : A} — A}’. L’unica cosa che rimane da dimostrare ¢ che si
ha proprio ¢(X) C Y, e quindi ¢ definisce un morfismo da X in Y. Dalla
costruzione di ¢ sara poi del tutto evidente che ¢ = ¢*.

Usando questa idea siamo, in realta, in grado di dimostrare un risultato
un po’ piu forte:

X

Teorema 1.5.1. Sia X una varietd qualsiasi (definita su k) e sia Y una
varieta affine. Allora esiste una biiezione naturale di insiems

« : Mor(X,Y) — Homy_ag(A(Y), Ox(X)).

Dimostrazione. Sia ¢ € Mor(X,Y'), la mappa « € definita nel modo ovvio,
ponendo a(¢) = ¢* : A(Y) — Ox(X). Costruiamo ora la funzione inversa
di a.

Sia dunque ¥ : A(Y) — Ox(X) un omomorfismo di k-algebre. Sup-
poniamo, per fissare le idee, che Y sia contenuta in uno spazio affine A7’ e
poniamo A(Y) = k[y1, ..., ym|/L(Y). Per ogniy; € k[yi, ..., yn| indichiamo
con g; la sua immagine in A(Y'). Poniamo & = ¥(y;) € Ox(X). In questo
modo otteniamo m funzioni regolari &1, ...,&, su X che ci permettono di
definire una funzione ¢ : X — A", P — (&(P),...,&n(P)). Bisogna ora
dimostrare che ¢(X) C Y C AJ". Per fare cio ¢ necessario dimostrare che
f(o(P)) =0, per ogni P € X e perogni f € I(Y) (dato che Y = Z(I(Y))).
Dalla costruzione di ¢ si ha f(¢(P)) = f(&1(P),...,&n(P)) e, poiché f &
un polinomio e ¢ € un omomorfismo di k-algebre, si ha:

F&(P), . &m(P)) = fF@@H)(P), ..., ¥ (Fm)(P))
= ¢(f (@1, Im))(P) = 0,
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dato che f(41,...,Um) = 0 (infatti (g1, ..., Ymn) € 'immagine del polinomio
f(y1,- -, ym) in A(Y), la quale & zero dato che f(y1,...,ym) € I(Y)).
Questo dimostra che ¢ definisce una mappa da X in Y; inoltre, dalla
sua costruzione, segue immediatamente che ) = ¢*.
L’ultima cosa che rimane da dimostrare ¢ che ¢ : X — Y & un morfismo
di varieta. Questo fatto pero e una conseguenza del lemma seguente. O]

Lemma 1.5.2. Sia X una varieta qualunque e Y C AJ" una varieta affine.
Una mappa insiemistica ¢ : X — Y € un morfismo di varieta se e solo se,
per ogni i = 1,...,m, la funzione y; o ¢ € una funzione regolare su X, dove
Yi,s-- -, Ym Sono le funziont coordinate su AJ.

Dimostrazione. Se ¢ € un morfismo di varieta, allora le y; o ¢ sono funzioni
regolari su X, proprio in base alla definizione di morfismo.

Viceversa, supponiamo che tutte le y; o ¢ siano funzioni regolari su X.
Allora, per ogni polinomio f(y1,...,Ym), fo¢ € ancora una funzione regolare
su X. Dato che i sottoinsiemi chiusi di Y sono definiti dall’annullamento
di funzioni polinomiali, e dato che le funzioni regolari sono continue, si
deduce che ¢! trasforma sottoinsiemi chiusi di Y in sottoinsiemi chiusi di
X, quindi ¢ ¢ una funzione continua. Infine, dato che le funzioni regolari
sui sottoinsiemi aperti di Y sono localmente quozienti di due polinomi, da
quanto visto sopra risulta evidente che, per ogni funzione regolare g su un
aperto di Y, la funzione go ¢ e regolare su un aperto di X. Questo dimostra
che ¢ € un morfismo di varieta. O]

Dal teorema precedente segue subito il seguente risultato:

Corollario 1.5.3. Due varieta affini X eY su k sono isomorfe se e solo
se i loro anelli di coordinate A(X) e A(Y) sono isomorfi, come k-algebre,

Nel linguaggio delle categorie, quanto appena visto puo essere espresso
nel modo seguente:

Corollario 1.5.4. Il funtore X +— A(X) determina una equivalenza di
categorie, che rovescia le frecce®, tra la categoria delle varieta affini su k
e la categoria delle k-algebre finitamente generate e prive di divisor: dello
zero.

Esempio 1.5.5. Vogliamo dimostrare che la varieta quasi-affine X = A}\{0}
e affine, cioe e isomorfa a una varieta affine.

6Si tratta quindi di una anti-equivalenza di categorie, cio¢ di una equivalenza di
categorie tra la categoria delle varieta affini su k e la categoria opposta della categoria
delle k-algebre finitamente generate e prive di divisori dello zero.
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(z,y)

«—

g e
>

Figura 1.1: Isomorfismo di varieta

Se consideriamo ’anello delle funzioni regolari su X, ¢ facile dimostra-
re che Ox(X) & k[z], = {f(zx)/2"| f(x) € klz],n > 0} X k[z,a™!]
k[z,y]/(zy — 1). Esplicitamente, consideriamo la varieta affine Y C A2 di
equazione xy — 1 = 0. Allora la proiezione sull’asse delle z,

7Y - X, (r,y)—x,

determina un isomorfismo tra Y e X (vedi figura 1.1).

Esempio 1.5.6. Ora vogliamo invece dimostrare che la varieta quasi-affine
X = A?\{(0,0)} non ¢ isomorfa a una varieta affine (quindi esistono varieta
quasi-affini che non sono affini).

Osserviamo che X puo essere ricoperta dai due aperti U; = A7 \ Z; e
U; = Ai \ Zy, dove Z; e Zy sono i due sottoinsiemi chiusi di equazioni x = 0
e y = 0 rispettivemente. Si dimostra facilmente che Ox(U;) = klz,y]. e
Ox(U,) = k[z,y],. Siaora f € Ox(X). Siha fly, € Ox(Uy) = klz,yls €
flv. € Ox(Uz) = k[, yly, quindi

flon = p(z,y) flus = q(z,y)

) )
xn

m

per qualche n,m > 0 e per due opportuni polinomi p, q € klx, y].
Dato che queste due espressioni devono coincidere nell’intersezione Uy N
U,, si deve avere
p(z,y) _ q(z,y)

xn ym

Y

per ogni x # 0 e y # 0. Tuttavia questa uguaglianza ¢ possibile solo se
m = n = 0, da cui segue che f deve essere un polinomio. Abbiamo cosi
dimostrato che Ox (X) = k[z,y].
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Se, per assurdo, X fosse affine, dato che Ox(X) = k[z,y], si dovrebbe
avere un isomorfismo X = A? ma, naturalmente, A?\{(0,0)} non & isomorfo
a A?. Quindi X non ¢ una varieta affine.

Esempio 1.5.7. Siano ora X una varieta proiettiva e Y una varieta affine
sul campo k. Ricordando che Ox(X) = k, si ha:

MOI‘(X, Y) = Homk_alg(A(Y), OX (X)) = Homk_alg(A(Y), ]{3)

Se P ¢ una varieta affine consistente in un unico punto, si ha A(P) =k e
quindi

Homy, a1 (A(Y), k) = Homya15(A(Y), A(P)) = Mor(P,Y).

In conclusione, i morfismi da una varieta proiettiva X a una varieta affine
Y sono la stessa cosa dei morfismi da un punto P a Y, e quindi la loro
immagine € un punto di Y. Abbiamo cosi dimostrato che ogni morfismo da
una varieta proiettiva a una varieta affine e costante.

1.5.1 Confronto tra il caso affine e il caso proiettivo

Abbiamo visto che 'anello delle coordinate affini A(X) di una varieta affine
X & un invariante per isomorfismo, cioeé due varieta affini sono isomorfe se
e solo se lo sono i loro anelli delle coordinate affini. Diciamo subito che
un risultato analogo non vale nel caso delle varieta proiettive e dei loro
anelli delle coordinate omogenee (e non vale nemmemo se consideriamo i
loro anelli delle funzioni regolari). Vediamo ora in dettaglio cosa succede
nel caso delle varieta proiettive.

Per quanto riguarda gli anelli delle funzioni regolari essi non sono certo
invarianti per isomorfismo, dato che Ox(X) = k per ogni varieta proiettiva
X su k. Consideriamo allora 'anello R(X) delle coordinate omogenee di
una varieta proiettiva X. A differenza del caso affine, gli elementi di R(X)
non definiscono delle funzioni su X. Di conseguenza, se ¢ : X — Y € un
morfismo di varieta proiettive, non e possibile definire un omomorfismo di
anelli ¢* : R(Y) — R(X) come nel caso affine.

Supponiamo ora che sia dato un omomorfismo di k-algebre graduate
Y R(Y) — R(X) (¢ & un omomorfismo di k-algebre tale che ¥(R(Y)4) C
R(X)g, per ogni d > 0). Anche in questo caso, partendo da v non si ottiene
un morfismo di varieta ¢ : X — Y. La ragione di cio & essenzialmente
dovuta alla presenza dell’ideale irrilevante. Infatti si potrebbe cercare di
definire la mappa ¢, almeno a livello dei punti, in un modo analogo a quanto
fatto nel caso delle varieta affini: un punto P € X corrisponde a un ideale
omogeneo massimale mp di R(X), si prenda quindi I'ideale ¢» = (mp) di R(Y)



38 Capitolo 1. Varieta

e si cerchi di vedere se questo determina un punto di Y. Puo benissimo
accadere pero che, mentre l'ideale mp del punto P non contiene l'ideale
irrilevante (zg, 71, ..., ,) di R(X), la sua antiimmagine ¢~!(mp) contenga
'ideale irrilevante di R(Y’) e quindi corrisponda all’insieme vuoto. Questo
corrisponde alla situazione seguente: sia

U k[Yo, . Ym) — klzo, .., 2]

un omomorfismo di k-algebre definito da y; — ¢;(xo, ..., x,). Se utilizziamo
i polinomi ¢; per definire una mappa

o P — P, (o, -y Tp) — ((bo(xo,...,xn),...,Qﬁm(xo,...,xn)),

tale mappa non ¢ definita nei punti corrispondenti alle n+1-uple (Zy, . .., Z,)
per le quali si ha ¢;(Zg,...,Z,) =0, per i = 0,...,m. In corrispondenza a
un tale v, si ottiene quindi una mappa ¢ che ¢ definita non su tutto P} ma
solo sull’aperto complementare del luogo degli zeri di tutti i polinomi ¢;.

In generale, dato un omomorfismo ¥ : R(Y) — R(X) come sopra, si
puo definire un morfismo ¢ : U — Y, dove U C X e 'aperto contenente i
punti P € X che corrispondono a un ideale massimale mp C R(X) tale che
Y ~!(mp) non contiene I'ideale irrilevante di R(Y').

Notiamo infine che, date due varieta proiettive X e Y su k & possibile
che X e Y siano isomorfe ma che le k-algebre R(X) e R(Y) non lo siano!
Ad esempio, ¢ sufficiente che si abbia R(X); = R(Y)4 per ogni d > dy (per
qualche dy > 0), per avere X =2 Y.

Un altro caso in cui si hanno due varieta proiettive isomorfe corrispon-
denti a due k-algebre non isomorfe ¢ il seguente: sia X una varieta proiettiva
su k e sia R(X) = @ -, R(X)q la k-algebra graduata corrispondente. Per

ogni n > 1 definiamo la k-algebra graduata R(X)™ = Do R(X)&”) po-

nendo R(X )((i") = R(X)png. Le k-algebre R(X) e R(X)™ non sono isomorfe
(se n > 2), ma “corrispondono” entrambe alla stessa varieta proiettiva X.

In effetti si puo dimostrare che 'anello delle coordinate omogenee R(X)
di una varieta proiettiva X € un invariante della varieta X considerata
assieme a una sua immersione in un qualche spazio proiettivo; quindi, nel
caso descritto in precedenza, le due k-algebre R(X) e R(X)™ corrispondono
entrambe alla stessa varieta proiettiva X, ma immersa in due spazi proiettivi
diversi.

Esempio 1.5.8. Consideriamo 'immersione (detta di Veronese) di P}, in P}
data da

Y Py — P2 (w0, 1) = (23, 2071, 27).
Se indichiamo con (2, 21, z2) le coordinate omogenee di P%, 'immagine di
1) & la conica di equazione 29z = 2% e ¢ determina un isomorfismo tra P} e
la sua immagine in P%.
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Geometricamente questo isomorfismo tra la retta proiettiva P, e una
conica C del piano proiettivo puo essere descritto come segue: sia C una
conica e identifichiamo P; con una retta proiettiva r immersa nel piano
proiettivo; fissiamo un punto P sulla conica C (in modo che P non stia sulla
retta r) e consideriamo la proiezione 1 di centro P della retta r sulla conica
C. Per ogni punto @ € r, il punto (Q) € C & il punto determinato in modo
tale che la retta per P e () intersechi la conica C nella coppia di punti P e
¥(Q) (con la convenzione che (@) = P se la retta per P e () € tangente a

C nel punto P).
P

P(Q)
IF)l

Q
Se introduciamo delle coordinate affini X = z—é suPle 7, = i—(l), Ly = i—f} su
P?) I'immersione ¢ & data da ¢(X) = (X, X?), che & un isomorfismo tra la
retta affine e la parabola di equazione Z, = Z2.
Passando a considerare gli anelli delle coordinate omogenee, si ha

k[ZO7 21, ZQ]

1 _ _
R(P ) = k[&lo,xl], R(C) = N
(2029 — 27)
i quali non sono isomorfi.
3 — — — k[Z07217Z2} I
Poniamo dunque R = k[zo, 21] = @ysg Ra e S = o) = Do Sa-
. . . . 2

Considerando i generatori 22, xor, e 27 di Ry = Rg ). e ponendo z, = x2,
21 = ToT1 € 29 = @2, si trova che questi sono dei generatori di S e, di

~Y

conseguenza, S; = Rf) = Ry. In modo analogo si dimostra che S; =
R((f) = Ryg, per ogni d > 2. In conclusione, le k-algebre R e S non sono
isomorfe, ma S = R . Notiamo cosi che le due k-algebre graduate R ¢ R
corrispondono entrambe alla retta proiettiva ma, mentre R corrisponde a
P!, R® corrisponde alla retta proiettiva immersa in P? tramite I'immersione
di Veronese 1.

Pitt in generale, si puo dimostrare, in modo del tutto analogo, che per
ogni intero d > 1, la k-algebra graduata R@ corrisponde alla retta proiettiva
immersa in P4 tramite la seguente immersione:

1 d d d-1_  d-2 2 d-1 _d
P — P9 (o, 1) ¥ (20, T T1, T TT, ..., Tox] ,TT).

1.5.2 Prodotto di due varieta affini

Usando la corrispondenza tra le varieta affini e i loro anelli delle coordinate,
studiamo la costruzione del prodotto di due varieta affini.
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Siano X C A} e Y C A}’ due varieta affini. Il loro prodotto ¢ una
varietd affine X x Y C A7 x AT & AP*™ il cui insieme di punti ¢ il prodotto
insiemistico degli insiemi di punti delle due varieta X e Y. Vedremo ora
come si potra dimostrare che il prodotto insiemistico X x Y e, in effetti,
una varieta affine e quale sara il suo anello delle coordinate.

Consideriamo innanzitutto il prodotto X x A7*. Se I(X) C k[, ..., 2,
e l'ideale di X C A}, allora I'ideale

I(X) ®k kY1, ym] C k1, .. 2] @k klyt, -+ Ym] = k21, -, Znam]
¢ lideale di X x AP C A7 x A7 =2 AP quindi X x A" & una varieta
affine. In modo del tutto analogo si dimostra che A} XY ¢ una varieta affine
in A7 il cui ideale & k[z1, ..., x,] @ I(Y). Ora basta usare 'uguaglianza
XxY=(XxA")N(AL xY)
per concludere che X x Y C A7™™ & una varieta affine il cui ideale &

I(X xY)=I(X)Qukly1, ..., ym] + klz1, ..., 20) @ I(Y).

Possiamo ora determinare ’anello delle coordinate affini di X x Y:

k[l’,u-,ajn)ya"'?ym]
AX xY) = == TS
Elxy, ..., T0) Qk kY1, -y Ym)

I

I(X) ®kk:[y1,...,ym}+k‘[a:1,...,xn] ®]<;[(Y)
~ klzy,. .., x,) - Elyi, - Ym]
I(X) PO
>~ A(X) @5 A(Y).

Si puo anche dimostrare che il prodotto di due varieta affini che abbiamo
appena definito ¢ anche un “prodotto” (inteso in senso categorico) nella
categoria delle varieta affini: cio significa che X X Y & una varieta affine,
che le due proiezioni naturali X XY — X e X x Y — Y sono morfismi di
varieta e che per ogni varieta affine Z su k dotata di due morfismi Z — X
e Z — Y esiste un unico morfismo v : Z — X X Y che rende commutativo
il seguente diagramma:
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In base alla anti-equivalenza di categorie stabilita nel Corollario 1.5.4, que-
sto diagramma si traduce nella ben nota proprieta universale del prodot-
to tensoriale: esistono due omomorfismi naturali A(X) — A(X) ®x A(Y)
e A(YY) - A(X) ®; A(Y) tali che, per ogni coppia di omomorfismi di
k-algebre A(X) — A(Z) e A(Y) — A(Z) esiste un unico omomorfismo
0 A(X) ®r A(Y) — A(Z) che rende commutativo il seguente diagramma:

A(X) @, A(Y)

/\

A(X) A(Y)

\/

1.5.3 Prodotto di due varieta proiettive

Un’altra costruzione importante ¢ quella del prodotto di due varieta proiet-
tive o, piu in generale, di due varieta quasi-proiettive.

Iniziamo considerando il prodotto di due spazi proiettivi P" e P®: os-
serviamo subito che, a differenza del prodotto di due spazi affini, si ha
P x Ps £ Prts,

Per definire una struttura di varieta proiettiva sul prodotto P" x P?,
consideriamo la seguente mappa, nota col nome di immersione di Segre:

P x PP — PV,

ove N = rs+r + s, definita inviando la coppia di punti (ao,...,a,) € P"
e (by,...,bs) € P* nel punto di PV di coordinate omogenee (..., a;b;,...),
disposte in ordine lessicografico. Si verifica facilmente che 1) ¢ ben definita
e che e iniettiva, quindi possiamo identificare P" x P® con la sua immagine
in PY. Per dimostrare che Im()) ¢ una varietd proiettiva, consideriamo
I’omomorfismo

k[{zij}| = klzo, ..., xr Y0, -, Ys]

definito da «(z;;) = x;y;. Sia a = Ker(a) (¢ un ideale omogeneo) e consi-
deriamo l'insieme degli zeri Z(a). Notiamo subito che k[{z;}]/a si identi-

fica con un sottoanello di k[zo, ..., %, Yo, ..., ys], quindi & privo di divisori
dello zero. Cio significa che a ¢ un ideale primo e dunque Z(a) ¢ una va-
rieta proiettiva. Se f(...,z;,...) € un polinomio omogeneo in a, si ha

f( ., 2y;,...) = 0 e quindi flmme) = 0. Si ha pertanto a C I(Im(v))) e
quindi l'immagine di 1) e contenuta nella varieta proiettiva Z(a). Per di-
mostrare I'uguaglianza rimane solo da provare che Z(a) C Im(¢). A tal
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fine osserviamo che tutti i polinomi quadratici del tipo z;jzn, — 2ik2n;, per
ogni 14,7, h, k, sono elementi di a (in realta, questi polinomi sono proprio
un sistema di generatori di a). Se P = (...,p;j,...) € Z(a), allora dal-
le equazioni pja; = pjia; e pib; = pi;b; ¢ possibile determinare due punti
A= (ag,...,a,) €P e B=(by,...,bs) € P*in modo tale che P = 1)(A, B)
(le equazioni p;;pnir — pirprj = 0 sono proprio le condizioni di compatibilita
che rendono possibile risolvere il sistema di equazioni appena descritto).
Abbiamo cosi dimostrato che P € Im(v)), il che permette di concludere che
Im(y) = Z(a).

Riassumendo: lidentificazione tra P x P* e Z(a) determinata dalla
immersione di Segre permette di attribuire al prodotto P" x P? la struttura
di varieta proiettiva.

Esempio 1.5.9. Consideriamo I'immersione di Segre di P* x P! in P3,
Y P x P! - P?
((950,901)7 (yoy?h)) — (ToYo, ToY1, 1Yo, T1Y1)-

Se indichiamo con (zg, 21, 29, 23) le coordinate omogenee in P, 'immagine
di v & la sottovarieta di P? di equazione zyz3 = 212, che & una superficie
quadrica @. Le immagini di P* x {a} e di {b} x P! tramite 1 determinano, al
variare di @ e b in P!, due famiglie di rette nella quadrica ). Nella figura 1.2
sono illustrate due diverse rappresentazioni della quadrica ): nella figura di
sinistra e evidenziata solo una delle due famiglie di rette, mentre in quella
di destra sono visibili entrambe.

Figura 1.2: La quadrica @) con le due famiglie di rette.

Veniamo ora al caso generale. Siano dunque X C P" e Y C P° due
varieta quasi-proiettive e consideriamo il loro prodotto insiemistico X X
Y C P x P*. Usando l'immersione di Segre 1 : P x P* — PV possiamo
identificare X XY con la sua immagine ¢ (X xY), che & un sottoinsieme della
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varieta proiettiva Im(¢)). Si puo ora dimostrare che (X x Y') ¢ una varieta
quasi-proiettiva, il che permette di definire una struttura di varieta quasi-
proiettiva sul prodotto X x Y. Risulta inoltre che, se X e Y sono entrambe
delle varieta proiettive, allora anche X x Y e una varieta proiettiva.

Osservazione 1.5.10. Si potrebbe anche dimostrare che I'operazione di pro-
dotto di due varieta appena definita coincide con 'operazione di prodotto
nella categoria delle varieta.

1.6 Mappe razionali, equivalenza birazionale

Abbiamo gia discusso di morfismi e isomorfismi di varieta. In effetti, la
nozione ideale di equivalenza tra varieta e quella di isomorfismo, tuttavia la
classificazione delle varieta a meno di isomorfismo si rivela particolarmente
(o eccessivamente) difficile. Al fine di rendere il problema della classifica-
zione un po’ piu trattabile e utile introdurre un’altra nozione di equiva-
lenza, piu debole dell’isomorfismo. Questo nuovo tipo di equivalenza verra
chiamato “equivalenza birazionale.”

Si potra quindi cercare di classificare le varieta a meno di equivalen-
za birazionale; una volta terminata questa classificazione sara poi sempre
possibile cercare di classificare le varieta, all'interno di una stessa classe di
equivalenza birazionale, a meno di isomorfismo.

Ad esempio, nel caso delle varieta di dimensione due (superficie), la loro
classificazione birazionale e stata portata a termine con successo. Molto piu
complicato invece ¢ il problema di classificare le varieta di dimensione > 3.

Iniziamo quindi con I'introduzione di quella che sara chiamata una “map-
pa razionale” (o morfismo razionale) tra due varieta: l'idea ¢ semplicemente
quella di sostituire un morfismo tra due varieta X e Y (che ¢ una funzione
definita su tutta X) con un analogo morfismo definito pero solo su un qual-
che sottoinsieme aperto di X. Dato che, nel caso della topologia di Zariski,
gli aperti sono, in genere, densi, una funzione definita solo su un aperto
della varieta X contiene comunque delle informazioni su tutta la varieta X.
A titolo di esempio si puo infatti dimostrare il seguente risultato:

Proposizione 1.6.1. Siano X e¢Y due varieta e siano ¢, : X —Y due
morfismi. Supponiamo che esista un aperto non vuoto U C X tale che

dlu = Yly. Allora ¢ = .

Dimostrazione. Possiamo supporre che Y C P", per qualche n. Allora,
componendo con l'inclusione Y < P", ci possiamo ridurre al caso in cui
Y = P". Consideriamo il prodotto P x P, con la sua struttura di varieta
proiettiva data dall'immersione di Segre. I due morfismi ¢,y : X — P”
definiscono un morfismo ¢ x ¢ : X — P x P" (verificarlo per esercizio). Sia
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A ={(P,P)| P € P"} il sottoinsieme diagonale di P" x P™. Esso & definito
dalle equazioni z;y; = x;v;, per ¢,j = 0,...,n, e quindi ¢ un sottoinsieme
chiuso di P" x P". Per ipotesi si ha (¢ x )(U) C A. Ma U ¢ denso in X e
A ¢ chiuso, quindi si ha necessariamente (¢ x ¥)(X) C A, ma cio significa
che ¢ = 1. O

Passiamo quindi a dare la definizione formale di una mappa razionale.

Definizione 1.6.2. Siano X e Y due varieta. Una mappa razionale ¢ :
X --»Y & una classe di equivalenza di coppie (U, ¢y), dove U & un aperto
non vuoto di X e ¢y : U — Y ¢ un morfismo. Due coppie (U, ¢p) e (V, ¢v)
sono equivalenti se ¢y|lyny = ¢v|vny. Una mappa razionale ¢ e detta
dominante se per qualche (e quindi, per ogni) coppia (U, ¢y) 'immagine di
¢y € densa in Y.

Osservazione 1.6.3. Una mappa razionale ¢ : X --» Y e quindi un morfismo
definito in qualche sottoinsieme aperto non vuoto di X, dove pero quale
sia effettivamente 1’aperto di definizione non ¢ importante. In particolare
osserviamo che una mappa razionale da X in Y, in generale, non ¢ una
funzione da X in Y'!

Osservazione 1.6.4. In generale non ¢ detto che due mappe razionali ¢ :
X --» Y et :Y --» Z si possano comporre (I'immagine di ¢ potrebbe
infatti avere intersezione vuota con un aperto di definizione di v). Il con-
cetto di mappa razionale dominante ¢ stato introdotto proprio per ovviare
a questo inconveniente: se ¢ : X --» Y & una mappa razionale dominante
allora ¢ ben definita una mappa razionale composta o ¢ : X --» Z. Se ci
restringiamo a considerare solo mappe razionali dominanti e quindi possibi-
le definire una categoria i cui oggetti sono le varieta e i cui morfismi sono le
mappe razionali dominanti tra varieta. Un isomorfismo in questa categoria
e detto una mappa birazionale.

Definizione 1.6.5. Siano X e Y due varieta. Una mappa birazionale ¢ :
X --» Y e una mappa razionale dominante che ammette un’inversa, cioe
tale che esiste una mappa razionale dominante ¢) : Y --» X per cui si abbia
o¢=idx e ¢ o1 =idy, in quanto mappe razionali (cioe le uguaglianze
valgono sull’aperto dove ambo i membri sono definiti).

Definizione 1.6.6. Due varieta X e Y si dicono birazionalmente equivalent:
(o birazionali) se esiste una mappa birazionale da X in Y.

Parlando di morfismi tra varieta abbiamo visto che un morfismo ¢ :
X — Y induce un omomorfismo ¢* : Oy (Y) — Ox(X) tra gli anelli delle
funzioni regolari. In modo del tutto analogo, un’applicazione razionale do-
minante ¢ : X --» Y induce un omomorfismo di k-algebre tra gli anelli delle
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funzioni razionali ¢* : K(Y) — K(X). Infatti, se consideriamo una coppia
(U, ¢u) che rappresenta la mappa ¢, e se f € K(Y') & una funzione razionale
rappresentata da una coppia (V, fi/), dove VC Y ¢ un apertoe fy : V — k
¢ una funzione regolare, allora ¢;' (V) & un aperto non vuoto di X (perché
¢ & dominante) e quindi fi o ¢y & una funzione regolare definita su ¢, (V).
Si ottiene in questo modo una funzione razionale su X, rappresentata dalla
coppia (¢35, (V), fv o év), che indicheremo con ¢*(f).

Vale allora il seguente risultato, che e ’analogo, nel contesto delle appli-
cazioni razionali, del Teorema 1.5.1:

Teorema 1.6.7. Date due varieta X eY, la corrispondenza tra applicazionsi
razionali dominanti ¢ : X --+Y e omomorfismi di k-algebre ¢* : K(Y) —
K(X) fornisce una biiezione tra linsieme delle mappe razionali dominanti
da X a'Y e linsieme degli omomorfismi di k-algebre da K(Y) a K(X).
Questa corrispondenza determina un’equivalenza di categorie, che rovescia
le frecce, tra la categoria delle varieta con le mappe razionali dominanti e la

categoria delle estensioni di corpi, finitamente generate, del campo di base
k.

Prima di dimostrare questo teorema dobbiamo dimostrare alcuni risul-
tati.

Lemma 1.6.8. Sia X un’ipersuperficie in A™ di equazione f(xy,...,z,) =
0. Allora A™\ X ¢ isomorfo all’ipersuperficie H in A" definita dall’equa-
zione Tny1 f = 1. In particolare, A™\ X ¢é una varieta affine e il suo anello
delle coordinate affini é klxy, ..., x,];.

Dimostrazione. Definiamo una mappa ¢ : H — A" ponendo, per ogni P =
(a1,...,an41) € H, o(P) = (aq,...,a,). Lamappa ¢ cosi definita ¢ in effetti
un morfismo di varieta, il quale corrisponde all’omomorfismo di anelli A —
As dove A = kfxy, ..., 2,). E inoltre evidente che ¢ definisce una biiezione
tra H e la sua immagine, che ¢ A™\ X. Per dimostrare che ¢ : H — A"\ X
e un isomorfismo e dunque sufficiente mostrare che anche la sua inversa e
un morfismo. Ma ¢~(ay,...,a,) = (al, cooan, 1/ f(ay, ... ,an)), quindi il
fatto che ¢! sia un morfismo su A" \ X, deriva dal Lemma 1.5.2. m

Lemma 1.6.9. Su ogni varieta X c’é una base per la topologia di Zariski
costituita da sottoinsiemi aperti affini.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che, per ogni punto P € X e ogni
intorno aperto U di P, esiste un sottoinsieme aperto affine V' C X tale che
P €V CU. Innanzitutto, dato che U ¢ esso stesso una varieta, possiamo
supporre U = X. Poi, dato che ogni varieta puo essere ricoperta da varieta
quasi-affini (vedi Corollario 1.2.15), possiamo supporre che X sia una varieta
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quasi-affine in A”. Sia Z = X \ X, che & un sottoinsieme chiuso di A", e
indichiamo con a C A = k[zy,...,x,] l'ideale di Z. Allora, dato che Z &
chiuso e P ¢ Z, possiamo trovare un polinomio f € a tale che f(P) # 0.
Sia ora H lipersuperficie di equazione f = 0 in A™. Allora Z C H, ma
P ¢ H. Quindi P € X \ (X N H), che & un sottoinsieme aperto di X.
Inoltre X \ (X N H) ¢ un sottoinsieme chiuso di A” \ H, che ¢ una varieta
affine, come dimostrato nel lemma precedente, quindi anche X \ (X N H) &
affine. Questo € dunque l'intorno affine di P cercato. O

Siamo ora in grado di dimostrare il Teorema 1.6.7.

Dimostrazione. (Dim. del Teorema 1.6.7). Vogliamo costruire un’inversa
della mappa che, a ogni applicazione razionale dominante ¢ : X --» Y asso-
cia 'omomorfismo di k-algebre ¢* : K(Y) — K(X). Sia 6 : K(Y) — K(X)
un omomorfismo di k-algebre. Dobbiamo definire una mappa razionale do-
minante ¢ : X --» Y tale che 6 = ¢*. Dato che Y puo essere ricoperta
da varieta affini (vedi Lemma 1.6.9), possiamo supporre che Y stessa sia
una varieta affine. Sia A(Y) il suo anello delle coordinate affini e indi-
chiamo con ¥, ...,y, dei generatori di A(Y) in quanto k-algebra. Allora
0(y1),...,0(y,) sono delle funzioni razionali su X. Possiamo trovare un
sottoinsieme aperto U C X tale che tutte le funzioni 0(y;) siano regolari su
U. Allora 6 definisce un omomorfismo iniettivo di k-algebre A(Y) — O(U).
Per il Teorema 1.5.1, questo corrisponde a un morfismo ¢ : U — Y, il quale
determina un’applicazione razionale dominante, indicata ancora con ¢, da
X aY. E facile ora verificare che si ha effettivamente 6 = o*.

Per verificare che in questo modo si ottiene un’equivalenza di categorie,
come enunciato, rimane solo da dimostrare che, per ogni varieta Y, K(Y) e
finitamente generato su k e, viceversa, che se K/k ¢ una estensione finita-
mente generata di campi, allora K = K(Y') per una qualche varieta Y. Se
Y ¢ una varieta, allora K (Y') = K(U) per ogni sottoinsieme aperto affine U,
cosl possiamo supporre che Y sia affine. Allora, per il Teorema 1.4.8, K(Y)
e una estensione finitamente generata di campi di k. Viceversa, sia data una
estensione finitamente generata di campi K di k. Siano yy,...,y, € K un
insieme di generatori, e sia B la sotto-k-algebra di K generata da yq, ..., yn.
Allora B & un quoziente dell’anello dei polinomi A = k[z1, ..., x,], e quindi
B = A(Y'), per una qualche varieta Y in A", Si ha allora K = K(Y'), il che
conclude la dimostrazione. O]

Corollario 1.6.10. Date due varieta X e 'Y, le sequenti condizioni sono
equivalentu:

(i) X eY sono birazionalmente equivalenti;

(i1) esistono due aperti U C X eV CY, con U isomorfo a V;
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(111)) K(X)= K(Y) come k-algebre.

Dimostrazione. (i) = (ii). Siano ¢ : X --» Y e ¢ : Y --» X due mappe
razionali inverse I'una dell’altra. Supponiamo che ¢ sia rappresentata da
(U, ¢) e che 1 sia rappresentata da (V,v). Allora 1) o ¢ e rappresentata
da (¢71(V),v 0 ¢) e, dato che ¥ o ¢ = idy, in quanto mappe razionali,
1 og & lidentitd su ¢~1 (V). Analogamente si dimostra che ¢ o1 & I'identitd
su ¢~ H(U). Prendiamo allora ¢ (¢! (U)) come sottoinsieme aperto di X
e v (¢ 1(V)) come sottoinsieme aperto di Y. Dalla costruzione appena
fatta discende che questi due sottoinsiemi aperti sono isomorfi attraverso ¢
e .

(ii) = (iii). Deriva dalla definizione di campo delle funzioni razionali.

(iii) = (i). Deriva dal Teorema 1.6.7. O

1.7 Varieta nonsingolari

La nozione di varieta nonsingolare, in geometria algebrica, corrisponde a
quella di manifold, in geometria differenziale. Sul campo complesso k = C
le varieta nonsingolari sono quelle che, nella topologia usuale, sono manifold
complessi.

Il concetto di punto nonsingolare di una varieta ¢ legato all’esistenza
in tale punto di uno spazio tangente alla varieta stessa, cioe di una varieta
lineare che “approssimi” la varieta data all’intorno del punto in questione.

Q
7f<
punto nonsingolare punto singolare

Iniziamo considerando il caso piu semplice, quello di una ipersuperficie X in
A7. Sia quindi f € k[zy,...,z,) un polinomio irriducibile e sia X = Z(f).
Se P € X, il vettore

of

oy

(P),...,ﬁi(P))

viP) = (

e un vettore ortogonale alla ipersuperficie X nel punto P. Di conseguenza,
se Vf(P) # 0, & ben definita una direzione ortogonale alla ipersuperficie
X nel punto P, e quindi anche un iperpiano tangente a X in P (si tratta
dell’iperpiano ortogonale al vettore V f(P)). In questo caso risulta quindi
naturale dare la seguente definizione:
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Definizione 1.7.1. Sia X = Z(f) un’ipersuperficie in A} e sia P un punto
di X. P e un punto nonsingolare se V f(P) # 0.

Osservazione 1.7.2. Se X ¢ una ipersuperficie in uno spazio proiettivo [P},
definita como luogo degli zeri di un polinomio omogeneo f(zg,...,z,), si
puo dimostrare (restringendosi a degli opportuni aperti affini di P}) che la
condizione di nonsingolarita di un punto P € X e del tutto analoga al caso
affine: P e un punto nonsingolare se

<8f af

0_1:()(P>""’8xn

(P)) £(0,...,0).

La generalizzazione naturale della nozione di nonsingolarita, nel caso di
varieta affini qualsiasi, ¢ data dalla seguente definizione:

Definizione 1.7.3. Sia X C A} una varieta affine di dimensione r e
consideriamo un insieme di generatori fi,...,fs (s > n — r) dell'ideale
di X (in altri termini, X & la varieta definita dal sistema di equazioni
fi=0,..., fs=0). Indichiamo con

J— (8fi

Oz, ) i=1,.,5;j=1,.n

la matrice Jacobiana. Un punto P € X ¢ nonsingolare se si ha
rango J(P) = n — r = codim(X).
X e detta nonsingolare se tutti i suoi punti sono nonsingolari.

Osservazione 1.7.4. Per essere sicuri che questa sia una buona definizione
bisognerebbe controllare che il risultato non dipenda dalla scelta dell’insieme
dei generatori dellideale 1(X). Questo ¢ effettivamente quello che succede,
anche se non lo dimostreremo.

Naturalmente questa definizione ¢ motivata dallo studio, in geometria
differenziale, delle condizioni che garantiscono l’esistenza di uno spazio tan-
gente a X nel punto P (nel caso in cui k sia il campo dei numeri reali o
quello dei numeri complessi). Tuttavia possiamo notare come 'ingrediente
essenziale di questa definizione sia il concetto di derivata parziale di un poli-
nomio rispetto a una delle sue indeterminate, concetto questo che puo essere
definito, in modo puramente algebrico, nel caso di un campo k qualunque
(anche di caratteristica positiva). Possiamo quindi utilizzare la definizione
precedente anche nel caso di varieta definite su campi diversi da quello reale
o complesso. Naturalmente e necessario tener presente che, su campi di ca-
ratteristica positiva, possiamo incontrare delle situazioni che, da un punto
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di vista intuitivo, possono sembrare alquanto strane. Cio e dovuto al fatto
che, su un campo di caratteristica p > 0, ¢ possibile che la derivata di un
polinomio sia identicamente nulla senza che il polinomio sia una costante:
ad esempio, P = pzP~! = 0.

Esempio 1.7.5. Vediamo qui un esempio di uno degli “strani fenomeni” che
possono accadere in caratteristica positiva.

Sia k un campo di caratteristica 3 e sia X C P? la curva di equazione
Py + P+ 2P =0

Si dimostri che X e nonsingolare, ma ogni punto di X e un punto di flesso
(un punto nonsingolare P di una curva X si dice punto di flesso se la retta
tangente a X in P interseca la curva con molteplicita > 3).

Un aspetto negativo della definizione di nonsingolarita data in preceden-
za € che essa dipende, almeno in apparenza, non dalla sola varieta X ma
dalla sua immersione in A} (nella definizione si usa infatti I'ideale (X)) che
determina I'immersione di X in A}). Quindi non ¢ chiaro se la proprieta di
essere nonsingolare sia una proprieta intrinseca di una varieta oppure no.
In altre parole, date due varieta isomorfe ma immerse in spazi affini diversi,
esse saranno sempre entrambe singolari oppure nonsingolari?

In realta la proprieta di essere singolare o nonsingolare risulta essere una
proprieta intrinseca di una varieta. Nel 1947, O. Zariski ha dimostrato che la
nonsingolarita puo essere identificata con una proprieta degli anelli locali dei
punti di una varieta. Prima di enunciare il teorema di Zariski richiamiamo
alcuni risultati di algebra commutativa relativi agli anelli locali.

Sia A un anello locale noetheriano e sia m il suo ideale massimale. Il
campo £ = A/m & il campo residuo dell’anello locale A. Dato che m ¢
un ideale, si ha che m/m? ¢ un A/m-modulo, cio¢ uno spazio vettoriale su
k. Indichiamo con dim,(m/m?) la dimensione di tale spazio vettoriale. Se
indichiamo con dim A la dimensione di Krull di A, si ha che

dim,(m/m?) > dim A.

(Per la dimostrazione si veda [AM, Corollario 11.15]. Questa disuguaglianza
discende, in ultima analisi, dal lemma di Nakayama).
Possiamo ora dare la seguente definizione:

Definizione 1.7.6. Sia A un anello locale noetheriano con ideale massimale
m e campo residuo . A & un anello locale regolare se

dim,(m/m?) = dim A.

Il seguente teorema fornisce una caratterizzazione intrinseca del concetto
di nonsingolarita:
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Teorema 1.7.7. Sia X una varieta affine e sia P un punto di X. P ¢
un punto nonsingolare se e solo se l'anello locale Ox p ¢ un anello locale
regolare.

Dimostrazione. Iniziamo la dimostrazione considerando il caso dello spazio

affine A}. Sia dunque P = (ay,...,a,) € A}. L’ideale massimale corri-
spondente a P nell’anello A = k[xq,...,2z,] ¢ ap = (1 — a1,..., T, — ay).
Consideriamo ora 'applicazione lineare 6 : A — k™ definita ponendo
of of
9 :(—P,..., P).
(= (52 (P)ees g (P)

Si ha O(x;) = 0(x; —a;)) = (0,...,0,1,0,...,0) = e;, dove gli e;, per
1 = 1,...,n, sono i vettori della base canonica di k™. Da cio segue che
la restrizione di 6 all’ideale ap,

0:ap — k",

¢ suriettiva. Dato che il suo nucleo ¢ a2, si ottiene un isomorfismo di k-spazi

vettoriali .
62 k" (1.1)
ap

(In questo isomorfismo ap/a% & identificato con lo spazio cotangente TH A} =2
Sia ora b = I(X) l'ideale di X in A, in modo che A(X) = A/b, e siano

fi,-.., fi dei generatori di b (notiamo che deve essere t > n—dim X). Dato
che I'immagine di b tramite 6 ¢ generata dai vettori
Ofi Ofi

00F) = (22(P), ... 22(P)),
(F) = (GorP)ees 5o (P)
per ¢ = 1,...t, il rango della matrice jacobiana

1) = (50)

¢ la dimensione di 6(b) in quanto sottospazio di k™.

Se P € X, allora si ha b C ap, da cui segue che il sottospazio 6(b) di
k™ corrisponde, tramite 'isomorfismo (1.1), al sottospazio (b + a%)/a% di
ap/a%. Si ha quindi

ofi
a.]fj

rango ( (P)) = dimé(b) = dimy, (b il a%j).

ap
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L’anello locale Ox p ¢ isomorfo al localizzato A(X)4, = (A/b)q,, quindi il
suo ideale massimale mp ¢ 'ideale ap /b, considerato come ideale nell’anello

A Aup
(5)., 5

Si ha quindi

Dato che
Cl_P
aZ, ~ ap
btah b+ a2’
%

si conclude che

a b+ a? a
dlmk —5 - dlmk +2 P dlmk P 3
ap ap b+ap
che equivale a
m
dimy, —5 = n — rango J(P).
mp

Poniamo ora r = dim X = dim A(X). Sappiamo che dimOx p = r. Di
conseguenza, richiedere che Ox p sia un anello locale regolare, cioe che
dimy,(mp/m%) = r, equivale a richiedere che la matrice J(P) abbia rango
n —r, che, per definizione, equivale al fatto che P sia un punto nonsingolare
di X. O

Osservazione 1.7.8. Un’altra proprieta algebrica degli anelli locali che di-
scende dalla proprieta geometrica di nonsingolarita ¢ la fattorizzazione uni-
ca. Un famoso teorema, dovuto a Auslander e Buchsbaum (vedi, ad esem-
pio, [E, Theorem 19.19] oppure [AM, Corollario 3.32 dell’appendice, p. 222))
afferma infatti che ogni anello locale regolare ¢ un dominio di integrita a
fattorizzazione unica. In particolare, ogni anello locale di una varieta in un
punto nonsingolare ¢ un UFD (ma non vale il viceversa).

Osservazione 1.7.9. L’anello locale Ox p di una varieta X in un suo punto
P contiene le informazioni di natura locale su X all’intorno di P. Dato che
i concetti di spazio tangente e cotangente a X nel punto P sono ovviamente
di natura locale, ¢ naturale aspettarsi che le informazioni su tali spazi siano
contenute in Ox p. In effetti, 'operazione di differenziazione di una funzione
in P, f+ df(P), induce un isomorfismo di spazi vettoriali

mp ~
dp: — — TpX
mp
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(&, in sostanza, I'isomorfismo che avevamo indicato con € nella dimostrazione
del teorema precedente). In realta si puo benissimo prendere questa come
definizione di spazio cotangente: data una varieta X e un suo punto P, si
definisce lo spazio cotangente (di Zariski) di X in P come mp/m%, dove mp
¢ I'ideale massimale dell’anello locale Ox p. Poiché lo spazio tangente e il
duale dello spazio cotangente, si definisce lo spazio tangente (di Zariski) di
X in P come
(mp/m?;)* = Homk(mp/m?g, k‘)

Il risultato algebrico che afferma che, in generale, si ha
dimy,(mp/m%) > dim Ox p = dimp X

equivale a

La definizione di punto nonsingolare equivale quindi a richiedere che valga
I'uguaglianza dim Tp X = dimp X.

Terminiamo questa discussione sulle definizioni di singolarita e nonsin-
golarita enunciando il seguente teorema:

Teorema 1.7.10. Sia X wuna varieta e indichiamo con Sing(X) l'insieme
dei punti singolari di X. Allora Sing(X) é un sottoinsieme chiuso proprio

di X.
Dimostrazione. Vedi [Ha, Theorem 5.3]. O

Osservazione 1.7.11. Notiamo che il teorema precedente vale anche in carat-
teristica positiva, se il campo k ¢, come di consueto, algebricamente chiuso
(in realta & sufficiente supporre che k sia perfetto, cioe che k'/? C k, ove p
¢ la caratteristica di k).



Capitolo 2

Schemi

I concetto di schema, introdotto da Grothendieck in [EGA], sostituisce e
generalizza quello di varieta e costituisce I'oggetto di studio naturale della
geometria algebrica moderna. Fondamentale nella definizione stessa di sche-
ma ¢ la nozione di fascio, introdotta da Leray, durante la seconda guerra
mondiale, mentre era rinchiuso in un campo di prigionia in Austria. Inizie-
remo pertanto questo capitolo fornendo una breve introduzione alla teoria
dei fasci.

2.1 Fasci

L’idea alla base del concetto di fascio e estremamente semplice. Se X &
uno spazio topologico, a ogni aperto U di X possiamo associare l'insieme
C(U) (che ¢ in realta un anello) delle funzioni continue, definite su U, a
valori reali. Inoltre, a ogni inclusione V' C U di sottoinsiemi aperti di X
corrisponde una mappa di restrizione

puov :C(U) —=C(V), [ flv,

la quale e, in effetti, un omomorfismo di anelli. Queste mappe di restrizione
soddisfano a delle proprieta del tutto ovvie: per ogni aperto U, si ha pyy =
idy e per ogni inclusione W C V' C U, si ha pyw = pyw © puv-
La mappa
U~ C(U),

con le proprieta appena descritte, ¢ il prototipo del concetto di fascio.

Definizione 2.1.1. Sia X uno spazio topologico. Un prefascio di gruppi
abeliani F su X consiste dei seguenti dati:

(a) per ogni sottoinsieme aperto U di X, un gruppo abeliano F(U);
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(b) per ogni inclusione di sottoinsiemi aperti V' C U, un omomorfismo di
gruppi abeliani pyy : F(U) — F(V),

soddisfacenti alle seguenti condizioni:

(0) F(0) = {0};
(1) puv = idy, per ogni sottoinsieme aperto U C X;

(2) puw = pvw © puv, per ogni inclusione di sottoinsiemi aperti W C
VCU.

Osservazione 2.1.2. Sostituendo, nella definizione precedente, il termine
“oruppo abeliano” con “anello,” “modulo su un anello,” etc., si ottiene
la definizione di “prefascio di anelli,” “prefascio di moduli su un anello,”
etc. Nel seguito, con i termini prefascio o fascio intenderemo sempre un
prefascio o un fascio di gruppi abeliani. Le modifiche da apportare nel caso
di fasci di anelli, di moduli su un anello fissato, etc., sono del tutto ovvie.

Se F & un prefascio su X, gli elementi di F(U) sono detti le sezioni
di F sull’aperto U. Le mappe pyy : F(U) — F(V) sono chiamate mappe
di restrizione e, se s € F(U), spesso si scrive s|y per indicare pyy(s).
L’insieme F(U) viene anche indicato con la notazione I'(U, F).

Osservazione 2.1.3. Utilizzando il linguaggio delle categorie, la definizione
di prefascio puo essere riformulata come segue.

Sia X uno spazio topologico. Indichiamo con Top(X) la categoria i
cui oggetti sono i sottoinsiemi aperti di X e i cui morfismi sono dati dalle
mappe di inclusione. Indichiamo con b la categoria dei gruppi abeliani.
Allora un prefascio F di gruppi abeliani su X non e altro che un funtore
controvariante

F - Top(X) — Ab.

Pitu in generale, se € ¢ una categoria qualsiasi, un funtore controvariante
F:Top(X)—¢C

¢ un prefascio su X a valori in €.

In base a quanto detto e immediato verificare che, per ogni spazio
topologico X, la mappa
Uw— C(U)

che a ogni aperto U C X associa 'anello delle funzioni continue, a valori
reali, definite in U, definisce un prefascio (di anelli) su X, che indicheremo
con Cx, oppure semplicemente con C. Questo prefascio soddisfa, in realta,
a delle ulteriori proprieta che, in sostanza, equivalgono ad affermare che la
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nozione di funzione continua e di carattere locale: il dato di una funzione
continua f € C(U) equivale al dato della sua restrizione ad ogni aperto di un
ricoprimento aperto dell’insieme U. La formalizzazione di queste ulteriori
proprieta di carattere locale, porta alla definizione di fascio.

Definizione 2.1.4. Un prefascio F su X e un fascio se esso soddisfa le
seguenti proprieta:

(3) Siano U un sottoinsieme aperto di X e {V; };c; un ricoprimento aperto
di U. Se s € F(U) ¢ tale che s|y, = pyv;(s) = 0, per ogni ¢ € I, allora
deve essere s = 0;

(4) Se U ¢ un aperto di X e {V;};c; & un ricoprimento aperto di U, e se
sono date delle sezioni s; € F(V;), per ogni i € I, con la proprieta che
silvinv; = Sjlvinv;, per ogni i,j € I, allora esiste s € F(U) tale che
s; = s|v;, per ogni i € I (il punto (3) assicura poi che una tale sezione
s € F(U) ¢ unica).

Osservazione 2.1.5. La distinzione tra la definizione di prefascio e quella di
fascio e giustificata dal fatto che, sebbene il concetto piu utile sia quello di
fascio, alcune operazioni naturali tra fasci producono come risultato solo un
prefascio e non un fascio, come avremo occasione di vedere in seguito.

Osservazione 2.1.6. Esempi naturali di fasci sono dati dal fascio delle fun-
zioni continue su uno spazio topologico, dal fascio delle funzioni di classe
C*° su una varieta differenziabile reale, dal fascio delle funzioni olomorfe su
una varieta analitica complessa, etc. Cio ¢ dovuto al fatto che la proprieta
di una funzione di essere continua, o di essere differenziabile, o di essere olo-
morfa, ¢ una proprieta di carattere locale. Se invece consideriamo, su uno
spazio topologico X dotato di una misura p, la mappa che ad ogni aperto
U C X associa l'insieme LP(U) delle funzioni f : U — R tali che

/ | fIP dp < 400,
U

modulo la relazione di equivalenza che identifica due funzioni f e g se esse
sono uguali quasi ovunque!, si ottiene un prefascio che soddisfa la proprieta
(3) dei fasci, ma non la (4). In altre parole, dato un ricoprimento aper-
to (V;)ier di X e delle sezioni f; € LP(V;) tali che filv,av, = fjlviny;, non
¢ detto che esista una sezione f € LP(U) tale che f; = fl|y;. La ragione
di cio e da ricercarsi nel fatto che la proprieta di essere integrabile non e
di carattere locale: una funzione puo essere localmente integrabile senza

'Due funzioni f,g : U — R sono uguali quasi ovunque se l'insieme {z € U | f(x) #
g(x)} & un sottoinsieme di misura nulla di U.
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esserlo globalmente. Per ottenere un fascio bisogna sostituire, nella defini-
zione precedente, LP(U) con LP(U), definito come 'insieme delle (classi di
equivalenza di) funzioni da U in R che sono localmente in LP.

Esempio 2.1.7. L’esempio fondamentale di fascio, nel caso della geometria
algebrica, e dato dal fascio strutturale di una varieta.

Sia X una varietd. Ad ogni aperto U di X associamo 'anello Ox (U)
delle funzioni regolari su U, con le mappe di restrizione naturali. E facile
verificare che, in questo modo, si ottiene un fascio su X, indicato con Oy,
detto il fascio delle funzioni regolari, o anche il fascio strutturale di X.

Definizione 2.1.8. Sia F un prefascio su uno spazio topologico X e sia P
un punto di X. La spiga (o fibra) di F in P, indicata con Fp, ¢ definita da

FP:h_m>f(U)7

UsP

ove il limite diretto e preso sull’insieme diretto constituito da tutti gli aperti
di X contenenti il punto P, con la relazione d’ordine definita ponendo V' = U
seVCU.

In termini piu concreti, la spiga Fp di un fascio F ¢ l'insieme di tutte
le coppie del tipo (U, s), dove U & un sottoinsieme aperto di X e s € F(U),
modulo la relazione di equivalenza data da (Uy,s1) ~ (Us, s2) se esiste un
intorno aperto V' di P, con V C U; N Uy, tale che si|y = so|y. Gli elementi
di Fp sono anche detti germi di sezioni di F in P: essi possono essere
intuitivamente pensati come delle sezioni di F definite in un qualche intorno
aperto di P, dove perd non e importante sapere esattamente chi ¢ ’aperto
di definizione di tali sezioni.

Osservazione 2.1.9. Se X e una varieta algebrica e Ox e il suo fascio strut-
turale, allora la spiga di Ox in un punto P non ¢ altro che I’anello locale
Ox p definito in precedenza.

2.1.1 Morfismi di fasci

Definizione 2.1.10. Siano F e G due prefasci di gruppi abeliani su uno
spazio topologico X. Un morfismo di prefasci ¢ : F — G ¢ il dato di un
omomorfismo di gruppi abeliani ¢(U) : F(U) — G(U), per ogni sottoinsie-
me aperto U di X, con la condizione che, per ogni inclusione V' C U di
sottoinsiemi aperti di X, il seguente diagramma sia commutativo

F) 2 gw)

Puvl lpfjv

F(V) 5 9(V)
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ove le pyy sono le mappe di restrizione di F e le py, quelle di G.

Se F e G sono due fasci, un morfismo di fasci da F in G e la stessa cosa
che un morfismo di prefasci.

Un isomorfismo di prefasci (o di fasci) ¢ un morfismo che ammette un
inverso da entrambi i lati.

Se ¢ : F — G ¢ un morfismo di (pre)fasci, si ottiene un morfismo indotto
sulle spighe ¢p : Fp — Gp, per ogni punto P € X.

Il seguente teorema illustra bene la natura locale della nozione di fascio
(si noti che tale teorema sarebbe falso nel caso dei prefasci):

Teorema 2.1.11. Sia ¢ : F — G un morfismo di fasci su uno spazio
topologico X . Allora ¢ é un isomorfismo se e solo se le mappe ¢p : Fp — Gp
sono degli isomorfismi (di gruppi abeliani), per ogni punto P € X.

Dimostrazione. Se ¢ ¢ un isomorfismo e chiaro che ogni ¢p € un isomorfismo.
Viceversa, supponiamo che ¢p sia un isomorfismo per ogni P € X. Per
dimostrare che ¢ ¢ un isomorfismo sara sufficiente mostrare che ¢(U) :
F(U) — G(U) ¢ un isomorfismo per ogni aperto U, perché in tal caso
potremo definire un morfismo inverso ¢ : G — F ponendo ¢(U) = ¢(U)™!,
per ogni U. Dimostriamo innanzitutto che ¢(U) ¢ iniettiva. Sia s € F(U) e
supponiamo che ¢(s) = 0. Allora, per ogni punto P € U, I'immagine ¢(s)p
di ¢(s) nella spiga Gp € 0. Dato che ¢p ¢ iniettiva per ogni P, deve essere
sp =0in Fp, per ogni P € U. Ma dire che sp = 0 equivale a dire che esiste
un intorno aperto Wp di P in U tale che s|y, = 0 in F(Wp). Dato che gli
intorni Wp, al variare di P in U, costituiscono un ricoprimento aperto di U,
in base alla proprieta (3) dei fasci, si deduce che s = 0 in U. Cio significa
che ¢ é iniettiva.

Dimostriamo ora che ¢(U) € suriettiva. Supponiamo di avere una sezione
t € G(U). Per ogni P € U, sia tp € Gp il suo germe in P. Dato che ¢p
¢ suriettiva, possiamo trovare sp € Fp tale che ¢p(sp) = tp. Supponiamo
che sp sia rappresentata da una sezione s(P) in un intorno Vp di P. Allora
o(s(P)) e t|y, sono due elementi di G(Vp) i cui germi in P coincidono.
Pertanto, sostituendo eventualmente Vp con un intorno aperto di P piu
piccolo, possiamo supporre che ¢(s(P)) = t|y, in G(Vp). Ora U & ricoperto
dagli aperti Vp e su ogni Vp abbiamo una sezione s(P) € F(Vp). Se P
e @ sono due punti, allora s(P)|venv, € 8(Q)|veny, sono due sezioni di
F(VpNVg) la cui immagine tramite ¢ coincide con t|y,ny,. Per I'iniettivita
di ¢ dimostrata precedentemente, esse sono dunque uguali. Ricordando la
proprieta dei fasci (4), cio significa che esiste una sezione s € F(U) tale che
sly, = s(P), per ogni P € U. Ora rimane solo da dimostrare che ¢(s) = t.
Ma ¢(s) e t sono due sezioni di G(U) con la proprieta che, per ogni P,
o(s)|vs = tlv,, quindi, in base alla proprieta (3) dei fasci applicata alla
sezione ¢(s) — t, si conclude che ¢(s) = t. O
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2.1.2 Fascio associato a un prefascio

C’¢ una costruzione naturale, che ora descriveremo, la quale permette di
associare ad ogni prefascio, un fascio. Sia dunque F un prefascio su uno
spazio topologico X. Costruiremo un fascio F* su X come segue. Per ogni
sottoinsieme aperto U C X, definiamo F*(U) come I'insieme delle funzioni
s: U — | |pey Fp, tali che s(P) € Fp, per ogni P € U. Richiediamo inoltre
che, per ogni P in U, esistano un intorno aperto V' C U di P e una sezione
t € F(V) tali che s(Q) = tg, per ogni ) € V, ove con tg € Fg indichiamo il
germe di ¢ in Q. La verifica che F* ¢ effettivamente un fascio non ¢ difficile
(anche se un po’ noiosa).
Esiste inoltre un morfismo naturale di prefasci

0:F - F,

che associa a una sezione o € F(U) la funzione ¢ : U — | |5, Fp definita
da 6(Q) = o0g, ove g € Fp ¢ il germe di o in (). Questo morfismo ha
la seguente proprieta universale: per ogni morfismo di prefasci ¢ : F — G,
dove G ¢ un fascio, esiste un unico morfismo di fasci ¢ : F* — G che rende
commutativo il seguente diagramma:

fi>f+

RN

g

Da questa proprietd universale segue subito che il fascio F', assieme al
morfismo 0 : F — F*, & unico a meno di isomorfismo (anch’esso unicamente
determinato).

Definizione 2.1.12. Dato un prefascio F su X, il fascio F* ¢ detto il
fascio associato al prefascio F. L’operazione di passaggio da un prefascio
F al fascio associato e anche detta la fascificazione del prefascio F.

Si puo dimostrare facilmente che, per ogni punto P € X, le spighe
di F e di F© in P coincidono, Fp = F;. Infine, se F ¢ gia un fascio,
allora la mappa 6 : F — F* & un isomorfismo di fasci (6 induce infatti un
isomorfismo a livello delle spighe e, in base al Teorema 2.1.11, cio implica
che 6 ¢ un isomorfismo).

Osservazione 2.1.13. Dato un prefascio F, il morfismo di prefasci 6 : F —
F* non ¢, in generale, iniettivo. Ad esempio, se X = R con la topologia

usuale, ponendo
G U=X
F(U) = R
{0} altrimenti,



2.1. Fasci 59

per un qualche gruppo abeliano G # 0, si ottiene un prefascio di gruppi
abeliani il cui fascio associato F* ¢ il fascio nullo. Dato che F non ¢ il
prefascio nullo, la mappa 6 : F — FT non ¢ iniettiva.

E facile dimostrare che, se il prefascio F e separato, cioe soddisfa la
proprieta (3) dei fasci, allora il morfismo 6 ¢ iniettivo, quindi F puo essere
considerato un sottoprefascio di F.

Esempio 2.1.14. Sia X uno spazio topologico e GG un gruppo abeliano. De-
finiamo un prefascio G su X ponendo I'(U,G) = G, per ogni aperto non
vuoto U C X. Tutti i morfismi di restrizione pyy sono, naturalmente, 1'i-
dentitd. E immediato verificare che G e effettivamente un prefascio su X,
detto prefascio costante, ma non ¢, in generale, un fascio (dimostrarlo per
esercizio). Il fascio costante G'x su X e quindi definito come il fascio asso-
ciato al prefascio costante G. Esso coincide con il fascio le cui sezioni su un
aperto U sono le funzioni localmente costanti da U in G. Se U e un aperto
connesso, si ha ['(U,Gx) = G. Se X & uno spazio topologico localmente
connesso, si ha (Gx)p = G, per ogni punto P € X.

Esempio 2.1.15. Sia X uno spazio topologico e P un punto di X. Dato un
gruppo abeliano G, definiamo un prefascio Gp ponendo

G sePelU,
{0} altrimenti.

GP(U>:{

Le mappe di restrizione sono, a seconda dei casi, I’'identita oppure la mappa
nulla. Si verifica facilmente che Gp ¢ addirittura un fascio. Per quanto
riguarda le spighe, si ha

G per ogni ) appartenente alla chiusura di {P}
(Gplg =

0 altrimenti.

Il fascio Gp € dunque tutto concentrato al di sopra del sottoinsieme chiuso
{P}. Per tale motivo esso ¢ chiamato fascio grattacielo.

2.1.3 Nuclei, conuclei e immagini

In questa sezione definiremo il nucleo, il conucleo e I'immagine di un mor-
fismo di prefasci o di fasci.

Definizione 2.1.16. Sia ¢ : 7 — G un morfismo di prefasci su uno spazio
topologico X. Il nucleo di ¢, indicato con Ker ¢ ¢ il prefascio definito da

U — Ker(o(U)),

per ogni sottoinsieme aperto U di X.
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In modo del tutto analogo si definiscono i prefasci conucleo e immagine
di ¢, indicati rispettivamente con Coker ¢ e Im ¢, ponendo I'(U, Coker ¢) =
Coker(¢p(U)) e T'(U,Im ¢) = Im(p(U)).

E immediato verificare che Ker ¢, Coker ¢ e Im ¢ sono effettivamente dei
prefasci. Nel caso in cui F e G siano dei fasci, si puo verificare che il prefascio
Ker ¢ ¢ anch’esso un fascio, quindi possiamo usare la definizione precedente
anche per definire il nucleo di un morfismo di fasci. Le cose invece non
vanno cosl bene nel caso del conucleo e dell'immagine: se ¢ : F — G & un
morfismo di fasci, i prefasci Coker ¢ e Im ¢ definiti in precedenza non sono
dei fasci, in generale. Quindi, nel caso di un morfismo di fasci, le definizioni
di conucleo e immagine devono essere modificate come segue:

Definizione 2.1.17. Sia ¢ : F — G un morfismo di fasci su uno spazio
topologico X. Il conucleo di ¢, indicato con Coker ¢, ¢ il fascio associato al
prefascio

U — Coker(¢(U)),

per ogni aperto U C X.
Analogamente, 1’immagine di ¢, indicata con Im ¢, ¢ il fascio associato
al prefascio

U — Im(p(U)).
Possiamo anche definire i sottofasci e i fasci quoziente come segue:

Definizione 2.1.18. Un sottofascio di un fascio F ¢ un fascio F’ tale
che, per ogni aperto U C X, F'(U) sia un sottogruppo di F(U), con la
condizione che le mappe di restrizione di F” siano quelle indotte dalle mappe
di restrizione di F.

Dalla definizione segue che, se F’ ¢ un sottofascio di F, allore le spighe
Fp di F' sono dei sottogruppi delle spighe Fp di F.

Se F' & un sottofascio di F, associando ad ogni aperto U C X il gruppo
quoziente F(U)/F'(U) si ottiene, in generale, solo un prefascio e non un
fascio. Il fascio quoziente si definisce quindi come segue:

Definizione 2.1.19. Se F’ & un sottofascio di F, il fascio quoziente F|F’
e il fascio associato al prefascio

U— FU)/F(U).
Si puo dimostrare che, a livello delle spighe, vi € un isomorfismo naturale
(F/F)p = Fp/Fp,

per ogni punto P € X.
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In base alle definizioni date, il nucleo di un morfismo di fasci ¢ : F — G
e un sottofascio di F, I'immagine e un sottofascio di G e il conucleo ¢ il
fascio quoziente di G modulo il suo sottofascio Im ¢.

Diremo che un morfismo di fasci ¢ : F — G ¢ iniettivo (o &€ un monomor-
fismo) se Ker¢ = 0. Dato che il fascio Ker¢ ¢ definito da I'(U, Ker ¢) =
Ker(¢(U)), si ha che ¢ & iniettivo se e solo se 'omomorfismo di gruppi
o(U) : F(U) — G(U) ¢ iniettivo, per ogni aperto U C X.

Analogamente, diremo che un morfismo di fasci ¢ : F — G & su-
riettivo (o € un epimorfismo) se Im¢ = G. In questo caso, tuttavia,
dato che I'immagine di ¢ e definita come il fascio associato al prefascio
U — Im(o(U)), il fatto che ¢ sia suriettivo non implica che sia suriettivo
anche ¢(U) : F(U) — G(U). Quello che & vero in generale, invece, ¢ che un
morfismo di fasci ¢ : F — G e suriettivo se e solo se gli omomorfismi indotti
sulle spighe ¢p : F,, — Gp sono suriettivi, per ogni P € X.

Esempio 2.1.20. Sul piano complesso C, dotato della topologia usuale, consi-
deriamo i fasci O e O* definiti come segue: per ogni aperto U di C, O(U) ¢ il
gruppo additivo delle funzioni olomorfe su U e O*(U) ¢ il gruppo moltiplica-
tivo delle funzioni olomorfe non nulle in U. Indichiamo con exp : O — O*
il morfismo di fasci definito inviando f € O(U) in >/ € O*(U). Per
ogni punto P € C, 'omomorfismo indotto sulle spighe exp : Op — O% ¢
suriettivo, quindi exp : O — O* & un morfismo suriettivo di fasci. Con-
sideriamo ora laperto U = C\ {0}. E facile verificare che la sezione
z € O*(U) non appartiene all'immagine di O(U) tramite exp, quindi la
mappa exp : O(U) — O*(U) non ¢ suriettiva.

Notiamo che il nucleo di exp : O — O* e il fascio costante Zc, quindi si
ha una sequenza esatta

0—Zc — 020" —0,

la quale e detta la sequenza esatta esponenziale.

2.1.4 Immagini dirette e immagini inverse

Sia f : X — Y una funzione continua tra due spazi topologici X e Y e sia
F un fascio su X. Per ogni aperto V C Y, f~}(V) & un sottoinsieme aperto
di X. Ad un tale sottoinsieme aperto V di Y possiamo quindi associare il
gruppo abeliano F(f~1(V)). Non ¢ difficile verificare che la mappa

Ve (V)

definisce un prefascio di gruppi abeliani su Y e che questo prefascio e, in
realta, un fascio.
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Definizione 2.1.21. Il fascio immagine diretta di F, indicato con f.F e
il fascio su Y definito da T'(V, f,.F) = F(f~1(V)), per ogni sottoinsieme
aperto V C Y.

Sia ora G un fascio su Y. Vogliamo definire un fascio f~'G su X. Pur-
troppo, se U ¢ un sottoinsieme aperto di X, non si puo porre semplicemente
L(U, f7'G) = G(f(U)), perché f(U) non ¢, in generale, aperto in Y. L’idea
¢ dunque quella di sostituire f(U) con un suo qualche intorno aperto in Y,
dove, come al solito, non interessera sapere esattamente quale sia questo in-
torno. Questo ragionamento porta, in modo naturale, a definire I'(U, f~1G)
come il limite diretto, al variare di V' fra gli intorni aperti di f(U) in Y,
delle sezioni di G su V,

(U, f7'G) = lim G(V). (2.1)

V2£(U)

Si puo verificare che, in questo modo, si ottiene un prefascio di gruppi
abeliani su X. Tuttavia questo prefascio non e un fascio, in generale. Cio
spiega la seguente definizione:

Definizione 2.1.22. Il fascio immagine inversa di G, indicato con f~!G ¢
il fascio su X associato al prefascio definito in (2.1).

Osservazione 2.1.23. L’asimmetria fra le notazioni f, per 'immagine diretta
e f~! per 'immagine inversa ¢ dovuta al fatto che il simbolo f* ¢ riservato
per altri scopi.

Osservazione 2.1.24. 1 fasci di gruppi abeliani su uno spazio topologico X,
assieme ai morfismi di fasci, formano una categoria, indicata con 2Ab(X).
Se f: X — Y e una funzione continua tra due spazi topologici, si verifica
facilmente che le mappe F — f.F e G — f~'G definiscono due funtori
o : Ab(X) — Ab(Y) e f71 : AB(Y) — Ab(X). Si pud dimostrare che
questi due funtori sono aggiunti I'uno dell’altro, nel senso che si ha

Hom%(x)(f_lg,f) = Holeb(Y)(ga f*JT)

Pitl precisamente, questa formula significa che il funtore f=!' & aggiunto a
sinistra del funtore f,, mentre f, & aggiunto a destra di f~1.

Sia X uno spazio topologico e Y un suo sottoinsieme chiuso. Indichiamo
con i : Y — X la mappa di inclusione. Se F ¢ un fascio su Y, il fascio ¢, F &
anche detto I'estensione con zero di F a X. Per abuso di notazione, spesso
si scrive semplicemente F al posto di i,F (in questo caso, naturalmente, si
pensa a F come fascio su X).

Sia ora Z un sottoinsieme qualsiasi di X (dotato della topologia indotta)
e indichiamo con j : Z — X la mappa di inclusione. Se G ¢ un fascio su
X, il fascio j7'G viene pitt comunemente indicato con G|z e chiamato la
restrizione di G a Z. Si ha (G|z)p = Gp, per ogni P € Z.
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2.2 Spazi anellati

La nozione di fascio fornisce lo strumento ideale per formalizzare il concetto
di “spazio con funzioni.” In geometria (e non solo) 'oggetto naturale di
studio non e tanto uno “spazio” di un qualche tipo, quanto piuttosto una
coppia, costituita da uno “spazio” e dalle “funzioni” definite su di esso.
Naturalmente la scelta di quali funzioni considerare dipende dal contesto.
Come abbiamo gia osservato, nel caso di uno spazio topologico X sara
naturale considerare, per ogni aperto U C X, 'insieme C(U) delle funzioni
continue, a valori reali, definite in U; se X invece € una varieta differenziabile
reale, considereremo l'insieme C*(U) delle funzioni di classe C* in U; se
X ¢ una varieta analitica complessa, si considerera I'insieme Ox(U) delle
funzioni olomorfe in U, mentre se X ¢ una varieta algebrica, considereremo
I'insieme Ox(U) delle funzioni regolari su U. Dato che questi insiemi di
funzioni sono in realta degli anelli, tutti questi esempi sono esempi di fasci
di anelli sullo “spazio” X.

Seguendo Grothendieck, I'idea di uno “spazio con funzioni” puo dunque
essere espressa dalla seguente definizione:

Definizione 2.2.1. Uno spazio anellato & una coppia (X,.A), formata da
uno spazio topologico X e da un fascio di anelli A su X.

In questa definizione A puo essere un fascio di anelli qualsiasi, anche non
commutativi. Di solito, tuttavia, ci si restringe a considerare una qualche
classe di anelli particolarmente interessanti, come ad esempio, nel nostro
caso, anelli commutativi con unita.

Ora che abbiamo definito gli “spazi,” dovremo anche definire i morfismi
tra tali spazi. Prima di dare la definizione, ¢ utile osservare che se X e Y
sono due spazi topologici, dotati dei loro fasci Cx e Cy delle funzioni continue
a valori reali, e se f ¢ una funzione continua da X a 'Y, per ogni sottoinsieme
aperto V' C Y si ha un omomorfismo di anelli f* : Cy (V) — Cx(f~1(V)),
definito da g — go f. Ricordando che il fascio f.Cx su Y e definito ponendo
L(V, f.Cx) = Cx(f~Y(V)), per ogni aperto V C Y, si conclude che la mappa
f X — Y induce un morfismo di fasci di anelli f* : Cy — f.Cx. Cio
giustifica la seguente definizione di morfismo di spazi anellati.

Definizione 2.2.2. Un morfismo di spazi anellati da (X, Ax) a (Y, Ay) &
una coppia (f, f#), dove f : X — Y & una funzione continua e f# & un
morfismo di fasci di anelli su Y,

f#:AYHf*AX-

Osservazione 2.2.3. Nella definizione precedente abbiamo usato il simbolo
f# al posto di f* per indicare il morfismo di fasci da Ay a f.Ax. Cio ¢



64 Capitolo 2. Schemi

stato fatto per evidenziare che, a differenza del caso classico, il morfismo
f# non & dato dalla composizione con f (infatti le sezioni di Ax non sono,
in generale, delle funzioni definite su X).

Osservazione 2.2.4. Si puo facilmente verificare che gli spazi anellati, con i
morfismi di spazi anellati appena definiti, formano una categoria.

2.2.1 Spazi localmente anellati

Come abbiamo gia visto, se X & una varieta algebrica e Ox ¢ il fascio delle
funzioni razionali su X, la coppia (X, Ox) € uno spazio anellato. Gli spazi
anellati di questo tipo godono di alcune particolari proprieta: innanzitutto
il fascio Ox ¢ un fascio di anelli commutativi con unita, quindi questi sono
spazi commutativamente anellati. Inoltre, per ogni punto P € X, la spiga
Ox p ¢ un anello locale. Cio motiva la seguente definizione:

Definizione 2.2.5. Uno spazio localmente anellato € uno spazio commu-
tativamente anellato (X, Ox) tale che, per ogni P € X, la spiga Ox p sia
un anello locale. Indicheremo con mp l'ideale massimale di Ox p e con
k(P) = Ox p/mp il suo campo residuo.

Nel caso degli spazi localmente anellati, la definizione di morfismo va
opportunamente modificata:

Definizione 2.2.6. Un morfismo di spazi localmente anellati € un morfismo
di spazi anellati

(f?f#) : (X7 OX) - (Yv OY)7

dove (X,0x) e (Y,Oy) sono spazi localmente anellati, tale che, per ogni
P € X, 'omomorfismo f]f : Oy.pp) — Ox,p sia un omomorfismo locale® di
anelli locali.

Osservazione 2.2.7. Gli spazi localmente anellati, assieme ai morfismi di spa-
zi localmente anellati, formato una categoria, la quale € una sottocategoria
non piena della categoria degli spazi commutativamente anellati.

Definizione 2.2.8. Un isomorfismo di spazi localmente anellati € un iso-
morfismo nella categoria degli spazi localmente anellati. Cio significa che
esso deve ammettere un inverso da entrambi i lati. Pertanto, (f, f#) ¢ un
isomorfismo di spazi localmente anellati se e solo se f € un omeomorfismo
di spazi topologici e f# ¢ un isomorfismo di fasci.

2Se A e B sono anelli locali, con ideali massimali m4 e mp rispettivamente, un
omomorfismo di anelli ¢ : A — B & detto un omomorfismo locale di anelli locali se

¢ H(mp) = my.
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2.2.2 Lo spettro di un anello

Ad una varieta affine X su un campo k abbiamo associato il suo anello delle
coordinate affini A(X), che ¢ una k-algebra finitamente generata e priva di
divisori dello zero. Abbiamo poi dimostrato che in questo modo si ottiene
un’equivalenza di categorie tra la categoria delle varieta affini e quella delle
k-algebre finitamente generate e prive di divisori dello zero. Grothendieck
ebbe l'idea di estendere questa equivalenza di categorie alla categoria di tutts
gli anelli commutativi con unita. Per fare cio bisogna innanzitutto trovare
il modo di associare, ad ogni anello commutativo con unita A, un qualche
tipo di “spazio” X che, in base a quanto detto in precedenza, dovra essere
dotato di un fascio di anelli (commutativi e con unita) Oy, in modo tale
che 'anello A possa essere identificato con le “funzioni” definite su X cioe,
piu precisamente, con le sezioni globali I'(X, Ox).

Sia quindi dato un anello A (d’ora in poi, con il termine ‘anello’ inten-
deremo sempre ‘anello commutativo con unita’). Per definire lo “spazio”
X associato ad A possiamo procedere per analogia con il caso classico: se
X e una varieta affine, definita su un campo algebricamente chiuso k, e se
A = A(X) e l'anello corrispondente, sappiamo che ¢’¢ una corrispondenza
biunivoca tra i punti di X e gli ideali massimali di A. Potremmo quindi
pensare di definire uno spazio X ponendo

X =X, ={m|mC A ¢ un ideale massimale}

anche nel caso di un anello A qualsiasi (questo insieme e detto lo spettro
massimale di A). Purtroppo questa idea si rivela non essere quella buona.
Infatti, se ¢ : A — B e un omomorfismo di anelli e se m ¢ un ideale
massimale di B, la sua antiimmagine ¢~'(m) & certamente un ideale di A,
ma non e pit massimale, in generale. Cio significa che a un omomorfismo
di anelli ¢ : A — B non ¢ possibile associare una funzione f : Xg — X4 tra
gli spazi corrispondenti, quindi non si potra certo ottenere un’equivalenza
di categorie.

Questo stesso ragionamento suggerisce pero un modo per risolvere il pro-
blema appena descritto: infatti, se al posto degli ideali massimali conside-
riamo gli ideali primi, ¢ immediato verificare che I’antiimmagine di un ideale
primo di B ¢ un ideale primo di A. Diamo quindi la seguente definizione:

Definizione 2.2.9. Sia A un anello. Lo spettro primo di A, indicato con
Spec A, ¢ I'insieme degli ideali primi® di A.

Spec A sara dunque il nostro “spazio” X associato all’anello A. Da
quanto detto in precedenza risulta ora evidente che ad ogni omomorfismo

3T’anello A non & considerato un ideale primo.
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di anelli ¢ : A — B & associata una funzione f : Spec B — Spec A, la quale
associa a un punto m di Spec B (cioé a un ideale primo m di B) il punto di

Spec A dato da ¢~ (m).

Osservazione 2.2.10. Qualcuno potrebbe pensare di costruire un oggetto
geometrico X4 associato a un anello A considerando l'insieme di tutti gli
ideali di A. Certamente, in questo modo, per ogni omomorfismo di anelli
¢ : A — B si ottiene una funzione f : Xg — X,4. Tuttavia 'insieme X4
contiene ora troppi punti. Infatti noi dovremo poi costruire un fascio di
anelli Oy su tale spazio X e ricordiamo che, nel caso classico in cui X e
una varieta affine, per ogni punto P € X, la spiga Ox p ¢ identificata con
la localizzazione dell’anello A rispetto all’ideale corrispondente al punto P.
Nel nostro caso si otterrebbe quindi che, in corrispondenza ad un punto
P =adi X (cio¢ a un ideale qualunque a dell’anello A), la spiga del fascio
Ox in tale punto dovrebbe essere identificata con 'anello locale A,. Un
anello, pero, puo essere localizzato solo rispetto ad un suo ideale primo, e
non rispetto a un ideale qualsiasi! Questo dimostra che la definizione data
dello spazio X come spettro primo dell’anello A e essenzialmente 1'unica
possibile.

Avendo ora costruito 'insieme X = Spec A associato all’anello A, dob-
biamo definire una topologia su di esso. Anche in questo caso ci ispiriamo
al caso classico della topologia di Zariski su una varieta affine.

Per ogni ideale a di A, non necessariamente primo, poniamo

V(a) = {p € SpecA|p D a}.

Questo insieme deve essere pensato come il “sottoinsieme algebrico” di
Spec A definito dall’ideale a (& I'analogo di Z(a), nel caso classico). Vale il
seguente risultato:

Proposizione 2.2.11. (1) Se a e b sono due ideali di A, allora

V(a) UV(b) = V(ab);

(2) per ogni famiglia di ideali {a;}ic; di A, si ha

V(Y a) - V(@)

i€l el

(3) se a eb sono due ideali di A, allora

V(a) CV(b) = Va2 Vb.
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Dimostrazione. (1) Se p 2 a, oppure p D b, allora necessariamente p O ab.
Viceversa, se p D ab e se, per esempio p 2 b, allora deve esistere b € b tale
che b & p. Ma allora, per ogni a € a, si ha ab € p e quindi a € p, dato che
p € un ideale primo. Quindi p D a.

(2) p contiene Y a; se e solo se p contiene ciascuno degli a;, sem-
plicemente perché > a; ¢ il piu piccolo ideale contenente tutti gli ideali
a;.

(3) Il radicale di a ¢ 'intersezione di tutti gli ideali primi contenenti a.

Pertanto v/a D v/b se e solo se V(a) C V(b). O

Questo risultato, assieme al fatto che V(A) = 0 e V((0)) = Spec A,
mostra che i sottoinsiemi di Spec A del tipo V'(a) soddisfano alle proprieta
degli insiemi chiusi di una topologia. Possiamo quindi definire una topologia
su Spec A, detta la topologia di Zariski, prendendo come sottoinsiemi chiusi
gli insiemi del tipo V' (a).

Osservazione 2.2.12. La topologia appena definita su Spec A non ¢ separa-
ta*; ad esempio, esistono dei punti che non sono chiusi. Pill in generale, se
T C Spec A, la sua chiusura e l'intersezione di tutti i sottoinsiemi chiusi di
Spec A che contengono T, quindi, in base alla definizione di insieme chiuso,

si ha
T= V(a):v( 3 a).
V(a)2T

V(a)oT

Dire che T" C V(a) significa che ogni ideale primo p € T contiene a, quindi
a C (\,er b Ma il pitt grande di tali ideali ¢ proprio (,c,p. Da cio segue

che T:V<np).

peT

Se T = {p} & un punto di Spec A, la sua chiusura & quindi data daT = V(p).
Da questo discorso si deduce che un punto p € Spec A ¢ chiuso se e solo se
esso ¢ un ideale massimale di A.

Per terminare la nostra costruzione dobbiamo ora costruire un fascio di
anelli Oy sullo spazio topologico X = Spec A cosi ottenuto. Per ogni punto
p di X (cioe, per ogni ideale primo p di A) consideriamo l'anello locale
Ay, localizzazione di A in p. Per ogni sottoinsieme aperto U di Spec A,
definiamo Ox(U) come l'insieme delle funzioni

s:U— | | A,
peU

4Spec A & solo un spazio Ty cioe, per ogni coppia di punti distinti p e q di Spec A
esiste un intorno di uno dei due che non contiene ’altro.
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tali che s(p) € Ay, per ogni p € U. Richiediamo inoltre che s sia localmente
un quoziente di elementi di A, nel senso che, per ogni p € U, esista un
intorno aperto V' C U di p e due elementi a, f € A, tali che, per ogni q € V,
si abbia f € qe s(q) =a/f in A,.

Osservazione 2.2.13. Si noti 'analogia con la definizione delle funzioni re-
golari su un aperto U di una varieta affine. In effetti, gli elementi di
Ox(U) vanno intuitivamente pensati come a delle “funzioni regolari” su
X = Spec A. L’ultima condizione f ¢ g nella definizione precedente ¢ ’ana-
logo della richiesta che, nell’espressione locale della sezione s come rapporto
a/f di due elementi di A, il denominatore sia “diverso da zero.”

Si verifica facilmente che Ox € un fascio di anelli su X = Spec A (la sua
costruzione ¢ basata essenzialmente sulla stessa idea della costruzione del
fascio associato a un prefascio). Inoltre, per ogni punto p di X, la spiga
Ox,p € naturalmente identificata con I’anello locale A,. La coppia (X, Ox)
cosl costruita e quindi uno spazio localmente anellato.

Osservazione 2.2.14. Nel caso classico in cui X e una varieta affine definita
sul campo k e A = A(X), gli elementi di A possono essere pensati come
funzioni su X a valori in k. Anche nel caso generale, in cui A € un anello
qualsiasi e X = Spec A, ad un elemento f € A corrisponde una funzione f
su X, ma questa funzione non & pill a valori in k. La funzione f & infatti
definita come segue:

FX =14 p= 7,

peX

ove f(p) € A, e I'immagine di f in A, tramite la mappa naturale A — A,.
Inoltre, a differenza del caso classico, un elemento f € A non e, in generale,
determinato dalla corrispondente funzione f (cio & dovuto alla possibile
presenza di elementi nilpotenti nell’anello A). E anche possibile ottenere,
in corrispondenza di un elemento f € A, una funzione su X i cui valori
appartengano a dei campi piuttosto che a degli anelli locali. A tal fine
e sufficiente comporre la funzione f definita in precedenza con le mappe
naturali

Ay — Ap/p Ay = K(p),

dove k(p) & il campo residuo nel punto p. Si noti pero che anche se la
funzione su X cosi ottenuta assume i suoi valori in un campo, questo campo
puo variare da un punto all’altro di X.

Sia ora f € A e indichiamo con D(f) il sottoinsieme aperto di Spec A
definito da D(f) = Spec A\ V((f)). D(f) ¢ quindi l'insieme degli ideali
primi di A che non contengono f (intuitivamente D(f) ¢ il complementare
dell’“insieme degli zeri” di f, e la condizione f ¢ p e I’analogo di f(p) # 0).
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Proposizione 2.2.15. Gli aperti del tipo D(f) formano una base di aperti
per la topologia su Spec A.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che ogni aperto U di Spec A € unione
di aperti del tipo D(f). Passando ai complementari, cid equivale a dimo-
strare che ogni sottoinsieme chiuso ¢ intersezione di chiusi del tipo V((f)).
Ma, per definizione, ogni sottoinsieme chiuso di Spec A ¢ del tipo V' (a), per
qualche ideale a di A, ed e immediato verificare che

V()= V((f)

f€a
]

Osservazione 2.2.16. Elenchiamo qui alcune proprieta della topologia di
Spec A e degli aperti fondamentali D(f) la cui dimostrazione & lasciata
al lettore: D(f) N D(g) = D(fg), D(f) = 0 se e solo se f & nilpotente,
D(f) = SpecA se e solo se f ¢ invertibile, D(f) = D(g) se e solo se

(f) = \/@, Spec A & quasi-compatto® e, pill in generale, ogni insieme
D(f) & quasi-compatto, un aperto di Spec A ¢ quasi-compatto se e solo se
¢ un’unione finita di insiemi del tipo D(f).

Siamo ora in grado di dimostrare alcune importanti proprieta dello
spazio anellato (Spec A, Ogspec 4)-

Proposizione 2.2.17. Sia A un anello e X = Spec A il suo spettro, dotato
del fascio di anelli Ox. Allora:

(a) per ognip € Spec A, la spiga Ox,, € isomorfa all’anello locale Ay;

(b) per ogni f € A, lanello I'(D(f),Ox) é isomorfo alla localizzazione
Ar={a/f"|a € A,n > 0};

(c) esiste un isomorfismo naturale I'(X, Ox) = A.

Dimostrazione. (a) Definiamo un omomorfismo ¢ : Ox, — A, inviando
ogni sezione locale s, definita in un intorno di p nel suo valore s(p) € A,. La
mappa ¢ & suriettiva, perché ogni elemento di A, puo essere rappresentato
come un quoziente a/f, con a,f € Ae f & p. In questo caso D(f) & un
intorno aperto di p e a/f definisce una sezione di Ox su D(f) il cui valore
in p ¢ 'elemento dato. Per dimostrare che ¢ ¢ iniettiva, sia U un intorno
di p e siano s,t € Ox(U) due elementi aventi lo stesso valore s(p) = t(p)
nel punto p. Restringendo U, se necessario, possiamo supporre che s = a/ f

5Uno spazio topologico X & detto quasi-compatto se ogni suo ricoprimento aperto
possiede un sottoricoprimento finito.
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et =>b/gsulU, dove a,b,f,g € Ae f,g € p. Dato che a/f e b/g hanno
la stessa immagine in A,, dalla definizione di localizzazione segue che esiste
un elemento h ¢ p tale che h(ga — fb) = 0 in A. Pertanto a/f = b/g in
ogni anello locale Aq tale che f,g,h ¢ q. Ma l'insieme di tali q ¢ I'insieme
aperto D(f) N D(g) N D(h), che contiene p. Di conseguenza s = ¢ in tutto
un intorno di p, quindi s e ¢t determinano lo stesso elemento della spiga
Ox p. Cio dimostra che ¢ ¢ un isomorfismo, e conclude la dimostrazione del
punto (a).

(b) e (c). Notiamo che (c¢) & un caso speciale di (b), quando f = 1.
E quindi sufficiente dimostrare (b). Definiamo un omomorfismo 1 : Ay —
['(D(f),Ox) inviando un elemento a/ f™ nella sezione s € I'(D(f), Ox) che
assegna a ogni punto p € D(f) 'immagine di a/f" in A,. Dimostriamo
che 1 ¢ iniettivo. Se ¢(a/f") = ¢ (b/f™), allora per ogni p € D(f), a/f™ e
b/ f™ hanno la stessa immagine in A,. Quindi esiste un elemento h ¢ p tale
che h(f™a — f"b) =0 in A. Sia a Pannullatore di f™a — f"b. Allora h € a
e h &p, quindi a Z p. Questo vale per ogni p € D(f); si conclude quindi
che V(a) N D(f) = (). Pertanto f € y/a e quindi una qualche potenza f!
appartiene ad a, per cui f'(f™a — f"b) = 0, il che prova che a/f" = b/f™
in Ay. Quindi ¢ ¢ iniettiva.

La parte difficile ¢ dimostrare che 1 & anche suriettiva. Sia dunque
s € Ox(D(f)). Allora, in base alla definizione di Oy, possiamo ricoprire
D(f) con degli aperti V; sui quali s & rappresentata da un rapporto a;/g;,
con g; € p, per ogni p € V;; in altri termini, V; C D(g;). Ora i sottoinsiemi
aperti del tipo D(h) formano una base per la topologia, quindi possiamo
supporre che V; = D(h;), per qualche h;. Dato che D(h;) C D(g;), si ha
che V((h;)) 2 V((¢:)), quindi per il punto (3) della Proposizione 2.2.11,
V(h;) C \/@ e, in particolare, h? € (g;), per qualche n. Quindi A" = cg;,
cosi a;/g; = ca;/h?. Sostituendo h; con hl (dato che D(h;) = D(h})) e a;
con ca;, possiamo supporre che D(f) sia ricoperto dagli aperti D(h;) e che
s sia rappresentata da a;/h; nell’aperto D(h;).

Ora osserviamo che D(f) puo essere ricoperto da un numero finito dei
D(h;). Infatti, D(f) € [UD(h;) se e solo se V((f)) 2 NV ((h;)), ma
AV ((hi)) = V(>_(h;)). Ancora per il punto (3) della Proposizione 2.2.11,
cio equivale a dire che f appartiene al radicale dellideale ) (h;), cioe
che f* € > (h;), per qualche n. Cio significa che f™ puo essere espres-
so come una somma finita f" = > bh;, ove b; € A. Di conseguenza
basta un sottoinsieme finito degli h; affinché gli aperti D(h;) ricoprano
D(f). D’ora in poi fisseremo dunque un insieme finito hy, ..., h, tale che
D(f) € D(h1)U--- U D(hy).

A questo punto possiamo notare che su D(h;) N D(h;) = D(h;h;) c
sono due elementi di Ap,;, a;/h; e a;/h;, che rappresentano entrambi la
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sezione s. Pertanto, a causa dell’iniettivita di ¢ (dimostrata in precedenza)
applicata a D(h;h;), si deve avere a;/h; = a;/h; in Ap,p,. Cio significa che,
per qualche n, si ha

(hzh])”(h]al — hiCLj) =0.

Dato che il numero di indici coinvolti e finito, possiamo scegliere I'intero
n cosl grande da andar bene per tutti gli indici ¢ e 5. Riscriviamo ora
I’equazione precedente come segue

h;H_l(hZLCLz) — h;H-l (h?aj) = 0.
Ora sostituiamo ogni h; con h;‘“ e a; con hl'a;. La sezione s continua a
essere rappresentata su D(h;) da a;/h; e inoltre si ha hja; = h;a;, per ogni
1e7.

Scriviamo ora f™ = > b;h; come sopra, il che & possibile, per qualche n,
perché gli aperti D(h;) ricoprono D(f). Sia a = > b;a;. Allora, per ogni j,

si ha
hja = Z bi&ih]’ = Z bihiaj = f"aj.

Cio significa che a/f" = a;/h; su D(h;). Pertanto, ¢)(a/f") = s ovunque,
il che dimostra che v e suriettiva e quindi e un isomorfismo. n

Per concludere la nostra costruzione dimostriamo il seguente risultato.

Proposizione 2.2.18. (a) Per ogni anello A, la coppia (Spec A, Ospec )
e uno spazio localmente anellato;

(b) Un omomorfismo di anelli ¢ : A — B induce un morfismo naturale di
spazi localmente anellats

(f’ f#) : (Spec 37 OSpecB) - (Spec A7 OSpecA);

(¢) Dati due anelli A e B, ogni morfismo di spazi localmente anellati da
Spec B a Spec A ¢ indotto da un omomorfismo di anelli ¢ : A — B,
come descritto nel punto precedente.

Dimostrazione. (a) Questo discende dal punto (a) della Proposizione 2.2.17.

(b) Dato un omomorfismo ¢ : A — B, definiamo una mappa f :
Spec B — Spec A ponendo f(p) = ¢~'(p), per ogni p € Spec B. Se a ¢
un ideale di A, si verifica subito che f~!(V(a)) = V(¢é(a)), cioé che I'an-
tiimmagine tramite f di un chiuso e chiuso, il che dimostra che f & continua.
Per ogni p € Spec B, possiamo localizzare ¢ in p ottenendo un omomorfismo
locale di anelli locali ¢, : Ag-1(p) — By. Ora, per ogni aperto V' C Spec A, si
ottiene un omomorfismo di anelli f# : T'(V, Ogpeca) — T(f~HV), Ospec B),
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definito per composizione con le mappe f e ¢,. Questo fornisce un morfismo
di fasci f# : Ogpeca — fo(Ospec ). Le mappe f# indotte sulle spighe non
sono altro che gli omomorfismi locali ¢, pertanto (f, f#) ¢ un morfismo di
spazi localmente anellati.

(¢) Viceversa, supponiamo sia dato un morfismo di spazi localmente anel-
lati (f, f#) da Spec B a Spec A. Prendendo le sezioni globali, f# induce un
omomorfismo di anelli ¢ : I'(Spec A, Ogpec 4) — I'(Spec B, Ospec p). Per il
punto (c) della Proposizione 2.2.17, questi anelli sono, rispettivamente, A e
B, quindi abbiamo un omomorfismo ¢ : A — B. Per ogni p € Spec B, ab-
biamo un omomorfismo locale indotto sulle spighe, Ogpec a,7(p) — Ospec B.p;
cioe Afy) — By, che deve essere compatibile con la mappa ¢ sulle sezioni
globali e con gli omomorfismi di localizzazione. In altri termini, si ha un
diagramma commutativo

¢

A B
|,
Af(p)p*>Bp

Dato che f# ¢ un omomorfismo locale, si ha che ¢~*(p) = f(p), il che
dimostra che f coincide con la mappa Spec B — Spec A indotta da ¢.
Ora ¢ immediato verificare che anche f# & indotta da ¢, il che signifi-
ca che il morfismo (f, f#) di spazi localmente anellati proviene, in effetti,
dall’omomorfismo di anelli ¢. O

2.3 Schemi

In questa sezione introduciamo la nozione di schema, la quale sostituisce la
nozione classica di varieta. Allo stesso modo in cui, in geometria differen-
ziale, una varieta differenziabile e ottenuta “incollando” tra loro degli aperti
isomorfi a dei sottoinsiemi aperti di R™, uno schema e ottenuto per incolla-
mento di schemi affini, i quali appaiono dunque come i “pezzi” elementari
di costruzione di ogni schema. Iniziamo dunque definendo gli schemi affini:

Definizione 2.3.1. Uno schema affine € uno spazio localmente anellato
(X, Ox) isomorfo, in quanto spazio localmente anellato, allo spettro di un
anello.

Definizione 2.3.2. Uno schema ¢ uno spazio localmente anellato (X, Ox)
in cui ogni punto P € X possiede un intorno aperto U C X tale che lo
spazio topologico U dotato del fascio di anelli Ox|y sia uno schema affine.
X ¢ detto lo spazio topologico sottostante dello schema (X,0x) e Ox ¢
chiamato il fascio strutturale.
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Definizione 2.3.3. Un morfismo tra due schemi ¢ un morfismo in quanto
spazi localmente anellati. Un isomorfismo di schemi ¢ un morfismo che
ammette un inverso da entrambi i lati.

Vediamo ora alcuni esempi di schemi affini.

Esempio 2.3.4. Sia k un campo qualsiasi. Lo spettro di k, Speck, € uno
schema affine il cui spazio topologico sottostante consiste in un solo punto
(corrispondente all'unico ideale proprio (0) di k), e il cui fascio strutturale
¢ identificato con il campo k (cio corrisponde al fatto che le uniche funzioni
definite su uno spazio consistente in un solo punto sono le “costanti”).

Esempio 2.3.5. Un esempio piu interessante e dato dallo spettro di Z. Gli
unici ideali primi dell’anello degli interi sono (0) e (p), per ogni numero
primo p. Si ha quindi

SpecZ = {(p) |p = 0 oppure p & primo}.

I punti corrispondenti agli ideali (p), con p primo, sono punti chiusi, il cui
campo residuo ¢ Z/pZ. 11 punto corrispondente all’ideale (0) non ¢ un punto
chiuso; il suo campo residuo e Q e la sua chiusura e tutto lo spazio Spec Z.

Esempio 2.3.6. Sia ora k un campo algebricamente chiuso e consideriamo lo
spettro dell’anello dei polinomi in una indeterminata su k, X = Spec k[z].
Poiché k & algebricamente chiuso, gli unici ideali primi di k[z] sono l'ideale
(0) e tutti gli ideali del tipo (z — a), al variare di a € k (ricordiamo che
l'anello k[z] € un dominio di integrita a ideali principali). Gli ideali del tipo
(x — a) sono massimali e sono quindi dei punti chiusi di Spec k[z]|, mentre
I'ideale (0) corrisponde a un punto non chiuso, la cui chiusura coincide con
tutto lo spazio X. Il campo residuo di un punto del tipo (x —a) coincide con
k, mentre il campo residuo del punto (0) & il campo delle frazioni dell’anello
k[z]. 1l punto (0) e detto il punto generico di Speck[z] (¢ un punto la
cui chiusura coincide con tutto lo spazio X, cioe un punto che puo essere
specializzato in ogni altro punto).

Da quanto visto si deduce che, eccetto per la presenza del punto generico,
lo schema affine Spec k[z] puo essere identificato con la retta affine classica
A} tramite la corrispondenza che a un punto A € A} di coordinata a € k
associa l'ideale primo (xr — a) € Speck[x]. L’esistenza del punto generico
(0) € Spec k[x| permette poi di dare un significato preciso a frasi classiche
del tipo “sia P un punto generico della retta affine...”

Esempio 2.3.7. Se il campo k non ¢ algebricamente chiuso, la differenza
tra lo schema Spec k[z] e la retta affine classica A} ¢ molto pitt marcata.
Vediamo in dettaglio quello che succede nel caso del campo dei numeri
reali, studiamo cioe Spec R[z]. L’anello dei polinomi R[z] ¢ un anello a
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ideali principali, quindi ogni ideale primo p & del tipo p = (f), ove f & un
polinomio irriducibile, oppure f ¢ il polinomio nullo. I polinomi irriducibili
di R[z] sono essenzialmente di due tipi: f(z) = = — a, per qualche a € R,
oppure f(x) = x®+bx + ¢, con b*> — 4c < 0. Passando dal campo dei numeri
reali a quello dei numeri complessi, il polinomio z? + bx + ¢ si scompone
come segue:

x2+bx+c:(a:—(a+iﬁ))(x_(a—lﬂ)>v

per qualche a, 8 € R, con g # 0.

Notiamo ora che I'immersione R[z] < C[z] determina un morfismo di
schemi Spec C[z] — SpecR[z], che invia il punto generico (0) di Spec C[z]
nel punto generico di SpecR[z], un punto del tipo (z — a) € SpecC[z],
con a € R, nell’analogo punto (r — a) € SpecR|z] e infine i due punti
(x — (a+1iB)) e (x — (o — i3)) nel punto (22 + bz + ¢).

In conclusione, lo schema SpecR[z]| contiene, oltre ai punti del tipo
(x—a), con a € R, i quali corrispondono ai punti di coordinate a della retta
affine A%, dei nuovi punti, dati da ideali primi del tipo (z* + bz + ¢), i quali
corrispondono a coppie di punti con coordinate complesse coniugate.

Esempio 2.3.8. Sia A un anello e a un ideale di A. L’omomorfismo canonico
A — A/a induce un morfismo di schemi

Spec(A/a) — Spec A.

Si verifica facilmente che questo morfismo ¢ iniettivo e che Spec(A/a) si
puo identificare in modo canonico con il sottoinsieme chiuso V'(a) di Spec A.
Questa identificazione permette dunque di definire una struttura di sche-
ma affine su un sottoinsieme chiuso di Spec A (questo ¢ un esempio di
sottoschema chiuso).

Esempio 2.3.9. Sia A un anello, f € A e sia D(f) il corrispondente aperto
fondamentale. Si puo dimostrare che D(f) = Spec(Ay) e il morfismo di
inclusione D(f) < Spec A corrisponde all’omomorfismo naturale di anelli
A — Ay. Da cio si deduce che anche D(f) ¢ uno schema affine.

Esempio 2.3.10. Sia A un anello locale di ideale massimale m. Lo schema
affine Spec A contiene un unico punto chiuso ('ideale m) ma contiene an-
che, in generale, molti altri punti non chiusi, nella cui chiusura sta I'ideale
m. Questi punti non chiusi corrispondono, intuitivamente, a dei “germi di
sottovarieta” passanti per il punto m (per comprendere questa analogia si
pensi al caso in cui A e 'anello locale Ox p di un punto P in una varieta
affine X).

Esempio 2.3.11. Sia R un anello di valutazione discreta (vedi [AM, Cap. 9]).
Allora Spec R & uno schema affine il cui spazio topologico consiste di due
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punti. Uno dei due punti, chiamiamolo xg, ¢ chiuso e il suo anello locale ¢
R. L’altro, che indicheremo con z1, € aperto e denso, e il suo anello locale
e il campo delle frazioni K dell’anello R. L’inclusione naturale R — K
corrisponde al morfismo di schemi Spec K — Spec R che manda 1'unico
punto di Spec K nel punto x;.

2.3.1 Incollamento di schemi

Dato che, per definizione, uno schema & ottenuto incollando tra loro degli
schemi affini, e ragionevole pensare che due schemi si possano, in qualche
modo, incollare tra loro in modo da ottenere un nuovo schema. Descriviamo
ora sommariamente la procedura di “incollamento” di due schemi, lasciando
al lettore il compito, alquanto noioso, di verificare tutti i dettagli.

Siano dunque (X, Oyx,) e (X3, Ox,) due schemi, U; C X; e Uy C X,
due sottoinsiemi aperti, e supponiamo che sia dato un isomorfismo di spazi
localmente anellati

Qb: (U17OX1|U1> — (U2’0X2|U2)'

Vogliamo costruire uno schema (X, Ox) ottenuto incollando (X1,0x,) e
(X2, Ox,) attraverso lisomorfismo ¢. Lo spazio topologico X ¢ ottenuto
come lo spazio quoziente dell'unione disgiunta X; LI X, modulo la relazione
di equivalenza definita ponendo x; ~ ¢(x1), per ogni x; € Uy, dotato della
topologia quoziente. Cio significa che un sottoinsieme V' C X & aperto se
e solo se i;1(V) & aperto in X; e iy (V) & aperto in Xs, dove i7 : X; — X
e i3 : X9 — X sono le mappe di inclusione naturali. Bisogna ora definire
il fascio strutturale di X. Cio puo essere fatto definendo, per ogni aperto
V C X, Tanello Ox (V) come 'insieme delle coppie (s1, $2), dove s; € una
sezione del fascio Oy, sull’aperto i;'(V), sy & una sezione del fascio Oy,
sull’aperto 4, '(V) tali che valga I'uguaglianza O(s1li=1 vy ) = S2lizr oy,
Naturalmente bisogna verificare che Ox sia effettivamente un fascio di anelli
su X, che (X, Ox) sia uno spazio localmente anellato e che ogni punto di
X possieda un intorno aperto isomorfo a uno schema affine.

Esempio 2.3.12. Sia k un campo e poniamo X; = Xy = Speck|z]. Indi-
chiamo con O il punto corrispondente all’ideale massimale (z). X; e X,
sono quindi due rette affini su k e O e l'origine. Poniamo ora U; = Uy =
Spec k[z]\{O} e sia ¢ : U — Us l'identita. Sia X lo schema ottenuto incol-
lando X e X, attraverso I'isomorfismo ¢. In sostanza, quello che abbiamo
fatto e incollare tra loro le due rette affini in tutti i punti tranne nell’origine:
in questo modo si ottiene una retta affine con l’origine sdoppiata.

X

Lo schema X cosi ottenuto non ¢ uno schema affine (lo vedremo in seguito).
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2.3.2 Schemi proiettivi

Esiste una costruzione, simile a quella che ad un anello A associa Spec A,
la quale permette di costruire una classe molto importante di schemi (non
affini) che sono I’analogo, nella teoria degli schemi, delle varieta proiettive
nella geometria algebrica classica.

Consideriamo un anello graduato S = @ ., 54 e indichiamo con S} =
D, Sa il suo ideale irrilevante. Indichiamo con Proj S l'insieme di tutti
gli ideali primi omogenei di S che non contengono 5.

Per ogni ideale omogeneo a di S (non necessariamente primo), poniamo

V(a) = {p € Proj S |p 2 a}.

Questo insieme deve essere pensato come il “sottoinsieme algebrico” di X =
Proj S definito dall’ideale a (& I'analogo di Z(a), nel caso classico dello spazio
proiettivo). Vale il seguente risultato, che & I’analogo, nel presente contesto,
della Proposizione 2.2.11:

Proposizione 2.3.13. (1) Se a e b sono due ideali omogenei di S, allora

V(a) UV (b) = V(ab);

(2) per ogni famiglia di ideali omogenei {a;}ic; di S, si ha

V(Y a) =NViw).

i€l iel
Dimostrazione. La dimostrazione ¢ lasciata per esercizio al lettore. O]

Come nel caso dello spettro di un anello, questo risultato, assieme al
fatto che V(S) =0 e V((0)) = Proj .S, mostra che i sottoinsiemi di Proj S
del tipo V(a) (dove a ¢ ora un ideale omogeneo) soddisfano alle proprieta
degli insiemi chiusi di una topologia. Definiamo quindi una topologia su
Proj S, detta la topologia di Zariski, prendendo come sottoinsiemi chiusi gli
insiemi del tipo V' (a), per ogni ideale omogeneo a.

Per dotare lo spazio topologico X = Proj .S di una struttura di schema
dobbiamo ora costruire su X un fascio di anelli Ox. Per ogni punto p di
X (cioe, per ogni ideale primo omogeneo p di S che non contiene S, ) con-
sideriamo la localizzazione omogenea® Spy di S in p. Per ogni sottoinsieme

6Se S & un anello graduato e p & un ideale primo omogeneo di S, la localizzazione omo-
genea S(p) ¢ il sottoanello degli elementi di grado 0 nella localizzazione di S rispetto al
sottoinsieme moltiplicativo T" composto dagli elementi omogenei di .S che non apparten-
gono a p. Sinoti che T~1S ha una graduazione naturale data da deg(f/g) = deg f—deg g,
dove f ¢ un elemento omogeneo di S e g € T'. Sy ¢ un anello locale il cui ideale massi-
male & (p-T719)N S(p)- In particolare, se S & un dominio di integrita, allora per p = (0)
si ottiene un campo S((p)). Per terminare, se f € S ¢ un elemento omogeneo, indichiamo
con Sy il sottoanello degli elementi di grado 0 nell’anello localizzato Sy.
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aperto U di Proj S, definiamo Ox (U) come 'insieme delle funzioni

s:U— |_|S(p),

pelU

tali che s(p) € S(p), per ogni p € U. Richiediamo inoltre che s sia localmente
un quoziente di due elementi omogenei dello stesso grado di S, nel senso
che, per ogni p € U, esista un intorno aperto V- C U di p e due elementi
omogenei dello stesso grado a, f € S, tali che, per ogni q € V, si abbia
f&aes(a)=a/finSq).

Osservazione 2.3.14. Si noti ’analogia con la definizione delle funzioni rego-
lari su un aperto U di una varieta proiettiva. In effetti, gli elementi di Ox (U)
vanno intuitivamente pensati come a delle “funzioni regolari” sull’aperto U

di X = Projs.

Si puo ora verificare che Ox ¢ effettivamente un fascio di anelli su X =
Proj S e che la coppia (X, Ox) € uno spazio localmente anellato.

Sia ora f € S, un elemento omogeneo e indichiamo con D, (f) il
complementare di V((f)) in ProjS:

Di(f)={p € ProjS|f &p}.

Gli insiemi di questo tipo sono aperti e, come vedremo, ricoprono Proj.S.
Possiamo ora dimostrare il seguente risultato:

Proposizione 2.3.15. Sia S un anello graduato e sia X = Proj S, dotato
del fascio di anelli Ox. Allora:

(a) per ognip € Proj S, la spiga Ox, & isomorfa all’anello locale S(p);

(b) per ogni f € Sy, f omogeneo, gli aperti D, (f) formano un rico-
primento aperto di X e si ha un isomorfismo di spazi localmente
anellati

(D+(f), Ox|p,(r)) = Spec Siyp);
(¢) X =ProjS & uno schema.

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che il punto (a) afferma che Proj S ¢
uno spazio localmente anellato, mentre il punto (b) afferma che esso puo
essere ricoperto da dei sottoinsiemi aperti che sono isomorfi a degli schemi
affini. Quindi il punto (c¢) & una conseguenza dei punti (a) e (b).

La dimostrazione del punto (a) ¢ praticamente identica alla dimostra-
zione del punto (a) della Proposizione 2.2.17 ed ¢ quindi lasciata al lettore
per esercizio.
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Per dimostrare il punto (b) ricordiamo che gli elementi di Proj S sono
gli ideali primi omogenei p di S che non contengono tutto S,. Dalla defini-
zione degli aperti D (f) risulta pertanto chiaro che, al variare di f tra gli
elementi omogenei di S, questi aperti ricoprono tutto Proj .S. Fissiamo ora
un elemento omogeneo f € S,. Definiremo un isomorfismo (¢, ¢*) di spazi
localmente anellati da D, (f) a Spec S(y). Esiste un omomorfismo naturale
di anelli S — Sy, e S(y) ¢ un sottoanello di Sy. Per ogni ideale omogeneo
a C S, poniamo ¢(a) = (aSy) N S(y). In particolare, se p € D, (f), allora
#(p) € Spec Sy e in questo modo si ottiene la mappa ¢ a livello di insiemi.
Le proprieta della localizzazione mostrano che ¢ ¢ biiettiva in quanto fun-
zione da Dy (f) a Spec S(y). Inoltre, se a € un ideale omogeneo di S, allora
p O ase e solose ¢(p) D ¢(a), il che significa che ¢ & un omeomorfismo.
Notiamo inoltre che, se p € D, (f), allora gli anelli locali S¢y e (S(5))e(p) SO-
no canonicamente isomorfi. Questi isomorfismi, assieme all’omeomorfismo
¢, inducono una mappa naturale di fasci ¢# : Ogpec Sy ¢.(Ox|p,(5)) che
si verifica facilmente essere un isomorfismo. In conclusione, (¢, ") & un
isomorfismo di spazi localmente anellati, come richiesto. O

Osservazione 2.3.16. Se k e un campo algebricamente chiuso e S e I'anello
dei polinomi in 7 + 1 indeterminate k[zo, ..., z,]|, con la graduazione na-
turale, lo schema Proj.S e ’analogo, nella teoria degli schemi, del classico
spazio proiettivo P}.

Piu in generale, se A € un anello qualsiasi, possiamo considerare ’anello
dei polinomi S = Alxg,...,z,| dotato della graduazione naturale, in cui
gli elementi di A hanno grado 0. In questo caso lo schema Proj S ¢ anche
indicato con P’} e detto lo spazio proiettivo n-dimensionale su A. Esiste un
morfismo naturale di schemi 7 : P} — Spec A che permette di pensare a [P’}
come ad una famiglia di spazi proiettivi parametrizzati dai punti di Spec A.

2.3.3 Schemi e varieta

Per terminare questo discorso introduttivo sugli schemi vogliamo spiegare
in che modo il concetto di schema generalizzi il concetto classico di varieta
algebrica. Naturalmente una varieta nel senso classico non é uno schema:
anche nel caso in cui il campo k & algebricamente chiuso, la retta affine Aj
non coincide con lo schema Spec k[x]. Abbiamo visto infatti che uno schema
possiede, in generale, dei punti non chiusi, che non hanno un analogo nel
caso delle varieta classiche. Tuttavia, usando il fatto che questi punti non
chiusi corrispondono intuitivamente a delle “sottovarieta,” intese in senso
classico, mostreremo ora come sia possibile aggiungere dei nuovi punti a
una varieta classica in modo da trasformarla in uno schema.
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Proposizione 2.3.17. Sia k un campo algebricamente chiuso. Sia Sch(k)
la categoria degli schemi su k (cioé degli schemi X dotati di un morfi-
smo X — Speck) e sia Bar(k) la categoria delle varieta (affini, quasi-
affini, proiettive o quasi-proiettive) su k. Allora esiste un funtore naturale,
pienamente fedele,

t: Bar(k) — Sch(k).

Per ogni varieta V', il suo spazio topologico ¢ omeomorfo all’insieme dei
punti chiusi dello spazio topologico sottostante allo schema t(V') e il suo
fascio delle funzioni regolari € ottenuto per restrizione, attraverso questo
omeomorfismo, del fascio strutturale dello schema t(V').

Dimostrazione. Per cominciare, sia X uno spazio topologico qualsiasi e sia
t(X) 'insieme dei sottoinsiemi chiusi irriducibili (non vuoti) di X. Se Y &
un sottoinsieme chiuso di X, allora ¢(Y") C ¢(X). Inoltre ¢(Y1UY3) = t(Y1)U
t(Y3) e t(NY;) = Nt(Y;). Possiamo quindi definire una topologia su ¢(X)
prendendo come sottoinsiemi chiusi i sottoinsiemi della forma ¢(Y), dove Y’
e un sottoinsieme chiuso di X. Se f : X; — X, € una funzione continua,
si ottiene una mappa t(f) : t(X;) — t(Xz) inviando un sottoinsieme chiuso
irriducibile nella chiusura della sua immagine. Pertanto ¢ ¢ un funtore sugli
spazi topologici. Possiamo inoltre definire una funzione continua a : X —
t(X) ponendo «a(P) = {P}. Sinoti che o induce una biiezione tra l'insieme
dei sottoinsiemi aperti di X e I'insieme dei sottoinsiemi aperti di ¢(X).

Sia ora k un campo algebricamente chiuso. Sia V' una varieta su k e sia
Oy il suo fascio delle funzioni regolari. Dimostreremo che (¢(V), a.(Oy)) &
uno schema su k. Dato che ogni varieta puo essere ricoperta da sottovarieta
aperte affini (vedi Lemma 1.6.9), sara sufficiente dimostrare che se V' ¢ affine,
allora (t(V),a,(Oy)) & uno schema. Sia dunque V' una varieta affine con
anello delle coordinate affini A. Definiamo un morfismo di spazi localmente
anellati

B:(V,0y) — X =Spec A

come segue. Per ogni punto P € V, sia 3(P) = mp l'ideale di A composto
da tutte le funzioni regolari che si annullano in P. Allora, in base al pun-
to (b) del Teorema 1.4.8, 3 & una biiezione di V' sull’insieme dei punti chiusi
di X. Si verifica facilmente che, in effetti, § ¢ un omeomorfismo sulla sua
immagine. Ora, per ogni sottoinsieme aperto U C X, definiremo un omo-
morfismo di anelli Ox(U) — 5,(0y)(U) = Oy (371 (U)). Data una sezione
s € Ox(U) e dato un punto P € ~1(U), definiamo s(P) prendendo prima
I'immagine di s nella spiga Ox gp), che ¢ isomorfa all’anello locale Ay, e,
poi passando all’anello quoziente Ay, /mp, che & isomorfo al campo k. In
questo modo s determina una funzione da 3~1(U) a valori in k. E facile
verificare che questa e una funzione regolare e che questa mappa determina
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un isomorfismo Ox(U) = Oy (S71(U)). Infine, poiché gli ideali primi di A
sono in corrispondenza biunivoca con i sottoinsiemi chiusi e irriducibili di
V', queste osservazioni provano che (X, Ox) ¢ isomorfo a (¢(V), a.(Oy)) e
quindi il secondo & uno schema affine.

Per dare un morfismo da (¢(V), a.(Ov)) a Speck, dobbiamo solo dare
un omomorfismo di anelli & — I'(¢(V), Oy ) = I'(V, Oy). Inviamo X € k
nella funzione costante A su V. Pertanto ¢(V') diventa uno schema su k.
Infine, se Ve W sono due varieta, si puo verificare che la mappa naturale

Homyq(x) (V, W) — Home.y) (t(V), t(W))

¢ una biiezione. Cio dimostra che il funtore ¢ : Lar(k) — Sch(k) ¢ piena-
mente fedele. In particolare, cio implica che ¢(V) ¢ isomorfo a t(W) se e
solo se V' ¢ isomorfa a W.

Per terminare osserviamo che, dalla costruzione, risulta evidente che
a:V — t(V) induce un omeomorfismo di V sull’insieme dei punti chiusi di
t(V'), con la topologia indotta. O

2.3.4 Sottoschemi

In questa sezione descriveremo la nozione di sottoschema di uno schema
dato. Come vedremo il concetto di sottoschema ¢ meno intuitivo di quanto
possa sembrare a prima vista.

Iniziamo con alcune considerazioni generali che valgono anche per gli
spazi anellati. Sia (X,Ox) uno schema (o, piu in generale, uno spazio
anellato). Dato che gli schemi (rispettivamente, gli spazi anellati) formano
una categoria, si potrebbe pensare di definire un sottoschema (risp., un
sottospazio anellato) come un sotto-oggetto nella categoria appropriata.

Ricordiamo che, se X ¢ un oggetto di una categoria €, un sotto-oggetto
di X e essenzialmente un oggetto Y di € dotato di un monomorfismo j :
Y — X detto l'iniezione canonica’.

Si puo facilmente dimostrare che vale il seguente risultato:

Proposizione 2.3.18. Sia (f, f#) : (Y,Oy) — (X,0x) un morfismo di
schemi (o di spazi anellati). Se f :Y — X é una funzione iniettiva e
continua tra spazi topologici e f# : Ox — f.Oy & un morfismo suriettivo di
fasci, allora (f, f#) ¢ un monomorfismo nella categoria degli schemi (Tisp.,
nella categoria degli spazi anellati).

Purtroppo pero la definizione categorica di sotto-oggetto non fornisce
la buona nozione di sottoschema. Infatti, se (Y,0y) — (X,0x) ¢ un

"In realtd un sotto-oggetto di X & una classe di equivalenza di coppie (Y,5) come
sopra, per una opportuna relazione di equivalenza.
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sottoschema, noi vorremmo poter identificare Y con la sua immagine in
X. Tuttavia se (Y, Oy) — (X,Ox) ¢ un monomorfismo di schemi, non ¢
affatto detto che esso determini un omeomorfismo di Y con la sua immagine
in X. In effetti cio non vale neppure nella categoria degli spazi topologici,
in cui monomorfismo significa funzione iniettiva e continua, come mostra il
seguente esempio.

Esempio 2.3.19. Sia X = {x1, 25} dotato della topologia in cui gli aperti
sono i sottoinsiemi (), {z2} e X (z; & dunque un punto chiuso, mentre s & un
punto aperto la cui chiusura & tutto X). Sia Y = {y;, 42} con la topologia
discreta, e sia f : Y — X la funzione definita da y; — z1 € yo — x5. f &
quindi una funzione biiettiva e continua, ma la sua inversa non & continua.
Infatti i due spazi X e Y non sono omeomorfi.

Un esempio analogo, nel caso degli schemi, ¢ il seguente (vedi [EGA,
Vol. 1, Rémarque 3.8.4)):

Esempio 2.3.20. Sia Y = Spec A, dove A e un anello di valutazione discreta
di campo residuo k e di campo delle frazioni K. Sia X = Spec B, dove
B = K x k (quindi X = Spec K LI Speck). Sia f : X — Y il morfismo
di schemi che corrisponde all’omomorfismo di anelli (p1,p2) : A — K X k,
dove p1 : A — K e py : A — k sono gli omomorfismi canonici. Allora
f X — Y & un monomorfismo biiettivo, ma non & un omeomorfismo tra
gli spazi topologici X e Y.

Veniamo ora alla definizione corretta di immersione di schemi e di sot-
toschema. Trattiamo separatamente il caso dei sottoschemi aperti e quello
dei sottoschemi chiusi.

Sia dunque (X, Ox) uno schema. Se U C X & un sottoinsieme aperto,
esso eredita da X una struttura naturale di schema, ottenuta prendendo
come fascio strutturale la restrizione del fascio Ox a U, Oy = Ox|y.

Definizione 2.3.21. Lo schema (U, Op) costruito come sopra ¢ detto un
sottoschema aperto di (X, Ox).

Definizione 2.3.22. Una immersione aperta € un morfismo di schemi f :
Y — X che induce un isomorfismo di Y con un sottoschema aperto di X.

Osservazione 2.3.23. Facciamo notare che un sottoinsieme aperto U di uno
schema (X, Oyx) pud benissimo avere, oltre alla struttura di sottoschema
aperto data dal fascio di anelli Ox|y, altre strutture di schema, diverse da
quella indotta da X.

Il caso dei sottoschemi chiusi e pit delicato. Un’analogia con il caso clas-
sico delle sottovarieta di una varieta puo servire da guida. Noi sappiamo
che, nel caso di una varieta affine X, le sottovarieta chiuse di X o, piu in



82 Capitolo 2. Schemi

generale, i sottoinsiemi algebrici, corrispondono agli ideali dell’anello delle
coordinate affini A(X). Piu in generale, se A ¢ un anello qualsiasi e a ¢
un ideale di A, la proiezione canonica A — A/a determina un morfismo di
schemi Y = Spec(A/a) — X = Spec A. Come abbiamo gia visto nell’E-
sempio 2.3.8, questo morfismo permette di identificare in modo canonico lo
schema Y con il sottoinsieme chiuso V' (a) di X. In questo caso infatti la
mappa f : Y — X induce un omeomorfismo tra Y e la sua immagine in X,
mentre il morfismo di fasci f# : Ox — f,Oy & suriettivo.
Questo esempio motiva la seguente definizione:

Definizione 2.3.24. Una immersione chiusa di schemi ¢ un morfismo
(f, /%) : (Y, Oy) — (X, Ox) tale che f induca un omeomorfismo di Y con
un sottoinsieme chiuso di X e tale che il morfismo di fasci f# : Ox — f.Oy
sia suriettivo.

Definizione 2.3.25. Un sottoschema chiuso di uno schema (X, Ox) & una
classe di equivalenza di immersioni chiuse del tipo (f, f#) : (Y,0y) —
(X,Ox), dove due immersioni chiuse f : Y — X e f' : Y/ — X sono

equivalenti se esiste un isomorfismo di schemi i : Y' = Y tale che f' = foi.

Osservazione 2.3.26. Come abbiamo gia visto, nel caso di uno schema affine
X = Spec A, per ogni ideale a dell’anello A l'identificazione di Spec(A/a)
con il sottoinsieme chiuso V' (a) di X permette di definire una struttura di
sottoschema chiuso sul sottoinsieme V'(a). In particolare, cio significa che
un dato sottoinsieme chiuso Y di X possiede, in generale, molte strutture
di sottoschema, corrispondenti a tutti gli ideali a per i quali si ha V(a) =Y.
Fra tutte queste strutture di sottoschema ce n’e¢ una “piu bella” delle altre,
la quale corrisponde al piu grande tra tutti questi ideali a: essa e detta
la struttura di sottoschema chiuso ridotto indotta. Si puo poi dimostrare
che ogni struttura di sottoschema chiuso su un dato sottoinsieme chiuso
Y di uno schema affine X deriva dalla scelta di un ideale nel modo sopra
descritto.

2.3.5 Alcune proprieta degli schemi

Definiamo ora alcune tra le pitt importanti proprieta degli schemi. Come
vedremo, alcune di esse sono di carattere puramente topologico, altre invece
coinvolgono anche il fascio strutturale.

Definizione 2.3.27. Uno schema e connesso se il suo spazio topologico e
connesso. Uno schema e irriducibile se il suo spazio topologico ¢ irriducibile.

Definizione 2.3.28. Uno schema (X, Ox) e ridotto se, per ogni sottoinsie-
me aperto U, I'anello Ox (U) ¢ privo di elementi nilpotenti.
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Si puo dimostrare (farlo per esercizio) che la definizione di schema ridotto
equivale a richiedere che tutti gli anelli locali Ox p siano privi di elementi
nilpotenti, per ogni P € X.

Definizione 2.3.29. Uno schema (X, Ox) € integro se, per ogni sottoinsie-
me aperto U, 'anello Ox(U) ¢ un dominio di integrita.

Una proprieta di carattere puramente algebrico puo avere delle conse-
guenze anche di natura topologica, come ora dimostreremo. Premettiamo il
seguente risultato, la cui dimostrazione ¢ lasciata al lettore come esercizio.

Lemma 2.3.30. Sia X uno schema, sia f € I'(X,0x) e sia Xy = {z €
X | fo & my}, dove f, indica Uimmagine di f in Ox, e m, é l'ideale mas-
stmale dell’anello locale Ox ,. Sia U = Spec A un sottoinsieme aperto af-
fine di X e sia f € A =T(U,Oxly) la restrizione di f. Si dimostri che

UNXy=D(f). St concluda che Xy é un sottoinsieme aperto di X.

Proposizione 2.3.31. Uno schema é integro se e solo se é sia irriducibile
che ridotto.

Dimostrazione. Ovviamente uno schema integro e anche ridotto. Se X non
fosse irriducibile allora esisterebbero due sottoinsiemi aperti disgiunti non
vuoti U; e Uy. Ma in tal caso si avrebbe Ox (U UUs) = Ox(Uy) x Ox(Us),
che non & un dominio di integrita. Quindi se X & integro, deve essere anche
irriducibile.

Viceversa, supponiamo che X sia ridotto e irriducibile. Sia U un sottoin-
sieme aperto di X e supponiamo che esistano due elementi f,g € Ox(U)
con fg=0. SlaY ={r e U|f, em}esiaZ ={reclUl|g, €m}
Dal Lemma 2.3.30 segue che Y e Z sono due sottoinsiemi chiusi, e si ha
YUZ =U. Ma X e¢ irriducibile, quindi anche U ¢ irriducibile e quindi Y,
oppure Z, deve coincidere con U; supponiamo che sia Y = U. Ma allora la
restrizione di f ad ogni sottoinsieme aperto affine di U deve essere nilpo-
tente®, quindi deve essere nulla. Da cio segue che anche f deve essere nulla.
Cio dimostra che X ¢ integro. m

Definizione 2.3.32. Uno schema X ¢ localmente noetheriano se puo essere
ricoperto con dei sottoinsiemi aperti affini Spec A;, dove ogni A; € un anello
noetheriano. X e detto noetheriano se esso € localmente noetheriano e
quasi-compatto. Equivalentemente, X e noetheriano se esso ammette un
ricoprimento aperto finito costituito da sottoinsiemi aperti affini Spec A;,
dove ciascun A; & un anello noetheriano.

8Cio discende dal fatto che, in uno schema affine Spec A, I'aperto D(f) & vuoto se e
solo se f € A ¢ nilpotente.
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La proprieta di essere noetheriano e una proprieta di carattere locale,
come illustra il seguente risultato:

Proposizione 2.3.33. Uno schema X e localmente noetheriano se e solo
se per ogni sottoinsieme aperto affine U = Spec A di X, A é un anello
noetheriano. In particolare, uno schema affine X = Spec A € uno schema
noetheriano se e solo se A é un anello noetheriano.

Dimostrazione. Vedi [Ha, Proposition 3.2, p. 83]. O
Vediamo ora delle proprieta di finitezza per i morfismi di schemi.

Definizione 2.3.34. Un morfismo di schemi f : X — Y e localmente di tipo
finito se esiste un ricoprimento di Y con aperti affini V; = Spec B; tali che,
per ogni i, f~'(V;) possa essere ricoperto con aperti affini U;; = Spec A4;;,
dove ogni A;; ¢ una B;-algebra finitamente generata.

Il morfismo f : X — Y e di tipo finito se, in aggiunta a quanto detto,
ogni f~1(V;) puo essere ricoperto con un numero finito di tali aperti U;.

Definizione 2.3.35. Un morfismo di schemi f : X — Y ¢ finito se esiste
un ricoprimento di Y con aperti affini V; = Spec B; tali che, per ogni 1,
F7HV;) sia uno schema affine, f~1(V;) = Spec A;, dove A; ¢ una B;-algebra
finita, cioe finitamente generata in quanto B;-modulo.

Esiste anche una proprieta di finitezza di tipo puramente insiemistico:

Definizione 2.3.36. Un morfismo di schemi f : X — Y & quasi-finito se,
per ogni punto y € Y, f~!(y) & un insieme finito.

Alcune relazioni tra tutte queste proprieta sono chiarite dal seguente
risultato:

Proposizione 2.3.37. Sia f: X — Y un morfismo di schemi.
(a) Se f é finito allora é anche quasi-finito.

(b) Se f é finito allora é anche chiuso, cioé l'immagine di ogni sottoin-
sieme chiuso di X e chiuso in Y .

(¢) Un morfismo suriettivo, di tipo finito e quasi-finito non € necessaria-
mente un morfismo finito.

Osservazione 2.3.38. Se V & una varieta, definita su un campo algebricamen-
te chiuso k, allora lo schema (V') associato a V' & uno schema noetheriano,
integro e di tipo finito su k (cioe su Speck).
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2.3.6 Prodotto fibrato di schemi

La nozione di prodotto fibrato di schemi & estremamente importante; essa
fornisce, ad esempio, lo strumento ideale per definire e studiare le fibre di
un morfismo di schemi.

Definizione 2.3.39. Siano S uno schema e X e Y due schemi su S, cioe
due schemi con il dato di due morfismi f: X — Seqg:Y — S. Il prodotto
fibrato di X eY su S e uno schema, indicato con X xgY, con il dato di due
morfismi py : X XgY — X epy : X XgY — Y che rendono commutativo
il seguente diagramma:

p Py

7N,
A

S

Deve valere inoltre la seguente proprieta universale: per ogni schema Z su
S, con il dato di due morfismiav: Z — X e f: Z — Y tali che foa = gof3,
esiste un unico morfismo v : Z — X xgY che rende commutativo il seguente
diagramma:

X x S Y
v

A Y

|

S

/4

71X
\

Osservazione 2.3.40. Questa e la solita definizione categorica di prodotto
fibrato. Naturalmente non e detto che in una categoria i prodotti fibrati
esistano, ma se esistono la stessa definizione ne garantisce 'unicita a meno
di isomorfismo (anch’esso unicamente determinato).

Si tratta ora di mostrare che nella categoria degli schemi i prodotti fibrati
esistono.

Teorema 2.3.41. Sia S uno schema e X eY due schemi su S. Indichiamo
conp: X — S econq:Y — S imorfismi strutturali. Allora il prodotto
fibrato X xg'Y esiste.

Dimostrazione. Per la dimostrazione dettagliata si veda [Ha, Theorem 3.3,
p. 87]. Descriveremo ora, a grandi linee, I'idea della dimostrazione.
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Iniziamo costruendo il prodotto fibrato nel caso in cui tutti gli schemi
sono affini. Sia quindi S = Spec R, X = Spec A e Y = Spec B. Allora il
diagramma di morfismi di schemi

X Y
S
corrisponde al diagramma di omomorfismi di anelli
A B
R

Dall’equivalenza di categorie tra schemi affini e anelli, si deduce che il
prodotto fibrato X xgY e lo spettro dell’anello A ®r B.

Nel caso generale dovremo considerare un ricoprimento di S costituito
da schemi affini S; = Spec R;. Poniamo X; = p~}(S;) e Vi = ¢ 1(S)).
Ognuno degli schemi X; sara ricoperto da degli schemi affini U;; = Spec A;;
e, analogamente, ogni schema Y; sara ricoperto da degli schemi affini V};, =
Spec Bj,. Per ogni 1, 7, h potremo quindi considerare il prodotto fibrato di
schemi affini

Uij X, Vi = Spec(A;; ®r, Bin).

Ora si tratta solo di far vedere che tutti questi prodotti fibrati locali U;; x g,
Vin si possono incollare tra loro in modo da ottenere uno schema X xgY
di cui essi costituiscono un ricoprimento aperto affine (i dettagli non sono
eccessivamente difficili, ma effettuare tutte le verifiche necessarie risulta
abbastanza lungo). O

2.3.7 Fibre di un morfismo di schemi

La nozione di prodotto fibrato di schemi permette di definire, in modo
adeguato, le fibre di un morfismo di schemi.

Sia f : X — Y un morfismo di schemi, e sia y € ¥ un punto di Y. La
classica definizione di fibra

[Hy) ={z e X|f(z) =y}

non ¢ adeguata alla teoria degli schemi, dato che in questo modo si ottiene
solo un sottoinsieme di X e non un sottoschema. La definizione corretta
puo essere data come segue. Dato y € Y sia k(y) il suo corpo residuo.
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Allora dare y € Y equivale a dare un morfismo di schemi Speck(y) — Y.
Si ottiene cosi il diagramma

X
!
Spec k(y) —=Y

Definizione 2.3.42. Con le notazioni precedenti, la fibra di f in y € lo
schema
X, = X Xy Speck(y).

In questo modo la fibra di f in y risulta essere, per definizione, uno
schema. Si puo poi dimostrare che lo spazio topologico sottostante alla
fibra X, & omeomorfo al sottoinsieme f~!(y) di X.

Osservazione 2.3.43. La nozione di fibra di un morfismo permette di pensare
a un morfismo di schemi f : X — Y come a una famiglia di schemi, le fibre
X, = ['(y), parametrizzate da Y.

2.3.8 Morfismi separati

Introduciamo ora la nozione di schema separato o, pitl in generale, di mor-
fismo separato di schemi. La definizione topologica classica di separatezza
non ¢ adeguata al caso degli schemi: la topologia di uno schema non e
praticamente mai una topologia di Hausdorff! C’e tuttavia una definizione
alternativa di separatezza che puo essere adattata al caso degli schemi. Vale
infatti il seguente risultato:

Proposizione 2.3.44. Uno spazio topologico X ¢é di Hausdorff se e solo se
['tmmagine del morfismo diagonale

A: X —XxX, v (z,7),
e un sottoinsieme chiuso di X x X.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ assolutamente standard (basta ricor-
dare le definizioni di insieme chiuso, di topologia separata e di topologia
prodotto) ed ¢ lasciata per esercizio al lettore. O

Se X e uno schema o, piu in generale, se f : X — Y e un morfismo di
schemi (cioe se X ¢ uno schema su Y'), esiste un unico morfismo diagonale
A: X — X Xy X: esso e I'unico morfismo da X a X xy X che composto
con le due proiezioni dal prodotto X xy X a ciascuno dei suoi fattori e
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I'identita (l'esistenza e l'unicita del morfismo diagonale A derivano dalla
proprieta universale del prodotto fibrato).

Risulta quindi ragionevole pensare di definire una nozione di separatezza
per i morfismi di schemi ricorrendo al morfismo diagonale, in modo analogo
al risultato enunciato nella proposizione precedente. Abbiamo pero due
possibili candidate al ruolo di “buona definizione” di morfismo separato di
schemi:

(1) Un morfismo di schemi f : X — Y ¢ separato se A(X) ¢ un sottoin-
sieme chiuso di X xy X;

(2) Un morfismo di schemi f: X — Y & separatose A : X — X xy X &
una immersione chiusa.

Naturalmente (2) = (1), ma si puo dimostrare (vedi Corollario 2.3.50)
che anche (1) = (2). Le due possibili definizioni sono quindi equivalen-
ti. Dopo aver chiarito questo punto possiamo finalmente dare la seguente
definizione:

Definizione 2.3.45. Un morfismo di schemi f : X — Y ¢ separato se il
morfismo diagonale A : X — X Xy X € una immersione chiusa. In tal
caso si dice anche che X ¢ separato su Y. Uno schema X ¢ detto separato
se esso ¢ separato su SpecZ (a tal proposito ricordiamo che SpecZ & un
oggetto finale nella categoria degli schemi, cioe che ogni schema X ammette
un unico morfismo X — SpecZ).

Osservazione 2.3.46. Se k = C e se X & uno schema di tipo finito su &k, e
possibile considerare lo spazio analitico complesso X, corrispondente a X.
Mentre X, in quanto schema, ¢ dotato della topologia di Zariski, lo spazio
analitico X,, ¢ dotato della classica topologia complessa. In questo caso
si puo dimostrare che X e uno schema separato su k se e solo se lo spazio
topologico X,, ¢ di Hausdorff. Cio significa che, nel caso classico, questa
nuova definizione di separatezza coincide con la classica nozione topologica
di spazio topologico separato.

Esempio 2.3.47. Un esempio classico di schema non separato ¢ il seguente.
Sia k un corpo e X la retta affine su k con l'origine sdoppiata (X non & uno
schema affine). Lo schema X non & separato su k. Infatti il prodotto X x; X
e il piano affine con gli assi sdoppiati e con quattro origini. L'immagine del
morfismo diagonale A ¢ la solita diagonale, con due delle quattro origini di
X X X. Ma A(X) non & un sottoinsieme chiuso di X x; X, dato che tutte le
quattro origini appartengono alla chiusura di A(X). Per una dimostrazione
di quanto asserito si veda [S].
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Esempio 2.3.48. Sia V una varieta affine su un corpo algebricamente chiuso
k e sia t(V') lo schema associato. Si puo dimostrare che ¢(V') € uno schema
separato su k.

Dimostriamo ora il seguente risultato:

Proposizione 2.3.49. Se f : X — Y ¢ un morfismo di schemi affini,
allora f e separato.

Dimostrazione. Sia X = Spec A e Y = Spec B. Il morfismo f : X — Y
corrisponde a un omomorfismo di anelli B — A che rende A una B-algebra.
Si ha quindi X xy X = Spec(A ®p A). Il morfismo diagonale A : X —
X Xy X corrisponde all’omomorfismo A®z A — A definito da a®a’ — ad’.
Dato che questo ¢ un omomorfismo suriettivo di anelli, si conclude che A e
una immersione chiusa. [

Corollario 2.3.50. Un morfismo di schemi f : X — Y é separato se e solo
se limmagine del morfismo diagonale € un sottoinsieme chiuso di X Xy X.

Dimostrazione. Un’implicazione ¢ ovvia: se f : X — Y e separato, A :
X — X Xy X ¢ una immersione chiusa, quindi A(X) ¢ un sottoinsieme
chiuso di X xy X.

Viceversa, supponiamo che A(X) sia un sottoinsieme chiuso di X xy X.
Dobbiamo dimostrare che A : X — X Xy X ¢ una immersione chiusa, cioe
che A induce un omeomorfismo tra X e A(X) e che il morfismo di fasci
Oxxyx — AOx e suriettivo.

Sia p; : X xy X — X la prima proiezione. Dato che p; o A = idy, si
conclude che A definisce un omeomorfismo tra X e A(X). Rimane solo da
dimostrare la suriettivita del morfismo di fasci Oxx, x — A.Ox, ma questa
¢ una questione locale. Per ogni punto P € X consideriamo un intorno
aperto affine U di P in X, sufficientemente piccolo da garantire che f(U)
sia contenuto in un aperto affine V' di Y. Allora U x U & un intorno aperto
affine di A(P) e, in base alla proposizione precedente, A : U — U XU ¢ una
immersione chiusa. Da cio segue che il morfismo di fasci Oxx, x — A.Ox
e suriettivo in un intorno di P, il che conclude la dimostrazione. O

In generale, verificare se un morfismo di schemi e separato usando la
definizione puo non essere facile. Esiste un importante criterio che molto
spesso puo essere effettivamente usato per dimostrare che un dato morfismo
di schemi ¢ separato. L’idea e, grosso modo, la seguente: uno schema X,
per essere separato, non dovrebbe contenere alcun sottoschema del tipo di
una curva con un punto sdoppiato (si ricordi 'esempio della retta affine
con l'origine sdoppiata che risultava essere uno schema non separato). Un
modo piu formale di dire la stessa cosa e richiedere che, se C' & una curva
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e P un punto di C, allora dato un qualunque morfismo da C'\ P a X, esso
deve ammettere al piti una sola estensione a un morfismo da C' a X. In
pratica pero si scopre che questa idea grossolana deve essere leggermente
modificata. Innanzi tutto il problema in questione e locale, quindi possia-
mo sostituire 'intera curva C' con il suo germe in P, cioe con il suo anello
locale in P. Si noti che questo anello locale, essendo 'anello locale di una
curva in un suo punto, € un anello di valutazione discreta. Purtroppo pero
considerare solo degli anelli di valutazione discreta non e ancora sufficiente.
Dato che lavoriamo con schemi del tutto generali, si trova che e necessario
considerare degli anelli di valutazione arbitrari. Infine, bisogna anche ren-
dere il nostro criterio relativo, su uno schema di base Y. Il risultato che si
ottiene, enunciato nel prossimo teorema, ¢ noto come il criterio valutativo
di separatezza:

Teorema 2.3.51. Sia f : X — Y un morfismo di schemi, e supponiamo che
X sia uno schema noetheriano. Allora f é separato se e solo se é verificata
la sequente condizione. Per ogni campo K e per ogni anello di valutazione
R con campo quoziente K, siaT' = Spec R e U = Spec K, e siai: U — T
il morfismo indotto dall’inclusione R C K. Dato un morfismo da T a'Y
e dato un morfismo da U a X in modo tale che il sequente diagramma sia
commutativo
U—X

; o )l/f

esiste al pit un solo morfismo v : T — X che rende commutativo il sequente
diagramma:

HX

| 2

T—=Y
Dimostrazione. Per la dimostrazione si veda [Ha, Theorem 4.3, p. 97]. [

Utilizzando questo criterio si puo dimostrare tutta una serie di proprieta
dei morfismi separati:

Corollario 2.3.52. Supponiamo, per semplicita, che tutti gli schemi siano
noetheriani. Allora:

(a) Immersioni aperte e immersioni chiuse sono separate.
(b) La composizione di due morfismi separati é un morfismo separato.

(¢) I morfismi separati sono stabili per cambiamento di base.
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(d) Se f: X =Y ef : X' — Y sono morfismi separati di schemi su
uno stesso schema di base S, allora il prodotto fibrato

fXSfliXXSX/%YXSY/
e separato.

(e) Se f: X =Y eqg:Y — Z sono due morfismi di schemi e se go f ¢é
separato, allora anche f € separato.

(f) Un morfismo f : X — Y ¢é separato se e solo se Y puo essere rico-
perto da sottoinsiemi aperti V; tali che i morfismi f_l(Vi) — Vi siano
separati, per ogni i.

2.3.9 Morfismi propri

Introdurremo ora la nozione di morfismo proprio di schemi (e di schema
proprio) che risulta essere un analogo, nel caso degli schemi, della nozione
di compattezza per le varieta differenziabili o analitiche. A tal proposito ¢
quasi superfluo osservare che la classica definizione topologica di compattez-
za, formulata nell’ambito degli schemi, non fornisce la “buona definizione”
(cio & dovuto alle proprieta peculiari della topologia di Zariski).

Quello che sicuramente vorremmo, da una definizione adeguata di “com-
pattezza” nel caso degli schemi, e che uno spazio affine A} o, piti in generale,
una varieta affine X C A}, non sia “compatta,” mentre uno spazio proiettivo
P} o, piu in generale, una varieta proiettiva X C P}, lo sia.

Seguendo Grothendieck, la “buona definizione” di compattezza (chia-
mata proprieta) nel caso di uno schema o, piu in generale, nel caso di un
morfismo di schemi, puo essere formulata come segue:

Definizione 2.3.53. Un morfismo di schemi f : X — Y & proprio se &
separato, di tipo finito e universalmente chiuso.’

Uno schema X sul campo k e proprio se il morfismo naturale X — Spec k
¢ proprio.

Bisogna ammettere che, a prima vista, questa definizione puo sembrare
alquanto strana, se non del tutto incomprensibile! Tuttavia, nel caso degli
schemi definiti sul campo complesso k = C, questa definizione di proprieta
coincide proprio con la classica nozione di compattezza. Si puo infatti di-
mostrare che, se (X, Ox) € uno schema di tipo finito sul campo complesso

9Un morfismo di schemi f : X — Y & detto chiuso se 'immagine di ogni sottoinsieme
chiuso di X & un chiuso di Y; f & detto universalmente chiuso se & chiuso e se per ogni
morfismo Y’ — Y il morfismo f': X’ = X xy Y’ — Y’, ottenuto da f per cambiamento
di base, ¢ chiuso.
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C e se indichiamo con (X, Oyx,,) lo spazio analitico complesso ad esso
associato (dotato della classica topologia complessa), allora:

(a) X e proprio su C se e solo se X,, € uno spazio topologico compatto;

(b) piu in generale, se (Y,Oy) ¢ un altro schema di tipo finito su C e
se indichiamo con (Y;,, Oy,,) lo spazio analitico complesso associato,
allora un morfismo di schemi f : X — Y & proprio se e solo se il
corrispondente morfismo f., : Xan — Yan di spazi analitici complessi
¢ proprio, nel senso che I'antiimmagine di ogni sottoinsieme compatto
di Y,, € un sottoinsieme compatto di X,,.

A titolo di esempio possiamo ora dimostrare che la retta affine A} non ¢
propria su k. Sia dunque k un campo e sia X = A}. Certamente X ¢
separato e di tipo finito su k, inoltre il morfismo f : X — Speck & chiuso.
Dobbiamo allora dimostrare che f non e universalmente chiuso. Conside-
riamo il cambiamento di base X — Speck. Si ottiene cosi il diagramma
commutativo

Xxp X——X

L)

X Speck

Si ha X x; X = A e il morfismo f' : A? — A} ¢ la proiezione, espressa
in coordinate da f’ : (z,y) — z. Questo morfismo non ¢ chiuso, infatti il
sottoinsieme chiuso di A? di equazione zy = 1 (iperbole) ha come immagine
la retta affine privata dell’origine, che non ¢ un sottoinsieme chiuso di A},
Pertanto f : X — Speck non & universalmente chiuso, e quindi X non e
proprio su k. Osserviamo infine che, con un ragionamento analogo, si puo
dimostrare che lo spazio affine A} non e proprio su k, per ogni n > 1.

Osservazione 2.3.54. 1l ragionamento utilizzato per dimostrare che la retta
affine A} non ¢ uno schema proprio su k sembra suggerire che cio che manca
per dimostrare che il morfismo f : A} — Speck ¢ universalmente chiuso &
il “punto all’infinito” dell’iperbole di equazione xy = 1, il quale verrebbe
proiettato nell’origine di A} rendendo chiusa I'immagine dell’iperbole. Si
puo cosl sperare che, considerando la retta proiettiva P;, si ottenga uno
schema proprio su k. In effetti, questo ¢ proprio quello che accade. Si
puo dimostrare che lo spazio proiettivo P} e, pill in generale, ogni varieta
proiettiva X C P}, ¢ uno schema proprio su k.

Come nel caso dei morfismi separati, anche per i morfismi propri esiste

un criterio estremamente utile:

Teorema 2.3.55. (Criterio valutativo di proprieta). Sia f : X — Y un
morfismo di tipo finito, con X schema noetheriano. Allora f é proprio se
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e solo se per ogni anello di valutazione R con campo quoziente K, posto
T = SpecR, U = Spec K, i : U — T il morfismo indotto dall’inclusione
R C K, e per ogni coppia di morfismi U — X e T — Y che formano un
diagramma commutativo

U——X
|

T7'—Y

esiste un unico morfismo v : T — X che rende commutativo il sequente
diagramma:

U

T

Dimostrazione. Per la dimostrazione si veda [Ha, Theorem 4.7, p. 101]. O

X
f
Y

|\

Utilizzando questo criterio si dimostrano le seguenti affermazioni:

Corollario 2.3.56. Supponiamo, per semplicita, che tutti gli schemi siano
noetheriani. Allora:

(a) Un’immersione chiusa é un morfismo proprio.
(b) La composizione di due morfismi propri é un morfismo proprio.
(¢) I morfismi propri sono stabili per cambiamento di base.

(d) Se f: X =Y e f': X' =Y’ sono morfismi propri di schemi su uno
stesso schema di base S, allora il prodotto fibrato

fXSf/ZXXSX/HYXSY/
e proprio.

(e) Se f: X =Y eqg:Y — Z sono due morfismi di schemi e se go f ¢
proprio e g € separato, allora anche f € proprio.

(f) Un morfismo f: X —Y ¢ proprio se e solo se Y puo essere ricoperto
da sottoinsiemi aperti V; tali che i morfismi f~1(V;) — V; siano propri,
per ogni .
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2.3.10 Morfismi proiettivi

In questa sezione introduciamo la nozione di morfismo proiettivo come
naturale generalizzazione della nozione di varieta proiettiva.

Sia A un anello. Lo spazio proiettivo n-dimensionale su A & definito
ponendo P, = Proj A[xg,...,x,]. Se A — B & un omomorfismo di anelli,
si ottiene il seguente diagramma commutativo

P’} Xspec 4 Spec B P

l l

Spec B Spec A

ed e facile dimostrare che P} Xgpec 4 Spec B = P, In particolare, per ogni
anello A, si ha P’} = P, Xgpecz Spec A.
Quanto abbiamo appena visto fornisce I'idea per la seguente definizione:

Definizione 2.3.57. Sia Y uno schema qualsiasi. Lo spazio proiettivo
n-dimensionale su Y ¢ definito ponendo Py = P, Xgpecz Y.

Possiamo ora definire i morfismi proiettivi come segue:

Definizione 2.3.58. Un morfismo di schemi f : X — Y & proiettivo se esso
puo essere fattorizzato in una immersione chiusa ¢ : X — P}, per qualche
n, seguita dalla proiezione p : Py — Y.

Un morfismo f : X — Y e quasi-proiettivo se esso puo essere fattorizzato

in una immersione aperta j : X — X’ seguita da un morfismo proiettivo
g: X'—>Y.
Osservazione 2.3.59. Un morfismo proiettivo f : X — Y puo quindi essere
pensato come una famiglia di sottoschemi chiusi di uno spazio proiettivo P”,
per qualche n, parametrizzata dallo schema Y'; questa famiglia e ottenuta
prendendo, per ogni y € Y, la fibra (in senso schematico) f~(y).

A proposito dei morfismi proiettivi, si puo dimostrare il seguente ri-
sultato, che puo essere interpretato come una generalizzazione del classico
risultato secondo cui una varieta proiettiva complessa ¢ compatta.

Teorema 2.3.60. Un morfismo proiettivo di schemi noetheriani e proprio
(un morfismo quasi-proiettivo di schemi noetheriani é invece solo di tipo
finito e separato).

Per concludere, citiamo il seguente risultato:

Teorema 2.3.61. Sia k un campo algebricamente chiuso. L’immagine del
funtore t : War(k) — Sch(k) coincide con l'insieme degli schemi su k quasi-
proiettivi e integri. Limmagine dellinsieme delle varieta proiettive é l'in-
sieme degli schemi proiettivi e integri. In particolare, per ogni varieta V', lo
schema t(V') & integro, separato e di tipo finito su k.
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Dimostrazione. Per la dimostrazione si veda [Ha, Prop. 4.10, p. 104]. O

In base a questo risultato, si definisce la nozione di varieta astratta come
segue:

Definizione 2.3.62. Una varieta astratta € uno schema integro, separato,
di tipo finito su un campo algebricamente chiuso k. Se esso € anche proprio
su k, si dice che e una varieta completa.

A proposito delle varieta astratte, si conoscono i seguenti fatti (vedi [Ha,
Remark 4.10.2, p. 105]):

(a) Ogni curva (i.e., varieta astratta di dimensione 1) completa e proiet-
tiva.

(b) Ogni superficie (i.e., varieta astratta di dimensione 2) completa e non-
singolare ¢ proiettiva.

(c) Esistono delle superficie complete singolari che non sono proiettive.

(d) Esistono delle varieta astratte di dimensione 3, complete e non-singo-
lari, che non sono proiettive.

(e) Ogni varieta astratta puo essere immersa, come sottoinsieme aperto e
denso, in una varieta astratta completa.
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