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Angoli e archi

Si chiama angolo ciascuna delle due parti del piamoi esso e diviso da due semirette

uscenti da uno stesso pudincluse queste due semirette).
L

.Y
p Y s1 Il punto O si chiamavertice dell'angolo e le due
b Y semirettesl es2si diconolati dell'angolo. | due angoli
hY che si formano (parte celeste e parte verde) endic
B esplementaripoiché sono distinti e hanno il contorno
O comune. L'angolo celeste si diocencavoin quanto
’ contiene al suo interno i prolungamenti delle setter
T4 (le linee tratteggiate). L'angolo verde al contragiidice
£ convess@oiché non contiene al suo interno i
¥ 4 prolungamenti delle semirette.
’ s2
r

Si chiama arco la parte di circonferenza inclusanimngolo al centro della
circonferenza stessa.

B
La linea curva rossa e l'intersezione tra la cife@nza
di centro inO e I'angolo convessAOB. La linea rossa
& dettaarco sotteso dall'angol®\OBalla circonferenza.
A

1) Misura di angoli e archi

Per misurare un angolo occorre fissarne l'unitaidura. Un'unita spesso usata grddo.
Si definisce il grado come la 360 parte dell'angolo giro. La 60" parte del grado si dice



minuto primo e la 6™ parte del minuto primo si diceminuto secondo

In tutte le questioni di matematica superiore $ome tuttavia una misura degli angoli diversa da
quella dei gradi e ben piu comoda: viene presa aamta fondamentale non il grado bensi il
radiante.

Si definisce angolo radiante I'angolo al centro dina circonferenza di raggio arbitrario, che
sottende un arco di lunghezza eguale al raggio deltirconferenza.

B

L'angolo AOB & dettoangolo radiantesel'arco
sottesq cioé la linea rossa, e lunga qualh&egmento
OA

Data dunque una circonferenza di raggio r esbsa un arco di lunghezza S che sottenda un
angolo di x gradi, la misura dell’angolo in radiesdra pari ay = S/r

Poiché gli archi sono proporzionali ai rispettiagali al centro possiamo scrivere la seguente
proporzione: #r/360 = S/x dalla quale, essendo y = S/r, si rinavsubito le seguenti formule di
conversione:

y (rad) = 1i x (gradi)= 0,017453293 x (gradi)

8(

x (gradi) = 1—20 y (rad)= 57,295779513 y (rad)

1rad =57°17'44" 180° =t rad



D'ora in poi useremo quasi esclusivamente i radgertcui si usera sempremoltiplicato per un
determinato numero; ad esempio per dire 60°, same 77/3 (in quantorr € 180°), o quando
dovremo esprimere un angolo di 135°, scriveremm43

X (gradi) Y (rad)

0 0

15 w12
30 W6
45 w4
60 w3
72 /5
90 W2
135 314
180 L1
270 312
360 2T

Dobbiamo osservare che la misura dell’angolo inarstdée data da un comune numero reale, senza
pit lo scomodo uso dei primi e dei secondi. Allogse di un corretto uso delle formule di
conversione occorre allora osservare che essendaymero reale, quando I'angolo x comprende
primi ed eventualmente secondi occorre, prima dgfeversione, esprimere anche x come numero
reale, senza primi e secondi e cio si fa facilmentee mostrato dai seguenti due esempi:

x = 33°, 36',48"” = (33 + 36/60 + 48/3600 )° = B83333°

X = 65°, 30",12" = (65 + 30/60 + 12/3600)° = 66333°
Convertendo ora in radianti con la costante fissha:

x = 33°, 36',48"— y =33,61333-0,017453293 = 0,58666328 rad
X = 65°, 30,12"— y = 65,50333-0,017453293 = 1,14324878 rad

Dovendo fare il contrario (passaggio da radiamfiaali) si arriva ad esprimere un angolo in gradi,
ma in notazione decimale, e qualora non si ottemgaumero intero pud essere necessario passare
dai gradi decimali ai gradi con primi e secondit®ado dal primo dei due esempi precedenti
procediamo al contrario:

y = 0.58666328— x = 0,58666328-57,295779513 = 33,61333

poiché i gradi contengono dei decimali vogliamo pagsare ai primi e ai secondi. Si ignora la parte
intera e si moltiplica la parte decimale per 6@eréndo: 0,61333-60 = 36,7998 . | primi sono la
parte intera del numero cosi ottenuto (36)

Si ignora ancora la parte intera e si moltiplicadate decimale per 60, ottenendo: 0,7998-60 =
47,98 =circa 48 edisecondi sono la pareratiel numero ottenuto (48)

Alla fine si ha: x =33°36'48”

La non esattezza dei risultati intermedi € sempieete dovuta agli errori di arrotondamento nei
calcoli, dovuti al fatto che le costanti fisse dneersione, pur espresse con molti decimali, non
sono esatte, essendo le stesse numeri non razionalifinite cifre. L’errore € comunque talmente
piccolo da poter essere tranquillamente ignorato.



Anche pemisurare gli archi occorre fissare un unita di misura. A tal scopassume come unita
di misura l'arco il cui angolo al centro corrisperall'unita di misura degli angoli. Cosi avremo:
I'arco grado, che é I'arco di circonferenza che caisponde all'angolo al centro di un grado;
I'arco radiante, che € I'arco di circonferenza cheorrisponde all'angolo al centro di un
radiante.

=g

Un angolo si dic@rientato quando é stabilito quale dei

R due lati deve considerarsi come primo lato.
In questi due disegni consideriarad primo lato eb il

lato origine. Un angolo si dic@ositivo quando e
descritto dal lato originb mediante una rotazione

0 antiorariaattorno al punt® come nel disegno
|2 d superiore; si dice inveagegativoguando é descritto
dal lato origineb mediante una rotazione oragorno

al puntoO come nel disegno in basso.

uk]

b

La misura di un angolo orientatdOB & la sua misura assoluta presa con il segnoaseeonda
che I'angoloAOBsia positivo 0 negativo.
Se poi AOB & nullo, per definizione la sua misura & 0.

2) Seno e coseno

Sia data una circonferenza goniometrica: circomizmeli raggio unitario nel centro dell'origine.
L'equazione di questa circonferenza é: +¥=1

Consideriamo un qualsiasi angolo orientatcon il primo lato coincidente col semiasse posikv
SiaP il punto di intersezione del secondo lato dellidagon la circonferenza.

F.
Y
P Si chiama_senadell'angolo orientato QOPe si scrive
sen QOP, l'ordinata del punto P, dunque la

> lunghezza del segmento QP.
O Q X Si chiama_cosendlell'angolo orientato QOP e si
scrive cos QOP, l'ascissa del puntdP, dunque la

lunghezza del segmento OQ.

seno e coseno sono grandezze che dipendono esdiusente dall'angolo considerato.
3) Relazione fondamentale

La somma dei quadrati del seno e del coseno di ustesso angolo orientato € uguale a 1.
Infatti P appartiene alla circonferenza goniometrica e sfddijuindi 'equazione % Y?=1 ; il



puntoP e di coordinate (cos X, sen x) e quindi
PZ+PR?=1 — (cosxj+ (senxj=1.
Cio e dimostrabile anche dal Teorema di Pitageraikure dQP e OQ, che sono rispettivamente

il seno e il coseno dell'angolQOP, sono i cateti del triangolo rettangdDP la cui ipotenusa &
uguale a 1 essendo il raggio unitario.

4) Tangente e cotangente

Esistono due definizioni dangente di un angolo orientato Noi partiremo dalla piu usata per poi
dimostrare la validita dell'altra definizione.

P T Sia la rettar la tangente alla circonferenza nel punto

A, si chiama tangente goniometrica dell'angolcAOP
I'ordinata del punto T d'intersezione (quando esiste)

> tra la retta OP e la rettar e si indica contg AOP.

il
Y
A X
O « Nel disegno la tangente goniometrica dell'angolo
AOP & la lunghezza del segmento AT, preso con il
segno dovuto.
F.
Y
B
ﬁ
Q

r . :
T Sia la rettar la tangente alla circonferenza nel punto
P B, si chiama cotangente goniometrica dell'angolo

AOP l'ascissa del puntdl d'intersezione (quando
3 esiste) tra la rettaOP e la rettar e si indica conctg

AOP . Nel disegno la tangente goniometrica

dell'angolo AOP & la lunghezza del segmento BT,
preso con il segno dovuto.

Riferendoci al primo dei due disegni, notiamo ch@angoliAOT e QOP sono simili, avendo
entrambi un angolo retto, un angolo in comune angolo uguale.

Si ha cosi la similitudine OA : TA = OQ : QP; esserDA = 1, TA = tg(AOP), OQ = cosAOP),
QP = sen AOP), si ha che tg AOP) = cos (AOP) : sen (AOP) e possiamo concludere
generalizzando chég X = sen x / cos XQuesta spesso viene considerata come la defigizid

tangente).
Possiamo applicare un discorso analogo alla cordegel secondo disegno: per la similitudine dei

triangoliPOQeTOBsi ha che OT : BT = OP : QP e dunque sostituengieneralizzandetg X =
cos x / sen x



5) Periodicita delle funzioni goniometriche

Le funzioni goniometriche sono defienzioni periodiche, cioé restituiscono valori uguali per
angoli che differiscono tra loro di uno o piu péliidl seno e il coseno hanno un periodo di72
cioé due angoli che differiscono dizzhanno lo stesso seno e coseno. Ad esempia 82 stesso
seno e coseno di 742 11/2 it e cosi via dicendo. Dal momento cha 2quivale a 360°, possiamo
anche dire che sen(14°) = sen(14°+360°) = sen(374&n(734°) = ecc.. e lo stesso vale per il
coseno.

La tangente e la cotangente hanno invece un periodiguale azzr Avendo quindi un periodo di
180°, possiamo ad esempio dire che tg(30°) = td(22@g(390°) = ecc. Possiamo vedere la cosa in
maniera chiara nei grafici delle funzioni.

6) Grafico delle funzioni goniometriche

Grafico del seno
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Con questo grafico si comprende bene la naturagiieda del seno, come tutte le funzioni
goniometriche. Si pud notare come punti distaatidro di 27 abbiano lo stesso seno. Il seno é una
funzionedispari cioésen(-a)=-sen(a)ll grafico di un seno viene chiamato senusoide



Grafico del coseno
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Anche nel coseno ¢ palese la periodicita con mo2lul&' inoltre riscontrabile che il coseno € una
funzionepari cioecos(-a) = cos(a)

Grafico della tangente
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La tangente e una funzione ascendente frattattdl €éhe sia ascendente € palese: in ogni punto la
funzione tende a salire (Rigorosamente si devecdttieda retta tangente in ogni punto di questa
funzione ha coefficiente angolare positivo, o argiarrigorosamente che la derivata prima della
tangente in ogni punto e positiva). Le rette vaitiche passano a -3#2a - 77/2, ar/2 e a 3/27

sono gli asentoti della funzione. La tangente qoasicgvvicina a quei valori tendard o a-inf.

E' chiaro che essendo tg(x) = sen(x)/cos(x), lgeate non esiste quando cos(x)=0 e quindi nei
punti in cui passano gli asentoti (le linee rogse, 772 + k 7). La tangente dunque non tocca mai gli
asentoti se non all'infinito. La tangente e unafone dispari.



Grafico della cotangente
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La cotangente € una funzione discendente frattahéia cotangente € una funzione dispari.
Essendo ctg(x)=cos(x)/sen(x), la cotangente na@teequando il seno € nullo, quindi non tocca mai
gli asentoti inx = k 77

7) Segni e comportamenti delle funzioni goniometriche

Diamo ora una breve sintesi dei segni assunti da cosx e senx al variare dell'angolo x in [0;360] percorrendo
i 4 quadranti del piano cartesiano.

A e determinato da un angolo x[J[0;90] 1° quadrante

B & determinato da un angolo x[0[90;180] 2°quadrante
C e determinato da un angolo x[0[180;270] 3°quadrante
D e determinato da un angolo x[1[270;360] 4°quadrante

TABELLA DEI SEGNI DI SEN,COS, TG

|quadrante|| seno ||cosenol|tangente|
Lt L+ J + | |
| [EE |
| |
| |

+

L - -
L - L+l

+

AW




Funzione Quadrante | Quadrante II Quadrante IlI Quadrante IV
" Positivo Negativo Negativo
Seno Positivo crescentt
decrescente decrescente crescente
Positivo Negativo Negativo .
Coseno Positivo crescent:?
decrescente decrescente crescente
Tangente Positivo crescenti Negativo crescent Positivo crescentt NG EINYE
crescente
Positivo Negativo Positivo Negativo
Cotangente
decrescente decrescente decrescente decrescente
Funzione Dominio Codominio
Seno J-inf,inf[ [-1,1]
Coseno J-inf,inf[ [-1,1]
Tangente X <> (1+2k)712 ]-inf,inf[
Cotangente X<>km ]-inf,inf[

Questa tabella indica il campo d'esistenza defieitini: sen(x) e cos(x) hanno significato sempre,
mentre per tg(x) e ctg(x), X deve essere diversalcai valori che farebbero perdere significato
alla funzione: per tg x, x deve essere diversald2K)772 ossia deve avere un coseno diverso da
zero; analogamente per ctg X, x deve essere didaidsa, valori che annullarebbero il seno Per
guanto riduarda il codominio, il seno e il cosemaoiano tra -1 e 1 come tra l'altro i grafici fanno
notare; per la tangente e la cotangente inveaaibminio € infinito cioé la tangente o la cotangent
di un angolo possono assumere qualsiasi valore.

8) Angoli notevoli

In genere il seno di un angolo & un numero irregli®non esprimibile mediante un espressione
finita tant'e che si ricorre all'approssimazioney; @lcuni angoli tuttavia le funzioni goniometriche
restituiscono risultati esprimibili mediante un'esgsione piu 0 meno semplice. Ecco qui un elenco
di angoli notevoli.

Angolo Seno Coseno Tangente Cotangente
0° 0 0 1 0 Non def.
30° 76 1/2 V312 1/4/3= V/3/3 V3
45° 4 UV2=4212 | u2=42/2 1 1
60° 3 V312 1/2 3 1/4/3= /313
90° 2 1 0 Non def. 0
180° T 0 -1 0 Non def.

270° 32 -1 Non def. 0
360° 21T 0 1 0 Non def.



9) Angoli associati

Se conosciamo il seno di un angalopossiamo calcolarci il valore del seno del suo
complementare, del suo supplementare e di aljolanhe hanno qualche relazione @orin
guesta tabella c'é una rapida trattazione di qaegibli.

B Senf = Cosf = TgB= CtigB=
B =90°a Cosa Sena Ctga Tga
B =90°+a Cosa -Sena -Ctg a -Tga
B =180°-a Sena -Cosa -Tga -Ctg a
B = 180°+a -Sena -Cosa Tga Ctga
B=270°a -Cosa -Sena Ctga Tga
B=270°+a -Cosa Sena -Ctga -Tg a
B =360°-a -Sena Cosa -Tga -Ctg a
B = 360°+a Sena Cosa Tga Ctg a
B=-a -Sena Cosa -Tga -Ctg a

10)Riduzione al primo quadrante e al primo ottante

Alla luce della tabella sopra esposta, possiameptaaici il seno di un angolo in maniera un po piu
semplice, ecco un esempio:

sen (284°) = -sen (360°-284°) = -sen (76°)

ma sulla tavola dei logaritmi ci sono i valori deini che vanno da 0° a 45°. Ecco che siamo
costretti ad operare un altro passaggio:

-sen(76°) = -cos(90°-76°) = -cos(24°)

con questo sistema in pratica si puo calcolaraldre di una funzione goniometrica di un angolo
gualsiasi, conoscendo i valori solo per gli angdeli primo ottante (da 0° a 45°).

Altri esempi:

tg (135°) = tg (180°-45°) = -tg(45°) = -1

c0s(210°) = -cos (180°+30°) = -cos (30°)¢3-/2

ctg(300°) = -ctg(360°-60°) = -ctg(60°) = -tg(90°°3& -tg(30°) = NE]

E' importante quindi notare che tutti i valori finsono delle espressioni basate su angoli
appartenenti al primo ottante.

11)FORMULE FONDAMENTALI TRIGONOMETRICHE



Espressione di tutte le funzioni goniometriche di m dato angolo
orientato mediante una sola di esse

Funzione da esprimere

sen CcOS X tg X ctg x
sen x sen x +sqr(1-serfx) (sen x)/+sqgr(1-sefx) +(sqr(1-serfx))/sen x
cosx | #sqr(1-co€x) COS X +(sqr(1-co$x))/cos x (cos x)/+sqr(1-co&)
tgx | (tg X)/+sqr(1+tg™)  1/+sqr(1+tg’x) tg x 1/tg x
ctgx | 1/+sqr(l+ctgfx) | (ctg x)/+sqr(l+ctefx) 1/ctg x ctg X

Commentiamo questa tabella.

Con questa tabella si puo calcolare il valore @ fumzione goniometrica di un angadia a partire
dal valore di un'altra funzione goniometrica; ad es

io so chesen x=0.6e mi voglio calcolare coseno, tangente e cotargesito stesso angolo. Alla
tabella vedo che per esprimere il coseno mediasno si deve applicare I'espressions x =
+sqr(1-serfx) e sostituendsen xcon0.6 che & il valore che conosciamo otteniarne x = +sqr(1-
0.6°) = +sqr(1-0.36) = +sqr(0.64) = +0.8

L'impossibilita di determinare il segno deriva tito che non si conosce il quadrante a cui
appartiene I'angolo. Infatti due angoli hanno seie questi possono avere cose®o8e-0.8. Si
procede analogamente per il calcolo della tangémte= (sen x)/+sqr(1-sefx) = 0.6/+sqr(1-0.6)
= 0.6/+sqr(0.64) = £0.75

Per la verita gia conoscevaroos xe dunque avremmo potuto fagex = sen x/cos x

Spero sia chiaro ora il significato della tabella ara vediamo diimostrarne le varie espressioni.

Dimostrazione

Per la relazione fondamentale della trigonometrieasche:

serfx+co€x=1 ==> sefx=1-co$x ==> sen x=+sqr(1-cox)

E per analogia:

serfx+cogx=1 ==> codx=1-serfx ==> cos x=+sqr(1-sefx)

Di qui sono chiare le espressionitgix e ctg x a partire daen xecos x Prendiamo ad esempig
X espresso mediansen x

tg x = (sen x)/(cos x) = (sen x)/+sqr(1-s&0

Passando alle espressionsdin xe cos xa partire ddg X ectg x.

serfx = serfx ==> (serx)/(serfx+cogx)=serfx

Fin qui & chiaroBerfx+cosx & uguale a 1 per la relazione fondamentale digjartometria. Ora

divido numeratore e denominatore pesx e ottengo

(tg?x)/(1+tgx) = serfx ==> (tg X)/+sqr(1+tgfX) = sen x

E allo stesso modo:

cox = codx ==> (cox)/(serfx+cogx)=cox ==> 1/(1+tdx) = codx ==> 1/+sqr(1+tdfX) = cos

X

per la cotangente la dimostrazione & molto sinbiéesta dividere nel passaggio intermediogeefx
invece che pecosx.

Formule di sottrazione



cos(x-y) = (cos x)(cos y)+(sen x)(sen y) sen(x-y) = (sen x)(cos y)-(cos x)(seny)
tg(x-y) = (g x-tg y)/(1+(tg x)(tg y)) ctg(x-y) = ((tg x)(tg y)+1)/(ctg y-tg X)
DIMOSTRAZIONE
Siaal'angolo®XOAeb I'angolo*XOB noi ci vogliamo
calcolareseno e coseno dell'angolo (b-a) conoscendo
il seno e il coseno di entrambi gli angaliChiamiamac
proprio la misura dell'angolo-a e disegnamo I'angolo
AXOCche sia di misura.

A A Dal momento che gli anggbAOBe”~XOCsono uguali
e dal momento che archi uguali sono sottesi daecord
uguali, le cordeAB e XC (le linee rosse) sono di egual

lunghezza.
AB=CX ==> e per il teorema di Pitagora: sqr((&-
A)P+(By-Ay)) = sar((Xx-Cx)*+(Xy-Cy)?) ==>
sostituendo ed elevando tutto al quadrato: (cos b -
cos af+(sen b - sen &)= (1 - cos A3+(0 - sen ¢j ==>
cosh+coga-2(cos b)(cos a)+séh+serfa-2(sen a)(sen
b)=1+cogc-2cos c+seft ==>
essendo sefa+coga=1 e sefb+cosh=1e
serfc+cogc=1 sostituiamo:
2-2(sen a)(sen b)-2(cos a)(cos b) = 2-2cos ¢ ==>
sottraiamo 2 ad ambo i membri e dividiamo il tutto
per -2 e abbiamo:
cos(b-a) = (cos a)(cos b) + (sen a)(sent).D.

Per calcolarsen csi adotta questo procedimento: noi sappiamo che

sen ¢ = cos (@i/2) = cos((b-a)pi/2) = cos((bpi/2)-a) =

applicando la formula di sottrazione del coseno...

sen ¢ = cos(lpi/2)*cos a + sen(pi/2)*sen a = (sen b)(cos a) - (cos b)(sen a)

Ecco il procedimento per calcolage(b-a)

tg ¢ = (sen c¢)/(cos c) = ((sen b)(cos a) - (cossb)(a)) / ((cos b)(cos a) - (sen b)(sen a))
dividiamo ora numeratore e denominatore(ges b)(cos a)...

tg c = ((tg b)-(tg &)) / (1 - (tg b)(tg a))

Infine ecco il procedimento per calcolatg (b-a)

ctg ¢ = (cos c)/(sen c) = ((cos b)(cos a) + (se(sbh a)) / ((sen b)(cos a) - (cos b)(sen a))
dividiamo ora numeratore e denominatore(gen b)(sen a)...

ctg ¢ = ((ctg b)(ctg a) + 1) / ((ctg a)(ctg b))

Formule di addizione

cos(x+y) = (cos x)(cos y)-(sen x)(sen y) sen(x+y) = (sen x)(cos y)+(cos x)(seny)
tg(x+y) = (tg x+tg y)/(1-(tg X)(tg y)) ctg(x+y) = ((ctg x)(ctg y)-1)/(ctg y+ctg x)
DIMOSTRAZIONE



Le dimostrazioni sono banali in quanto basta utdie le formule di sottrazione con una lieve
modifica:

cos(x+y) = cos(x-(-y)) = (cos x)(cos(-y)) + (ser(sgn(-y)) = (cos x)(cos y) - (sen x)(sen y)
sen(x+y) = sen(x-(-y)) = (sen x)(cos(-y)) + (cogsgn(-y)) = (sen x)(cos y) + (cos x)(sen y)
tg(x+y) = tg(x-(-y)) = (tg x - tg(-y)) / (1 + (tg X(tg(-y))) = (tg x+tg y)/(1-(tg x)(tg y))

ctg(x+y) = ctg(x-(-y)) = ((ctg x)(ctg(-y)) + 1) /dtg(-y) - ctg x) = (-(ctg x)(ctg y)+1)/(-ctg y-ctx)
= ((ctg x)(ctg y)-1)/(ctg y+ctg x)

Formule di duplicazione

cos(2x) = cox-serfx oppurel-2sefix oppure2co$x-1
sen(2x) = 2(sen x)(cos Xx)

tg(2x) = (2tg xX)/(1 - tgx)
ctg(2x) = (ctgfx - 1)/(2ctg X)

Anche in questo caso la dimostrazione e banal¢a b@isizzare le formule di duplicazione:
cos(2x) = cos(x+x) = (cos x)(cos X) - (sen x)(s§rrcogx-serfx

sen(2x) = sen(x+x) = (sen x)(cos x) + (sen x)(copsX(sen x)(cos x)
tg(2x) = tg(x+x) = (tg X + tg X)/(1-(tg X)(tg X)) H2tg X)/(1-tg’)

ctg(2x) = ctg(x+x) = ((ctg x)(ctg x)-1)/(ctg x + ¢tx) = (ctefx - 1)/(2ctg x)

Formule di bisezione

cos(x/2) = £sqr((1+cos x)/2)
sen(x/2) = £sqr((1-cos x)/2)
tg(x/2) = xsqr((1-cos x)/(1+cos X))
ctg(x/2) = £sqr((1+cos x)/(1-cos X))

Queste formule si ricavano facilmente a partiréed@rmule di duplicazione:

COS X = COS X ==> c0S(2*X/2) = cos X ==> 2¢@#2)-1 = cos x ==> cd$x/2) = (1+cos X)/2 ==>
cos(x/2) = £sqr((1+cos x)/2)

sen(x/2) = +sqr(1-co¥x/2)) = +sqr(1-((1+cos x)/2)) = +sqr((1-cos x)/2)

tg(x/2) = sen(x/2)/cos(x/2) = £sqr((1-cos x)/2)/9gt+cos x)/2) = sqr((1-cos x)/(1+cos X))

ctg(x/2) = 1/tg(x/2) = sqr((1+cos x)/(1-cos X))

Formule di prostaferesi



sen x+sen y = 2sen((x+y)/2)cos((x-y)/2)
sen x-cos y = 2sen((x-y)/2)cos((x+y)/2)
cOoSs x+c0s y = 2cos((x+y)/2)cos((x-y)/2)
COS X-COs y = -2sen((x+y)/2)sen((x-y)/2)

Le formule di prostaferesi permettono di fattorizzana somma di due seni o coseni. La
dimostrazione e la seguente:

Sia p+g=x e p-g=y segue che p=(x+y)/2 e q3(12

sen x=(sen p)(cos q)+(sen q)(cos p) sen ya(ggcos q)-(sen q)(cos p)

cos x=(cos p)(cos q)-(sen p)(sen q) cos ys(pd(cos g)+(sen p)(sen q)

sen x+sen y = 2(sen p)(cos q) = 2sen((x+y)/2)cos(2)

sen x-sen y = 2(sen q)(cos p) = 2sen((x-y)/2)cos{(x2)

cos x+cos y = 2(cos p)(cos q) = 2cos((x+y)/2)cos((R)

COS X-COS Yy = -2(sen p)(sen q) = -2sen((x+y)/2)gen)/2)

Formule di Werner

(sen x)(sen y) = 1/2(cos(x-y)-cos(x+y))
(cos x)(cos y) = 1/2(cos(x+y)+cos(x-y))
(sen x)(cos y) = 1/2(sen(x+y)+sen(x-y))

Le formule di Werner svolgono praticamente I'oppaktlle formule di prostaferesi
Anche in questo caso la dimostrazione di ognunia @diormule € intuitiva...
Dalla formula di prostaferesi si ha che:

cos(x+y)-cos(x-y) = -2(sen x)(sen y) ==> (sen x)}{(38 = -1/2(cos(x+Yy)-cos(x-y)) = 1/2(cos(x-y)-
cos(X+y))

cos(x+y)+cos(x-y) = 2(cos x)(cos y) ==> (cos x)(g0s= 1/2(cos(x+y)+cos(x-y))

sen(x+y)+sen(x-y) = 2(sen x)(cos y) ==> (sen X)(§0s 1/2(sen(x+y)+sen(x-y))

Formule parametriche in tg(x/2)

sen x = 2tg(x/2)/(1+tg(x/2))
cos x = (1-t§(x/2))/(1+tgf(x/2))
tg x = 2tg(x/2)/(1-td(x/2))
ctg x = (1-tf(x/2))/2tg(x/2)

La dimostrazione pegen xe la seguente:
sen x = sen(2*x/2) = 2sen(x/2)cos(x/2)/1 = 2senf&t&(x/2)/(sef(x/2)+cod(x/2))



ora dividiamo tutto per cos(x/2) e otteniamo
sen x = 2tg(x/2)/(1+t§(x/2))

Identica dimostrazione peps x

cos X = cos(2*x/2) = (cG&/2)-serf(x/2))/1 = (cod(x/2)-serf(x/2))/(serf(x/2)+cos(x/2))
ora dividiamo tutto per cos’(x/2) e otteniamo

cos x = (1-t§(x/2))/(1+tf(x/2))

Pertg xsi ha...
tg X = sen x / cos x = 2tg(x/2)/(1-1x/2))

...e perctg xvediamo...
ctg x = 1 /tg x = (1-t§(x/2))/2tg(x/2)

N.B. Quando si utilizzano queste formule si deve sulirerare I'esistena di tg(x/2) quindi si
deve imporre: cos(x/2)!=0 ==> (x/2)!=(k+1/i ==> x = (2k+1)pi

ADDIZIONE
Si indicano con tale nome quelle formule che seovah esprimere seno, coseno e tangente della
somma di due angoli, mediante seno, coseno e tendegli angoli stessi.

sen(x +y) = senx-cosy + cosx-seny
cos(X + y) = COSx-COsy - senx-seny
tg(x +y) = (tgx + tgy)/(1 - tgx-tgy)

DIFFERENZA

Si indicano con tale nome quelle formule che seovah esprimere seno, coseno e tangente della
differenza di due angoli, mediante seno, coseiamgente degli angoli stessi.

sen( X -y ) = senx-cosy - COSX-seny
cos( X -y )= COSX-Cosy + senx-seny
tg(x-y) = (tgx-tgy)/(1+tgx-tgy)

ESEMPIO 1:
Calcoliamo sen(75°) = sen(30°+45°) = sen(30°)-df340s(30°)-sen(45°)
50 - 1.2 ﬁﬁ I( o (+I
SEN =————4+—————=— =
2 2 2 2 = 0,965926



ESEMPIO 2
Allo stesso modo calcoliamo cos(75°) = cos(30°}45
cos(75°) = cos(30°)-cos(45°) - sen(30°)=.sen(45°)

V26 2 -2

4 4  =0258819

ESEMPIO 3
Calcoliamo infine tg(105°) = tg(60°+45°)

2(60°) +22(45°)  B+1 1443

_ - = ~3732051
1-£g(60°).£g(45°) 1-.3 1--83

tg(105°) =

NB: in tutte le scomposizioni abbiamo dovuto spezzm angolo come somma di due angoli piu
facili e dei quali erano noti seno, coseno e tategen
Spezzare ad esempio 105° = 101° + 4° sarebbedsthtotto inutile.

NOTA

Abbiamo mostrato I'uso delle formule di somma daildnza per alcuni angoli semplici. Rimane
pero scontato il fatto che non é certo questo laesoitenere oggi interessante delle formule date.
Infatti per angolo numericamente assegnato siangoaido di calcolare subito le corrispondenti

funzioni trigonometriche con un comune calcolataseabile. L'uso interessante si presenta
gualora si debbano affrontare equazioni trigonoictetrdel tipo:

cos(30°+x) — sen(240°+x) - J3=0

Riconosciamo nella precedente equazione una equelziceare, ma non nella forma che la teoria
permette di trattare. Per poterla risolvere dobbiaisare le formule di somma e otteniamo:

cos(30% cos(x) —sen(30®) senix) — sen(240%). cos(x) —cos(240%) sen(x) — n.n"g =10

g cos(x)— % sen(x) +§ cos(x) +%sen(x} ~J3=0

\Ecos(xj—ﬁz 0

cos(x) =1 che ha come soluzioni: x = +k360°

DUPLICAZIONE

Come casi particolari delle formule di somma sirtale formule di duplicazione:
sen(x+x) = sen(2x) = sen(x)cos(x) + cos(x)sen(pxen(x)cos(x)

cos(x+x) = cos(2x) = cos(x)cos(x) - sen(x)sen(xrdesegue:

cos(2x) = co¥x) - serf(x)

e ricordando che séfcos =1 — serf = 1 - co$ oppure cos= 1-sefd



cos(2x) = 2co¥x) - 1
cos(2x) = 1- 2s€ftx)

Abbiamo dunque a disizione tre modi per esprimesfax)

Esempiodi uso delle formule: dobbiamo risolvere I'equargo
cos(2x) + sen(x) =-1 sostituendo otteniamo:

1-2sefi(x) + sen(x) +1 =0

che diventa:

2serf(x) -sen(x) -2 = 0

Questa si presenta come una equazione di gradd_EANEOLA INCOGNITA sen(x). Ponendo
allora sen(x) = Z con Z accettabile solo se[Zl;+1], otteniamo I'equazione:

27%-7 -2 =0 che ha per soluzioni:

_1J_rwh_?
1.2 — 4
14T
1= 4

1417
4

Z,=

Z,=-0,780776 da accettare
Z,=1,280776 da rifiutare poiché Z>1
Poiché Z = sen(x) segue:

sen(x) =-0,780776 che ha per soluzioni:
x = (231,3317)° + k360°

x = (-51,3317)° + k360°

BISEZIONE

Usando le formule di duplicazione in senso inverso otteniamo subito le formule di DIMEZZAMENTO (dette
piu propriamente di bisezione) degli angoli.

cos(2x) = 2cosz(x) -1

Ponendo 2x =y — cos(y) = Zcosz(y/2) -1

Da cui segue :



a) PRIMA FORMULA DI BISEZIONE

Y. 1+ cos(y)
2}_ 2

Eos%)zi J%

L'uso del + o del - dipende dal quadrante dove si vuol posizionare il coseno.

cosz(

Con l'altra formula del coseno otteniamo: cos(2x) = 1- Zsenz(x)
e con calcoli analoghi ai precedenti:

b) SECONDA FORMULA DI BISEZIONE

sm%) _+ Jw

Con lo stesso commento sui segni prima della radice.
Ed infine si ottiene la:

c) TERZA FORMULA DI BISEZIONE

¥ 1—cos(y)
SE(EJ =4 1+ cos(y)

Con lo stesso commento sui segni prima della radice

PROSTAFERESI
Altrettanto utili, ma di espressione algebrica gifficile sono le formule dette di PROSTAFERESI
ed il cui scopo e quello di esprimere la sommdudi funzioni trigonometriche o la loro differenza
come prodotto di due altre funzioni trigopnometriche

FORMULE DI PROSTAFERESI con seno e coseno (solo entrambi)

+ —
sen p +seng = 2 sen(p > g) cas(p > g)

- +
SEfl P — SENL g = 2 sen(p 2 g) cos(p > gj

F F—q

+q
cosptcosg = 2cos( 5 Jcos( )|
+ —_
cosp—cosg =-2 sen(p > q) sen(p > q)

FORMULE DI PROSTAFERESI con seno e coseno (mischiate)

Ricordando che:
cosx = sen(90-x)



senx = cos(90-x)

Possiamo ricavare formule del tipo:

senp + cosg = senp + sen(90-q) = ... (quelleidigpcon 90-qg al posto di q)
senp - cosq =senp -sen(90-q) = ... (quelfwidia con 90-qg al posto di q)
cosp + seng = cosp + cos(90-g) = ... (quelleidag@ con 90-q al posto di q )
cosp - senqg = cosp - sen(90-q) =... (quell@idna con 90-g al posto di q)

FORMULE DI PROSTAFERESI con tangente

SE1 +

@ + 157 = (p+g)

CoOs pLosyg

o — oy = SR @)

& CosSpcosg
WERNER

Si indicano con tale nome alcune formule che hanno lo scopo di esprimere il PRODOTTO di due funzioni
trigonometriche mediante la somma di altre due.

FORMULE DI WERNER per seno,coseno

1

SEn p cosg = E[sen(p+g) +zen(p—q)]
1

Cospcosg = E[cos(p +q)+cos(p—q)]
1

SEN p sEn g = E[cos(p— g)—cosip—g)]

NB. Non serve dare le formule per la tg poiché ad esempio

Sen p seng

fogy & = .
8- COSp COsg

e a numeratore come a denominatore appaiono le formule gia date

PARAMETRICHE

Si indicano con questo nome tre formule che servono ad esprimere seno, coseno e tangente di un certo
angolo mediante la sola tangente dello stesso angolo diviso per 2.

Sono utili per risolvere ad esempio le equazioni trigonometriche di tipo lineare.

FORMULE PARAMETRICHE



2t

SCI X =

1+1°

1-t°

COSY :1+32
tox = 2t
1-1°

e
dove [ = IE(E}

Tali formule hanno il loro limite di validita nel fatto che deve essere:
x/2 # 90° ==> x # 180° poiché non esiste la tg di 90°
Essendo inoltre presente il denominatore 1-t* deve essere: 1-t*# 0
valeadire tZ+1 ; t#-1

Quindi x #90° e anche x #270°

Riassumendo: tali formule sono valide se

X% 90°; x #180° ; x#270°

12)Identita goniometriche

Si definisce identita goniometrica ogni eguaglianzaa espressioni, che contengano fuzioni
goniometriche di uno o piu angoli, verificata da galunque valore si attribuisca alle misure
degli angoli contenuti (esclusi quei valori per i gali almeno una delle due espressioni perde
significato)

Ad esempio un'identita potrebbe essere la seguente:

(sen 2x)(tg X) = 2sefx

La dimostrazione e abbastanza banale:

(sen 2x)(tg X) = 2(sen x)(cos x)(sen x/cos x) =1Pxe

Molte volte pero si chiede di verificare identitautha complessita maggiore come la seguente:
sen(2x)/(1+cos(2x)) = tg x

(sen a-sen b)/(cos x+cos y) = tg((x-y)/2)

Ed ecco le dimostrazioni:

sen(2x)/(1+cos(2x)) = 2(sen x)(cos x)/(2-28en= (sen x)(cos X)/(1-séRr) = (sen x)(cos Xx)/(c3%)
=sen x/cos x = tg x

(sen x-sen y)/(cos x+cos y) = 2(sen((x+y)/2))(casf}/2)) / 2(cos((x+y)/2))(cos((x-y)/2)) =
sen((x+y)/2)/cos((x+y)/2) = tg((x+y)/2)



13)Equazioni goniometriche elementari

Un'equazione lineare si dice semplice quando e uneazione del tipo

sen x=a oppure cos x=b , tg x=c , ctg x=d

la risoluzione di un'equazione lineare semplice caiste nel trovare gli angoli che sostituiti
nell'’equazione la verificano. Ad es.:

sen x = 0.5er risolvere tale equazione & necessario
trovare tutti gli angoli che hanno seno pari a 0.5

v A Questi angoli sonoAOB e AOC . Le misure di questi
/—\ due angoli sono rispettivamente76 e 576 (30° e
c 0.5 B 150°). Le soluzioni dell'equazione sono dunque:

/ X =716 + 2K 1T
A X =576 + 2k i
0 X Il 2k mrsta ad indicare il periodo del seno. Infatti

ogni 27 il seno ritorna sugli stessi valori.

Se fosse stato tg x #3 allora avremmo avuto una
soluzione:
x=m3+km
poiché il periodo della tangente &re non 2z

14)Equazioni goniometriche

Questo tipo di equazione pone una relazione tra duengoli o funzioni. Ad es.:
sen(3x+7) = cos(4x712)
La risoluzione di questa equazione prevede I'utilizo di questa tabella riassuntiva.
Equazione Relazione tra le due funzionf eg
f(x) =g(x)+2k T
f(x)+g(x) = (2k+1)mr
f(x)+g(x) = 2k T
f(x) = g(x)+(2k+1)mr
f(x) =g(x)+2k T
f(X)+g(x) = 2k T
f(x)+g(x) = (2k+1)mr
f(x)-g(x) = (2k+1)mr
f(x)+g(x) = (2k+1/2)r
f(x)-g(x) = (2k+1/2)r

senf(x) = seng(x)
senf(x) = -seng(x)
cosf(x) = cosg(x)
cosf(x) = cosg(x)

senf(x) = cosg(x)



tg f(x) = tg g(x) f(x) = g(X)+k 7T
tg f(x) = ctgg(x) f(x)+g(x) = (k+1/2)r

Dungue tornando alla nostra equazione sen(3x@ = cos(4x772), vediamo che le soluzioni
sono:

(Bx+7)+(4x-112) = (2k+1/2yr

(Bx+7)-(4x-12) = (2k+1/2)t

risolvendo la prima si ha:

TX+12 = f2+2k m— 7x = 2k m— x = 2k 117

e l'altra soluzione:

X+3M2 =242k m— X =-m2k m — X =712k m— x = (2k+1)r

Probabilmente avrai notato che quando abbiamo camhbio entrambi i termini di segno, non
abbiamo cambiato di segno 2lgre cio perché k &€ un numero intero relativo (...,;3,-
1,0,1,2,3,ecc..) e quindi non cambierebbe assolutante nulla nel cambiare di segno il periodo.

15) Equazioni lineari in sen x e cos X

Le equazioni lineari in sen xe cos xsono del tipo:
asenx+bcosx=c
Ci sono 3 metodi per risolvere un'‘equazione linears sen xe cos X

prendiamo come equazionsen X +3cos x=1

d) Primo metodo: formule parametriche
Utilizzando le formule parametriche I'equazione dienta:
t = tg(x/2)
20/(1+82) + /3 (1-B)/(1+1) = (1+D)/(1+8)
eliminiamo il denominatore, uguale per tutti e tregli addendi e diverso da zero
2t++/3-43t2=1+¢
(1+4/3)t2- 2t + (1-/3) =0
risolvendo l'equazione di secondo grado si ottiene
t=let=-2+/3
tg(x/2) =1 — X2 =p4+k m— X =p/l2+2k T
tg(x/2) = -2+/3 > X/2 = 7#12+k > X = -it6+2K 11
N.B. Con le formule parametriche si perde la potenale soluzione x=(2k+1)r per quanto
spiegato al punto precedente. Infatti se alla findella risoluzione si accede ad una equazione
di primo grado e non di secondo, la seconda solunie &€ rappresentata proprio da (2k+1jr
Comunque per maggior siccurezza & buona norma sostire ad x il valore (2k+1)7r e vedere

se I'equazione rimane verificata. In questo caso pmngue avremmo ~/3 =1in caso di
sostituzione quindi siamo certi di non aver persolauna soluzione.

e) Secondo metodo: circonferenza associata
Sia Y=sen x e X=c0s X I'equazione dita cosi:
Y+43X=1
si metta a sistema questa equazione con
X2+Y?=1



guest'ultima non e altro che I'equazione della cironferenza goniometrica. Mettere a sistema

significa trovare l'intersezione tra questa circonérenza e la retta Y +4/3 X = 1. Si risolve
quindi il sistema...

Y =1-4/3X — sostituendo nell'equazione della circonferenzeogiometrica ==>
XH(1-4/3X)2=1 — X%#1+3X%24/3X =1 — 4X%-2./3%X=0

ci sono due soluzioni per X:

X=0—> Y=1-+/30=1

X=432 > Y=1+3*\/32=-05

B - . .
- | due punti d'intersezione tra la circonferenza
goniometrica e la retta sono: B=(0,1) e C:\@/Z,-
0.5). I due angoli che verificano I'equazione sono
A dunque 772 (che infatti ha per seno 1 e per coseno 0)
0 N\ x:’h e -716 (che ha per seno -1/2 e per cosen@).
le due soluzioni sono dunque:
X =nm2+2k
X = -16+2k
Gli stessi risultati del primo metodo.

f) Terzo metodo
Questo e un metodo un po meno rigoroso e che solyamente puo essere applicabile. La sua
relativa semplicita pero ci induce a trattarlo.
sen x ++/3cos x = 1
divido tutto per 2
1/2*sen x ++/3/2*cos x = 1/2

1/2 non & altro che il coseno dir/3 e+/3/2 ¢ il seno dinf3, dunque:
cos(773)sen x + senp3)cos x = 1/2

ma il primo termine dell'uguaglianza non ¢ altro cte...

sen@@3 + x) = 1/2

Due angoli hanno per seno 1/2716 e 576

713 + x = 6+2k m==>Xx = -716 +2k 1

73+ x =516+2k m==>X = 72 +2k i

N.B. Quando invece (sen x) e (cos x) hanno lo seseefficiente (occhio al segno!) e possibile
dividere tutto affinché entrambi abbiano per coefftiente 1K2 . Ad es.:
14sen x + 14cos X = 6

divido tutto per 14* V2

(sen X)//2 + (cos x)/v/2 = 6/(1472)

(sen x)(cost4) + (cos X)(sert4) = 3/(74/2)

sen(x+14) = 3/(7+/2) ecc....

16) Equazioni omogenee in sen X e cos X

Le equazioni omogenee presentano tutti gli addendi uno stesso grado:
serfx + 4(sen x)(cos x) + 3cs= 0



per risolvere questo tipo di equazioni di A° grado basta dividere tutto per co%x

tg?x + 4tgx +3=0

le soluzioni di questa equaziono sono:

tgx=-1—> x=-M4+km

tgx=-3— x=-713+km

Attenzione !!! Prima di dividere tutto per cos'x bisogna fattorizzare cos x ovunque sia
possibile farlo. S ad esempio abbiamo

2(sen x)(cos x) + 5c68 =0

e possibile fattorizzare cos x e quindi I'equaziondiventa:

(cos x)(2sen x + 5cos x) =0

cosi per trovare le soluzioni eguagliamo a zeroprimo e il secondo fattore.

Le equazioni omogenee igen xe cos xpossono tranquillamente essere risolte se sono aeai
grado superiore al secondo:

serfx - 4(serx)(cogx) + 3coéx = 0

Dopo aver constatato I'impossibilita di fattorizzare cos x si divide tutto per cd

tg’x - 4tg’>x +3=0

(tg*x-3)(tg*x-1) = 0

trovando 4 soluzioni:

- tgx=B3ox=73+k 7T
- tgx=-3 5x=-713+k T
« tgx=1-Xx=m2+k T

. tgx=-1-X=-712+k 11

Risolviamo ora un'equazione di 8° grado:

(serPx)(cosx) - 4(serix)(cosx) + 3(serix)(co$x) = 0

Sembra difficile...ma non lo &! Prima di tutto dobliamo fattorizzare cosx
(co$x)*((sen’)) - 4(serix)(cosx) + 3(serix)(cosx)) = 0

ora dividiamo il secondo trinomio per cosx

(co$x)*(tg °x - 4tg'x + 3tgfx) = 0

scomponiamo con Ruffini il trinomio e alla fine oteniamo

(co$X)*(tg 2X)(tg® - 1)(tgfx - 3) = 0

le soluzioni sono molteplici:

« cosx=0-x=(k+1/2)r
.« tgx=0-x=kom

e tgx=+1-X=m4+k T
. tgx=-l-X=-74 +k T
. tgx=+3-ox=m3+km
. tgx=-3ox=-3+k T

17)Sistema per rendere omogenee le equazioni e Isaetjuazioni goniometriche

Purtroppo non capita molto spesso di avere a cheriacon disequazioni omogenee isen xe
cos x Ad esempio.:

6serfx + 3codx -5=0

Questa chiaramente non é un'equazione omogenea tnia c'é un sistema per farla diventare



tale: in questo caso basta moltiplicare il termineoto -5 per sefx+cosx, quantita che per la
prima relazione fondamentale della trigopnometria euguale a 1, ed ecco il risultato:

6serfx + 3codx - 5sefix - 5codx = 0— serfx - 3coéx = 0

guesto sistema e applicabile anche ad equazionigtiado piu alto: possiamo moltiplicare tutto
quello che ci pare per sefx+co$x senza problemi. Dunque facendo un altro esempio:
7serfx + 5coéx -3 =0

in questo caso dobbiamo portare tutto al 4° gradowjndi devo moltiplicare il termine noto per
(serfx+cogx)?

7serix + 5co8x - 3serix - 3codx - 6(serix)(cosx) = 0 —

— 4serix - 6(serix)(cosx) + 2coéx = 0

Facile vero? Potrebbe spesse tornare utile.

N.B. Questo sistema puo essere utilizzato anche lealisequazioni goniometriche.

18)Disequazioni goniometriche elementari

Si definisce disequazione goniometrica una diseaqnazn serx e/0 CoOX

esempio:
senx > 1/2
Per risolvere la precedente disequazione si possilizzare due differenti algoritmi:

a. Metodo della circonferenza goniometrica
Si disegna la circonferenza goniometrica e si aa&ano su di essa gli angoli per
i quali la disequazione € nulla;
bastera poi segnare, a partire da quegli angoitd'per il quale e verificata la
disequazione, cioé sere maggiore di 1/2

150°, 30°

b. La disequazione goniometrica € trattata come una mmale disequazione
(metodo preferibile nel caso di disequazioni goretiohe fratte)

19)Disequazioni goniometriche omogenee in sen Xx@sx



Il grado di omogeneita sia pari
J3 senk — 2 sem coX - v3cosk < 0

Si divide la disequazione per éeshe, essendo=2 pari, € un humero positivo,
V3 tg - 2tgx - /3 < 0

tgx = /3
tgx = -1/4/3
SOLUZIONI:

-30° + k180°< x <60° + k180°

N.B.

Se una disequazionetig x comprende tra le soluziofD° e270° a causa del campo di
esistenza della tangente, tali valori vanno esclusi

in una disequazione goniometrica omogenea intesanne cos, invece, la disequazione n
tg X € uno stadio intermedio della disequazione:

pertanto s®0° e 270°sono compresi tra le soluziomdbn vanno esclusi se, sostituiti alla
disequazione, la verificano

Il grado di omogeneita € dispari
sernx+ cox >0

Si divide per cd¥, conn grado di omogeneita dispari:

cos'X & positivose cox € positiva

cos'X & negativese cox € negativo

pertanto, quando dividiamo la disequazione data@®x, dobbiamo tener conto della
possibile negativita del denominatore, e per quiestiisequazione data genera due
disequazioni in tg

a) una dello stesso segno della disequazione daisteans con cos> 0 ;
b) l'altra di segno opposto rispetto alla disequazutetta, a sistema con cos 0 .

Il primo sistema sara costituito dalle disequazioni
tgx+1>0
cox>0



SOLUZIONI:
-45° + 2k180° < x <90° + 2k180°

Il secondo sistema sara costituito dalle disequizio
tgx+1<0
cox <0

SOLUZIONI:

90° + 2k180°< x <135°+ 2k180°

SOLUZIONI DEL SISTEMA:

-45° + 2k180°< x <135° + 2k180°

20)Disequazioni goniometriche lineari in sen x e s

Con uso delle formule parametriche
serx+cox-1<0

Usando le formule parametriche:

[2 tgx/2+ (1 - tg%k/2) - (1 + tg%k/2)] / (1 +tg%/2) <O

Il binomio (1 + tgk/2) a denominatore puo essere eliminato poiché positidiverso
da zero, quindi

[2 tgx/2 + (1 - tg&/2) - (1 + tgk/2)] | (A-+tg&2) < 0

-tgx/2 + tgx/2< 0



SOLUZIONI:

2k180° < x <90° + 2k180°

Con uso della circonferenza goniometrica associata e orientamento di una
retta

PREMESSA:"DISEQUAZIONI LINEARI A DUE INCOGNITE"
Ogni retta divide il piano in 3 parti:

a. insieme dei punti che sostituiti nell'equaziondaledtta la rendono positive
(adestradel verso stabilito sulla retta);

b. insieme dei punti che sostituiti nell'equaziondaledtta la rendono negativa
(asenistradel verso stabilito sulla retta);

C. tutti i punti della retta che sostituiti all'equaze la rendono nulla.

esempioSi consideri larettax -y + 1 <O0:
La suddetta retta intersechera I'agge+1, e l'assein -1.

1¥ Disegnata la retta sul piano, si andranno a sostit
all'equazione le coordinate di un qualsiasi purto d
piano non appartenente alla retta:

1 . se il punto rendera I'equazione
A . positivg dovremo fissare il verso della retia
1 X in modo tale che il suddetto punto si trovi
alla suadestrg
. se il punto rendera I'equazione

negativa dovremo fissare il verso della ret:a
in modo che il punto si trovi alla sua
senistra

In questo caso tutti i punti a senistra della rettpetto al verso fissato, soddisfano la
disequazione

Utilizzando il metodo precedentemente descrittsamso risolvere anche le
disequazioni goniometriche lineari:

esempio

Risolvere I'equaziongerx + cox - 1 >0

Siaserx =Y

cox =X

Di conseguenza la disequazione diventera:

X +Y -1>0 che risolta con il suddetto metodopessa a sistema concliaconferenza
goniometrica(X2 + Y2 = 1), ci fornira l'intervallo desiderato.



SOLUZIONI:
2k180°< x <90° + 2k180°
Metodo rapido

In alcuni casi e possibile utilizzare degli espadiper semplificare il calcolo
Nel nostro caso ad esempio dividendo I'equazione/pe otteniamo I'equazione:

(serx)/~2 + (co)/ 2 > 12

Ma questa equazione & riconducibile, considerahddlé/2 e uguale a séb°e a
cosi5°, all'equazione:

sen(x + 45°)> 1/1/2

Chiamanddx + 45°) = y:
SOLUZIONI:

45°+ 2k180°< y <135°+ 2k180°

E quindi sostituendo nuovamente:
SOLUZIONI:

2k180° < x <90° + 2k180°

21) 1° Teorema sui triangoli rettangoli

In un triangolo rettangolo la misura di un catetggeale al prodotto della misura
dell'ipotenusa per il seno dell'angolo ad esso sigpo per il coseno dell'angolo ad esso
adiacente



DIMOSTRAZIONE

Con centro irB si costruisca la circonferenza
goniometrica di raggio BP; chiamdtda proiezione di
P sul lato BC, allora:

BHP & simile aBAC (hanno 3 angoli uguali), quindi

AC : HP =BA :BP
c:senABC=a:1 c=aseABC

22) 2° Teorema sui triangoli rettangoli

In un triangolo rettangolo la misura di un catetggaale alla misura dell'altro cateto per
la tangente dell'angolo ad esso opposto, o parténgente dell'angolo ad esso

adiacente.
A

AC : CB=HP : HB
¢ b =senABC : cosABC
b = ¢ cosABC /senABC

23) Teorema della corda

La lunghezza di una corda in u@gcirconferenza) di raggio r € uguale al diametritede
circonferenza per il seno dell'angolo alla circoafza che insiste su uno dei due archi
sottesi alla corda.



DIMOSTRAZIONE
PerB o perA si conduca il diametro BL, si congiunga

conlL; BAL & rettangolo i, ALBé I'angolo alla
circonferenza che insitse sull'arco minore AB, mdu

AB = BL senALO = 2r senALO

N.B.:Ogni angolo alla circonferenza e meta di un
angolo al centro che insiste sullo stesso arcadijui

AOB=2AMB 2AMB+ 2ALB =360°
AMB + ALB=180°

24) Teorema dei seni (o di Eulero)

In un triangolo qualsiasi la misura dei lati &€ proponale al seno degli angoli opposti.
DIMOSTRAZIONE

a = 2r seBAC (Teorema della corda)

b = 2r semBC (Teorema della corda)

c = 2r senACB (Teorema della corda)

K a/2rseBAC = b/ 2r setABC = ¢/ 2r setACB
a/senBAC =b /senABC =c/senACB

N.B.:In un triangolo qualsiasi il rapporto tra la

misura di un lato e il seno dell'angolo opposto e

uguale al diametro della circonferenza circoscrittaal
A triangolo:

a/senBAC = 2r

25) Teorema delle proiezioni



In un triangolo qualsiasi la misura di un lato @ aig alla somma algebrica delle
proiezioni degli altri due lati su di esso, quiatla somma dei prodotti delle misure di
ciascuno degli altri due lati per il coseno deljalo che ognuno di essi forma con il lato
considerato.

DIMOSTRAZIONE

A
BC=HB +HC
< b BC = ¢ cosABC + b cosACB = a
| b = ¢ coBAC + a cod ACB
B Ha c

¢ = b coBAC + a cosABC

N.B.:Il teorema e valido peutti i triangoli , compresi
quelli ottusangoli.

26)Teorema del coseno (o di Carnot)

In un triangolo qualsiasi la misura al quadratamdisuo lato e uguale alla somma dei
guadrati degli altri due diminuiti del doppio prdtindi essi per il coseno dell'angolo che
guesti ultimi due formano tra loro.

DIMOSTRAZIONE

A A A
a = Cc COABC + b cosACB (Per teorema delle

proiezioni)

b = ¢ coBAC + a cosACB (Per teorema delle
proiezioni)

B a C ¢ = b coBAC+ a cosABC (Per teorema delle
proiezioni)

Moltiplicando prima, seconda e terza equazione
rispettivamente per a, -b, -c, e successivamente
sommando le tre equazioni, otteniamo che:



27)Formule di Briggs

Funzione
Seno

Coseno

N

a2 - b2 - c2 = -2bc cABAC
a2 = b2 + ¢2 -2bc coBAC
N.B.:ll suddetto teorema non e altro che la

generalizzazione del teorema di Pitagora ad un
triangolo qualsiasi.

_BAC B _ ABC v _ACB
2 2 2 2 2
-bfp-c p-alp-c p-ajp-b
bc ac ab
plp-a plp-b plp-c




DIMOSTRAZIONE

Postoa+b+c=2p (psemiperimetro)

Per il teorema del coseno:
a2 = b2 + ¢2 - 2bc ces quindi cosa= (b? + c2 - a?)/2bc

sena/2 :J(Zbc— b? -c? -a?)/4bc =

= Jla® - (b-c)?)/4bc =

w/((a+b C)(a b+c))/4bc =
= J(2(p-c)2(p-b))/4bc =
= J((p-c)(p-b))/bc

N.B.:
at+b-c=p-2c=2(p-c);
a-b+c=p-2b=2(p-hb).

28)Area di un triangolo noti i due lati e I'angolotra essi compreso

L'area di un triangolo e uguale al semiprodottolaeper I'angolo tra essi compreso.
DIMOSTRAZIONE

S =AB CH/2 = (cb serBAC)/2 = 1/2 cb seBAC

S =1/2 cb sem




29)Area di un triangolo noti i lati (formula di Ero ne)

L'area di un triangolo € uguale alla radice quaditatgprodotto tra semiperimetro per
semiperimetro meno a, per semiperimetro meno bsgraiperimetro meno c.

DIMOSTRAZIONE

___ACB_ [(p-a)p-b
sen’ =sen —,f( J(p=b)
2 2 ab

S =1/2 ab sew= 1/2 ab se(y/2)=

= ab sery/2 cosy/2 =
_ ab\/(p—a)(p-b) \/p(p—C) _
ab ab

_ \/p(p—a)(p—b)

p—-¢C

30)Misura del raggio della circonferenza inscrittain un triangolo noti 3 lati

.

o\

DIMOSTRAZIONE

Sasc = Swos + Soc + Shoc =
=1/2 cr +1/2 ar + 1/2 br = pr, quindi:

r=S/p




31)Misura del raggio della circonferenza circoscrita in un triangolo noto un lato e
I'angolo opposto

DIMOSTRAZIONE

r=a/2senBAC =

(cfr. Teorema dei seni)
2sera

r=b/2senABC = (cfr. Teorema dei seni)

2serp

r=c/2senACB =

(cfr. Teorema dei seni)

2sery

32)Misura del raggio della circonferenza circoscriia in un triangolo noti 3 lati

DIMOSTRAZIONE

r=a/2senBAC = a -
2sera

abc abc abc

~ 2bcBeryr 2[2S,,. 4S.ac




33)Misura di una mediana noti i 3 lati

DIMOSTRAZIONE

c2 = (a/2)? - 2(a/2)McoSBMA

b2 = (a/2)? - 2(a/2)Mog180° - BMA)
b2 + c2=a?/2 + 2\

quindi:

Mg = %«/Zb2+202—a2

34)Misura di una bisettrice noto angolo diviso e kaadiacenti



DIMOSTRAZIONE

S = 1/2 bc seBAC :%bcljsem' = Sk + Sake =
=1/2 cN,senal2 + 1/2 bN, sena/2

1/2 bc serr = 1/2 Na (b + ¢) sen/2

quindi:
bc 2 cosal2 sea-a#2 = Na (b + c)-sem2

Na = 2 (bc cosal2)/(b + c)

35)Area di un quadrilatero qualunque note le diagoali e un angolo che esse
formano

DIMOSTRAZIONE

Saecp = Seo + Ssoc + Sop + Soa

Sascp = 1/2 mp seWOB + 1/2 np se(l80° - Af)B) +
+ 1/2 mq se(L80° - AOB) + 1/2 nq seMOB=

= 1/2 senAOB (mp+mqg+np+nq)=

=1/2 senAOB (m (p + ) +n (p + Q) =

=1/2 senAOB ((p + q) + (M + n))

= 1/2AC*BD senAOB
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