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Capitolo 1

Fondamenti

1.1 Introduzione

Lo scopo del corso ¢ illustrare i principi della meccanica statitistica moderna si introdurranno
quindi i concetti di parametri d’ordine e di funzioni di correlazione.

Si assume la conoscenza della termodinamica classica, della conoscenza dei principi della
meccanica classica e quantistica.

Per quanto riguarda le conoscenze matematiche si assume la conoscenza del calcolo
differenziale ed integrale.

Verranno richiamati i principi base delle tecniche di simulazione numeriche e si affrontera
il problema della struttura dei liquidi.

1.1.1 Perche studiare le fluttuazioni

Le fluttuazioni rappresentano una guida verso il caos ¢ quindi importante capire 'ordine di
grandezza e la scala dei tempi delle fluttuazioni.

La presenza di fluttuazioni € una conseguenza della complessita dei sistemi.

Se studiamo un sistema classico di dimensioni macroscopiche ci troviamo nell’'impossibi-
lita pratica di controllare completamente o specificare lo stato del sistema e quindi di usare
un trattamento deterministico.

Si deve tener presente che proprieta massive che sono percepite come costanti a livello
macroscopico sono caratterizzate da fluttuazioni a livello microscopico (es. densita dei gas).

1.1.2 1II legge della termodinamica

La IT legge della termodinamica puo essere formulata come:
All’equilibrio, tutte le fluttuazioni compatibili con la stessa energetica sono ugualmente
probabili.
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1.1.3 1 legge e equilibrio

La I legge postula l'esistenza di una grandezza che viene chiamata “Energia Interna” che ha
le seguenti proprieta

1. & estensiva

E=)_FE (1.1)

dove I'indice ¢ scorre su tutti gli IV sottoinsiemi in cui abbiamo diviso il sistema

2. ¢ conservata

E non dipente dal tempo.
E cambia solo se si consente un flusso di energia
La prima legge si puo quindi scrivere

dE =dQ +dW

dove:

dW ¢ il lavoro differenziale fatto sul sistema

d() e il flusso differenziale di calore nel sistema.

In generaledW e il prodotto fra una forza generalizzata applicata f per il differenziale di
una variabile estensiva X

dw =f-dX

Tipico esempio la pressione, P, per una variazione di volume, V'

dW = P, dV

Si compie lavoro ogni volta che si cambia una variabile estensiva (e sono molte!!!) per cui se
si modificano N variabili:

N
dW:Zfi~dXz-

Assumiamo che possano esistere delle pareti adiabatiche (adiabatic wall) che possiamo
considerare dei vincoli da applicare al sistema in modo da impedire il flusso di calore in
questo caso per portare un sistema dallo stato A ad uno stato B si compie un lavoro AW
pari alla differenza di energia interna

AW =FEj,— Ep=AFE
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Esiste un metodo per determinare ’energia di uno stato?

Un sistema isolato evolve spontaneamente verso uno stato semplice ossia macroscopicamente
identificabile da poche variabili £/, X (variabili estensive quali Volume, numero di particelle).

1.1.4 Di nuovo II legge

Postulato:
J una funzione di stato estensiva S(FE, X) che ¢ una funzione monotona crescente ! di E,
se lo stato B e accessibile adiabaticamente dallo stato A allora S, > Sg. Per ogni processo

adiabatico
AS =0

Se il processo e reversibile vale S, = Sg.

Un processo e reversibile se puo essere eseguito a ritroso attraverso variazioni infinitesime
in variabili di controllo.

Rappresenta quindi una seguenza di stati di equilibrio (la trasformazione sara descritta
da poche variabili e quindi e controllabile!)

La funzione di stato estensiva S(F,X) viene chiamata entropia.

1.1.5 Alcune proprieta dell’Entropia

Iniziamo scrivendo il differenziale totale di S:

oS oS
- (3,05 (),
se il processo e reversibile
dE = [dQ)rey + £+ dX
combinando
oS oS
s =(—-— dt f-dX — | -dX
5= (g [0@ra £ 20+ (55
oS oS oS
=== — | f-dX — | -dX .
(55 o0+ (55), %+ ()7 +

- (ae) o (x), + (36), )

1Si ricorda che si definisce Vz; < 29 — f(x1) < f(x2) si conserva I'ordinamento!
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Se la trasformazione e reversibile, dS = 0, e adiabatica, d() = 0 allora

(), (),

sono tutte quantita funzioni di stato pertanto la realazione 1.3 e valida sia per processi
adiabatici che non adiabatici.
Abbiamo postulato che S & una funzione monotona crescente di £ quindi

a5
(a—E>X >0

oF
— >
(8s)x—0

questo porta alla definizione di temperatura

0E
T=(2=
(55),

E evidente che essendo espressa come “rapporto” di due grandezze estensive la temperatura
¢ una grandezza intensiva.
Combinando con I'eq. 1.3 si ottiene:

pertanto

oS _ f
IR
Poiché 95 95
ds = (8_E>XdE+ ((9_X)E -dX
sostituendo
oS 1
(58), -7
e
oS _ f
),
si ottiene
dsS = ldE — £ - dX
T T

che implica
dE =TdS +f-dX

All’equilibrio si ha quindi che
E = E(S,X)

7
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Figura 1.1: Inserire la figura che illustra il processo

Figura 1.2: sistema isolato diviso in 2 parti connesse da parete conduttrice di calore

Consideriamo un processo in cui un wvincolo interno € applicato quasi-staticamente man-
tenendo invariato £ e X.
Consideriamo il sistema inizialmente in equilibrio e caratterizzato da un entropia S =

S(E,X).

1. applichiamo un vincolo interno per portare il sistema in modo reversibile in S’ =
S(E, X, vincolo)

2. isoliamo il sistema in modo adiabatico
3. togliamo il vincolo
4. il sistema rilassera con F e X costanti nello stato iniziale.

per la I legge S — S’ > 0 Lo stato di equilibrio ¢ quello in cui S(F, X, vincolo) ha il massimo
globale. Questo ¢ il Principio della massima entropia.

Corollario

Principio della minima energia
Il sistema ¢ all’equilibrio quando F; e Es tali che E1+Fy = E massimizzano S(E, X; Ey, Es)
quindi
S(El — AEl,Xl) + S(EQ — AEl, Xg) < S(E, X + Xg)

dove AF; ¢ una quantita di energia tolta dal sottosistema 1 e trasferita al sottosistema 2.
Poiché S ¢ una funzione monotona crescente di F esistera un energia E' < F; + E5 tale che

S(El - AEl,Xl> -+ S(EQ - AEl,X2> - S(E/,Xl -+ Xg)
E(S,X) & un minimo globale di E(S,X, vincoli)

Figura 1.3: sistema isolato diviso in 2 parti isolate che vengono messe in connessione con un
conduttrice di calore
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1.1.6 Equilibrio Termico

Consideriamo 2 sistemi inizialmente caratterizzati da Ey,T7, St e Ea, T, S, se li mettiamo
in contatto come diventano all’equilibrio 717 e 157
Applichiamo il teorema variazionale per S all’equilibrio

(68) s x <0
Poiché E = E; + E5 durante la trasformazione a £ = costante si avra:
(SEl - _6E2

Poiché I'entropia ¢ estensiva possiamo scrivere:

S =5 +5;
Se applichiamo una perturnazione

085 = 0514095, (1.4)
(05 095,
= (8E1) 0 + (8E2) 0Fs (1.5)
— (o + () sE (1.6)
Co\n) Tt \n) '
(Lo Vsm <0 B er (1.7)
S \n )t ' ‘

Questo e vero se e solo se all’equilibrio T} = T5.

Procedura generale

1. Hp. sistema all’equilibrio
2. applicare perturbazione
3. confrontare con il II principio

4. trarre conclusioni sullo stato di equilibrio

Energia

Ugualiare le fluttuazioni di entropia

051 = —05,
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Considerare I'energia interna
E = E1 + E2

Calcolare la variazione di energia

8E1 8E'2
_ (9% 9=z 1.
(851)X651+(852)X6S2 (19)
T1551 + T2(552 (110)

pertanto T} = T5.

1.1.7 Assenza di equilibrio termico

Consideriamo due sistemi a temperature diverse, 77 # 75, messi in contatto i 2 sistemi
raggiungeranno una situazione di equilibrio con 77 = T,. Come avviene?

Processo spontaneo implica AS > 0

Per un sistema

ds > T-'Q

per il sistema totale d@) = 0 e essendo ’entropia estensiva si puo scrivere:
AS] +AS; =AS >0

Assumendo variazioni piccole ma non infinitesime

05, 0859
- AE —= AE
(aEl)x 1*(6152))( > >0

Poiché I'energia del sistema globale non cambia

AEl == —AEQ

o5y _1
OE )« T

051 0S5 1 1
PN s+ (222) 5By =~ ——)AE
(0E1>x o (8E2>x i (Tl T2> =0

T, >Ty, — AE, <0 (1.12)
Th<T, — AEl >0 (113)

Quindi

10
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ossia il calore fluisce dal sistema a temperatura maggiore all’altro.
Possiamo quindi affermare che il calore € una forma di flusso di energia dovuto
ad un gradiente di temperatura e il flusso € da un corpo caldo ad uno freddo.
La relazione fra temperatura e flusso di energia termica porta a definire le capacita

termiche: a0 QT iS
C=aw =T T Tar
a5
= — 14
Cy T <8T)f (1.14)
oS
Cx =T (8_T)X (1.15)

Poiché I'entropia ¢ estensiva anche le capacita termiche sopra definite saranno estensive.

1.2 Funzioni ausiliare e trasformate di Legendre

Consideriamo il tipico lavoro reversibile usato in chimica:
f-dX =—pdV + ) pidn; (1.16)
i=1
dove
e p = pressione del sistema
e IV = volume
e r = gspecie presenti
e /i = potenziale chimico
e 1n; = numero moli specie i-esima

Il potenziale chimico rappresenta una variazione infinitesima reversibile di energia e si
definisce come
ok
i =

on; ) S,V¥ny ki

Essendo E e n; estensive u; ¢ intensiva. Controlla I'equilibrio delle masse.
Consideriamo il differenziale dell’energia

dE = TdS —pdV + > _ puidn;

=1

11
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dove E(S,V,{n;}) ¢ una funzione di S, V,{n;}.
I principi variazionali
(AE)&V’{M} > 0 (1.17)
(5E)S:‘/7{ni} > 0 (1.18)

danno informazioni sui sistemi all’equilibrio.
Supponiamo di voler usare la temperatura invece dell’entropia per caratterizzare il siste-
ma, questo si puo fare ricorrendo alle trasformate di Legendre.

1.2.1 Nota matematica: trasformate di Legendre

2 funzioni derivabili f e g si definiscono trasformate di Legendre una dell’altra se le loro
derivate prime sono funzioni inverse una dell’altra

Df = (Dg)™" (1.19)

f e g sono in relazione fra loro mediante una trasformata di Legendre.
Le trasformate di Legendre sono univoche a meno di una costante addittiva che puo
essere determinata dalla condizione aggiuntiva

f(@)+9(y) = zy (1.20)
La trasformata di Legendre ¢ il suo stesso inverso ed ¢ correlata ad un integrazione per parti.
Supponiamo che f = f(x1,x9, -+ ,2,) sia una funzione naturale di {x;} allora
df = Z w;dz; (1.21)
i=1
con
of
U; =
3:1:i
sia

g=1f— Z U;T; (1.22)

i=r+1
Scriviamo il differenziale di g

n

dg = df — z": w;dx; — Z x;du; (1.23)

i=r+1 i=r+1
sostituiamo

=1

12
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si ottiene

n n n

dg = Zuidxi — Z widx; — Z xidu; (1.25)

i=1 i=r+1 i=r+1

T n

i=1 i=r+1
pertanto g = g(xy, - , Ty, Upsq, -+ ,Uy,) € una funzione naturale di xy, -+, z,, u.11 e delle
varibili coniugate a x,,1, -+, xp,.

Con questo schema si puo quindi inserire come variabile naturale T" al posto di S o p al
posto di V' o n; al posto di p;.

Affinché questo schema possa funzionare occorre che g contenga le stesse informazioni di
f, ne piu ne meno.

1.2.2 Applicazioni

Per costruire una funzione naturale di 7', V,n dobbiamo sottrarre a E(S,V,n) la quantita
ST poiché T' ¢ la variabile coniugata di S

A(T,V,n) = E(S,V,n) — TS (1.27)

A questa funzione viene dato il nome di Energia libera di Helmholtz.
Scriviamo il differenziale

dA =dE —-TdS — SdT

sostituiamo )
dE =TdS — pdV + > pudn;
=1
si ottiene
dA = TdS—pdV +>  pdn; — TdS — SdT (1.28)
i=1
= —SdT —pdV + > judn (1.29)
=1

Le trasformate di Legendre ci consentono di scambiare fra loro variabili coniugate

S «—— T (1.30)
V. «— »p (1.31)
n; < (1.32)

13
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Energia libera di Gibbs G(T',p,n)
Si parte dall’Energia libera di Helmholtz A(T,V,n)

G(T,p,n)=A(T,V,n) — (—pV)=E =TS +pV (1.33)

che in forma differenziale diventa

dG = dA+pdV +Vdp (1.34)
= —SdT —pdV + Y pdn; + pdV + Vp (1.35)

=1
= —8dT + Vdp+ Y pdn; (1.36)

=1

Entalpia H(S,p,n)

Altra grandezza spesso usata e I'entalpia che si puo ottenere dall’energia:

H(S,p,n) = E(S,V,n)—(-pV) (1.37)
= E+pV (1.38)
e in forma differenziale
dH = TdS — pdV + i widn; + pdV + Vdp (1.39)
i=1
= TdS+ Vdp + i pidn; (1.40)
i=1
Riassumendo
E(S,V,n) — dE=TdS —pdV + ZT: pidn; (1.41)
i=1
A(T,V,n) — dA=—-SdT —pdV + i pidn; (1.42)
i=1
G(T,p,n) — dG=—-SdT'+ Vdp+ i fidn; (1.43)
i=1
H(S,p,n) — dH:TdS—l—Vdp—i-iuidni (1.44)

i=1

14
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I principi variazionali associati possono essere riassunti come segue:

(AE)syn >0 (0E)svn >0 (1.45)
(AH)spn >0 (0H)spm >0 (1.46)
(AA) 7y >0 (0A)1ve >0 (1.47)
(AG)rpn >0 (0G)rpm =0 (1.48)

Es. 1.6 Chandler

Costruire le trasformate di Legendre dell’entropia che sono funzioni naturali di (1/7,V,n) e
di (6,V,n).

Si parte dal differenziale dell’entropia
1 1 0
ds = de + TpdV — ?dn

L’entropia ¢ scritta come funzione naturale di (E,V,n). Iniziamo sostituendo F con % =0
per ottenere

T(B,V,n)=S(E,V,n) — GFE

In forma differenziale

dT = dS— BdE — Edg (1.49)
— BdE + BpdV — Budn — BdE — Edf (1.50)
= —FEdB+ BpdV — Budn (1.51)

Per ottenere una funzione naturale di (3, V, Gu)

S(B,V,n)=T(B,V,Bu) — (—nfu)

che in forma differenziale ¢

dS = —Edp+ BpdV — Budn + Budn + nd(Gu) (1.52)
= —EdB+ BpdV + nd(Bu) (1.53)

1.3 Relazioni di Maxwell

Abbiamo definito delle funzioni quali A, G, H vogliamo ora utilizzare queste funzioni per
mettere in relazione fra di loro varie “misure” o osservabili diverse.

Partiamo considerando
os
ov Ton

15
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le variabili sono quindi (V, T, n) e la funzione naturale ¢ A(V,T,n) che in forma differenziale
e
dA = —SdT — pdV + ) pydn;
i=1

consideriamo una sola specie per semplicita
dA = =SdT — pdV + pdn
ricordiamo che se df e un differenziale esatto

df = adzx + bdy

o0y _ (o

oy ), -\ Oz ’

dA = =5dT — pdV + pdn
s\ _ (o
OV ), \OT /)y,
()
ap Tn

le variabili sono quindi (p, T, n) e la funzione naturale & G(7T', p,n) che in forma differenziale
e

allora

pertanto da

otteniamo

Consideriamo

dG = —SdT — Vdp + pdn

al solito essendo dG un differenziale esatto possiamo scrivere

05\ __ (v
ap T,n_ aT Vin

Esaminiamo ora degli esempi per mostrare il legame fra esperimenti termici ed equazioni
di stato.

Cy

08
=T = 1.54
CU (8T>V,n ( ’ )

16
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deriviamo rispetto al volume a T, n = Costanti

00N\ _p(2 (98
OV )y \OV\IT )y, )

=T (8% (g—i)ﬂ) ) scambio ordine di derivazione
ricordando che (%) . = (S—?) . (1.55)

o (Op
(5 (3).)
oT \oT Vi) v
82]))
7 (=L
<8T2 Vin

Formula analoga nel caso di C, (es 1.8 Chandler)

a3
C,=T (a—T>m (1.56)

deriviamo rispetto alla pressione a T, n = Costanti

(=), -r(2(2)
op Tim op \ 0T pn) 1

=T i @ scambio ordine di derivazione
or \op ),
n) o
ricordando che <8_S> = — <8—V) (1.57)
dp Ton oT o

o [0V
= (a—:r (a?) )
p,n pn

- ((‘32‘/)
- 2
orz), .
Prima di procedere con un’altro esempio ricordiamo un’altra relazione fra differenziali

().~ (3),6).

17
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sia 2 una funzione di (z, y) allora
= (§) - (5).0
(%)
92 ),
(@), (@), (&)= (5),»

dividiamo per dy a z costante
Ox Ox 0z
=) = (== i 1.
<0y)z (3Z)y(ay>x (159

moltiplichiamo per

si ottiene

cvd

Esempio ricavare C, — C,

Partiamo ponendo
oS
— T B —
=1 (5)

L’entropia ¢ funzione di (7', V, n), poniamo n costante e quindi per semplificare la notazione
lo omettiamo nelle espressioni che seguono. Iniziamo scrivendo il differenziale dell’Entropia

oS oS
s = (8_T>VdT+ (W)Tdv

questo consente di scrivere a p costante

(ar), = (or), + (&), (&),

Poiché

18
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possiamo scrivere

Lo~ tev + (%)T (g—g) (1.60)
oo (@) ()

Sostituendo la relazione di Maxwell
95\  _ (9
oV )y, \oT )y,
1 dp oV
o= (), (%), o
oz ox 0z
il — _ | = - 1.
<8y)z <0Z)y(5’y)x (163)
9
oT ),
N _ (9 (OV
or),  \ov),\aT ),

%(Cp ~Cv) =~ (S_S)T (%)p

questa famosa relazione mette in relazione la differenza C, — Cy alla compressibilita

isoterma (3—";) € al coefficiente di espansione termica a pressione costante (g—‘;)p

si ottiene

Applicando la relazione

si ottiene la relazione

che sostituita i eq. 1.62

(1.64)

1.4 Funzioni estensive: equazione di Gibbs-Duhem

L’energia interna F e una grandezza estensiva dipende pertanto linearmente dalle dimensioni
del campione. E e una funzione di S e X che sono a loro volta estensive

E(AS,AX) = AE(S,X)

Le grandezze estensive sono funzioni omogenee del I ordine.

19
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1.4.1 Nota matematica: funzioni omogenee

Una funzione omogenea di grado n ¢ definita

fx) =N f(x)

se n = 1 la funzione f si dice omogenea del I ordine.

1.4.2 Nota Matematica: Teorema di Eulero

Consideriamo una funzione f(zq,--,x,) omogenea del I ordine nelle variabili {x;}. 1l
teorema di Eulero stabilisce che

[, ) = Zn: <§§) i (1.65)

i=1

dimostrazione

Poniamo u; = Az; allora
f{ui}) = Af({z:})

Deriviamo 1’equazione precedente rispetto a A con {z;} costanti

(T5) = st (1.66)

Possiamo anche scrivere il differenziale di f

" [0
oo =3 ()
v/ ug, g

=1

derivando rispetto a A

() S @)

_ Z(gf) - (1.68)
1 Ui uj,jF#

Combinando eq.1.66 con 1.68
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Ponendo \ = 1 si ottiene il teorema di Eulero per funzioni omogenee del I ordine

[y, a,) = Zn: <§3‘:) w; (1.69)

i=1

cvd

1.4.3 Equazione di Gibbs-Duhem

Poiché F = E(S,X) ¢ una funzione omogenea del I ordine possiamo applicare il teorema di
Eulero e scrivere

oF oFE
E = — 1 S — | X 1.70
(35),5+ (%), Q)
= TS+f-X (1.71)
Poniamo .
f X =—pdV+> dn
i=1
allora

dE = TdS —pdV + > juidn; (1.72)
i=1
questo significa che E = E(S,V,ny,--+ ,n,) e applicando il teorema di Eulero

E:TS—pV—i—i,umi
Scriviamo il differenziale totale di £ -
dE = TdS + SdT — pdV — Vdp + i[uidni + ngdp;) (1.73)
i=1
sottraendo eq.1.72 da 1.73 si ottiene I'equazione di Gibbs-Duhem
SdT — Vdp + z’”: nidp; =0 (1.74)
i=1

Applichiamo ora il teorema di Eulero per funzioni omogenee del I ordine all’energia libera

di Gibbs
G = E-TS+pV (1.75)

= (TS —pV+> niyu) =TS +pV (1.76)

i=1

= S (1.77)
=1

21
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Pertanto per un sistema ad un solo componente p € semplicemente 1’energia libera di
Gibbs per mole G/n.

Il risultato G = >"._, n;u; ¢ un caso particolare del risultato generale per una funzione
estensiva X

X(T7p7n17"' 7n7') = anxl (178)
=1

e T,p e {z;} sono usate per caratterizzare lo stato. Definiamo

(8X)
€Xr; =
axi T,pn; Vj#i

= wi(Tapa Ny, - 7nr)

la dimostrazione del risultato si basa sul teorema di Eulero poiché con ¢, p costanti X € una
funzione omogea del I ordine nei numeri di mole

X(Tapa )\nb to 7)\n7“> = )\X(T7p>n17 to 7nr)

1.5 Funzioni Intensive

Sono funzioni omogenee di grado 0 nelle variabili estensive.

Es. 1.11 Chandler
Se X e Y sono estensive allora X/Y e g—iﬁ sono intensive.

Essendo X e Y funzioni omogenee del I ordine:

Il rapporto

YOx) AV (x) (1.81)
_ X
- Y6 (1.82)

e indipendente da A e quindi rappresenta una grandezza intensiva. Stesso procedimento per
la derivata.
Consideriamo come esempio di funzione intensiva

p:p(svwnh“' anr):p(/\sa)“/a)\nh”' a)‘nr) VA

22
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definiamo

A= Zn, =n (1.83)
i=1

dove n e il numero totali di moli.
Definiamo la frazione molare z; = n;/n. Poiché p ¢ intensiva non dipendera dal numero
di moli ma dalle frazioni molari e quindi

p:p(S/n,V/n,x1,~- 7‘7;7“)

Ma le frazioni molari non sono r variabili indipendenti infatti

i=1

pertanto
r—1

p=p(S/n,V/n,xy, -+ jx,q,1 — sz)
i=1

Questo mostra che mentre occorrono 2 + r variabili estensive per determinare una proprieta
estensiva di un sistema all’equilibrio servono solo r 4+ 1 variabili intensive per determinare
valori di proprieta intensive. La necessita di una variabile in meno ¢ un altro modo per dire
che la grandezza non dipende dalle dimensioni del sistema.

Le variabili scelte non devono essere coniugate!

Per illustrare questo si puo esaminare la figura che illustra I’'andamento del volume molare
dell’acqua in funzione della temperatura (Fig.1.4).

Se si riporta la curva sperimentale corrispondente ad una pressione di una atmosfera. Si
ha lo stesso volume molare a 2 temperature in quanto V e p sono variabili coniugate!

23
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pP=/ atn

O e came o
N ]

0°C 4°C T

Figura 1.4: Diagramma di stato dell’acqua a p=1latm
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Capitolo 2
Condizioni per I’equilibrio e stabilita

Per studiare le condizioni di equilibrio e la stabilita possiamo procedere nel seguente modo:
1. assumiamo il sistema inizialmente all’equilibrio e che sia stabile
2. applichiamo una perturbazione vincoli interni
3. esaminiamo i cambiamenti termodinamici o la risposta del sistema
4. il IT principio implica ’abbassamento dell’entropia o I'innalzamento dell’energia interna

5. dall’analisi dei segni delle variazioni di grandezze termodinamiche arriviamo a disu-
gualianze consistenti con criteri per la stabilita e I’equilibrio

Mostreremo che S e E sono estremi rispetto al partizionamento di variabili estensive. La
stabilita verra esaminata analizzando il segno della curvatura per stabilire se si tratta di
massimo o di minimo.

2.0.1 Equilibrio multifase

Consideriamo un sistema multicomponente eterogeneo (+fasi).
Ogni fase e un sottosistema.
Ogni grandezza estensiva £ la possiamo scrivere:

&= ié'a
a=1

con v il numero di fase.

Consideriamo &£ invariante ma che sia possibile variare le &,.

In questo trattamento trascuriamo ’esistenza delle interfasi. Questa e un’approssimazio-
ne che pero genera un errore piccolo quando si considerano sistemi grandi.
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Esempio F

L’energia di una fase massiva dipende da N (numero di molecole nella fase), I’energia su-
perficiale dipende da N?%? il rapporto ¢ N~'/3 quindi per N ~ Ny (Numero di Avogadro)
I'errore & ~ 1078

Consideriamo alcune variabili esensive.

Per I'energia:
E=>YE,

a=1
per I'entropia:
S=> S,
a=1
per il volume:
=Yy,
a=1

numero di moli per la specie i-esima:

v
n; = g N
a=1

La variazione al I ordine di F sara:

14

OF = Z Ta(;Sog — pa5Va + i :uai(snaz‘

a=1 =1

La condizione di equilibrio e
(OE)sv.(ny =0

Poiché S, V, {n;} sono fissi dovra essere:

i 05,
a=1

per il volume:
pLA
a=1

numero di moli per la specie i-esima:

ijénm Vi=1,---,r
a=1

26
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Figura 2.1: Il sottosistema A & caratterizzato da nq, u, il sottosistema B da ns, uo

Per semplicita consideriamo un sistema bifasico (v = 2), allora

(551 == —65’2
oy = =0V,
ony = —0ny

E la variazione al I ordine di E con S,V,{n;} costanti &

0 < (0E)sv,ng = (T1 — T2)651 — (p1 — p2)0Vi + > (pt1i — pizs)dmy

i=1
Poiché la relazione deve valere V§Sy,VéVy, Vony; e queste variazioni sono disaccoppiate oc-
corre che
Ty = 1T, (2.4)
Vi =V (2.5)
i = 2 Vi=1,---,r
per garantire
(0E)svny =0

per piccoli spostamenti dall’equilibrio.
Il criterio (0E)sy,(n,y > 0 ha portato ad un insieme di criteri per l'eqilibrio che sono
condizioni necessarie e sufficienti.

Qual’e il significato dei potenziali chimici?

11 = po garantisce ’equilibrio della massa.
Cosa provoca un gradiente in p?
Consideriamo il sistema isolato
supponiamo 1 > pe. il flusso di massa portera all’equilibrio iy = ps.
Se non si compie lavoro e non c¢’e flusso di calore nel sistema

AS >0

AS = —%Anl _ %Am

ma, poiché
Anl = —ATLQ
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possiamo scrivere

AS:—(%—%)An1>O

per ipotesi (g1 — p2) > 0 quindi Any < 0.
La materia fluisce dalle regioni ad alto p a quelle a basso.

~(z)

e una forza generalizzata che provoca un flusso di materia. Analogamente

~(z)

e una forza generalizzata che provoca un flusso di calore.
Le grandezze intensive il cui gradiente causa un flusso della loro variabile coniugata sono
spesso indicate come campi o affinita termodinamiche.

2.1 Stabilita

La condizione per un equilirio stabile e
(AE) SV > 0

per tutti gli spostamenti fuori dall’equilibrio.
Per spostamenti sufficientemente piccoli

(0E)svn >0

per sistemi non vincolati, dove le variabili estensive possono fluttuare
(0FE)syn =0
Per cui all’equilibrio e vicino
(AE)svn = (*E)svp + (*E)syy + - -

per spostamenti sufficientemente piccoli il termine quadratico domina, Per cui si ha (62°E) sy, >
0 come criterio di stabilita.

Se vale > 0 il sistema ¢ stabile a piccole fluttuazioni dall’*equilibrio.

Se vale = 0 la stabilita e indeterminata e si devono esaminare i termini successivi dello
sviluppo in serie.

Se vale < 0 allora il sistema non ¢ stabile e la piu piccola fluttuazione causera il sistema
a cambiare macroscopicamente.
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Figura 2.2: figura che illustra il sisstema

2.1.1 Esempio

Consideriamo un sistema composto da due compartimenti e le seguenti fluttazioni:

08 = 0=051405 (2.7)
’FE = 6*FE) + 6*F, = (2.9)
1 (9*E, o, 1 (0B, 2
Poiché s
— =T
<as>v,n
e
O’FE (0T T
052 )., \9S/),., G,
si avra . - T
2 _ 1 2 | 11 2
(0°E)syn = 2((551) |:Cv1 + CUJ
ma all’equilibrio T} =T, = T per cui
(2E)gvn = (6827 | = +
S,Vin — 9 1 CU1 Cv2

Poiché
(8*E)syn >0

questo implica che

1 1
T |: Con + C_yz:| >0
Poiché la suddivisione del sistema ¢ arbitraria
NP
C, —

e quindi

C, >0

Pertanto un sistema stabile avra C, > 0.
Procediamo per assurdo e ipotiziamo C, < 0 considerando 2 sistemi in contatto ma non
in equilibrio termico (T} # T3).
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Il gradiente di T causera un flusso dal sistema a T grande a quello a T inferiore.

Se C, < 0 si avrebbe un aumento del gradiente e il sistema non raggiungerebbe ’equili-
brio.

Il processo spontaneo indotto da una deviazione dall’equilibrio sara nella
direzione di ristabilire 1’equilibrio.

esempio

Consideriamo l’energia libera di Helmholtz che in forma differenziale abbiamo visto essere

dA = —SdT — pdV + Y~ piydn,

i=1

le condizioni di stabilita sono

(AA)py, > 0 (2.11)
(6A)7ym = 0 (2.12)
(0*A)ryn > 0 (2.13)

I vincoli interni agiscono su variabili estensive provocandone una redistribuzione mante-
nendo il valore totale invariato per cui le variabili intensive (7', p) non fluttuano.
Consideriamo 2 sottosistemi

V. = SVi+6Va=0 (2.14)
— V==V, (2.15)

La variazione al II ordine di A:
1 82A1 82A2
2 2
= — —a >
(A =50%) K(S‘Vf) ' (6%2 )} ="

dA = —SdT — pdV + Y _ piydn,

i=1

oA _
V) "

FPAN __(op
oV?2 T,n_ V)
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C(Op) (O] 5
oVy oV,
e per 'arbitrarieta della divisione del sistema in 2 sottosistemi
dp
—(=1>0
(&) 2
Questo risultato porta a fare delle considerazioni sulla compressibilita isoterma
1 [/oV
V \ Op
Se incrementiamo isotermicamente la pressione di un sistema stabile il suo volume dimi-
nuisce.

si ha

2.1.2 Ulteriori considerazioni

Consideriamo il caso

(*A)pyn =0
(oY
<8V)T,n

()
v=—-—|=—] =0
n ov ),

oV =AV; + AV, =0 — AV} = —-AV,

Poniamo

(5711 = (5712 =0

Con queste condizioni possiamo scrivere
(AA)1vn = (P Az v + (P A)ryn +--- >0
Per piccole perturbazioni il termine cubico domina per cui se

(53A)T,V,n Z 0
3 A SA
(%v;) B (%V;) ] =0
1 Tn 2 / Tn

31
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Poiché deve valere VéV; € R e poiché
P4\ (Pm\ 1 (Pp
oV Tm N oV T o2\ ot ),
1 82]71 _ 1 82]?2 —0
ni\ovi /), n3\ov3), N
e poiché la suddivisione in sottosistemi e arbitrria
2
(&), 32,
ov ), ov? ),

2.1.3 Regola generale di stabilita

pertanto

Sia ® ’energia interna o una sua trasformata di Legendre, sia ¢ una funzione naturale delle
variabili estensive {X;},—1, e delle variabili intensive {I;};—, 11, allora il differenziale totale

di ® ) .
d® = Z LdX; — Z X,dI;
=1

i=r+1

< d1; ) -0
8Xj {Xi}izj a

e i criteri di stabilita sono

con [; e X; variabili coniugate!!!

2.1.4 Riepilogo

—(%)S > 0 (2.17)

(a“ ) > 0 (2.18)
anl T,V,{nj}j?gi

oS

- = > .
T (aT)p,n c, > 0 (2.19)

mentre non si hanno informazioni dalla II legge sul segno di
Op
aor ),

(52)
ani Tvvv{nk}k;éiai7£j

in quanto non sono derivate di proprieta intensive rispetto alle loro variabili coniugate.
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Capitolo 3

Fondamenti della meccanica statistica

La meccanica statistica rappresenta la fondamenta a livello molecolare della termodinamica.

Consideriamo la materia composta di particelle (atomi, molecole, elettroni, nuclei) che
obbediscono a livello microscopico a particolari leggi e che hanno una funzione che descrive
come interagiscono fra di loro.

Assumiamo che il numero di queste particelle sia molto grande.

Vogliamo mettere in relazione proprieta microscopiche con osservabili macroscopiche.

Dinamica microscopica — Osservabili

Relazione fra dinamica microscopica e fluttuazioni.

Risolvere le equazioni del moto per N ~ 10%.

Limite attuale? molto lontano da N

Quando N cresce la complessita cresce dobbiamo ricercare delle “regolarita” (parametri
d’ordine, - --).

La termodinamica insegna che per caratterizzare sistemi grandi all’equilibrio bastano
poche variabili.

Hp

Le regolarita che consentono di descrivere i sistemi grandi con poche variabili sono una
conseguenza di leggi statistiche.

Si puo predirre quali grandezze sono costanti o caratterizzabili dal loro valor medio?

In generale, se un’osservabile di un sistema dipende da poche variabili allora possiamo
assumere che possa essere descritta con la meccanica statistica.

3.0.5 Metodo statistico e insiemi

Hp
Supponiamo di osservare un sistema a molti corpi in un particolare stato microscopico.
La sua caratterizzazione richiede un numero enormi di variabili.
es.
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Sistema quantomeccanico che obbedisce all’equazione di Schroedinger dipendente dal
tempo

.0
e | 0) =H | 0)

Per specificare il vettore di stato | 1)) ad un dato istante occorre un numero di variabili
O(N) con N numero delle particelle.
Consideriamo il caso stazionario

H’wu>:Eu|¢u>

'indice v rappresenta la contrazione di DN numeri quantici (dove D=dimensionalita).
Specificato lo stato iniziale, la sua evoluzione temporale ¢ determinata dall’equazione di
Schroedinger dipendente dal tempo.
Si puo fare una considerazione analoga per un sistema classico.
Si considerino punti nello spazio delle fasi

(rNapN) = (rla"' y N, P10 7pN>

I punti dello spazio delle fasi caratterizzano completamente lo spazio meccanico (micro-
scopico!) di un sistema classico.

L’evoluzione e determinata risolvendo 1’equazioni del moto, una volta fissate le condizioni
iniziali specificando completamente il primo punto dello spazio delle fasi.

L’evoluzione temporale di un sistema a molti corpi puo essere descritta come una linea
nello “spazio degli stati” (nel caso classico “spazio delle fasi” o spazio di Hilbert esplorato
dai vettori di stato | ¥,) nel caso quantistico).

Quando si prepara il sistema possiamo fissare alcune variabili per esempio: E energia
totale; N numero di particelle; V' volume......

questo vincola il sistema a muoversi su una superficie dello spazio degli stati.

La dimensionalita della superficie rimane enormemente alta.

I concetto base

Se aspettiamo un tempo sufficientemente lungo il sistema esplorera (o andra sufficientemente
vicino a esplorare) tutti gli stati microscopici compatibili con i vincoli imposti per definire
(o controllare) il sistema.

Immaginiamo di compiere, mentre il sistema evolve, un numero N di misure indipendenti
sul sistema.

Il valore ottenuto da queste misure per una grandezza G e

1 N
Gobs = N Z Gz
=1
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G, e il valore che corrismonde all’i-esima misura.

Si assume che il tempo necessario ad effettuare la misura sia molto corto in modo da
poter considerare il sistema al tempo 7 in un solo stato microscopico.

Ripartizioniamo la somma.

Se il sistema si trova nello stato v allora (v | G | v) = G, ¢ il valore di aspettazione per
la grandezza G nello stato v.

Definiamo il numero di volte che viene osservato lo stato v

N
ny =Y 6(G;—G,)
=1

allora n
Gobs - - NGV
= P, e la probabilita di trovare il sistema nello stato v.
IMPORTANTE!!! deve essere valida 1’assunzione che il tempo su cui si media e
sufficientemente lungo!

ny
N

Gops = Z P,G, = (G) ensemble average

Il termine “ensemble” o insieme indica la collezione di tutti i possibili stati microscopici
compatibili con i vincoli con cui abbiamo caratterizzato il sistema macroscopicamente.

Per esempio I'insieme microcanonico ¢ caratterizzato da NVE costanti, I'insieme canonico
da NVT costanti — E fluttua!

Per un sistema a molti corpi si assume valida I’ergodicita.

media temporale = media nello spazio degli stati

I1 sistema e caotico a livello delle particelle.
Il tempo della misura deve essere molto maggiore del tempo di rilassamento (7, ejaz)-
Trelaz = tempo in cui il sistema perde completamente la memoria (o correlazione) delle
sue condizioni iniziali.
Se il tempo della misura
Tmis = NTrelar

significa che abbiamo N misure indipendenti.

In pratica si considerano misure su sistemi macroscopici per periodi di tempo piccoli ma
il concetto di media sull’insieme & applicabile.

Il sistema lo possiamo vedere come suddiviso in un insieme di molti sistemi macroscopici.

Se i sottosistemi sono sufficientemente grandi il comportamento a livello delle particelle in
un sottosistema ¢ scorrelato da quello degli altri sottosistemi (comportamento indipendente).

35



Gianni Cardini Termodinamica Chimica Versione 0.1

Affinché questo sia vero occorre che la dimensione minima del campione sia maggiore
della lunghezza della correlazione spaziale.

In queste condizioni una singola misura corrisponde a molte misure indipendenti.

Molte miure indipendenti corrispondono ad una media sull’insieme.

3.1 Insieme microcanonico

Ogni stato microscopico che puo occorrere e possibile e le proprieta osservate sono la media
su tutti gli stati microscopici.

Probabilita o distribuzione dei vari stati microscopici

Assunzione:

per un sistema isolato con energia totale, E, e dimensioni fissate (numero delle particelle e
volume) tutti gli stati microscopici hanno all’equilibrio termodinamico la stessa probabilita.

Lo stato di equilibrio macroscopico corrisponde alla situazione piu caotica.

La distribuzione degli stati microscopici con la stessa energia (£, volume (V') e numero
di particelle (V) & completamente uniforme.

Definiamo:

Q(N,V, E) = numero degli stati microscopici caratterizzati da numero di particelle, N,
volume,V', e energia, F/, compresa fra £ e F + 0F.

0 F & un intervallo di energia dovuto all'impossibilita di specificare in modo assolutamente
preciso 'energia di un sistema macroscopico.

Se §F = 0 allora Q(N, V| E) ¢ una funzione discontinua che misura la degenerazione degli
stati.

Usando un dF # 0 si ottiene una funzione Q(N, V) E') continua.

Le proprieta termodinamiche risultano sostanzialmente non influenzate dalla scelta di 0 F
purché 6 < E poiché Q(N,V, E) ¢ una funzione rapidamente crescente di F.

Di solito il 0 ¥ viene omesso per semplicita di notazione.

Per sistemi macroscopici i livelli energetici sono spesso molto vicini per cui possono essere
assimilati ad un continuo, in questo caso si puo introdurre la densita degli stati:

Q(N,V,E)dE

che conta il numero degli stati con energia compresa fra £ e F + dE

statt

Q(N,V,E) 255 E)

La probabilita di uno stato macroscopico v per un sistema all’equilibrio nell’insieme NVE &

1

P = ———
" Q(N,V,E)
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per tutti gli stati nell’insieme altrimenti P, = 0 VE, # E.
Quest’insieme e chiamato microcanonico.
Definiamo 'entropia come

S =k Q(N,V,E)

con kg = 1.380 10~ %erg K—! costante di Boltzmann.

S e estensiva.

hp consideriamo un sistema composto da due stati A e B con 4 e Qp allora il sistema
A+B avra un numero di stati 4 - Q5 quindi

Sarp =kg ln(QA . QB) =kp hl(QA) + kg ln(QB) =S4+ Sp

II legge espressa in forma differenziale.

Consideriamo un sistema NVE dividiamolo con un vincolo interno in due parti Ny, Vi, E; e
Q(Nh ‘/17 El) + Q<N2) ‘/2) EQ) < Q(N7 V7 E) - Q(Nla ‘/17 El) : Q(NQ’ ‘/2) EQ)

quindi
S(N,V,E) > S(N,V, E + vincoli)

— significato statistico dell’entropia:
all’equilibrio la massimazione dell’entropia corrisponde alla massimazione del disordine.
La temperatura e stata precedentemente definita

A
OF )y T
sostituiamo S = kgIn Q(N,V, E)

(akB InQ(N, V, E)) 1
N,V

OF T
quindi
OlnQ(N,V, E) 1
kg = —
oF vv T
da cui
OlnQ(N,V, E) 1 3
OF vy ksT

Poiché T" > 0 — Q(N.V, E) ¢ una funzione crescente monotona di E.
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3.1.1 Insieme Canonico (NVT)

In termodinamica un cambio di variabili corrisponde ad effettuare una trasformata di Le-
gendre, in termodinamica statistica ad un cambio di insieme.

Insieme canonico: E fluttua, T' & costante (contatto con bagno termico a temperatura T’
o temperatura inversa [3).

Consideriamo un insieme di stati di energia definita

El/wu = Hwy

soluzioni dell’equazione di Schroedinger, immersi in un bagno termico (Fig. 3.1).

E.N.V E.N.V E,.N.V

E,.N.V E_.N.V T-Cost

Figura 3.1: Stati caratterizzati dallo stesso volume(V') e numero di particelle (N) circondati
da bagno termico a 7' = Costante

Possiamo considerare il sistema canonico come un sottosistema di un sistema microcano-
nico: un sistema a T costante circondato da un bagno termico, il sistema globale ¢ a Energia
costante. (Fig. 3.2).

L’energia totale del sistema E = Eg + FE, = costante.

Gli stati energetici del bagno formano un continuo.

Quindi

d)
dE
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EBagno

Sistematotale isolato NVE

Ev

Figura 3.2: Sistema globale NVE con sottosistema NVT

¢ ben definita.
Assumiamo che il sistema sia in uno stato ben definito v allora il numero degli stati
accessibili al sistema + bagno

O(Ep) = UE - E,)

per il principio dei pesi uguali la probabilita di osservare il sistema nello stato v
P, x Q(E — E,) = exp{In[Q(E — E,)|}

Poiché E, < FE possiamo espandere In[QQ(E — E,)] in serie di Taylor

W[Q(E — E,)] = mQ(E) — E, (%) N

poiché S = k1n () & una funzione che si comporta bene e
dIn ) _17dS 1 3
dE )y  k\dE )y, kT

39




Gianni Cardini Termodinamica Chimica Versione 0.1

allora
In[QE - E,)] =InQE) - E,3

e quindi
P, o exp[—SE,]

legge di distribuzione canonica o di Boltzmann.
La costante di normalizzazione si determina da > P, = 1.

Pertanto 5B 5B
ei v 67 v
PV pr— pr—
Zl/ e_ﬁEu Q

dove

Q=Q(B,N,V)=) e

e la funzione di partizione canonica.
Calcolo dell’energia media
(E) = (B,)=)_PE, (3.1)

Zl/ EVeiﬁEV

S, e (3.2)
Ha —BEy
quindi ! )
<E%::£%QM£:_(amQ)
Q 9B ) Ny

In () a meno di una costante moltiplicativa € una funzione termodinamica.

Consiideriamo I’energia libera

A=FE-TS

e la sua derivata parziale rispetto alla temperatura inversa

084\ _ 0. S]_
(W)W—aﬁ [M kJ b

Si puo quindi dimostrare che

Az kT = 1€

B
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Le energie F, sono autovalori dell’equazione di Schroedinger del sistema, difficili se non
impossibili da ottenere, fortunatamente non occorre risolvere ’equazione poiche

Q= Ze’ﬁE” = Z<I/ | e M| ) = tre "M

La traccia ¢ indipendente dalla rappresentazione
tr(A) = tr(SS™'A) = tr(ST'AS)

(inserita identita, proprieta ciclica della traccia).

Una volta noto H si puo usare un qualsiasi insieme completo di funzioni d’onda per
calcolare Q).

Q = e "M puo essere calcolato senza risolvere I’equazione di Schroedinger!!!

(F) —— >, E, e BBy B tr(He PE)
e T e

Nel limite di sistemi grandi I'insieme microcanonico e canonico hanno la stessa energia
(aumentando le dimesioni si riducono le fluttuazioni).
La somma sugli stati v puo essere ripartizionata

stati

Q = Y ef (3.3)
livelli

= ) QE)e " (3.4)

dove Q(FE;) & la degenerazione dello stato Ej. )
Nel limite di un sistema molto grande Q(E;) — Q(F), densita degli stati, e

Q= /0 h Q(E)e PRdE

Per un sistema grande la funzione di partizione canonica e la trasformata di Laplace della
funzione 2(£) del microcanonico.

3.2 Nota matematica: Trasformate di Laplace

La trasformata di Laplace, f(s), di una funzione F'(t) ¢ definita

a

f(s)=L{F@)} = alggo i e S E(t)dt (3.5)
= /OO e SF(t)dt seERVseCAR(s)>0 (3.6)
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Non & necessario che esita fooo F(t)dt, ¢ sufficiente che esista un s, tale che

dove M e un numero grande ma finito. Per V¢ > ty la trasformata esiste Vs > s;.
£{e”} non esiste!

Termodinamica Chimica

| e ™' F(t) < M

Versione 0.1

La trasformata di Laplace non esiste anche in casi di forte singolarita per ¢ — 0, per
esempio non esiste L{t"'}.
Le trasformate di Laplace sono lineari: ammettiamo che esistano le seguenti trasformate

allora

Esempio 1

Esempio 2

Esempio 3

Esempio 4

LLF()} = [(s) NLLG(1)} = g(s)

LL{aF(t) +bG()} = al{F(t)} + bL{G(t)}

F(it) =1 Vi >0
o 1

L£{1} = / e *tdt = - Vs >0
0

F(t) = € vt >0

o 1
L{"} = / eMe st dt = Vs >k
0 §—
L
cosh(kt) = 5 (e" + ")
s
L{cosh(kt)} = R

sinh(kt) = % (e — e

L{sinh(kt)} =

42
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Esempio 5
cos(kt) = cosh(ikt) (3.15)
L{cos(kt)} = ﬁ (3.16)

Esempio 6
sin(kt) = —isinh(kt) (3.17)
L{sin(kt)} = 32—|—Lk2 (3.18)

Esempio 7
Fit) = t" (3.19)
L{t"}y = /OOO e hdt = 5"711 Vs >0AVn > —1 (3.20)

Teorema

Esiste la funzione inversa.
L{F(t)} = f(s) — LTH{f(s)} = F(2)

Teorema di unicita

Se due funzioni Fi(t) e Fy(t) hanno la stessa trasformata di Laplace

L{F(t)} = f(s) = L{F2(1)}

allora
Fi(t) — Fy(t) = N(t)

dove N(t) & una funzione nulla
to
/ N(t)dt =0 Vto >0
0

Per tutte le applicazioni pratiche N () puo essere presa uguale a zero per qualsiasi valore
di t.

Pertanto la trasformata di Laplace puo essere considerata unica (teorema di Lerch).

La trasformata inversa (£~1) si ottiene generalmente con il calcolo dei residui ma in ogni
caso le trasformate dirette e inverse di Laplace si trovano tabulate.
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Esempio 8

Trasformata di Laplace di una derivata prima

L{F'(t)} = /000 e‘“%it)dt integrazione per parti (3.21)
= e *'F() :O + s / h e "' F(t)dt (3.22)
= —F(0)+ sL{F(t)} (3.23)

Esempio di applicazione: Oscillatore armonico

Condizioni iniziali:

Equazione del moto
mi(t) + Kz(t) =0

Prendiamo la trasformata di Laplace
mL{i(t)} + KL{z(t)} =0
(per la derivata seconda si applica 2 volte la trasformata della derivatta prima) si ottiene
ms*z(s) — msz(0) + Kz(s) =0

abbiamo ottenuto un’equazione di II grado!!! Risolvendo

S

x(s) = gv(())ﬁw3

dove w¢ = £ Effettuiamo la trasformata inversa

z(t) = x(0)coswot

che e il risultato che ci si aspettava.

3.3 Trasformate di Laplace e relazioni fra insiemi

Avevamo trovato che la funzione di partizione canonica e
Q(B, N, V) =L{Q(N,V, E)}
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poiché la trasformata di Laplace e unica le due funzioni contengono le stesse informazioni.
Pertanto 'ampiezza delle fluttazioni in 7" nel microcanonico e in F nel canonico devono
tendere a 0 per un sistema grande. Ricordando che

Q=Y exp[-0E,

consideriamo la media del quadrato della fluttuazione dell’energia nel canonico

((0E)*) =((E — (E))*) = (E*) — (E)*

2
=N BE?- (Z PVEV> o
Ricordando che 90
<%> . = — XV:E,, exp[—BE,] = Q(E)
e 920
(8_/62>NV T ; By exp[-fBE,] = Q(E?)
'eq.(3.24) diventa
o _1(2Q L (00’
{OE)7) Q (8_ﬁ2>NV @ (%)N\/
_ (&In Q) 3.25
_ ( ) (3.25)
__ (@)
B 0 ) nv
effettuiamo il cambio di variabile
1 1
P T T (3.26)
9l |
Bk Boar

possiamo scrivere

ed essendo
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si ottiene oF
(OE)?) = — [ —kpT*== = kgT*Cy
T ) yv
Questo correla 'ampiezza delle fluttuazioni dell’energia al tasso di cambiamento dell’energia
con la temperatura.

Il rapporto fra la dispersione dell’energia e il suo valor medio e:

VIE=E] _ JGT™Cr O i

(E) (E) O(N)

quando N ¢ dell’ordine del numero di Avogadro questo rapporto ¢ trascurabile.

Esempio

Consideriamo N particelle indistinguibili e 2 stati energetici che differiscono di un’energia e.
Lo stato del sistema e descritto da v = (n1,ng, -+ ,ny) con n; = 0,1, I'energia

N
FE, = g n;e
Jj=1

Consideriamo il trattamento nel microcanonico.
La degenerazione del livello m = E/e & il numero di modi in cui posso scegliere m oggetti
da un totale di N per cui
N!

UE,N) = (N —m)Im!

Ricordiamo che
S = ]{ZB lIlQ(E, N)

P =T OE T e om
Applichiamo 1'approssimazione di Stirling ! n M!~ MIn M — M

1 <8an(E,N))N_ 1 (81nQ(E,N))N

'L’approssimazione di Stirling assume M grande infatti
M M
In M! = Z Ing =~ / Inidi integrando per parti= M In M — M
1=1 1
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0 N! 0
%ln(i\f——m)!m! =5 [In N! —In(N — m)! — Inml]
=— (9% (N —m)In(N —m) — (N —m)mlnm —m)] (3.27)

da cui si ricava che

Pertanto I'energia e
Ne

1+ ebe

E =me=

Consideriamo 1 casi limite

T=0—E=0
Ne (3.28)
2

Consideriamo adesso lo stesso sistema nell’insieme canonico. Partiamo da

T=00o—F=

N
—BA=InQ = lnz exp|—(FE,] con E, = Z nje
v 7=1
La funzione di partizione canonica

QBN = >, ep[-6) ey

ni,ng, - ,ny=0,1

I D expl—Beny] (3.20)

j=1mn;=0,1

T4+ expl—5e]}

(14 exp[—Be))™

Per cui
—BA = Nln(1 + exp[—/fe])
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L’energia interna e pertanto

_(DBAY _ y_cewl=0d N
B1= (3257 )y = V1T el = el

stesso risultato del microcanonico

3.4 Insiemi Generalizzati

Abbiamo visto che cambiamenti negli insiemi si possono ottenere mediante trasformate di
Legendre.
Vediamo ora perché si possono ottenere con trasformate di Legengre dell’entropia.
Indichiamo delle variabili estensive con X, allora

S=kplnQ(F, X)
per cui il differenziale sara
kz'dS =BdE + £dX
TdS =dE + kgT&dX
dE =TdS — kgT&¢dX

dE =TdS — %dX

(3.30)

~TdS + fdX

se X =N — = —Pu;se X =V, Ny, No, -« — § = Bp, =B, —Bug, - dacui =§/B = f
forza generalizzata.
Esempio

Consideriamo un sistema aperto con una riserva di particelle e calore,(vedi Fig.3.3)
allora si ha per analogia a quanto dimostrato nel canonico:

_ exp|—0BFE, — £X,]

—

P,

dove

== Zexp[_ﬂEu - ng]

= si puo ottenere da

Q(X,8) =) exp[-0E,]
mediante trasformata di Laplace.
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EBagnO NBagno

Sistematotaleisolato NVE

Ev NV

Figura 3.3: Sistema globale NVE con sottosistema N3&

Energia media
(E) = Z P,E, sostituiamo la probabilia

_ Zy exp[_ﬁEu]Eu eXP[—fXV]
>, exp[—BE, — £X,]

L2 (P el

v

> (")

v

[1

(1] —

[1]| —

0= Oln=
— | = == &,Y sono variabili estensive che non fluttuano
(3(—6)> (3(—5))g,y

(3.31)

In genere per una variabile estensiva X si ha
Oln=
(X) = P,X, = ( )
2 5—5),,
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dove £ e la variabile intensiva coniugata a X.
In forma differenziale
din= = —(F) — (X)d¢
3.5 Formula di Gibbs per I’entropia

Consideriamo la quantita

S=-kpy PP, (3.32)
con
Py _ eXp[_ﬁ"E—V - ng}
e quindi

InP,=—-—InZ - pE, —£X,
sostituendo In P, in (3.32)

S=—kpy P(-InE—BE, —(X,)

=k Y P,InE+kp» PBE,+ks» PiX,
p » p (3.33)

=kpInE + kpB(E) + kp§(X)

S =In=+ B(E) + &(X)
ks

Quindi §/kp ¢ la trasformata di Legendre che trasforma = in una funzione di (F) e (X). S
in forma differenziale e:

édS — BA(E) + £d(X) (3.34)

Pertanto

’ S=S5 Entropia ‘

In genere I'entropia e data dalla formula di Gibbs

S = —kBZP,,lnPV

da confrontarsi con il risultato microcanonico

S =kzInQ(N,V,E)
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La formula del microcanonico si ottiene dalla formula di Gibbs sostituendo la probabilita del

microcanonico 1

Q(N,V,E)
S = kBZP,,lnP,,

1 1
_ — 1
b o E A v E)

P, =

|
kY~ _ImQ(N,V,E)
zy: QN V. E) (3.35)

1
=kpInQ(N,V,E)) P,

—kpInQ(N,V, E)

3.6 Insieme gran canonico

Sistema aperto di volume V', e temperatura 7. E e N fluttuano. I campi coniugati sono
e —(u. v denota lo stato con N, particelle ed energia F,.
La probabilita dello stato v e

P, = = texp[-BE, + BuN,)

con

E=Yexp[-pE, + fuN,]

v

Applichiamo la formula di Gibbs per I’entropia
S =— k:BZP,,lnPy
= — kg XV: P, In{Z ' exp[—3E, + fuN,]}
— kg Z P,{—InE — BE, + fuN,} (3:36)
—_ kB{ilnEZPV —~B8) P,E,+Bu) PN}

= — kp{—InE — B(E) + Bu(N)}
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Poniamo (E) = E e (N) = N e riscriviamo I'entropia
TS =Tkglmh=Z+ FE — uN

e confrontiamola con

TS =PV +FE—uN

E= Z[exp[—ﬁE,,] exp|BuV,]

v

possiamo quindi scrivere che

Notiamo che

dipende da 3, B e poiché 'energia ¢ estensiva dal volume.
L’energia libera per un sistema aperto e funzione naturale di 3, Su e V.
Consideriamo le fluttuazioni di N

((ON)?) =((N = (N))?) = (N*) — (N)*

=Y N?P,—Y N,N,P,P,
2N 2 a3

~ (o)., = (@),

In termodinamica avevamo trovato

adesso

ON)\ 2
<a(5#))ﬁv = (N3 20

Regola generale

) = %) 20

3.7 Fluttuazioni di particelle scorrelate

La legge dei gas perfetti, PV = nRT, deriva dall’assunzione di assenza di correlazione fra le
particelle.

Descriviamo il sistema come un reticolo di celle.

Le celle possono contenere una sola particella.

Gliindici {n;},i = 1,--- ,;m numerano le celle e valgono 1 se la cella ¢ occupata altrimenti
0.
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Il numero di particelle ¢ pertanto N = 3" n;.
La fluttuazione quadratica media di N e

(ON)?) =((N = (N))?) = (N?) — (N)?
(3.38)

assumiamo le particelle scorrelate

(ning) = (ni)(ng)  Yi#j
assumiamo anche che la concentrazione sia molto piccola (n;) < 1, n; = 0,1 allora n? = n; e

(n?) = (n;) = (ny) essendo le celle equivalenti

sostituendo
(ning) = (ni)(ng)  Yi#j
in ((0N)?) si ottiene

((ON)?) :Z [(ni) = (na) (s}

= Z [(ns) (1 = (n4)))] tutti gli ¢ sono quivalenti (3.39)
=m(ny)(1 — (ny)) poiché (1 — (ny)) ~ 1
=m(n1) = (N)

nel sistema gran canonico

O(N)
(o) = (552) =

OB 8V

dividendo per V' poiché <vﬁ =p
(ﬁ) _
o), "
integrando
B = In p 4 costante

da cui

,,(%) _1
p )4
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Figura 3.4: 2 sistemi indipendenti

Riprendiamo ’equazione di stato
Ndp = —SdT + Vdp

riarrangiando
SdT =Vdp — Ndu
dividendo per V'
S
—dT =dp — pd
v D — pap

da cui
dp  Ou
dp p(’?p
che implica
0% _ o
dp P dp

integrando
Bp = p + costante

Prendiamo il limite p — 0 allora p — 0 e la costante — 0

Bp =p
1 N
Tt TV

pV =kpNT ponendo N = nNy Ny = Numero di Avogadro
pV =kpnNoT ponendo Nokp = R

3.8 Estensivita dell’entropia

Partiamo dalla formula di Gibbs dell’entropia e dalla II legge
S=-kpY P,InP,
Consideriamo 2 sistemi indipendenti A e B

Sap =S54+ 5B

54
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formula di Gibbs
SAB = _kBZZPAB(yA7VB) hlPAB(VA,VB)

VA VB

i 2 sistemi sono disaccoppiati per ipotesi e quindi

Pap(va,vg) = Pa(va)Pg(vB)

sostituendo
Sap=—kp Y > Pa(va)Ps(vp)[ln Pa(va) +In Pp(vp)]
=—kg Y > Pa(va)Ps(vs)InPa(va) — ks Y > Pa(va)Ps(vs)In Ps(vs)

= — kg (Z PB(VB)> > " Pa(va)InPa(va) — kg (Z PA(VA)> > Py(vp)In Py(vp)

va VB

=—kp Y _ Pa(va)lnPa(va) —kp Y _ Pp(vp)In Pp(vp)

=S4+ 5B
(3.41)
3.9 Insieme microcanonico(N,V,E)

Ricaviamo la probabilita dello stato j-esimo, P; imponendo la condizione di equilibrio
termodinamico.
Per la II legge

(05) yvp =0
(E) =) E;P,

(N) =3 NP, 342)
2 h=1

Nel microcanonico N; = N = (N) e E; = E = (E).
Utilizzando il metodo dei moltiplicatori indeterminati di Lagrange

5(S+7) _P)=0-—055+7)=0

J
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Sostituiamo la definizione di S di Gibbs

—kBZlenJ%-ﬂZ%):
—kp y 6P In P, — kBZ 5P+726P_0

J
~kp Y 0P;InP; — kBZ(SP +726P =0
J

> oPy( —kglnPj—kB—i-’Y) =0

poiché la relazione deve valere Vi P;
—k;BlnPj — k’B +/7 =0
—]{,‘B In PJ :l{?B -

Versione 0.1

(3.43)

—k
In P, =7 B _ Costante = C

ks
P, =

J

La condizione di normalizzazione determina la costante
1 1
_ _ o _ -
B ST DS TS o
J J j J

Q) ¢ il numero di stati con energia F

1
P; =9 VE, =E
P; =0 VE; # E
Calcoliamo I’Entropia a partire dalla formula di Gibbs

S:—kBZP-lnP.

:—k’BZ—ln—
_k:BZ—an

1
—kzIn QY =

=kpIn (2

(3.46)

abbiamo ottenuto ’espressione dell’Entropia che avevamo postulato per il microcanonico.
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3.9.1 Insieme canonico (NVT)

All’equilibrio termodinamico
IS+ a(E)+~1)=0

con « e v moltiplicatori indeterminati di Lagrange. Sostituendo le probabilita

k:BZP In P, +aZPE +’yZP
—kBZ(SP In P, —szcsP +a25PE +725P =0

Zapj —kBlnPj—kB+an+v] =0 (3.47)

la relazione deve valere Vi P;
—]{ZBIDF)]' —kB+OéEj+’Y: 0

aFE;+v—kp
In P; :JT
dobbiamo determinare « e ~y. Utiliziamo le seguenti relazioni:
o(F
<(<$—S>> =T temperatura
N — Z Lo P;
J
aFb;+~—kp
(6(S))yn = —k;BaZ PilnP; = —kp ZdejT
j j
assumendo I> -1 + si ottiene

a
(0(S)vn = —ks zj:‘stEJ‘E == zj:éPjEja

stesso risultato si ottiene ricordando che Z 0P =0

ZéPaE 25 7+Z§Pk3_ ZapaE

Pertanto
_— <5<E>) — ;0P E; 1
—\ S —S..6P,aE;  «
N T2 ala (3.48)
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Sostituendo o

Ej+7—k
mp, =t ks

kp
ozEj y
e I
ks | Ep
_E v
=TT kg
=—pE; — 1+ e
kg

1

Riprendiamo la formula di Gibbs

S=—kpy PP

J
:_wBEIg(—m@—1+%J
J
=kp Y PiBE;+ksY Pi—v> P
J J J

1

TS =(FE)+ kgT —~T
Sostituendo £ — A =TS
E—A=(F)+ kgT —~T
—A=+kgT —~T

A
’Y:k’B—F?

Abbiamo ottenuto i moltiplicatori indeterminati di Lagrange sostituiamoli:

OéEj + vy — l{?B
kp
_—E kp+ 4
kgT kg
_A-E
kT
=0(A - Ej)
Pj = exp|f(A — Ej)] = exp[-f(E; — A)]

InP; =

1

o8
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(3.50)

(3.51)
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Sommiamo su j

Z P; = Z exp[—B(E; — A)]
1= Z exp[—0E;] exp[BA] (3.53)

exp[— 4] = Z exp[-BE;] = Q

(49),,- (52), -

(59, - (532), -

Il principio dei pesi uguali ¢ equivalente alla formula dell’entropia di Gibbs S = —kg > ; PIn P;
e alla formulazione variazionale della II legge della termodinamica (65)gyy = 0

da cui
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Capitolo 4

Metodo Monte Carlo

Con I'avvento dei calcolatori la metodologia delle simulazioni al calcolatore e diventata uno
strumento insostituibile per lo studio di sistemi interagenti a molti corpi.

L’idea di base & che queste metodologie forniscono risultati esatti per un modello.

Le simulazioni forniscono un banco di prova insostituibile per teorie approssimate.

Limitazioni

Le limitazioni sono determinate dalla capacita finita dei calcolatori quindi:
e numero limitato di configurazioni
e statistica limitata
e dimensioni del sistema

e assenza di fluttuazioni di grande lunghezza

Traiettoria nello spazio delle fasi

Una traiettoria e una seguenza cronologica di configurazioni per un sistema.
Per esempio la sequenza per il caso di un reticolo di gas o magneti di [sing e rappresentata

dalla lista delle variabili di spin s1, So,---,sy. Un punto nello spazio delle fasi si abbrevia
cosl v = (81,82, ,SN)-
Immaginiamo un percorso in questo spazio. Sia v(t) la lista s1,s9,--+,sy al t-esimo

passo di questo percorso. La funzione di percorso v(t) & una traiettoria.

Figura 4.1: Traiettoria
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Figura 4.2: running average

Le lettere a, b, c,d, - - - corrispondono a punti diversi dello spazio delle fasi:
a=(+1,+1,—-1,+1,--)
b=(+1,—-1,—-1,41,---
( ) (4.1)
a=(—-1,-1,—1,+1,--+)
a=(+1,-1,41,—-1,--+)

Le proprieta configurazionali cambiano mentre la traiettoria avanza e il valor medio di una
proprieta
G, =G(s1,82, ", 5N)

calcolata sulle configurazioni visitate durante una traiettoria con T passi e

Il valore dell’osservabile sara

(G) = lim (G)r

T—o0

In calcoli Monte Carlo si considerano normalmente medie pesate termicamente, Le tra-
iettorie sono assunte ergodiche e costruite in modo tale che le frequenze relative con cui sono
visitate le varie configurazioni siano in accordo con la legge di distribuzione di Boltzmann.

L’accuratezza statistica puo essere misurata esaminando la media progressiva (o cumu-
lativa) in funzione di T

L’ampiezza delle oscillazioni intorno al valor medio (G) coincide con l'incertezza sulla
media.

Per valutare meglio si puo effettuare una sottomedia cioe suddividere la traiettoria in
varie parti sufficientemente lunghe, calcolare le medie separatamente per le varie parti. Lo
scarto fra le medie fornisce una misura dell'incertezza. Nell’ipotesi che le traiettorie siano
sufficientemente lunghe da poter considerare le singole parti come misure indipendenti

©r=(7) 6"

I

la standard deviation
1/2

A(G)y =

23 (@0~ (@)

lerrore statistico tende a 0 con T—/2.
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I problemi sorgono quando il movimento da una configurazione all’altra ¢ “lento” (carat-
teristica del sistema o algoritmo sbagliato) o il sistema e “intrappolato”.

Un test per valutare I'indipendenza statistica si puo ottenere calcolando funzioni di
correlazione

1/2

23 (6"~ (@) (@) (@)

e confrontando il risultato con (G)r (il rapporto deve essere piccolo!!!).
Questo test deve essere compiuto sul piu alto numero di osservabili ma non e decisivo.

4.0.2 Traiettoria Monte Carlo

Occorre una regola o algoritmo per costruire una traiettoria.

Una traiettoria Monte Carlo non & una dinamica!!!

Si percorre un cammino casuale nello spazio configurazionale. In assenza di problemi
quasi-ergodici le medie calcolate corrispondono a medie di insiemi all’equilibrio.

Il numero delle configurazioni possibili per qualsiasi sistema non banale ¢ enorme, esplo-
rarle tutte non e praticamente possibile.

L’idea di base e utilizzare un algoritmo che consenta di scegliere una piccola frazione ma
che sia rappresentativa del tutto.

Si crea un insieme di stati rappresentativi o configurazioni attraverso un cammino casuale
nello spazio delle configurazioni.

La frequenza relativa con cui una configurazione e visitata e consistente con la distribu-
zione dell’insieme all’equilibrio.

Esempio

un magnete bidimensionale di Ising con 20 x 20 = 400 spins ha un numero di configurazioni
pari a 2409 > 1019, Per questo sistema sono sufficienti 10° mosse Monte Carlo per avere una
buona esplorazione dello spazio configurazionale.

Gli schemi Monte Carlo sono ideati in modo da visitare solo le configurazioni piu signi-
ficative (o statisticamente piu importanti).

Importance sampling

sono schemi che sono stati messi a punto per esaminare solo le regioni statisticamente piu
importanti.
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4.0.3 Schema MC per magneti di Ising

1. scegliere una configurazione iniziale con N spins

2. scegliere a caso uno degli spin e invertirlo!

per fare questo si ricorre ad un generatore di numeri pseudo random ( il generatore deve
fornire una distribuzione uniforme e non periodica o almeno con un periodo maggiore
del piu alto numero di mosse che vogliamo fare).

Ammettiamo di aver indicizzato gli spin s; con 1 < i < N, il generatore fornisce un
numero reale » compreso fra 0 e 1, lo spin da invertire sara

i =mnint(N *r)

3. Si calcola la differenza di energia fra la configurazione ottenuta e la precedente

AE = Erev _ Eold

4. se AE < 0 la mossa e accettata e si torna al punto 2 altrimenti AFE > 0 si estrae
un numero random
0<z<1

e si confronta con la variazione di energia.

Se
exp|—BAE] >
si accetta la mossa.

Altrimenti si riconta la configurazione vecchia e si torna al punto 2.

Questa procedura deve essere ripetuta milioni di volte.
Questa procedura & nota come Metropolis Monte Carlo [ N. Metropolis, A. Rosembluth,
M. Rosembluth, A. Teller, E. Teller (1953)]

4.0.4 Matrici di transizione

Verifichiamo che la procedura di Metropolis funziona utilizzando le matrici di transizione.
Poniamo W,,.: probabilita per unita di tempo che il sistema dallo stato v faccia una
transizione allo stato v/.
Sia p, la probabilita che il sistema si trovi nello stato v.
Assumiamo una cinetica del primo ordine allora

pl/ = Z [_WI/V’pV + WI/’I/pI/’]

l//
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all’equilibrio p, = 0 per cui Vv/

Wul/ o DPu
WV’I/ B Pv

= exp[—[AE,,/] rapporto di probabilita canonico

Nell’algoritmo di Metropolis

1 AEVVPrime S 0
Wi X _gap
€ ! AEVVPTime >0

E evidente che il metodo Metropolis Monte Carlo genera configurazioni in accordo alla
distribuzione canonica di Boltzmann.

4.0.5 Ulteriori riflessioni su Metropolis Monte Carlo

Valutare integrali del tipo
/drN exp[—pU(r™)]

mediante il metodo diretto di Monte Carlo non & in genere possibile.
Il metodo Metropolis Monte Carlo € stato messo a punto per valutare con accuratezza

integrali del tipo
B [ drY exp[-pU (r™)]A

(4) = [ drN exp|—pU(rN)]
. I )
’ [ drN exp|—pU (V)]
per cui

(A) = / piAdrN

I’algoritmo pesa direttamente le configurazioni per la loro probabilita.

Sistemi infiniti e PBC
discutere!
4.0.6 Potenziali di interazione a corto raggio
re < 7= raggio della sfera inscritta nella cella di simulazione
se

E(re) # 0
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si commette un errore sistematico nel calcolo di E,.;.

La correzione

o Np > 2d
Eior = %:u(n]) + - /T u(r)4mridr

la formula assume che la funzione di distribuzione radiale a coppia g(r) = 1 per r > r.. Nella
formula precedente p e la densita numerica.

In tre dimensioni il potenziale u(r) deve decadere pilt velocemente di r—3.

Consideriamo per esempio il classico esempio del potenziale di Lennard Jones 6-12

-0

Utail :? /OO r’ {(%) . (g)j dr
:27rep03 /OO [(; T
8mepo 1 o\’ a\*
=G - ()]

4.0.7 Variante dell’algoritmo

la correzione é:

)
N
i
S
|
S
=19
~
Ny
—_
QL
Q|

(4.2)

Una variante dell’algoritmo di Metropolis ampiamente utilizzata consiste nel non scegliere
una particella a caso ma muovere le particelle in modo sequenziale. Questo viola il bilancio
dettagliato ( stessa probabilita di una mossa e del suo contrario) ma ¢ stato provato che
conduce lo stesso ad un sampling corretto.

E da tener presente che in generale algoritmi che non soddisfano il bilancio dettagliato
sono sbagliati.

Mosse traslazionali

Le mosse traslazionali si ottengono aggiungendo uno spostamento A /2 moltiplicato per un
numero random fra 0 e uno (ranf):
¥ =x+ Ax(ranf —0.5)
Y =y + Ax (ranf —0.5) (4.3)
2 =z+ Ax(ranf —0.5)
La scelta del parametro A & cruciale per 'efficienza dell’esplorazione dello spazio delle fasi. In
genere i migliori risultati si ottengono scegliendo A in modo da avere un tasso di accettazione

delle mosse minore di 0.5. Nel caso di simulazioni con sfere rigide la miglior efficienza e stata
ottenuta con tassi di accettazione ~ 0.2.
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4.1 Campionamento non Boltzmanniano

Ammettiamo di essere in grado di generare una traiettoria Monte Carlo con energetica EY

ma di essere interessati nelle medie per un sistema con una differente energetica, p.e.
E,=EY + AE,

Consideriamo un sistema di magneti di Ising generalizzato in cui oltre all'interazione fra
primi vicini vogliamo includere anche le altre.

La traiettoria piu conveniente e quella in cui si considera solo l'interazione fra i primi
vicini e AE, rappresenta 'interazione fra non primi vicini.

Si puo procedere considerando la fattorizzazione del fattore di Boltzmann

¢ BB _ ~BES AL,

Definiamo la funzione di partizione del sistema di riferimento

Qo = Z e_ﬁEﬁo>

v

la funzione di partizione del sistema di interesse sara

Q= Z e BEv

-8By

€
—0 o—BAE, 4.4
0 EV 00 (4.4)
:Q()} :PV(O)G—ﬁAEV

e scrivere
Q = Qule "2E),

¢ un esempio di campionamento non Botzmanniano dove con (---)q indichiamo la media
. : 0
canonica presa con energetica ED.

Consideriamo un’altro tipo di fattorizzazione
() =5 3 G
@<

=%<Gu€_’6AE”>0 (4.5)
<Gve_ﬁAEV>0

e,
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questa fattorizzazione ¢ nota come campionamento a ombrello o “umbrella sampling”.
Ipotesi: traiettorie con energetica E£ ) si possono utilizzare per calcolare medie (- -+ ).

Usando la fattorizzazione possiamo calcolare (G) e % sebbene il campionamento che utilizza

EY non sia consistente con la distribuzione di Boltzmann e,

L’idea di calcolarsi I'energia libera totale da In % ponendo E
quanto la traiettoria non e corretta (unbias) e gran parte della traiettoria sara in regioni
dello spazio configurazionale che non sono accessibili quando 'energia ¢ F,,.

Con questo tipo di campionamento si cerca di evitare esplorazioni inefficienti.

Il campionamento non Boltzmanniano ¢ uno strumento potente quando il sistema di
riferimento ( E,SO)) genera una traiettoria che ¢ vicina a quella di E,.

Il campionamento non Boltzmanniano puo essere utile per rimuovere colli di bottiglia che
creano problemi di quasi ergodicita e per focalizzare I’attenzione su eventi rari.

Supponiamo che 2 regioni dello spazio delle fasi siano separate da un’energia di attiva-
zione alta rispetto a kgT'. Supponiamo che sia possibile identificare la regione dello spazio
configurazionale dove ¢ localizzata la barriera.

Allora si puo definire un sistema di riferimento dove la barriera ¢ rimossa:

0 ) )
l(,) = ( non funziona in

EV =E, -V,

dove V,, ¢ grande nella regione in cui F, ha la barriera e 0 nelle altre regioni.

In questo modo la traiettroria basata su EY sprechera tempo nella zona della barriera
ma il passaggio da una regione all’altra sara consentito. Si risolve cosi il problema di quasi-
ergodicita.

Esempio Eventi Rari

Hp. vogliamo studiare il comportamento degli spin che circondano una zona n X n in un
reticolo di Ising dove gli spin sono allineati.
Questa situazione e rara anche se puo essere osservata e provocare un eventuale compor-
tamento interessante del sistema.
Modifichiamo ’energetica
EV =E, +W,

Il potenziate W = 0 se la configurazione e quella di interesse altrimenti assume un valore
> kpT in tutti gli altri casi.

Il potenziale W ¢ il potenziale a ombrello e in questo caso viene uitilizzato per falsare la
traiettoria in modo da campionare le rare configurazioni che ci interessano.

Consideriamo il calcolo dell’energia libera A(M)

N

exp[—BA(M)] = Z A(M — '“Z s;)e PEv

)
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dove A ¢la delta di Kronecker. In questo modo exp[—FA(M)] ¢ la media pesata di Boltzmann
sugli stati in cui la magetizzazione ¢ M.

exp[=BA(M)] & POI) = (AM =Y 59)

In un Monte Carlo normale si conterebbe il numero di volte che si incontra una configu-
razione con magetizzazione M.

Se perd T' < T, si incontra un problema (M) # 0 che implica una rottura di simmetria.’

La forma di A(M) mostra che la funzione ¢ bistabile e la regione con (M) = 0 ha
bassissima probabilita di essere visitata.

Per avere informazioni su questa regione si puo ricorrere al campionamento ad ombrello
(umbrella sampling) (Fig.4.3).

w PM)
| | | |
] Y e |
PR
% | |/l |
| |
| Zsj K‘ ! M
u
Mi/u / 0 N
(@) )
BA (M) = —In POM) A
| |
| | |
| |
| | |
|
| I 1y
0 N Mlu o N Iu
() )

Figura 4.3: Procedura di umbrella sampling. Figura estratta dal Chandler

Si sceglie un insieme di finestre (ombrelli) di potenziale

N
w w
0 SBMi——S Sz§M1+_
W, = g =M ; 2 (4.6)
00 tutti gli altri casi

'In assenza di un campo magnetico esterno il sistema di spin & simmetrico rispetto all’inversione di tutti
gli spin, degenerazione 2, pertanto

1 N
=5 (Z u) PP —

ed esiste una temperatura critica T, al di sotto della quale si ha una magnetizzazione spontanea (M) # 0.
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per ognuno di questi potenziali si effettua una simulazione, per ogni simulazione si valuta
la probabilita per la sua magnetizzazione di essere nell’intervallo M; 4% . La completa P(M)
e A(M) si ottiene combinando le varie finestre imponendo che queste funzioni devono essere
continue.

Con questa procedura A(M) ¢ calcolata in ogni finestra a meno di una costante!

In pratica, la procedura consiste in una serie di simulazioni e il passaggio da una finestra
alla successiva lo possiamo vedere come un passaggio reversibile: in ogni finestra siamo
all’equilibrio!!

Supponiamo che per poter determinare A(M) occorrano n simulazioni con un numero di
mosse che richiede un tempo 7, il tempo di calcolo totale sara quindi C'PU = nt ma

TO('UJ2

dove w e la variazione in A nella finestra, quindi
CPU x nw?

nel caso di una singola simulazione dato che il range di variazione di A € o nw si ha
CPU  (nw)?

quindi n volte piu lungo!!!

Il metodo dell’'umbrella sampling ¢ estremamente potente ma per poter effettuare il
campionamento occorre conoscere “a priori” una funzione energia opportuna.

Ricette sono state proposte da Valleau, Mc Donald ecc...

La risposta risulta corretta indipendentemente dalla funzione scelta (purché raggiunga lo
scopo) ma la sua efficienza dipende enormemente da come & sceltal!!

4.2 Monte Carlo Quantistico

Esiste un isomorfismo fra quantomeccanica e meccanica statistica classica.

Consideriamo una particella quantomeccanica che fluttua o risuona fra 2 stati localizzati
diversi.

Pasando da uno stato all’altro cambia il segno del dipolo. Se il dipolo flutta ci puo essere
un accoppiamento con un campo elettrico esterno.

0 -A w0
o= ) =)
L’Hamiltoniano in presenza di un campo elettrico £ puo essere scritto

H=Hy—Em

69



Gianni Cardini Termodinamica Chimica Versione 0.1

Assumiamo il mezzo circostante inerte. La funzione di partizione e
QE)=Tr [e_’B(HO_gm)}
Si divide l'operatore in p parti uguali (questo ¢ il trucco importante!)

Q(S) =Tr [efﬂ(Hofgm)/p]P

2
1+o(?)

p
consideriamo indipendentemente gli elementi di matrice. Siano u = +1 gli autovalori del
sistema, allora abbiamo

se p € un numero grande possiamo scrivere

Q) = [TT (e—ﬁHo/p) Tr (eﬁsm/p)]p

(u|m | vy = Opwpu

(4.7)

Introduciamo la piccola temperatura ridotta e = (/P dove P & un numero intero suf-
ficiemtemente grande, questo consente di superare le difficolta matematiche connesse con
operatori che non commutano sostituendo ad un unico operatore P operatori di Boltzmann
e~ AMo/p Dall’equazioni precedenti otteniamo per gli elementi di matrice

(] e | ofy = 1+0(?), u= u=%1
€A+ O(€%), u# u ==+1

0
(u|e 7 | u') = VeAexp[—uw' In VeAu][l + O(e?)]
¢
(u | explem€&] | u') = Sy explepul]
Combinando

(u | exp[—e(Ho —m&)] | v') = VeA exp|—ur'In VeA + euEul[1 + O(€?)]
La traccia puo essere valutata utilizzando il prodotto fra matrici

trA” = Z AU1U2AU2U3 T AUPAUP

ULULUP
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Per cui
Q&) =Tr [e’ﬂ(HO’gm)}
P

= lim Z (EA)P/Q exp [Z(kuiui-i-l + hu;)

P—0
U, up==1 i=1

(4.8)

con kE=—InvVeA e h =eu&

Q(€) mostra un isomorfismo con un sistema classico costituito da un magnete di Ising
monodimensionale.

Questo isomorfismo ha portato Feinman a proporre la formulazione “path integral” della
meccanica quantistica.

4.2.1 Path Integral MC

Esistono molti schemi Monte Carlo per risolvere ’equazione di Schroedinger. Ci limitia-
mo ad illustrare il metodo Path Integral MC, metodo che consente di studiare sistemi
quantomeccanici a T finite (> 0).

Nel seguente esempio consideriamo un sistema a 2 livelli accoppiati da un campo flut-
tuante gaussiano.

Le fluttuazioni possono essere campionate dalla seguente distribuzione:

W(ul," . 7uP;8) X eXp[I(Ul,"' ,UPag)] con

I——582+ g if)—ll 5A i~» ;= =+1
= = P 7 2 U; 5 n iz 2 Ui Uit 1 con u; =
(4.9)

u; rappresenta lo stato del sistema all’i-esimo punto della traiettoria quantistica. La
quantita Z e chiamata azione ed e funzione dei P punti della traiettoria quantistica.

Nel caso P — oo il risultato e esatto!

L’azione e una grandezza che dipende da una funzione ¢ quindi un funzionale.

La ricetta per la simulazione e:

1. Si cambia casualmente una delle variabili u;
2. si calcola la differenza nell’azione

AT = AT™ — AT

exp|AZ] ¢ confrontato con un numero random 0 < x < 1. Se exp[AZ]| > x la mossa ¢
accettata altrimenti ¢ rifiutata

3. se ¢ accettata new e la nuova configurazione altrimenti si mantiene la old.

4. si torna al punto 1 e si ripete fino a convergenza.

71



Capitolo 5

Meccanica Statistica di sistemi fuori
dall’equilibrio

Ci limiteremo a considerare perturbazioni piccole di un sistema all’equilibrio.

Il comportamento del sistema fuori dall’equilibrio ¢ descrivibile mediante la teoria della
risposta lineare.

Da un punto di vista quantomeccanico possiamo vederlo come un’applicazione della teoria
delle perturbazioni al I ordine ad un sistema descritto nella rappresentazione di Heisenberg.

Dal punto di vista della meccanica statistica si basa sul teorema di fluttuazione e dissi-
pazione.

Questo teorema connette il rilassamento e il tasso di assorbimento alla correlazione fra
fluttuazioni che avvengono nel sistema all’equilibrio.

La teoria della risposta lineare porta al concetto di funzione risposta.

5.1 Sistemi vicino all’equilibrio

Sono sistemi in cui la perturbazione agisce in modo lineare sul sistema. Ossia la deviazione
del sistema dall’equilibrio dipende linearmente dalla perturbazione.

esempio

Consideriamo una soluzione diluita di un sale in acqua (p.e. NACI).
All’equilibrio non c’e flusso netto di cariche, la corrente (j) = 0.
Al tempo t = t; applichiamo un campo elettrico £ allora si ha un flusso di ioni.
Al tempo t = t5 poniamo & = 0 il flusso cessa.

Figura 5.1: tempi di rilassamento
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il comportamento ¢ lineare se

J(E,AE) = Nj(t, E)

esempio
Un gradiente di potenziale chimico (u) provoca un flusso di massa.
Per piccoli gradienti il flusso o corrente di massa sara proporzionale al gradiente di

v (3

All’aumentare del gradiente
= 14 ) K
Jo3on (7

la proporzionalita lineare sara rottal!!

Anche nel regime lineare la funzione non sara cosi semplice nel momento di applicazione
della perturbazione ci sara un’inerzia del sistema a raggiungere lo stato lineare:

tempo di salita ~ tempo di rilassamento

Una media su un sistema fuori dell’equilibrio si effettua considerando tutte le possibili
condizioni iniziali.

Quello che si osserva (A(t)) e una media su tutti i possibili valori che 'osservabile A puo
assumere al tempo t.

I valori di A(t) dipendono dalle condizioni iniziali. Assumiamo che la distribuzione dei
valori iniziali sia descritta dalla funzione F(r™ pY) allora

At) = (A1) = / N dpY F (N g At )

Nel corrispondente quantomeccanico si ottiene che lo stato del sistema al tempo t dipende
solamente dallo stato del sistema al tempo 0:

.0

Si deve considerare che gli stati al tempo ¢ = 0 hanno un peso statistico wy,
At) =) wylust| Al vit)
%

Gli stati stazionari sono quelli per cui

(A(t)) = (A) indipendente da ¢
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5.2 Ipotesi di regressione

Proposta da Lars Onsager nel 1930.

Il rilassamento di una perturbazione macroscopica e governato dalle stesse leggi della
regressione di fluttuazioni microscopiche spontanee in un sistema all’equil;ibrio.

L’ipotesi si puo interpretare come una consequenza del teorema di fluttuazione e dissi-
pazione (Callen e Welton 1951).

Introduciamo il concetto di funzioni di correlazione di fluttuazioni spontanee.

Indichiamo con JA(t) la fluttuazione spontanea di A al tempo t dal suo valor medio

L’evoluzione temporale di A e regolata dalle leggi della meccanica.
Per un sistema classico

SA(t) = AN, pN . t) = AN (1), pN (1), 1)

Il comportamento di A(t) per un sistema complesso avra un aspetto caotico.
Informazioni non caotiche possono essere ottenute considerando le correlazioni fra flut-
tuazioni a tempi diversi

C(t) = (3A(0); 0A(t)) = (A(0); A(t)) — (4)°

la media e sulle origini.
Per un sistema classico:

C(t) = /drNdef(rN,pN)(SA(O; TN,pN)(SA(t; T‘N,pN)

dove f(r™,p") ¢ la funzione di distribuzione all’equilibrio dello spazio delle fasi.
All’equilibrio le correlazioni devono dipendere dalla differenza temporale

Clty —t1) = (0A(t1); 0A(L2))

scambiando 'ordine

C(t) = (0A(0); 0A(—t)) = C(-1)

La funzione di correlazione & una funzione pari per un sistema classico!!!
Il commutatore e nullo

[A(0); A(=t)] = 0

At=0
C(0) = (3A(0); 6A(—1)) = ((3A(0)))
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A tempi lunghi se A(t) e caotica
lim C(t) = (6A(0)){(dA(t)) =0

t—o0
Il decadimento delle funzioni di correlazione e la regressione che appare nell’ipotesi di
Onsager.

5.2.1 Approccio alternativo

Si assume valido il teorema ergodico.
Consideriamo una sequenza temporale che esplori l'intero spazio delle fasi.
La media

C(t) = /drNdef(rN,pN)M(O;TN,pN)M(t;TN,pN)
considerando tutte le possibili correlazioni
dA(t2)dA(ty)

e mediando fra loro quelle in cui
to —t1 =1

Se la traiettoria e sufficientemente lunga ci sara un numero molto grande di coppie su cui

mediare .

Clt) = (SA(0): 6AM) = lim [ SA[ + 1)5A(F + t)dF

T—=00 T Jq
cont=ty—t;.
In un sistema vicino all’equilibrio non si distingue fra fluttuazioni spontanee e un sistema
fuori dall’equilibrio preparato da una perturbazione esterna.
Pertanto il rilassamento di

C(t) = (6A(0); 0 A(t))

coincidera con il decadimento all’equilibrio di un sistema perturbato fuori dall’equilibrio.

5.3 Teorema di fluttuazione e Dissipazione

Si basa sulla teoria della risposta lineare.
Il principio di Onsager afferma che in un regime lineare il rilassamento obbedisce alla
relazione

(5.1)
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In un sistema all’equilibrio descritto dall’Hamiltoniano ‘H il valor medio di una variabile
dinamica A(r",pV) &
(A) = fdrNdee*ﬁHA(rN,pN) _ Tr(exp[—-BH]A)

B [ drNdpNe—8H ~ Tr(exp[—BH)])

dove T'r ¢ la traccia.
Assumiamo che al tempo t il sistema sia fuori dall’equilibrio, se lasciato indisturbato
decadra all’equilibrio

A(t) — (A)

Ipotiziamo che il sistema fosse stato preparato in uno stato di non equilibrio applicando
una perturbazione

AH =—fA

dove f e il campo esterno.
Assumiamo che questa perturbazione abbia portato il sistema dal tempo ¢t = —oco al
tempo t = 0 a raggiungere uno stato di equilibrio in presenza della perturbazione

F(r™N,p") oc exp[—B(H + AH))
1l valore iniziale di A(0) sara

(o[- B(H + AM]A))
A(0) = Tr(exp|—F(H + AH)])

at =0 poniamo AH = 0.
L’Hamiltoniano a t = 0 diventa H
Alt) = Tr(exp|—fH + AH]A(t))
N Tr(exp|—0H + AH])

espandiamo A(t) in serie di AH (che si assume essere piccolo!!!)

A(t) :Tr[exp[—ﬁH](l — BAH + -+ )A(?)]
Trlexp|—OH|(1 — BAH + -+ )]
_Trlexp[-BH]A(t) — exp[-FH](BAHA(L)]
=T Trfesp[-0HI(L— GAH)] 5.2

approssimiamo il denominatore
1(1) o LT XD AH]A(t) — exp[-FHI(BAHA(?))}

At
Triexpl-om} {1+ R |
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approssimiamo (1+z)™' =1— 2+ 2* — 23 + -+ fermandoci al II termine

 Tr{expl-AHIA() — expl-BHI(BARA®)] {1 + Trfpastdl |

A = Tr{exp[ 0H]) (5.3
sviluppando il numeratore e mantenendo i termini lineari nella perturbazione
a0y 2 Trespl=BHAM)  Tr(AM expl=BHA) | Trl(AH) expl=5HIA()

~ Trlexp[-SH]] Trlexp[—(FH]] Trlexp[—GH]] (5.4)

=(A) — BIAHA(1)) + B{A)(AH)

ma AH = —fA quindi
Alt) — (A) =B (AA(D) — BF(AY 55
=Bf{0A(0)0A(t)) = AA(L) '

I'ultima relazione e quella proposta da Onsager.

5.4 Funzioni risposta

Consideriamo una perturbazione dipendente dal tempo f(¢) accoppiata ad una variabile
dinamica A.
Nel regime lineare

AA(t; M) = AMAA(E; f)

La forma generale pit compatibile e

AA(t) = /joo x(t, ) fF()dt + O(f?)

o0

dove x(t,t') e la funzione risposta o suscettivita generalizzata ed e una proprieta del sistema
all’equilibrio in assenza di perturbazioni.

AA(t) & quindi un funzionale di f(t).

Se consideriamo un espansione in serie di Taylor di AA(t) il primo termine non nullo &

5 [5580] o f [54] o

i

una derivata funzionale. )
Pertanto x(t,t') rappresenta il tasso di variazione di AA(t).
Consideriamo un’altra procedura: applichiamo al sistema una perturbazione impulsiva

f(t) = foo(t —to)

77



Gianni Cardini Termodinamica Chimica Versione 0.1

Inseriamo in

AA@%=/fmxuxvﬂﬂMﬂ

0

otteniamo B
AA(t) = x(t,t0) fo

AA(t) & quindi la funzione risposta per una perturbazione impulsiva.

II proprieta

La risposta dipende dalla differenza temporale poiché x(¢,t') & una funzione della distribu-
zione all’equilibrio, pertanto

x(t, ) = x(t =)

La risposta compare dopo la perturbazione
xXt—=t)=0 V(t—-t)<0  casualita

Riprendendo l'espressione di AA trovata precedentemente (teorema di fluttuazione e
dissipazione)

AA(t) = BF(3A(0); 0A(t)) + O(f7)

poiché

f(t)=f pert<0
f(t)=0 pert>0

si ha

0
AA(H) = / (b — )t
effettuando un cambio di variabile
- 0
MA@ = f [\
t
e confrontando con

AA(t) = BF(SA(0); 5A()) + O(F?)

si ottiene
vVt >0 x(t) = —ﬁ%(cSA(O); JA(L))
Vi <0 x(t)=0

Questa formula correla il comportamento di un sistema fuori dall’equilibrio, nel re-
gime lineare, alla funzione di correlazione di fluttuazioni spontanee dello stesso sistema
all’equilibrio.
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Figura 5.2: Oscillatore in un bagno

5.5 Attrito

L’attrito rappresenta uno degli esempi piu familiari di comportamento fuori dall’equilibrio.
Consideriamo una particella spinta con velocita v in un mezzo. La particella sara soggetta
ad una forza di trascinamento proporzionale alla velocita

fdrag = v

dove con 7 si indica la costante di attrito.
Una forza proporzionale alla velocita implica che il mezzo assorbira energia mentre la
particella avanza nel mezzo.
A causa dell’attrito si avra una dissipazione di energia e un riscaldamento del mezzo.
Esaminiamo un modello di dissipazione per attrito.
Consideriamo un singolo oscillatore monodimensionale accoppiato ad un bagno (Fig.5.2)

[’Hamiltoniano per il sistema e il seguente
H = Ho(x) - l'f + Hb(yh T 7yn)

dove

‘Ho = Hamiltoniano dell’oscillatore

‘H, = Hamiltoniano del bagno.

La variabile dell’oscillatore = & accoppiata dalla forza f alle variabili del bagno {y;}:

N
=Y cu
i=1

Assumiamo un oscillatore classico

Ho = §m:i:2 + V(x)
se isolato conserverebbe l'energia
dHo 0
dt
e
. av
mi=——
dx

Assumiamo che il bagno sia costituito da un insieme di oscillatori armonici.
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Il modello ¢ in grado di fornire utilissime informazioni per cui ¢ molto adottato. Si deve
tener presente che il modello deve essere usato con molta prudenza per studiare sistemi
intrinsecamente non lineari.

Il termine non lineari in questo contesto viene utilizzato per indicare che ’energia poten-
ziale del sistema origina forze che non dipendono linearmente dalle coordinate.

I sistemi armonici sono lineari!!!

Pertanto i sistemi armonici esibiscono solamente risposte lineari a qualsiasi perturbazione.

La teoria della risposta lineare € per questi sistemi esattal

Dalla teoria della risposta lineare sappiamo che la risposta del bagno ¢ caratterizzata
dalla funzione di correlazione

Colt) = (0F(0); 8 £(£))s = 3 cie{0yi(0); 5y (1)

utiliziamo come coordinate le {y;}, i modi normali di vibrazione degli oscillatori del bagno,
cosi facendo 1 temini con 7 # 7 sono nulli e si ottiene

Col(t) = Y ¢ (6wi(0); 0ys(1))s

%

proporzionale alla trasformta di Fourier della densita degli stati.

Seguiamo una strada alternativa sfruttando il fatto che il bagno non ha risposte non
lineari.

Consideriamo 'evoluzione temporale di f(t). Indichiamo con z(t) la dipendenza tempo-
rale della variabile z. Questa deve essere determinata dopo aver trovato f(t).

x(t) modifica I'evoluzione temporale di f(t) del bagno puro f,(¢t). La variazione &
determinata dalla formula della risposta lineare

+oo
10 =)+ [ttty
dove xp(t — t') € la funzione risposta del bagno puro
dCy(t — 1)
t—t)=—-f——-—= t>t
Xo( )=-p () >

wit—t)=0 t<t

Consideriamo ora x.

Ci sono 2 contributi alla forza che agisce su x:

dV(x)
dx

Jolz(t)] = —

fo deriva dal potenziale dell’oscillatore V' e
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wo+ [ " dtlt — )a(t)

(e e}

che deriva dal bagno.

Quindi
+oo

mi = folz(t)] + fo(t) +/ dt'xp(t — ")z ()
—0oQ

E quindi presente una forza random f»(t) e una non locale nel tempo.

La natura non locale ¢ una conseguenza del fatto che x perturba il bagno e la perturbazio-
ne persiste per un po’ di tempo. Il tempo di persistenza ¢ determinato dal tempo necessario
alla perturbazione per decadere.

Il termine non locale puo essere espresso utilizzando il teorema di fluttuazione e dissipa-
zione e integrando per parti:

+o0o
£ =folt) + / dt' ot — ) (t)

=f(t) — 3 / dt'z dCbt:f;/) (5.6)
=fi(t) + BCL(0)x(t) — BCy(2) 5/ dt'Cy(t — )i (t)

e quindi ’equazione del moto puo essere scitta

mi(t) = F(x(t) + 0£(2) B/dt’ (t — )i ()

dove abbiamo posto

floy =~
V() = V() - BC0) 5

0f (1) = fo(t) = BCy(t)z(0)

Mostriamo ora che f,(t) ha una forma gaussiana.
Partiamo da
=f= Z CiYi

fo(t) differisce da f(t) soltanto a partire dal tempo ¢ = 0 quando inizia la perturbazione.
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La distribuzione delle variabili del bagno differiscono per il fattore (Sz f) da quelle che si
hanno quando il bagno non ¢ accoppiato all’oscillatore x, pertanto possiamo scrivere

<fb(t’ T, T, {yi7 yz}) eXp[ﬁ:L’be
(exp[Bz f])

SN {yz st (gl) s el o
=3 arconuit el

=px Z ci{y?) cos wit

L’equazione del moto

<fb(t)> ’:p,dn fissati a t=0—"

(5.7)

mi(t) = Fla(t)] + 5 £(2) ﬁ/dtCt—t i(#)

¢ nota come equazione generalizzata di Langevin ed e stata derivata da Robert Zwanzig.

Il termine non locale nel tempo origina una forza dipendente dalla velocita.

L’attrito € una manifestazione di forze fluttuanti.

La connessione fra le forze dissipative (attrito) e la funzione di autocorrelazione di forze
fluttuanti ¢ talvolta indicata come II teorema di fluttuazione e dissipazione (Kubo).

Dal punto di vista storico la prima applicazione dell’equazione di Langevin e stata lo
studio del moto Browniano.

In questo caso la forza media e nulla

f=0

Il tempo di rilassamento delle forze fluttuanti del bagno e trascurabile rispetto alla scala dei
tempi di osservazione del moto Browniano per cui

/0 ()it — ) ~ () /O e,

Questa approssimazione rimuove la non localita nel tempo ed e nota come approssima-
zione Markoviana.
In queste condizioni si ottiene ’equazione di Langevin

mi(t) ~ fio(t) —yu(t)

dove
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V=5 /0 S (1) 51 (O0))

Le forze dovute al bagno aggiungono energia alla particella, I’aumento di energia cinetica
e rimosso dall’attrito.

Calcoliamo la funzione di autocorrelazione della velocita della particella moltiplicando
per v(0) I'equazione di Langevin

mu(0)E(t) = v(0)fy(t) = yo(0)uv(t)

e mediamo.
Il termine

per cui

che puo essere riscritta
(5.8)

con soluzione
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Appendice A

Appendici

A.1 Nota Matematica

A.1.1 Funzionali

Abbiamo introdotto il termine funzionale. Cosa significa e quali sono alcune delle sue
proprieta?

Il termine funzionale indica una regola (o mappatura) per passare da una funzione ad un
numero, la definizione e quindi analoga a quella che si puo dare del termine funzione: una
regola per passare da una variabile ad un numero.

Da questo punto di vista il valore di aspettazione di una grandezza quantomeccanica e
un funzionale.

Consideriamo ora alcune proprieta.

Il differenziale di un funzionale, F'[f], ¢ definito come la parte lineare in df(z) della
differenza

Flf(z) +of ()] = F[f(2)] (A1)

Poiché ogni ¢ f(x) contribuisce alla differenza, ricordando la formula per il differenziale totale
di una funzione di piu variabili

dF(f17f27f37vfn>:Z<g?) dfz (AZ)

i

possiamo scrivere per il differenziale del funzionale F[f(x)]

5F = / (%) 5f(x)dx (A.3)
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dove la quantita (%) e il funzionale derivata di F' rispetto a f calcolato nel punto x. Una

ricetta per il calcolo della derivata di un funzionale e la seguente

[Flf o) - FIf)] _d _/ 5F
e11_1r)r10 [ ; = deF[f +ed] = 57 (@) (x)dx (A4)
Dati 2 funzionali F} e F, valgono le seguenti proprieta
4]
SRR = gt A2
) 0F OF;
—(F\F,) = B+ F A.
st ) = S T G (4.6)
dove ¢; e ¢y sono costanti.
Per quanto riguarda funzionali del tipo:
:/f($,p,p(l),p(2),' : ap(n))d‘r (A7>
dove
P () = p(a) (A3)
dx™

con p funzione che e nulla ai limiti di integrazione, si ha:

'i

; dxz ap (A.9)

p

Analogamente a quanto fatto per le funzioni possiamo scrivere un espansione in serie di
Taylor (da un punto di vista formale I!!) del funzionale F[f + Af] dove Af & un incremento

arbitrario
Fif+afl = +Zn'// /5fx15fxz 57 ()
Af(x)Af(xg) - Af(xy)driday - - - dxy, (A.10)

Consideriamo il problema di trovare un minimo del funzionale F[f] nello spazio delle
funzioni f(z) che diventano nulle agli estremi di integrazione. La condizione necessaria ¢

5F = / (%) 5F(x)dz =0 (A1)
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Analogamente possiamo scrivere ’analogo dell’equazione di Eulero-Lagrange che e la condi-
zione necessaria per l'esistenza di un estremo

a
57 =" (A.12)

Se dobbiamo trovare un estremo soggetto al vincolo
G[f]=0 (A.13)

un metodo conveniente e 1'utilizzo dei moltiplicatori indeterminati di Lagrange. Si trova
I’estremo per il funzionale ausiliario

QUf] = FLf] = AG[f] (A.14)

S0f] _6FLf) |\ 0GIS]

of(x)  of(x)  0f(x)

—0 (A.15)

A.2 Rappresentazione di Heisenberg

Nella rappresentazione di Schroedinger il sistema e descritto da una autofunzione 1)(t)
che dipende dal tempo, cioe da un vettore di stato |a,t) definito in uno spazio vettoriale
caratteristico del sistema.

Non & possibile avere una conoscenza diretta (sperimentale) dei vettori di stato o degli
operatori che si associano alle varie grandezze fisiche queste sono entita matematiche non
associabili all’esperienza. Il confronto con le osservabili avviene con gli autovalori o con i
valori di aspettazione dei vari operatori. Per questa ragione, da un punto di vista fisico
qualsiasi altro tipo di descrizione e ugualmente accettabile se si verifica che:

e ¢li operatori associati alle varie grandezze fisiche hanno gli stessi autovalori che nella
rappresentazione di Schroedinger;

e il prodotto scalare di vettori che rappresentano lo stato nella nuova descrizione non
cambia. Questo assicura che rimane invariato il valore di aspettazione ! delle grandezze
fisiche.

!Sia A una grandezza con associato un operatore A. Il valore di aspettazione & [¢*Aypdr = (A) Se
1) = |a) & un vettore di stato in uno spazio vettoriale I’applicazione dell’operatore A cambia |a) in un nuovo
vettore |a’) . Il valore di aspettazione & dato dal prodotto scalare:

(ald’) = (alAla) = (A)
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La rappresentazione di Heisenberg risulta essere piu conveniente in certi casi.
Iniziamo introducendo ’operatore di evoluzione temporale .

Lo stato di un sistema nella rappresentazione di Schroedinger sia definito da un vettore
la, t) che soddisfa I’equazione:

.0
ihclat) = H(b)a ) (A.16)

che descrive ’evoluzione temporale del vettore di stato.

Questo significa che se al tempo ¢, si conosce |a, tg) si pud, in accordo alla A.16, calcolare
la,t). Se questo ¢ valido significa che nella meccanica quantistica vale in un certo senso il
principio di causalita (1’evoluzione del sistema e deterministica).

Introduciamo un operatore U, detto di evoluzione temporale, che permette di ottenere
la, t) una volta noto lo stato al tempo tg, cioe:

la,t) = U(t,to)|a, to) (A.17)
L’operatore evoluzione cosi definito gode delle seguenti proprieta:

1.
Ulto, to) = 1 (A.18)

2. vale il principio di sovrapposizione:
U(t,to)(c1]a, to) + c2lb o)) = cila,t) + ca|b,t)

Ogni componente dello stato evolve indipendentemente. U e quindi un operatore

lineare ;
3.
Ul(t,to) = Ul(t, t1)U(ty, to) (A.19)
in particolare si avra U(tg,tg) = 1 = U(to,t)U(t,ty) e quindi
U=t to) = Ulty, 1) (A.20)
4. l'operatore U e unitario cioe:
U=t tg) = Ul(t, to) (A.21)

Questo si puo dimostrare considerando due stati qualsiasi |a, t) e |b, t) per i quali usando
la A.16:

O fantlbt) = {0y + a1l )

= I, tHIb,t) + {a,t]Hb, 1) = 0
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quindi I’elemento di matrice non cambia nel tempo. Allora, usando la (2) si ha
<(l, t0|b7 tO) = <CL, t|b7 t> = <CL, t0|UT (ta t(])U(t? tO) |b7 t0>
che implica evidentemente la A.21

5. l'operatore evoluzione obbedisce alla seguente equazione:

L OU(t, to)
zh—at

Questa si ottiene sostituendo la A.17 nella A.16:

= HU(t, o) (A.22)

d d

E‘ij - |:%U<tat0>‘| ‘Cl,t0>
- —%HU@J@MJ@
= —%H|a,t>

Nel caso particolare che H non contenga esplicitamente il tempo, ci sono degli stati
stazionari (autostati) che contengono il tempo soltanto attraverso un fattore esponen-
ziale:

_;Bl=to) _;H=to)

la,t) = la,to)e™ " & =e ' " |a,tp) (8)

Questi stati hanno norma costante (la lunghezza del vettore non cambia) e ruotano

semplicemente con una frequenza angolare v = %

In questo caso 'operazione di evoluzione temporale puo essere scritto:

- H(t—tg)
—j =0

U(t,ty) = e (A.23)

che, differenziando, da I’equazione differenziale A.22.

Integrando la A.22 possiamo ottenere 'operatore evoluzione temporale in forma integrale e
cioe, tenendo conto della condizione iniziale A.18:

.
U@mﬁ=1-%/?ﬂ%m%ﬂn (A.24)
to

la soluzione esplicita di questa espressione integrale puo essere ottenuta per iterazione.
Nel caso particolare che H non dipenda esplicitamente dal tempo si otterrebbe il seguente
risultato:

Ut ty) = i [—iH(t —‘ to)/hJ _ —iM(t—to)/h (A.25)

j=0 o
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che corrisponde alla A.23. Nell’equazione precedente si e tenuto conto dello sviluppo in serie
di Taylor di un esponenziale:
0 _ N\~ ()
e = Z q
j=0

Vi

Quindi se ‘H ¢ indipendente dal tempo allora I'operatore evoluzione temporale dipende solo
dalla differenza (t — to).

A.3 Nota: descrizione sistema fisico.

e Meccanica classica tutte le variabili dinamiche del sistema possono essere determi-
nate contemporaneamente con la precisione voluta.

e meccanica quantistica Durante la misura lo stato del sistema viene modificato.
Le modifiche non possono essere trascurate a livello microscopico, questo limita la
precisione con cui puo essere nota una variabile (principio di indeterminazione). Le
variabili dinamiche di un sistema quantistico non sono compatibili.

1. complementarieta p.e. la posizione x e il momento p formano una coppia di
variabili complementari. La sistemazione sperimentale per una misura accurata
di x e p e incompatibile. Se si migliora la precisione su p si compromette la
precisione su Xx.

2. compatibilita due variabili sono compatibili se possono essere misurate contem-
poraneamente con precisione infinita, p.e. le coordinate x e y di una particella. Un
set completo di variabili compatibili & un insieme di coppie di variabili compatibili
a, b, ¢, ...., tali che ogni variabile compatibile con ognuna di esse ¢ funzione di
f(a, b, ¢, ... ). Ad es. per una particella x, y e z sono un set completo di variabili
compatibili. Le variabili dinamiche dipendono dall’insieme delle posizioni e dei
momenti. Le variabili compatibili con le posizioni sono quelle indipendenti dai
momenti. Una misura precisa condotta su un set completo di variabili compatibili
rappresenta il massimo grado di informazione che possiamo ottenere. Le variabi-
li dinamiche che formano un set completo di variabili compatibili sono anche le
variabili di un insieme completo di osservabili che commutano. Se uno misura le
osservabili di questo insieme determina anche completamente lo stato del sistema.

Rappresentazione di Schroedinger

riassumiamo le caratteristiche della descrizione di Schroedinger:

1. Lo stato dinamico di un sistema quantistico ¢ definito da un insieme di quantita definite
esattamente e che costituiscono le variabili dinamiche di un set completo di variabili
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compatibili. Misurando queste simultaneamente lo stato del sistema e definito senza
ambiquita al tempo della misura.

2. Ogni stato e rappresentato da un vettore |x) in un certo spazio vettoriale. Le variabili
dinamiche sono le osservabili in questo spazio gli stati in cui le variabili hanno un ben
preciso valore sono gli autovettori di queste variabili ed il loro valore sono gli autovalori
relativi a questi autovettori. Le osservabili obbediscono a regole algebriche che possono
essere precisate per mezzo delle relazioni di commutazione. Variabili compatibili sono
rappresentate da variabili che commutano.

3. Sia lo stato del sistema rappresentato da un vettore |¢)). Se si misurano simultanea-
mente le variabili di un set completo compatibile la probabilita di trovare il sistema
nello stato |x) ¢ data dal quadrato del modulo del loro prodotto scalare :

IOl

4. In assenza di perturbazioni esterne il sistema evolve nel tempo in modo esattamen-
te deterministico. Il vettore di stato |a,t) si muove in accordo con 'equazione di
Schroedinger A.16. Cioe si passa da |a, o) a |a,t) per effetto di un operatore unitario
U(t, to)l

la,t) = U(t,t0)|a, to) (2)

Conoscendo lo stato del sistema ad un tempo ¢y ( |¢)) = |¢(to)) ) possiamo conoscere
lo stato ad un tempo ¢, ( [¢(t1)) = U(t, to)|¢)) ) e quindi la probabilita che al tempo
t; il sistema sia nello stato |y) sara:

IXIU (t1, t0) [

Quindi in questa rappresentazione lo stato del sistema e rappresentato da un vettore che si
muove senza che cambi il suo modulo (U ¢ unitario). Al contrario le variabili dinamiche,
almeno quelle che non dipendono esplicitamente dal tempo, e gli operatori associati sono
stazionari.

Questa descrizione e lontanissima da quella della fisica classica, nella quale le variabili
dinamiche (posizione, momento ...) evolvono nel tempo. Sorgono percio difficolta quando
si vuole paragonare un sistema quantistico con un analogo classico secondo il principio di
corrispondenza secondo il quale i valori di aspettazione degli operatori si comportano nel
limite h — 0 come le quantita classiche corrispondenti. Questa corrispondenza risulta molto
pit diretta e semplice nella rappresentazione di Heisenberg.

Rappresentazione di Heisenberg.

Abbiamo visto che i vettori di stato evolvono nel tempo da un tempo iniziale ty. Consideriamo
ora una trasformazione unitaria che riconduce i vettori di stato al tempo iniziale in modo che
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restino stazionari. Questa trasformazione sara ottenuta per mezzo dell’operatore U (ty,t) =
Ut(t,to). Si ottiene in questo modo la rappresentazione di Heisenberg. Il vettore di stato (
che verra individuato con il sottoscritto H o S per le due rappresentazioni )e:

[Ys) = Ulu) [Yn) = U'les) (A.26)

Occorre trovare l'espressione degli operatori nella nuova rappresentazione. Il valore di
aspettazione di un operatore deve essere uguale nelle due rappresentazioni e quindi:

(Vs|As|vs) = Wu|UTAsU|[Yw) = (Y| An|bn)

e quindi

Ay =UTAgU (A.27)

Dall’equazione precedente si vede che nella rappresentazione di Heisenberg 1’operatore
dipende dal tempo anche se Ag non dipende esplicitamente dal tempo. Si ha quindi il
seguente schema:

Rappresentazione | Vettore di stato | operatore
Schroedinger Varia con t stazionario
Heisenberg stazionario varia con t

Tabella A.1: Corrispondenza fra rappresentazioni

Se in questa rappresentazione un operatore dipende dal tempo € necessario trovare in qua-
le modo cio avviene, € necessario cioe trovare ’equazione del moto per 'operatore, equazione
che ¢ il corrispettivo della A.16

0
zha\a,ﬂ =H(t)|a,t)

nella rappresentazione di Schroedinger. Per fare questo differenziamo rispetto al tempo
I’equazione A.27:

A =UTAgU
i ha dA aut aUu dA
ke A (il f - P 228
o <dt>ASU—|—UAS(dt>+U(dt>U
tenendo conto della A.22 oU .
i
E
e della sua trasposta coniugata:
8_UT = iUTH (71-)
ot n ' °
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dove si & tenuto conto che operatore H & hermitiano (H" = H). Si ottiene

dAy i i + [ dAs
= TUMHASU — SUTASHSU + U (=22 ) U

ricordando che
Hg = UHxUT
si ha

dAu — T T T T T dAS
- hU UHuU'AsU — ﬁU AsUHU'U + UM (=28 ) U

Dall’equazione A.27 si ricava che
As =UAgU!

e ricordando che U ¢ unitario si ottiene

dAy i@ 1 dAg
ZE  CHA A — —A L
@~ onoAn Ty HHH+U(dt)U
riarrangiando
dA dA
= )+ 0 (G )0

Introduciamo il commutatore ( [A, B] = AB — BA):

; dAy
dt

— [Ap, Hu + ih (dif{) (A.28)

che rappresenta I’equazione del moto per ’operatore Ap. Nell’equazione precedente

abbiamo tenuto conto che: A A
H S

L) =Uur==\U A.29

() =o' () (220

questo termine rappresenta la dipendenza di Ay dal tempo dovuta al fatto che Ag dipeOnde
esplicitamente dal tempo e non dall’applicazione dell’operatore U. Naturalmente se Ag non
dipende dal tempo la A.29 e uguale a zero ed allora si ha:

L Y (A.30)
dt
Dalla A.30 si deduce che se Ay commuta con Hy, cioé [Ay, Hy| = 0, 'operatore ¢ indipen-
dente dal tempo, cioé € una costante del moto . Poiché i vettori di stato sono anch’essi
stazionari, in questo caso la variabile dinamica A ha un valore di aspettazione costante.
Naturalmente, come gia detto, le due rappresentazioni sono equivalenti nel senso che il
valore di aspettazione di una osservabile non cambia.
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Infatti nella rappresentazione di Schroedinger si avra
(A) = (as|As|as)

mentre nella rappresentazione di Heisenberg, tenendo conto che |ag) = Uflas) e (ay| =
(ag|UT si avra
<CLH|AH|CLH> = <&S|UUTASUUT‘GS> = <CL5‘A5|CLS>

In conclusione nella rappresentazione di Schroedinger i vettori di stato in uno spazio
astratto ruotano in un cerso senso mentre gli autovettori sono fissi, nella rappresen-
tazione di Heisenberg i vettori di stato sono fissi mentre gli operatori con i loro autovettori
ruotano in senso opposto; in definitiva pero la relazioni fra vettori di stato e operatori ¢ la
stessa.

Come abbiamo detto la rappresentazione di Heisenberg permette una correlazione piu
semplice e diretta con la meccanica classica secondo il principio di corrispondenza. Infat-
ti consideriamo un sistema quantistico con un analogo classico e confrontiamo il moto dei
due sistemi. Ad ogni quantita fisica classica corrisponde una quantita fisica quantististica
con una differenza sostanziale le quantita fisiche classiche obbediscono alle leggi dell’algebra
ordinaria mentre quelle quantistiche, come operatori, obbediscono alle leggi non commu-
tative dell’algebra degli operatori. Comunque supponendo di trascurare questa differenza
immaginando di poter disporre gli operatori in un certo ordine.

Ricordiamo ora le regole fondamentali di commutazione: 2

. 0g;
[pi, ¢:i] = —ih 94,

2
[AaB] = _[B7A]

[A,(B+C)] =[4,B]+[A,C]

[A, BC] = [A, B]C + B[A,C]
[A,[B,C]]+ [B,[C,A]] +[C,[A,B]] =0
(A, B]" =[BT, AT]
lg.p] = ik

Il commutatore precedente si prova considerando ’elemento di matrice:

(glla,pllv) = {al(gp — pa)|¥)
ho
= q<qlp|¢>—;5q<qlplw>
— Zaga) - % atalv)
= ih{qly)
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(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

analogamente
Ip;
iy M| — h
g, pi] = i o0,
) 9
5 04
i Qi) — h =0= 15 Vi
9, qi) =i o, [pi: pi]
e considerando una generica funzione delle posizioni e dei momenti B
0B
[pi, B] = —ih
dyq;
0B
iy B| =ih
9, B] =i o,
In base alla A.30 A
ih—2 = [A
si ha p ) ey
9% _ L. _
i~ me =g
T dg;
equazioni che sono formalmente analoghe alle equazioni di Hamilton della meccanica
classica:
dt  dp;
dp;  dH

In generale data una variabile classica, A, funzione delle {p} e delle {q} questa obbedisce

all’equazione del moto classica:

dAcl a14cl
={A
dt { cls Hcl} + ot
dove {---,---} indica la parentesi di Poisson:
0A qu 0A Op;
A
A} = Z (8q ot 8pi 825)
0AOH 0AOH
A
14 HE = Z <0qz opi  Opi 3%)

94
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Confrontando con la (14) si nota che esiste una completa analogia tra ’equazione del
moto nella rappresentazione di Heisenberg e 1’equazione del moto classica se si identifica la
parentesi di Poisson con il commutatore quantistico:

(AH) — AN

E facile trovare, in questa rappresentazione, come varia il valor medio di una osservabile
tenendo conto che (A) = (Yu|Hpu|vm). Differenziando rispetto al tempo si ha:

e tenendo conto della A.28

d d

%@4) = <¢H‘£HH’77DH> (A.37)
d 1 0A
S = + {5 (A.39)
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