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Capitolo 1

Operatori di campo

In natura si osserva che i costituenti elementari della materia si comportano come particelle. In base
ai dati sperimentali attualmente disponibili, la dinamica di queste particelle risulta essere in accordo
coi principi della meccanica quantistica e le leggi che governano tale dinamica sono relativisticamente
covarianti. Per descrivere la dinamica delle particelle elementari &€ conveniente usare il formalismo della
teoria quantistica dei campi[1,2,3,4]. In questo capitolo verranno definiti gli operatori di campo e saranno
discussi alcuni aspetti introduttivi delle teorie di campo.

1A. Fisica delle particelle. | fenomeni che la teoria di campo si propone di descrivere sono i processi
di diffusione e di decadimento delle particelle. Lesistenza di particelle identiche e la localita delle
interazioni rappresentano due aspetti fondamentali della fisica delle particelle.

¢ Particelle identiche. Due particelle sono identiche se non esiste alcun esperimento capace di distingue-

re una particella dall’altra. Per ogni assegnato tipo di particella, caratterizzato da un opportuno insieme
di numeri quantici (come il valore della massa, dello spin e della carica elettrica), risulta sempre possibile
produrre sperimentalmente un numero arbitrario di tali particelle; inoltre, tutte queste particelle sono

identiche ovvero sono tra loro indistinguibili.

Il concetto di particelle identiche & del tutto indipendente dalla struttura della dinamica e non &
connesso col principio di indeterminazione o con la meccanica quantistica. L'assenza di entropia di
mescolamento per due gas costituiti dallo stesso tipo decabt, per esempio, € una delle numerose
conseguenze dell’'esistenza di particelle identiche.

e Localita. La localita delle interazioni tra particelle & facilmente riscontrabile in natura. Quando si
studiano i processi di collisione tra particelle, si osserva che i centri di diffusione coincidono coi punti
di intersezione dei fasci di particelle. Similmente, analizzando la cinematica delle particelle prodotte
in un decadimento, si puo verificare la localitd del’evento di decadimento. | limiti sperimentali sulla
localita delle interazioni sono determinati essenzialmente dalla struttura dei rivelatori. La conseguenza
pit importante di questa localizzazione, anche soltanto “macroscopica”, delle interazionihele
sufficientemente distanti tra loro si comportano come particelle libere.

e Costituenti elementari. In relazione alle diverse condizioni fisiche in cui avvengono i vari processi,
certe particelle possono essere considerate “elementari” oppure “composte”. Ad energie sufficientemente
basse, I'eventuale struttura interna di una particella si pud generalmente trascurare; in questo caso,
la particella si comporta approssimativamente come una particella elementare. Rispetto alle energie
attualmente raggiunte negli esperimenti, i leptoni non mostrano una struttura interna e si comportano come
particelle elementari mentre gli adroni risultano essere particelle composte ed i loro componenti elementari
sono stati chiamati quark. | vari tipi di particelle elementari, che sono stati osservati direttamente od
indirettamente in natura, ammontano a poche deaageptoni sei quark (ciascuno dei quali possiede
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tre possibili stati di colore), ifotone e tre bosoni vettoriali massivi. A queste particelle occorre
aggiungere una eventuale particella scalétiggs) e otto bosoni vettorialigluoni). L'esistenza della
particella di Higgs e la possibilita di una sua diretta osservazione sperimentale sono previste su basi
teoriche; ci si aspetta che la conferma sperimentale dell’'esistenza della particella di Higgs rappresenti uno
dei probabili risultati dei prossimi esperimenti. L'esistenza dei gluoni come responsabili delle interazioni
forti & basata principalmente su argomenti teorici. Inoltre, la corrispondente teoria delle interazioni forti
esclude la possibilita di una diretta osservazione sperimentale dei gluoni e propone verifiche indirette
della loro esistenza,; gli attuali dati sperimentali al riguardo sono in accordo con le previsioni teoriche.

¢ Cinematica e dinamica.Nella descrizione di ogni processo di decadimento o di diffusione tra particelle,

e utile distinguere due aspetti: il primo aspetto riguarda la cinematica dell’evento mentre il secondo &
propriamente connesso con la dinamica e la struttura dell'interazione.

Le varie relazioni cinematiche che risultano essere verificate nei diversi processi, come la conser-
vazione del quadrimpulso e del momento angolare totale, sono conseguenze della covarianza relativistica.
La cinematica relativistica determina anche la regione dello spazio delle fasi accessibile per un dato
processo e permette di calcolare, per esempio, la distribuzione angolare delle probabilita di transizione e
la loro dipendenza dagli impulsi e dallo spin delle particelle.direamica dei processi tra le particelle
riguarda invece la struttura generale delle interazioni, la loro universalita e la loro interpretazione per
mezzo di principi di simmetria relativi a numeri quantici interni. | problemi che si studiano in questo con-
testo sono, per esempio, le leggi di conservazione della carica elettrica e del numero leptonico e barionico,
linvarianza di gauge, la simmetria di spin isotopico, le giibni alla conservazione dell’'ipercarica, ecc.

Siccome la covarianza relativistica é assunta essere comunque valida, il problema principale
della fisica delle particelle elementari consiste nello studiare la dinamica ovvero la forma delle
interazioni osservate in natura.

1B. Spazio degli stati. Nei processi di interazione tra le particelle, il numero totale di particelle od il
numero di particelle di un certo tipo possono cambiare. Conseguentemente, € necessario introdurre come
spazio degli stati uno spazio che contenga tutti i possshalii relativi a tutte le possibili combinazioni

dei vari numeri di particelle. Per illustrare la costruzione di questo spazio degli stati, cominciamo col
considerare un solo tipo di particelle; successivamente introdurremo tutti gli altri tipi.

o Stati di singola particella. Avendo fissato il tipo di particelle che vogliamo analizzare, consideriamo

lo spazio H®) degli stati di una singola particella di questo tipo. Nello spazio lingdf® che ha
generalmente dimensione infinita, &€ sempre possibile introdurre una base ortonormale d{ Vetioi

in cui l'indice o assume valori interi a partire dall'unit@=1,2,3,- - -.

« Stati di molte particelle. Lo spazio degli stati a due particel&(?) & contenuto nel prodotto tensoriale

HD @ HD . Siccome le particelle sono identiche, dobbiamo tener conto della statistica. Nel caso della
statistica di Bose-Einsteirt{(? contiene i vettori di#{1)  H(1) che sono simmetrici per scambio delle
variabili relative alle due particelle. Mentre nel caso della statistica di Fermi-Ditd®), contiene i

vettori di HM) @ H® che sono antisimmetrici per scambio delle due particelenniera analoga, si

pud procedere a costruire lo spazitf™) relativo agli stati din particelle identiche. Le particelle che
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hanno spin nullo o spin intero seguono la statistica di Bose-Einstein; conseguentemente, i corrispondenti
vettori di stato devono essere completamente simmetrici per scambio di due particelle qualunque. Le
particelle che hanno spin semintero seguono invece la statistica di Fermi-Dirac ed i corrispondenti vettori

di stato devono essere completamente antisimmetrici. Infine, la somma diretta degl§paal variare

di n rappresenta lo spazio degli stati in cui il numetadi particelle puo variare come = 1,2,3,- - -.

L'uso diretto di questa presentazione dello spazio degli stati risulta essere poco conveniente per
discutere i processi di interazione tra le particelle. Per mettere in evidenza gli aspetti fondamentali
connessi con l'esistenza di particelle identiche, € utile introdurre opportuni operatori di creazione e di
annichilazione per le particelle.

e Osservazione. Per un sistema di particelle identiche, ciascun vettore di una base completa

nello spazio degli stati risulta essere univocamente caratterizzato specificando, per ogni valore
dell’indice o, il numero nq di particelle si trovano nello stato |«) .

Questa osservazione ¢ alla base della costruzione dello spazio di Fock che ora descriveremo nei due casi
in cui si abbia statistica di Bose-Einstein o statistica di Fermi-Dirac.

e Statistica di Bose-Einstein. Quando le particelle identiche obbediscono alla statistica di Bose-
Einstein, il numeron,, di particelle che si trovano nello statex) pud assumere valori interi arbitrari
od il valore nullo,n, = 0,1,2,3,---. Questi possibili valori din, Si possono interpretare come gli
autovalori di un operatoréV,, che agisce in un opportuno spazio vettori®#fg. Il modo piu semplice

di rappresentareV,, consiste nell'utilizzare I'analogia esistente tra gli autovaloriNgi ed i livelli in
energia di un oscillatore armonico unidimensionale. Si introducono quindi due opedatced a,
definiti in V,, che soddisfano le seguenti regole di commutazione

aa,a+ = aqal —ata, = 1 . 11
(67 (6% (6%

Si assume inoltre che esista uno stat), € V,, che sara chiamato Istato fondamentale con la
seguente proprieta

aq |0)o = 0O . 1.2)
Allora, posto
[N )a = (a;)na 10)a ) (1.3)
e
N, = az; oy , 1.4
siha
No |na)a = na|na)a . (1.5)

Lo stato | nq )o PUO essere interpretato come lo stato in ayi particelle si trovano nello statpa ) .
Gli operatoria,, ed a, rappresentano rispettivamente I'operatoramiichilazione e di creazionedi
una particella nello statoa ).

Chiaramente, lo stesso procedimento pud essere ripetuto per ogni possibile valore deltiratiee
labella gli stati ad una particella. Conseguentemente, per ogni statodi una singola particella, si
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introduce un opportuno “oscillatore armonico”; pit precisamente, si introduce uno spazio vettgriale
in cui sono definiti gli operatori di annichilazione e di creaziang ed «, che soddisfano le regole di
commutazione (1.1). Consideriamo ora lo spakicache si ottiene prendendo il prodotto tensoriale degli
spaziV,, per tutti i possibili valori dia

H = Vo1 @ Vo2 @ V3 @ -+ . (1.6)
Gli operatori{ a, } ed { a}, }, che sono definiti irH , verificano le relazioni
[aa,ag] = dap , [aa,ag] = 0 = [a;,alg] . 7
Il vettore | 0) corrispondente allo stato fondamentaletin,
[0) = 10)a=1 ® [0)a=2 @ [0)a=3 ® --- (18)

e anche chiamato Vlettore di vuoto perché descrive lo stato in cui non ci sono particelle. Uno stato che
contiene, per esempioy, particelle nello statd o), ng particelle nello statd 3) ed n., particelle
nello stato| v ) & rappresentato da

[0, ng,ny) = (ag)"™™ (ag)nﬂ (a;)m |0) . (1.9)

Il vettore (1.9) € completamente simmetrico per scambio di due qualunque operatori di creazione poiché
gli operatori di creazione commutano tra lora, [, a[;] = 0. Questa proprieta si traduce nella proprieta
di simmetria dei vettori di stato per scambio delle variabili di due particelle qualunque.

Infine, 'operatoreN corrispondente al numero totale di particelle &€ dato da
N =Y No=)> aoa . (1.10)
(0% 0%

o Statistica di Fermi-Dirac. Quando le particelle identiche obbediscono alla statistica di Fermi-Dirac,
il numeron,, diparticelle che sitrovano nello stater) pud assumere solamente i valag, = 0 oppure

ne = 1. In questo caso, per ogni valore di si introducono uno spazio vettoriale bidimension&jg

ed una base ortonormalg|0),, | 1), } dove |0), corrisponde allo stato in cui nessuna particella si
trova nello statol o) , mentre| 1), corrisponde allo stato in cui una particella si trova nello stato .
Questi vettori si possono rappresentare nel modo seguente

[0)a = (2)@ R (é)a . (1.11)

Gli operatoria,, € a, corrispondenti alle seguenti matrici

0 0 . 0 1
= = 1.12
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verificano le relazioni

{aa,a;} = aaa; +a;aa =1 , (1.13)

{aa,a0} =0 ={a},, a’} . (1.14)

L'operatore numero di particelle nello state ) vale

10
N, = (0 0)@ = asaq . (1.15)
Si consideri ora lo spazi@{ che si ottiene prendendo il prodotto tensoriale degli spaziper tutti i
possibili valori di «

H = a=1 ® Va:Z ® Va:3 & .- ) (116)

il vettore di vuoto |0) € H & dato da
[0) = [0)a=1 ©® [0)a=2 @ [0)a=3 @ --- . (1.17)

Differentemente dal caso della statistica di Bose-Einstein, gli stati che si ottengono applicando i vari
prodotti degli operator{ o/, } al vettore di vuoto non possiedono le giuste proprieta di simmetria. Infatti,
nel caso della statistica di Fermi-Dirac, i vettori di stato devono essere completamente antisimmetrici per
scambio di variabili relative a due particelle qualunque. D’altra parte, il vettgreg |0) cona # 3,

per esempio, & simmetrico per lo scambio— 3 perché gli operatori}, e az, commutano tra loro,

[al, ag] = 0. Per ovviare a questo inconveniente & sufficiente modificare gli opefadar} e { o}, }

in modo opportuno [4]. Gli operatori di annichilazione e di creazione per le particelle che obbediscono
alla statistica di Fermi-Dirac saranno indicati cfh,, } e {5’ } e sono definiti da

ba = NaGa = aaNa ) b; = Na a; = a; Na ; (1.18)
dove
a—1
-1 0
e =[] ( ) . (1.19)
a0 1/,

E facile verificare [4] che gli operatofib, } e { b} soddisfano le seguenti relazioni

{ba, b5} = bap {ba,bg} =0 ={b5, b5} . (1.20)

Gli stati a molte particelle si ottengono applicando prodotti degli operatori di creaZibhé allo stato
di vuoto. Per esempio, lo stato che contiene una particella nello stagtpuna particella nello statpg )
ed una particella nello statoy ) & rappresentato da

la, B,7) = bhESOS10) (1.21)
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Il vettore (1.21) e antisimmetrico per lo scamhio«— 3, come pure per lo scambia < ~ oppure
B « ~, perché gli operatori di creazione anticommutano tra Idré;, , bg} = 0. Loperatore N
corrispondente al numero totale di particelle e

N =Y No=)> ahaa =Y byba . (1.22)
(0% (0% -

Riassumendo, per ogni fissato tipo di particella, gli stati con un numero non nullo di particelle si
ottengono applicando gli operatori di creazione ad uno stato fondamentale, lo stato di vuoto, che descrive
la situazione fisica in cui non vi sono particelle. |l tipo di statistica associato alle particelle & univoca-
mente determinato dalle relazioni di commutazione o di anticommutazione dei corrispondenti operatori
di annichilazione e di creazione. La statistica di Bose-Einstein richiede le regole di commutazione (1.7),
mentre la statistica di Fermi-Dirac richiede le regole di anticommutazione (1.20).

Chiaramente, la particolare scelta della bgdex) } per gli stati ad una particella & totalmente
arbitraria. Se si effettua un cambiamento di base mediante una matrice ubitaria

12) =Y Usala) (1.23)

gli operatori di creazione e di annichilazione nella nuova bgse) } sono dati dalle seguenti combi-
nazioni lineari

af =Y U.aay, , az =Y Ul,aa , (Bose—Einstein) (124)
07 03

by =Y U.aby . b:=)> Uiyba .  (Fermi-Dirac) (125)
(0% (0%

E facile verificare che le regole di commutazione (1.7) oppure le regole di anticommutazione (1.20)
restano immutate. Lo stato di vuoto resta invariato mentre gli stati a molte particelle vengono trasformati
in accordo con le leggi di trasformazione (1.24) oppure (1.25).

Consideriamo orail caso realistico in cui vari tipi di particelle devono essere descritti simultaneamente.

e Osservazione.Tutti i diversi tipi di particelle che sequono la stessa statistica si possono sempre
interpretare, mediante l’introduzione di opportuni numeri quantici, come stati distinti di un solo
tipo di particelle.

Conseguentemente, la struttura delle regole di commutazione e di anticommutazione risulta valida anche
per gli operatori di annichilazione e di creazione relativi a diversi tipi di particelle. Piu precisamente,
consideriamo tutti gli stati di singola particella per i due tipi di statistica; sia

e {|a)} unabase ortonormale per tutti gli stati con statistica di Bose-Einstein;
e {|i)} unabase ortonormale per tutti gli stati con statistica di Fermi-Dirac.
| corrispondenti operatori di annichilazione e di creazione soddisfano le seguenti relazioni

[aauag] = 5aﬁ ’ [aauaﬂ] =0= [agaag] s
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{bi, 0]} =05 {bi,bj} =0={b,07} (1.26)
[aavbi]zoz[aavb;] ) [agvbi]zoz[azub;]

Lo spazio degli stati contiene uno stato di vud®) che verificaa, |0) =0 = b; |0). Tutti gli stati
con particelle si ottengono applicando ripetutamente gli operatori di creazﬁ)mabj al vettore|0).

1C. Rappresentazione di interazione. Utilizzando gli operatori di annichilazione e di creazione, si
possono definire gli operatori di campo associati ai vari tipi di particelle. Prima di presentare i dettagli
della costruzione di tali operatori, € utile discutere alcuni aspetti qualitativi della fisica delle particelle che
giustificano l'introduzione degli operatori di campo.

e Notazioni relativistiche. Il primo aspetto riguarda la localita dei processi tra particelle. Per tener conto
dellalocalita delle interazioni, & utile definire deggtieratori locali ovvero degli operatori che descrivono
I'annichilazione o la creazione di particelle in un determinato punto dello spazio-tempo. Indicheremo con
x l'insieme delle coordinate:* dei vari punti dello spazio-tempo; useremo le notazioni relativistiche

- 0 0
o = (t, T) , Ty = guv ) O = Ot ’ oH = e ,  (L.27)
7
dove la metrica di Lorentg,,,, € data da
1 0 0 0
0 -1 O 0
= = gtV ) 1.28
Juv 0 0 -1 0 g ( )

0O 0 0 -1

Supponiamo di dover considerare vari tipi di particelle che denotiamo per mezzo di un inioam
1=12,...). Perognitipo di particella vorremmao definire un operatore locale, od operatore di campo, che
indichiamo genericamente cafy(z) . Se I'operatorep;(x) annichila o crea una particella di tiponel

punto z , i processi locali tra le particelle potrebbero venir descritti per mezzo di prodotti degli operatori

{ ¢i(x)} . Per esempio, il decadimento nel puntodi una particella di tipo 1 in una particella di tipo

2 ed unaditipo 3 sipotrebbe descrivere per mezzo dell'operatore compgatiy,(z)p3(x) . Questo
esempio verra discusso in dettaglio nella Sezione 1.E. Concentriamoci quindi sulla possibile definizione
degli operatori di campo.

e Dipendenza dal tempo. Siccome una delle componenti adi* rappresenta la coordinata temporale,

29 = ¢, gli operatori locali{ ¢;(z) } devono essere operatori che dipendono esplicitamente dal tempo.
Come & noto, in meccanica quantistica si pud usaseplaresentazione di Heisenbergn cui l'evoluzione
temporale riguarda esclusivamente gli operatori mentre gli stati del sistema non hanno evoluzione tem-
porale. Se si utilizza la rappresentazione di Heisenberg per gli operatori di campo, si ottiene

di(z) = ¢i(t, T) = " ¢;(0, Z)e | (rappresdi Heisenberg) (29)

dove H rappresenta I'operatore Hamiltoniano del sistema. Per determinare la forma esplicita degli
operatori di campo in rappresentazione di Heisenberg, occorrerebbe quindi risolvere le equazione del
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moto per i vari operatori di annichilazione e creazione di particelle. Sfortunatamente, in presenza di
interazioni tra le particelle, costruire la soluzione esplicita delle equazioni del moto per questi operatori
rappresenta un problema estremamente complicato di cui, in generale, non si conosce soluzione. In effetti,
trovare la soluzione esplicita delle equazioni del moto significa risolvere esattamente il modello. Anche
in meccanica quantistica ordinaria, in cui il numero dei gradi di liberta ¢ finito, i modelli esattamente
risolvibili sono molto rari e, per studiare la fisica di un dato sistema, generalmente si utilizza la teoria
delle perturbazioni. In teoria dei campi, il problema di risolvere esattamente le equazioni del moto risulta
ancor piu complicato a causa del fatto che il sistema contiene un numero infinito di gradi di liberta.

Per superare le difficoltd connesse con I'equazione (1.29), & necessario abbandonare la rappresen-
tazione di Heisenberg e utilizzare la cosidde#ppresentazione di interazione L'Hamiltoniana totale
del sistema & generalmente la somma di due termini,

H=Hy+V (1.30)

in cui Hy rappresenta I’'Hamiltoniana per particelle libere, cioé I'Hamiltoniana in assenza di interazioni,
e V descrive le interazionitra le particelle. Nellarappresentazione diinterazione, I'evoluzione temporale
e distribuita in maniera opportuna tra operatori e vettori di stato e riguarda sia gli operatori che gli stati
del sistema.

e Rappresentazione d’interazione.La connessione tra la rappresentazione di Heisenberg e la rappre-
sentazione di interazione si puo illustrare considerando I'elemento di matrice di un generico operatore
O altempot tra gli stati| A) e | B). Se denotiamo cor®,, (t) I'operatore in rappresentazione di
Heisenberg e coi, (t) I'operatore in rappresentazione di interazione, si ha

(BlO,0)]A)

<B | eitHoe—itH ‘ A> — <B | eitH e—itHO <eitHO Oe—itH()) eitHO e—itH | A>

(BO[O0,®)[A®))

(1.31)

dove si e posto
0,@t) = etHopeitHo (1.32)
|A@)) = etoe=® | 4) = U@, 0)|A) . (1.33)

Come mostrato nelle equazioni (1.32) e (1.33), nella rappresentazione di interazione sia gli operatori che
i vettori di stato dipendono dal tempo. Per quanto riguarda gli operatori, la loro dipendenza dal tempo
coincide con la dipendenza dal tempo nella rappresentazione di Heisenberg nel caso in cui I'Hamiltoniana
e quella libera. Consideriamo ora I'operatdrgt, 0) che appare in equazione (1.33) e che determina
I'evoluzione temporale dei vettori di stato.

e Ordinamento cronologico. Derivando U (¢, 0) rispetto al parametro, si ottiene

daU(t,0 i i . —i Ny —i ; —i
d(t ) — ZethO(HO —H)e (275 - _Zethove itH —Z<6ZtHOV€ tho)ethoe itH

—iV,(t) U(t,0) (1.34)
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Si ha inoltre
U,0 =1 ) (1.35)

Le equazioni(1.34) e (1.35) determinano univocamén(e 0) ; infatti, U (¢, 0) si pud ottenere integrando
direttamente la (1.34) tenendo conto della condizione iniziale (1.35). Il risultato &

U(t,0) = Texp(—z’ /t drv,(r)) , (1.36)
0

dove il simbolo T denota I'ordinamento cronologico, ovvero I'ordinamento nel parametro temporale,
degli operatori che compaiono nell’espressione (1.36). Nell'ordinamento cronologico, allaumentare del
parametro temporale gli operatori vanno posti a sinistra, in accordo con la (1.34). Per esempio, nel caso
di due operatori si ha

T (Vi) Vi) = 0y — ) Vi(r) V(7)) + 0(r, — 1) V(1) Vi) (1.37)

L'ordinamento cronologico & assunto agire in maniera banale sugli operatori definiti a tempi uguali.
Riassumendo, utilizzando la rappresentazione di interazione, la dipendenza dal tempo degli operatori di
campo ¢ data da

bi(z) = ¢i(t, T) = o, (0, #)e ®Ho  (rappresdi interazione) (138)

dove Hy rappresenta I'Hamiltoniana per particelle libere. In questo caso, le equazioni del moto per gli
operatori di annichilazione e di creazione si sanno risolvere ed & quindi possibile determinare I'espressione
esatta degli operatori di campo. La loro costruzione esplicita verra presentata nella prossima sezione.
Consideriamo ora il problema di descrivere la dinamica dei processi tra le particelle utilizzando il forma-
lismo della teoria dei campi in rappresentazione di interazione.

e Matrice-S. Come mostrato in equazione (1.33), I'evoluzione temporale degli stati del sistema e
implementata dall’operatore (1.36). Le quantita che vengono effettivamente misurate negli esperimenti
sono le probabilita di transizione tra gli stati iniziali e quelli finali. Siccome i processi di misura degli
apparati sperimentali coinvolgono intervalli temporali molto maggiori dei tempi di interazione tra le
particelle (localita delle interazioni), le ampiezze di transizione che occorre calcolare, per poter effettuare
un confronto significativo coi dati sperimentali, sono date dalle seguenti quantita

Spa = (B(t=+0)[A(t = —00)) = (B|U(+c0, —0)[A4) . (1.39)

Le ampiezze (1.39) rappresentano gli elementi di matrice di un operatore, chiamato ifiatniaegli
stati iniziale e finale. Percio, la matriceisulta essere

+0o

S = U(+oo, —0o0) = Texp(—i/

—0oQ

dtV,(t) ) . (1.40)

Il problema di descrivere la dinamica delle particelle elementari consiste quindi nel determinare I'Hamil-
toniana d'interazioné’, (t) che descrive le varie interazioni tra le particelle. L'operatby€), che deve
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essere espresso in rappresentazione di interazione, @ una funzione o, piu propriamente, un funzionale
degli operatori di campo (in rappresentazione di interazione) associati ai vari tipi di particelle

Vi) = VI[{ei}]l . (141)

1D. Operatoridi campo. Glioperatori di campo che verranno considerati saranno generalmente definiti

in rappresentazione di interazione. L'operatore di campo associato ad un determinato tipo di particella e
un operatore locale che descrive I'annichilazione o la creazione di una particella (del tipo considerato) in
un punto dello spazio-tempo. In accordo con I'equazione (1.38), I'evoluzione temporale di un operatore
di campo & specificata dall’Hamiltoniana libeFg, . Dobbiamo quindi considerare la struttura dei livelli
energetici nel caso di particelle libere.

o Particelle libere. Per una singola particella di massa, I'energia & funzione dell'impulso spaziaje
della particella ed assume la forma

E = B(p) = \m? + (p)* . (1.42)

Se si usano notazioni relativisticamente covarianti, le componenti del quadrimpulso sono date da
= (E,p) . (1.43)

Gli stati di una singola particella di massa e spin definito si possono classificare specificando i valori
dellimpulso p' della particella ed il suo stato di polarizzazione; i possibili stati di polarizzazione saranno
denotati mediante un indice discreto Le corrispondenti funzioni d’onda sono

15, 7) — fr5(8) = e(F,r)e"P | (1.44)

dove ¢ (p, r) rappresenta lo stato di polarizzazione della particella.

¢ Regole di commutazione fondamentaliConsideriamo gli operatori di annichilazione e di creazione
per una particella nello staty’, r ) . Nel caso di statistica di Bose-Einstein, si ha

[a(P, 1), a*(q, s)] = 83D — @) ors

B . . . (1.45)
[a(P, ), a(q,s)] = 0 = [a"(P,7),a (T, s)]
Mentre nel caso di statistica di Fermi-Dirac, le regole di anticommutazione sono
W7, r), b (g, s)} = 837 — q)o ,
{o(p, ), b°(q, s)} (7 — @) ors (1.46)

{07, ), (7, s)} = 0= {b°(5,r),b"(q,5)}

Per particelle libere I'energia & semplicemente la somma delle energie delle singole particelle e non
dipende dagli stati di polarizzazione; quindi, I'Hamiltoniahg che definisce I'energia degli stati con
molte particelle risulta essere

Ho =) /d3p E(p)ad*(p,r)a(p,r) ,  (Bose— Einstein) (147)
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oppure
Ho =) /d?’p E(p) b (F, r)b(#,7) .  (Fermi— Dirac) (148)
T

Utilizzando le relazioni (1.45) e (1.46), la dipendenza esplicita dal tempo degli operatori di annichilazione
e di creazione (in rappresentazione di interazione) risulta essere

a(t; i, r) = eMoa(p, r)e ™o = e Fla(p, r) | (1.49)
a’(t: 7, r) = eMoa™(F r) e o = e Pra (5 r) (1.50)
b(t; g, r) = Hop(g, rye o = =By 1) (1.51)
(t;p,1) P, P, ;
b (t:p,r) = eitHo b (7, T)e_itHO = ¢ibt b (p, T) ) (1.52)
Si ottiene percio
frp(Z) a(t; pyr) = e(@,r)e P a(p,r) (1.53)
* (Z) at(t;p,r) = (P, r)ePr at (P, r , 1.54
TP
Fr () 0(t; 7, r) = e(F,r) e PT0(F, 1), (1.55)
() V(g r) = (P, ) P u(p, , 1.56
T’p
dove si e posto
pr = plx, = E(p)t —p- & ) (1.57)

e Operatori di campo. Gli operatori di campo si ottengono prendendo combinazioni lineari degli
operatori (1.53) e (1.54) oppure (1.55) e (1.56). La struttura generale di un operatore di campo ¢ la
seguente: nel caso della statistica di Bose-Einstein

o@) ~ 3 [ @K@ a5 @ e s a S e L @se)
T
mentre per la statistica di Fermi-Dirac
O S K N O R A PR A A RO T D
T

dove K(7) e K'() sono opportuni fattori di normalizzazione delle funzioni d’'onda che determinano
anche le dimensioni degli operatori di campo. Elenchiamo ora gli operatori che risulteranno utili nel
seguito.

e Campo scalare reale. Il campo ¢(x) associato ad una particella senza spin & dato dalla seguente
espressione

d®p 1
(27)3/2 \/2E(p)

o(r) = {a(ﬁ)e—m + a*(7) eim} . (1.60)
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e Campo scalare complesso.Per particelle senza spin con carica (elettrica) non banale, & conveniente
introdurre un campo scalare compless@) che e dato dalla combinazione lineare di due campi scalari
reali

o(x) = \/ié (o) + iga(a)) . (1.61)

Gli operatori
a1(p) + ia(p) a1 (7)) — ia3(p)

V2 ’ V2 ’
corrispondono agli operatori diannichilazione e di creazione di una particella con carica (elettrica) positiva,
mentre i corrispondenti operatori per la “stessa particella” con carica negativa (antiparticella) sono

@) + ia35(7)

aw)(P) = (1.62)

aa)(ﬁ) =

ay(p) — iaz(p)

() = . ap\(p) = 1.63
a(—)(P) 7 a(—y(P) 7 (1.63)
La forma operatoriale di un campo scalare comples&® risulta pertanto
— d3p 1 -\ —ipT + (= ipx
o) = | G vam L@ @) (1.64)
* _ d3p l + — ipa: — *’L'pﬂf
" (x) = (2m)32 V2E(D) { am (@) e + ay(P)e } : (1.65)

e Campo spinoriale. Per una particella di massa e spin 12, 'operatore di campa)(z) €

’(/JCX(:I") = Z/ (2 )3/2 \/ E(p) {b(p,r)ua(p,r)e P + d (p, T),U(X(pvlr) Gpr} ’ (166)

vl = Z / o )w/ s (PN @ - A ey (we)

dove {b, b*} sono gli operatori di annichilazione e di creazione per le particgli¢, d*} sono i
corrispondenti operatori per le antiparticelle, mentrg5, r) e v (7, ) (in cuil'indice o assume valori

interi da 1 a 4) sono le componenti degli spinori che descrivono gli stati di polarizzazione per le particelle
e le antiparticelle.

e Campo vettoriale reale. Il campo associato ad una particella con massa non nulla e spin unitario &

Byu(x) = 2/ (27)3/2 \/T() {a(p_', r)eu(®;r) e+ ot (p, r) e, ®;r) eipa?} . (168)

in cui e,(p,r) descrive gli stati di polarizzazione. Il caso di particelle con massa nulla e spin unitario
verra trattato nei prossimi capitoli.
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e Campo vettoriale complesso. Similmente al caso di particelle cariche di spin nullo, anche per
particelle con spin unitario e carica (elettrica) non banale € utile introdurre un campo vettoriale complesso

Uy (z)

Unle) = Z/ (2m)3/2 2E( %) {a(+)(ﬁ, r)en(@,r) e T+ @zr_)(ﬁ, ) EZ(ﬁ, T) eipz} ,
- (1.69)

aa)(ﬁ, r) e, [®,r) P+ a—y (@, ) e (D7) efipx} , (1.70)

Uute) = Z/ (27r)3/2W {

incui aiy(p,r) e a(+)(]3', r) sono gli operatori di annichilazione e di creazione per una particella con carica
(elettrica) positiva, mentre i corrispondenti operatori per I'antiparticella sqng(p, r) e azri)(pﬂ, r).

1E. Decadimento particella scalare. Per illustrare I'uso degli operatori di campo nella descrizione
delle interazioni tra le particelle, consideriamo il decadimento a due corpi di una particella. Supponiamo
di avere tre particelle scalari (senza spin) diverse tra loro e di magsam, ed mg; il processo che
vogliamo studiare ¢ il decadimento descritto schematicamente da

mi1 — Mmp + m3

Denotiamo cony;(z), dove i = 1,2, 3, gli operatori di campo scalari associati alle tre particelle e
supponiamo che I'Hamiltoniana di interazio®(t) sia data dalla seguente espressione

V() = g / B o1(@) po(d) p3(a) . (1.71)

Il parametrog che appare nella (1.71) édastante di accoppiamentehe determina, nel caso particolare
che stiamo considerando, l'intensita della interazione tra le particelle. Utilizzando le unita di misura
naturalih = c= 1, g deve avere le dimensioni di una massa. Facendo uno sviluppo di Taylor in potenze
di g della matrice$ e limitandoci al primo ordine nella costante di accoppiamento si ottiene

S =Texp(—z’ /_ o dtVI(t)> =1—ig / d*z o1(z) pa(z) p3(z) + OGP .  (L72)

Prima di procedere al calcolo della probabilita di decadimento, & utile discutere la normalizzazione dei
vettori di stato. Il vettorel 5) = a*(5) | 0) , che descrive uno stato di singola particella, ha norma
d3z

(7|7) = We—”ﬁ 5T = 530) =

14
@mn3

(2.73)
dove V' rappresenta il volume spaziale. Quindi il vettdrg) ,, , che & normalizzato in modo tale da

descrivere una particella per volunme, & dato da

) = (27.‘.)3/2 L (27r)3/2
Pin = 7 P77 Tap

(o) . (1.74)
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Ricordiamo inoltre che la densita di stati per singola particella vale

V. 3
o (1.75)

Denotiamo conk; il quadrimpulso della particella che decade e dgne k3 i quadrimpulsi delle
particelle prodotte. In accordo con la normalizzazione (1.74), i vettori normalizzati corrispondenti agli
stati iniziale e finale sono

i} 2,
)y = B0 ailo) (1.76)

— — 3 - —
~(k2, k3| = (23) (0] ax(k2)az(k3) . (1.77)

Pertanto 'ampiezza di decadiment&(k, k3; k1), al primo ordine nella costante di accoppiamento,
risulta essere

(2 71.)9/2
V3/2

9/2 - - -
g B [ (0laai ast ) e1(0) e2(e) pofe) () 0)

Ak, k3; k1) N<EZaE3|S‘E1>N = —1ig

/ e (Fa, R3] o1(n) o) oa(a) | F1)

(1.78)
Utilizzando la forma esplicita (1.60) dell'operatore di campo scalare e le regole di commutazione degli
operatori di annichilazione e di creazione, si ottiene
) 1
¥ V2E1/2E; 23
La probabilita di transizione e data dal modulo quadro dell'ampiezza. Ricordiamo che vale la seguente
relazione

A(ko, k3; k1) = 54k — kp — k (1.79)

3/2

@) 6%y — ka — ka) | = (@) ks — kz — k) (20)*5%0) = (20)*6%(0s — ko — k) VT .
(1.80)
dove V' T denota il quadrivolume (volume spaziale per intervallo temporale). La somma sugli stati finali
del modulo quadro dell’ampiezza va effettuata rispetto alla misura (1.75); quindi
¢ la probabilitd di decadimento dI" per unita di tempo, nel sistema di riposo della particella che
decade, assume la forma

2
\ A(ko, k3; k1) 2 W a3k d3k3

(2n)* 8(my — Ep — E3) 6%(k2 + k3) 5

ar

1.81
@ Bk d3ks (1.81)

m1 (2r)32Ey (2r)32E3

Integrando la (1.81) nello spazio delle fasi delle due particelle prodotte nel decadimento si ricava

2 3
g d°ky
= dl’ = ) FEy — E . 1.82
/ 3272, /E2E3 (m1 — E2 — Ej) (1.82)
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Sia k il valore dellimpulso della particella di massa, prodotta nel decadimento. Naturalmente, la
conservazione dell'impulso implica chek e il valore dell'impulso della particella di massag prodotta
nel decadimento. La funzione delta di conservazione dell’energia si pud esprimere come

E>E

2 5(ka| — 1K), (1.83)

d(my — Ep — E3) =
my | k|

per cui I'espressione (1.82) conduce al risultato finale [2]

07
r= 9O (1.84)
8 2
7rm1
dove | k| & il modulo dellimpulso di uno dei prodotti di decadimento
o 1 4, 4. 4 2 2 2. 2 2 2)\12
|]f| - 2_7’)’L1 (m1+m2+m3—2m1m2—2m1m3—2m2m3) . (185)
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Capitolo 2

Principio d’azione

Il formalismo Lagrangiano basato sul principio di minima azione & particolarmente utile per descrivere
la corrispondenza tra le leggi di conservazione e le proprieta di simmetria di un sistema dinamico. |l
funzionale d’azione ha un ruolo fondamentale in meccanica quantistica; esso permette di interpretare [5]
il comportamento quantistico della materia in termini del principio di sovrapposizione. In guesto capitolo
verra introdotto il formalismo Lagrangiano per le teorie di campo. Le proprieta cinematiche dei campi
saranno messe in corrispondenza con le proprieta delle Lagrangiane libere e si illustrera il metodo della
guantizzazione canonica. Infine, si presentera una dimostrazione del teorema di Noether.

e Campi. Un campo®(x) & caratterizzato dalla legge di trasformazione che specifica come esso viene
modificato per effetto di un cambiamento del sistema di coordinate. Per trasformazioni del gruppo di
Poincaré, le coordinate trasformano come

ot — 2t = AP Y+ aM , (2.1)

dove { a* } sono i parametri di traslazione &£+, & la matrice che rappresenta una trasformazione di
Lorentz. Un campacP(x) hain genere varie componenti che saranno denotaté doy(z) }. Per effetto
della trasformazione (2.1), il campo viene modificato nel modo seguente

d(z) — d'(2') (2.2)

dove
o, (2') = RN @p(z(a’)) ,  ak@) = [ATA, (@ —a) . (23)

e le matrici { R(A).” } corrispondono ad una rappresentazione lineare (generalmente di dimensione
finita) del gruppo di Lorentz. Le componenti irriducibili di questa rappresentazione descrivono le com-
ponenti irriducibili dei campi. Per esempio, un campo scalafe ) trasforma come

p(z) — (') = p(z(@")) | (2.4)
mentre per un campo vettorialg,(x ) siha
Bu(z) — BL(x’) = A, Bu(z(2')) . (2.5)

e Quantizzazione. Nel processo di quantizzazione in meccanica quantistica, alla coordinata classica
x corrisponde I'operatore posiziong. Similmente in teoria quantistica dei campi, ai campi classici
corrispondono gli operatori di campo e le coordinate spazio-tempefatappresentano semplicemente
degli indici da cui gli operatori di campo dipendono. Il passaggio da campi classici ad operatori di campo
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puod essere interpretato come effetto di una procedura di quantizzazione. Se questa procedura € basata
sul formalismo Lagrangiano essa € detta canonica. Le derivate della Lagrangiana rispetto alle derivate
temporali delle variabili definiscono i corrispondenti momenti coniugati; la gha@edi quantizzazione

consiste semplicemente nell'imporre le usuali regole di commutazione canoniche trale variabili dinamiche
ed i loro momenti coniugati. Un esempio di quantizzaziongooica verra discusso in Sezione 2A. La
cosiddetta “quantizzazione canonica” rappresenta solamente un metodo per introdurre e definire la teoria
guantistica e non ha un significato intrinseco assoluto.

Gli operatori di campo che sono stati introdotti nel Capitolo 1 sono definiti in rappresentazione di
interazione e si riferiscono a particelle libere. Questi operatori di campo si possono ottenere mediante
guantizzazione canonica da campi classici le cui Lagrangiane sond.degtte.giane libere. Le proprieta
delle componenti irriducibili dei campi sono determinate dalla struttura delle corrispondenti Lagrangiane
libere, che verranno descritte nelle sezioni seguenti.

2A. Campo scalare reale. L'azione libera per un campo scalare reale di massa data dalla seguente
espressione

So= [de] (Bup) o) - m? W) (26)
e le corrispondenti equazioni del moto sono
(aﬂau + m2> o) =0 . 2.7)

e Quantizzazione canonicala quantizzazione canonica del sistema classico definito dall'azione (2.6)
permette di determinare la forma esplicita (1.60) dell'operatore di campo. Infatti, il campo reale classico
o(z) sipuo scrivere come

3 L
ow = | (zi)g/ze‘p'”s’é(t: 5. con  F(=At-F . @8

Ponendo
o(t;p) = w(t; p) —iv(t; p) (2.9)
in cui le funzioni realiu e v soddisfano
w(t; p) = u(t; —p) ,  o(t;p) = —o(t; —-p) (2.10)
'azione (2.6) assume la forma
So = / atd®p 3 (i2(t; 5) — (72 +m?)u?; ) + i 7) — (PP +md) o’ 7)) . (211)

Utilizzando le componenti, e v che verificano le condizioni (2.10), & possibile definire una funzione
reale X che non & soggetta a nessun vincolo

X(t;p) = u(t; p) +u(t; D) , (2.12)
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e la (2.11) si puo riscrivere come
so= [t [} (30 - (FE+nd X)) (2.13)
Ricordiamo che per un oscillatore armonico di frequenzd'azione &

Sosc = /dt% (502(15) . wzxz(t)) . (2.14)

Confrontando le espressioni (2.13) e (2.14) risulta evidente che, a ciascun modo del campo con impulso
7, & associato un oscillatore armonico di frequengg) = /|7'|2 +m?; questa frequenza coincide

con I'energia E(p) di una particella di massan ed impulsop’. La quantizzazione canonica di questi
oscillatori armonici riproduce quindi la struttura dello spazio di Fock introdotto nel Capitolo 1. Siano
a(p) e a*(p) gli operatori di annichilazione e di creazione per 'oscillatore armonico associato al valore

P dellimpulso, si ha

at;p) = e Elo(p) , at(tp) = eFtat(p) . (2.15)

Le ampiezzeu e v degli oscillatori, interpretate come operatori Hermitiani, si possono esprimere in
funzione degli operatori, ed a* . Sinoti che la dipendenzadi e v daa ed a®™ non & univoca. Questo

e in accordo col fatto che, per un oscillatore armonico unidimensionale, la dipendenza dell'operatore
posizione¢ da a ed a* non & univoca. Infatti, indicando cop e ¢ le variabili canonicamente
coniugate di un oscillatore, si puo porre

1 w " —1 w
a = +4/= , a = —p+t,/= ; 2.16
N 5 N \/ 3¢ (2.16)
in questo caso si ha
1 +
= — (a+ta . 217
4= —= ) (2.17)
Oppure, si puo definire
1 Cjw + 1 . jw
a = —p — 14/ = , a4 = ——ptiq—= ; 2.18
Now 54 N 5 4 (2.18)
da cui risulta che 1
: +
=1 a—a . 2.19
! V2w ( ) (219)

La condizione di realta pep(x) € espressa dalle relazioni (2.10) per le componend v. Siccome

le ampiezzeu e v sono indipendenti, possiamo usare pela relazione (2.17) mentre per possiamo
utilizzare la relazione (2.19). Questa scelta permette di rappresentare in maniera semplice la condizione
di hermiticita dell’operatore di campe(x) . Poniamo quindi

u(t; §) = —== 3 (a(t;7) + alt; —p) + a*(t5) + a6 -F)) (2.20)

1
V2E



2. Principio d'azione 19

o(t; p) = a(t;p) — alt;—p) — a*(t;p) + a*(t;—p)) . (2.21)

L1y
V2E 2
Sostituendo gli operatori (2.20) e (2.21) nella (2.8), si ottiene la forma (1.60) dell’operatore di campo
d3p 1
p(x) = 33 =
(2m)3/2 \/2E(p)

La costruzione che & stata illustrata nel caso di un campo scalare reale si puo0 ripetere per tutti i vari
tipi di campo. In generale, le Lagrangiane libere s@nadratiche nei campi; lesoluzioni classiche
delle corrispondenti equazioni del moto rappresentarfarigion: d’onda che moltiplicano gli operatori
di annichilazione e di creazione che appaiono nell'espressione degli operatori di campo.

{a(ﬁ) e + ot (p) P } i (2.22)

¢ Leggi di conservazionell formalismo Lagrangiano e utile perché rende manifesto il legame tra le leggi

di conservazione e le proprieta di invarianza del funzionale d’azione. Infatti, utilizzando il teorema di
Noether, per ogni trasformazione che lascia invariante I'azione si puo determinare [1] una corrispondente
carica conservata. La validita del teorema di Noether non & limitata al caso di Lagrangiane libere ma
si estende anche al caso generale di Lagrangiane che descrivono interazioni tra i campi. Una semplice
dimostrazione del teorema di Noether verra presentata in Sezione 2F.

Nel caso di un campo scalare reale, il funzionale (2.6) € invariante per una traslazione infinitesima
nello spazio-tempog# — a# + dxt = z# + e#, che corrisponde alle seguente variazione del campo

dp(x) = — e Oup(x) . (2.23)
L'invarianza dell’azione implica che il tensore energia momefit ha divergenza nulla
0" =0 , (2.24)

0" (@) = o) () — 39" (0@ O7p(@) — mPP@)) . (2.25)

Le corrispondenti cariche conservate si ottengono integrando su una ipersuperficie di tipo spaziale le
componenti temporalp% ()

PP = / Br %) . (2.26)

Gli operatori P* sono i generatori delle traslazioni spazio-temporali nello spazio degli stati ed i loro
autovalori corrispondono ai valori del quadrimpulso totale. In effetti, sostituendo nella (2.26) la forma
esplicita (2.22) dell'operatore di campo, si ottiene

Pt = %/dSPP“ {a@)a* @) + " (@) a) } . (2.27)
Utilizzando le regole di commutazione, la (2.27) si puo scrivere

Pt = /d3pp“ {a*(F)a(@)} + costante . (2.28)
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Nel caso dell'operatoreP?, il valore della costante additiva che appare nella (2.28) & divergente e
corrisponde all’energia dello stato di vuoto. Questa energia risulta infinita perché corrisponde alla somma
di tutte le energie degli stati fondamentali degli oscillatori armonici associati ai vari modi del campo.
Fortunatamente, la presenza di questa divergenza nell'espressione (2.28) non ha conseguenze fisiche
osservabili; infatti, le quantita che si misurano sono solamente le differenze di energie tra i vari stati e
gueste differenze sono finite. Siccome il valore dell’energia € sempre definito a meno di una costante
additiva, si puo convenire di porre uguale a zero I'energia del vuoto; questo equivale ad eliminare la
costante che appare nella (2.28).

La presenza di costanti additive divergenti nelle espressioni delle varie cariche conservate & un
fenomeno frequente in teorie di campo; queste divergenze non corrispondono a quantita osservabili e
non hanno pertanto alcun significato fisico. In genere, si conviene di normalizzare le varie quantita in
modo tale da rendere nulli i loro valori medi sul vuoto. Questa convenzione equivale ad introdurre, nelle
varie espressioni degli operatorptdinamento normalesecondo il quale gli operatori di creazione delle
particelle devono apparire a sinistra degli operatori di annichilazione.

L'invarianza dell'azione (2.6) per trasformazioni di Lorentz infinitesime implica
O My =0, (2.29)

dove il tensore del momento angolare orbitak’ ,,, € dato da
M = 0% (acl, Oup — xy &,np) + % ((55 Ty — 52 LUZ,) ((97@87@ — mznpz) . (2.30)

Conseguentemente, gli operatavi,,,, che rappresentano i generatori delle trasformazioni di Lorentz
nello spazio degli stati sono

M, = / a3z M, . (2.31)

¢ Dimensione canonica del campo scalareJtilizzando le notazioni naturali in céi = 1, I'azione deve

essere adimensionale. Per compensare il volume di integrazione, la densita Lagrangiana deve avere le
dimensioni di una massa alla quarta potenza. La densita Lagrangiana (2.6) & quadratica nei campi ed
ogni termine Lagrangiano contiene esplicitamente un fattore con le dimensioni di una massa al quadrato:
il termine m?2 oppure le due derivate che agiscono sui campi. Quindi, il campo sca{ajedeve avere
dimensione di una massa. L'espressione (2.22) & in accordo con questa conclusione. Infatti, gli operatori
di annichilazione e di creazione, che verificano le regole di commutaziet®)[ «*(7)] = 3(5—7q),

hanno dimensione di una massa elevata alla poterg7&. Quindila dimensione dp(z), che si ottiene

dalla formula (2.22), in unita di massa vale-3L/2 — 3/2 = 1.

2B. Campo scalare complesso. L'azione libera per un campo scalare complesso di massa data
dalla seguente espressione

So= [ d (8,6 @3 60) - @ o)) (232)
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e le corrispondenti equazioni del moto sono
(aﬂau + mz) o) = 0 = (aﬂau + m2) o () . (2.33)

Mediante quantizzazione canonica si determina la forma operatoriale del campo scalare complesso

o) = [ {a@) e + ol @) e } (2.34)
Xr) — (27[_)3/2 2E(ﬁ) a(+) e (1(_) (& s .

* — d3p 1 + =\ _ipx =\ —ipT

¢*(z) = PR ZE(ﬁ){a(+)(p)ep + ay(@)e P } . (2.35)

e Simmetria interna. Oltre alle usuali proprieta di invarianza per trasformazioni del gruppo di Poincaré,
I'azione (2.32) € invariante per le seguenti trasformazioni dei campi

o) — @) = o) . @) — ¢"%@) = e @) . (2.36)

Nelle equazioni (2.36)f & un parametro reale che assume i valork® < 27 . Le trasformazioni
(2.36) formano un gruppo Abeliano che & isomorfo@¢l) ~ SO(2); poiché queste trasformazioni
commutano con le trasformazioni del gruppo di Poincaré, il corrispondente giliifjorappresenta un
gruppo interno di trasformazioni di simmetria. In accordo col teorema di Noether, I'invarianza dell’azione
per trasformazioni (2.36) implica

OuJH(x) = 0 , (2.37)

dove

JH(z) = i(¢"(2) Ho(x) — Ho" () p(z)) . (2.38)

Integrando la componente temporale della corrente conseatai ottiene la carica
Q= [0 =i [ (6@Pote) - P (@) ola) )

(2.39)

= [ @ {atyDa) - eoBat )}

L'operatore di carica@) € il generatore delle trasformazioi(1) nello spazio degli stati. Infatti,
utilizzando le regole di commutazione degli operatori di annichilazione e di creazione, & facile verificare
che

S¢a) = i0¢(x) = —i0[Q, d(x)] . §¢™(@2) = —i0¢"(2) = —i0 [Q, ¢"(x)] . (240)

2C. Campo vettoriale massivo. L'azione libera per un campo vettoriale real®, (r) di massam e
data dalla seguente espressione

2
So = /d4x (—%FWF“” + %BMB“> : (2.41)
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dove
Fu(x) = 0y By(x) — 0y Bu(x) ) (2.42)

Il campo realeB,, , che e soggetto al vincolo* B,, = 0, soddisfa le equazioni del moto
(a”ay + m2> Buz) =0 . (2.43)

Il vincolo 0#B,, = 0 assicura che le componenti 8, sono irriducibili e implica che gli stati di pola-
rizzazione per una singola particella sono trasveftsi, (r; ) = 0. Se questo vincolo non & soddisfatto,
allora B,, si puo sempre decomporre coni®, = C), + ¢, dove ¢ & un campo scalare@,, soddisfa

il vincolo 0#C), = 0. L'operatore di campd3,(r) assume la forma

Bute) = Z/ (27T)3/2\/T() {a@ 2@ e + a*@r)ep@re™ ) . (244)

e Stati di polarizzazione. Siano 7 = (pt, p2, p°) le componenti dell'impulso spaziale, allora gli stati di
polarizzazione rettilinea, (r ; p) (conr =1,2,3) sono dati da

‘s

D D pip”
80(7'1p) - _E 9 51‘(7",]?) - 6ir +

oy ) (2.45)

Per qualunque scelta della base nello spazio delle polarizzazioni, le funzioni di polarizzazione soddisfano
le relazioni

3
. Ky o Do PuP
Plenrip) =0 . Y i peal;p) = - (gw - ;;) : (2.46)

r=1

Le componentiU,,(x) e Uj;(x) diun campo vettoriale complesso massivo si possono sempre interpretare
come combinazioni lineari di due campi vettoriali reali massivi

Unla) = — (B{P(m) + zBLZ)(x)) . Ul = = (Bf})(x) - iBfP(z)) . (2.47)

V2 V2

In questo caso gli operatori di campo sono

Uule) = Z/ (27T)3/NT() {a@ ) eu@r) e + al @) @™ } . (248)

Uule) = Z/ (2w)3/zx/T() {al@ @) e + o eu@ e ™ | (249)

Le proprieta cinematiche di un campo vettoriale per trasformazioni del gruppo di Poincaré si possono
ricavare facilmente dalla forma della Lagrangiana.
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2D. Campo vettoriale reale di massa nulla. L'azione libera per un campo vettoriale realg, () di
massa nulla € data dalla seguente espressione

So = /d“x (-3 FwF™) = 3 /d4x (0uA, — O,A,) (D"A” — QAM) | (250)
e le corrispondenti equazioni del moto sono
0y0" Ap(x) — 0,0"Ay(x) = 0 . (2.51)

In natura si osserva che un campo vettoriale reale di massa nulla descrive le proprieta dei campi elettrici e
magnetici; per questo motivo, il campé,,(x) puo essere identificato con il potenziale vettore dell’elet-
tromagnetismo. L'azione (2.50) & invariante pasformazioni di gauge

Ay(x) — A/u(m) = Ay(x) — OuA(x) , (2.52)

dove A(x) € un campo scalare arbitrario. L'invarianza per trasformazioni di gauge (2.E2pfe gene-
ralizzazioni non-Abeliane) ha un ruolo fondamentale in natura. La prima conseguenza dell’invarianza di
gauge e che il campd,,(x) non rappresenta una variabile direttamente osservabile. Infatti, in elettroma-
gnetismo si possono misurare i campi elettrici e magnetici ma non si puo determinare sperimentalmente il
valore del potenziale vettore in maniera univoca. | campi elettrici e magnetici rappresentano le componenti
dellacurvatura Fj,, ,

Fuy(x) = 0,Au(x) — 0y Ap(x) . (2.53)

La curvaturaF,,, € una quantita gauge-invariante mentre il campyp non & gauge-invariante; in
generale, le osservabili delle teorie di gauge devono esge&mntita gauge-invarianti.

¢ Nota. Invece di utilizzare il campo vettorel,, per descrivere le leggi dell’elettromagnetismo, sem-
brerebbe piu opportuno usare esclusivamente variabili gauggantia Sfortunatamente, risulta im-
possibile dare una formulazione locale e relativisticamente covariante dell’elettromagnetismo usando
solamente variabili gauge-invarianti. Per questo moté/gpnveniente utilizzare campi che non sono
gauge-invarianti. Questo ¢ il tipico esempio di un fenomeno che si osserva frequentemente in natura.
Molto spesso i processi elementari tra le particelle ammettono una descrizione semplice in termini di certi
campi fondamentali; questi campi non necessariamente rappresentano quantita direttamente osservabili.
Le osservabili risultano essere opportune funzioni dei campi fondamentali.

Siccome le trasformazioni di gauge (2.52) coinvolgono reelate le componenti longitudinali del
campo A, , si potrebbe pensare di eliminare i gradi di liberta non fisiciAdi imponendo il vincolo
di Lorentz 0 A, = 0. A differenza del caso massivo, la condizione di Lorefitz4,, = 0 non puo
[1] essere utilizzata per eliminare tutte le polarizzazioni non fisiche perché il quadrimptilsoddisfa
pHp, = 0. In altri termini, la rappresentazione del gruppo di Poincaré, che e definita sugli stati ad una
particella vettoriale di massa nulla, risulta riducibile ma non decomponibile. La condizione di Lorentz
0" A, = 0 sipuo imporre solamente in forma debole sugli stati del sistema. In questo senso, sugli stati
del sistema le equazioni del moto diventano

0,0"Ay(z) =0 . (2.54)
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e Polarizzazioni rettilinee. Siano gli stati di polarizzazione descritti déﬁ’)(ﬁ) al variare div =
0,1,2,3. Diquesti stati, soI@(l)(p) e eg)(ﬁ) corrispondono alle due polarizzazioni fisiche del fotone.

Le rimanenti componenti non fisiche vanno tenute per mantenere la covarianza manifesta e la localita
ma non hanno nessuna influenza sulla dinamica dei fotoni. Nella base delle polarizzazioni rettilinee, le
funzioni di polarizzazione si possono prendere reali e le loro componenti sono

(Yperv=0
@) = (1,0,0,0) (255)
(i) mentrepery = 5 = 1,2,3 siha
fey =0 . Por=n (2.56)
Y0P =6 X O = ) @8)
i=1 ij

L'operatore di campo assume la forma

— =\ (V) (7)o~ T 4 F W) x>\ ipx 258
Au) = Z/(Zﬁ)g/z S (@O de O} e
dove gli operatori di annichilazione e di creazione soddisfano le regole di commutazione

[au@), a3 @)] = =g 3(F—7) , [au@), a(@)] = 0 = [a@), ap(@] . (259)

2E. Campo spinoriale massivo. L'azione libera per un campo spinoriale massivg(z) &

Sg = /d4x P (T) (i’ygﬂ ou —méaﬁ) Yg(r) = /d4a: (@) (iv* 0y —m) P(x) , (2.60)

in cui
Ualz) = ¢h@)5 (2.61)
e le matrici di Dirac{ v* } soddisfano{~+*,+"} = 2¢" . Le equazioni del moto che seguono dalla
(2.60) sono
(iv" 0y —m)Y(x) =0 . (2.62)

Lindice spinorialea assume i valoric = 1,2, 3,4 e le matrici{ v* } sono quindi matrici 4x 4. Una
rappresentazione esplicita delle matrici di Dirac & quella utilizzata da Bjorken e Drell [3,4]

1 0 .
0 _ -
S | I

0 ot
. 2.
M Z 0] , (263)

dove le matrici di Pauli{ o* } sono

_ (0 1 > _ (0 —i 3 _ (1 O
ol = (1 O) , o = (z 0) , o° = (0 _1) . (2.64)
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e Covarianza relativistica. Consideriamo una trasformazione di Loreniz— 2’ = Az in cuila
matrice A e datadaA(w) = exp(% wyupJH) . Il campo spinoriale trasforma come

P(z) — (/) = R(w)y(A™ta") | (2.65)

dove 4
R(w) = exp( Wuu2”> S (ST (2.66)

La covarianza relativistica dell’equazione di Dirac (2.62) & garantita dalla relazione
R Y(w)y" R(w) = AM, 4" . (2.67)

Le matrici { R(w)} forniscono una rappresentazione di dimensione quattro del gruppo di Lorentz e
verificano
R Y(w) = YYRY(w)® . (2.68)

e Polarizzazioni. Una particella di spin A2 possiede due stati di polarizzazione; questi stati sono
descritti da due spinori, (p, r), in cui » = 1,2, che soddisfano

(p —m)u@r)y=0 , w@r)(p-m)=0 (2.69)

dove p =~y p,, . Gli stati di polarizzazione per I'antiparticella sono denotati ¢ifp, ) e si ha

(p+m)v@r)y=0 , w@Er)(p+tm)=0 (2.70)

Le relazioni di ortogonalita assumono la forma

up,r)u(p, s) = ors = —0@,7)v({@,s) (271)
) = T 6 = o G (2.72)
o, ) u(@, s) = u@,r)v@,s) = 0 = v ([@r)u(-p,s) = u'(@s) v(-pr) (2.73)
e lerelazioni di completezzasono
2
Z (ua@ 1)@, 7) — valB, ) V3B, T)) = bap (2.74)
r=1
: i) asr) = (2 : 5 5sF) = (P 2.75
> (na @) sn) = (55")., > (1795071 - ("), ™

Gli operatori di annichilazione e di creazione per una particella sgpor) e b*(p,r), mentre i cor-
rispondenti operatori per una antiparticella sat{g, ) e d*(p,r). L'operatore di campo vale

P(r) = Z/ o )3/2\/7){1)(]5', M u@,r) e P* + d*(p,r)v(@, 1) eim} : (2.76)
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B(z) = Z/(z )3/2,/E(p) (0@ D@ ™ + A @ e} @77

Il tensore energia moment®f*” risulta essere
01 (z) = i@ 0" Y(z) . (2.78)
Conseguentemente, le componenti dell’operatore impiécsono date da
PH = / 3z 0%(z) = / Brt(@) (i0") ) . (2.79)

Utilizzando la forma esplicita dell'operatore di campo e le relazioni di ortogonalita per gli spinori, si
ottiene

2
o=y / Bppt (V5@ ) b@,r) — d@,r)dT @) . (2.80)
r=1
Il tensore del momento angolare totale
M) = i) (270t = 22 + 5197, 20T ) i) (2.81)

e la somma di due contributi; la parte orbitale e la parte dovuta allo spin intrinseco del campo. | generatori
delle rotazioni spaziali nello spazio degli stati, per esempio, assumono la forma

M; = %Gijk; / 3z Mojk(:r) = /d?’:l: () (ieijk:rj ok + %0i> Y(x) = Ly +5; . (2.82)
e Simmetria interna. L'azione (2.60) € invariante per trasformazioni del grudp(l) definite da

@) — @) = @), P@) - @) = e PP (2.83)

dove 6 e un parametro reale. La corrispondente corrente conservata

JH(z) = Y)Y o) (2.84)

e I'operatore di carica risulta essere
2
Q = / Pz J%) = > / d3p (b* (@, r) b, r) + dF,r)d @) . (2.85)
r=1

e Algebra delle matrici di Dirac. Consideriamo ora alcune proprieta [3] delle matfiei* } . Definendo
7 =5 =092 (2.86)
si ottiene

(B, 4"y =0 [75,2@:0 , Tr('yS):O . (2.87)
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Utilizzando le notazionip = v#p,, , p-q = ptq, , valgono le seguenti relazioni

Pg=p-q—iXuwptqd YY" = =-2p (2.88)
YuPqkY = =2kqp YuPqY" = 4p-q
La traccia di un numero dispari di matrigi-si annulla; inoltre
T°pg=0 , Trpg=4p-q
T pahl = 4icppo " g kP L7, (2.89)

Trpgkl = 4(p-qk-£ —p-kq-0+p-£q-k)

Ogni base nello spazio lineare delle matrick 4 deve contenere 16 elementi; una base particolare e la
seguente

{19, % s, Sw . (2.90)

e Bilineari covarianti. | bilineari covarianti sono i campi composti che si ottengono utilizzando i campi
Y(x) e ¥(x); questi campi composti e le loro proprieta di trasformazione sono

Y(x)p(r) ~ scalare | Y(x)y5¢(r) ~ pseudo- scalare
(@) yup(z) ~ vettore , (@) vuvs(x) ~ vettore assiale (2.91)
() S p(x) ~ tensore

Le proprieta dei campi per trasformazioni discrete (come la paritd) verranno discusse nel Capitolo 3. In
unita naturali, il campo spinorialé(x) deve avere dimensione canonica di una massa elevata alla potenza
3/2. In effetti, gli operatori di annichilazione e di creazione hanno dimensione di una massa elevata alla
potenza—3/2 mentre gli spinoriu,, € v, che descrivono gli stati di polarizzazione sono adimensionali.
Quindi, utilizzando la forma esplicita (2.76) dell’operatore di campo, risultawefrg ha le dimensioni

di una massa elevata alla potenza- 3/2 = 3/2.

2F. Aspetti generali del formalismo Lagrangiano. |l formalismo Lagrangiano e utile per descrivere

non solamente le proprieta cinematiche delle particelle ma anche la loro dinamica. Per tener conto delle
interazioni tra le particelle elementari, occorre modificare le Lagrangiane libere descritte nelle sezioni
precedenti. Questa sezione contiene alcune definizioni generali e la dimostrazione del teorema di Noether.

e Teoria di campo. Un modello di teoria di campo & un sistema fisico le cui variabili sono descritte
da un insieme di campi che saranno denotati semplicement®¢on Generalmente si assume che la
dinamica sia locale e relativisticamente covariante. Per un modello Lagrangiano, la dinamica & descritta
dall'azione S che & un funzionale dei camph, = S[ ®]. Il principio di azione stazionaria determina le
equazioni del moto
0S[P] -0
I®(x) ’

( equazioni del moto ) . (2.92)
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Lalocalita della dinamica significa che le equazioni del moto (2.92) sono locali, cioé coinvolgono i campi
definiti in un solo punto®(x) e le loro derivate di ordine finito. Ad eccezione di alcuni casi piuttosto
particolari, la localita implica che I'azione ha la forma

S = /d4m L(z) = /d4:c L(D()) (2.93)

in cui la densita Lagrangiané(x) & una funzione locale dei campi e delle loro derivate di ordine finito. In
molte situazioni,L(z) & un polinomio dei campi e delle loro derivate prime. Nel derivare le equazioni del
moto (2.92), generalmente si assume che i campi tendano a zero all'infinito in maniera sufficientemente
rapida in modo tale che qualunque derivata parziale si possa integrare pet payietito fondamentale

del principio d’azione ¢ la dipendenza funzionale di S dai campi. La covarianza relativistica
significa che le equazioni del moto (2.92) sono covarianti per trasformazioni del gruppo di Poincaré.
Questo implica che la densita Lagrangiafi@:) deve essere uno scalare per trasformazioni di Lorentz.

In teoria dei campi si distinguono solitamente due aspetti; quello classico e quello quantistico. Inizial-
mente I'azione e definita per campi classici. Successivamente, utilizzando la quantizzazione canonica,
si costruiscono gli operatori di campo in rappresentazione di interazione e si cerca di definire la teoria
guantistica. Questo modo di procedere non ha un significato intrinseco assoluto ma puo risultare conve-
niente. Non tutte le teorie classiche di campo ammettono una versione quantistica consistente.

In molti casi, la teoria quantistica viene costruita utilizzando la teoria delle perturbazioni. | modelli
che ammettono uno sviluppo perturbativo consistente a livello quantistico, ed in cui tutte le ampiezze di
transizione sono funzioni di un numero finito di parametri, sono chiamati modelli rinormalizzabili.

e Lagrangiana di interazione. Per studiare la dinamica del sistema mediante gli operatori di campo in
rappresentazione di interazione, occorre scomporre I'azione nella somma di due termini

S =8 +8, = / d*z Ly(z) + / d*c £,(z) . (2.94)

L'azione Sy e la somma delle Lagrangiane libere per le singole componenti dei campi. L'azione libera
Sp € quadratica nei campi e, come abbiamo visto negli esempi precedenti, determina le proprieta degli
operatori di campo in rappresentazione di interazione. La parte rimanente della Lagrafg{ahae
chiamata la Lagrangiana di interazione. Generalmefigy) € un polinomio nei campi e descrive i
processi di interazione tra le particelle.

e Utilizzando la Lagrangiana liber# ,(z), si definiscono gli operatori di campo e si introducono gli
operatori di annichilazione e di creazione delle particelle.

e LaLagrangianadiinteraziong, (z) , intesa come funzione degli operatori di campo in rappresentazione

di interazione, si utilizza per calcolare le ampiezze di transizione nei vari processi tra le particelle.

e Matrice-S. Nel precedente capitolo, la matrice-€ stata definita mediante I'Hamiltoniana di inte-
razione. Per mantenere manifesta la covarianza relativistica, tuttavia, risulta conveniente utilizzare la
Lagrangiana di interazione per definire la matritein effetti, avendo introdotto gli operatori di campo
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in rappresentazione di interazione mediante gli operatori di annichilazione e di creazione delle particelle,

la matrice$S assume la forma

+oo
matrice-S = U(+oo, —0) = Texp<+z‘/
—00

d*z z:I(x)> . (2.95)

e Simmetrie. In teoria dei campi le variabili dinamiche sono rappresentate dai cabip). Con-

seguentemente, tutte le trasformazioni di simmetria si possono esprimere esclusivamente in termini di

modificazioni dei campi. Si consideri per esempio una trasformazione infinitesima
O(z) — P(z) + 0 AD(x) , (2.96)

in cui A®(x) & una funzione locale dei campi e delle loro derivate di ordine finito ed il parametro
infinitesimo # € unavariabile globale, ovvero # non dipende dalle coordinate” dei punti dello
spazio-tempo.

Teorema di Noether. Se il funzionale d’azione S[®] ¢é invariante per le trasformazioni (2.96)
solo nel caso in cui 0 sia una variabile globale, allora tra le variabili del sistema esiste una

corrente conservata JH(x),

OuJH(x) = 0 . (2.97)
La corrente JH(x) € un campo locale che é funzione degli operatori di campo ®(x) e delle loro

derivate; inoltre, JH¥(x) & un campo vettoriale rispetto all’indice p .

Dimostrazione L'affermazione che il funzionale d’azione & invariante per le trasformazioni (2.96)
significa che, senza far uso delle equazioni del moto, lo svilupp®[d + A P®] in potenze dif non
contiene il termine lineare i

S[®+0AD] = S[®] +O(6%) . (2.98)

Come al solito, nella derivazione della (2.98) si assume che i campi tendano a zero all'infinito in maniera

sufficientemente rapida in modo tale che qualunque derivata parziale si possa integrare per parti.
consideri ora unauova trasformazione dei campi che si ottiene dalla (2.96) sostituendo il parametro
globale # con una funzione arbitrarid(x) delle coordinate dello spazio-tempo

O(z) — D(x) + 0(x) AdD(2) . (2.99)

Al primo ordinein 6(z), la variazione dell’azione vale

)
3P (x) ’

AS = / d*z 6(z) A®(x) (2.100)

e sihaAS # 0 per ipotesi. Si consideri il calcolo esplicito .S ; se si trascurassero tutte le derivate
che agiscono sulla funzion@(x) allora, in accordo con I'equazione (2.98), si otterrebbe il risultato

Si



30 Fisica Teorica

nullo AS = 0. Questo significa ché S deve dipendere dalle derivate della funzidi(e) . In effetti,
almeno una derivata deve agire sulla funzidkie) ; se compaiono derivate di ordine superiore al primo,
esse possono essere integrate per parti fino a lasciare una sola derigaty.sBertanto,AS assume
necessariamente la forma seguente

AS = — / d*z 9, 0(x) JM(x) = / d*z 0(x) 8, J=) (2.101)

dove J¥(x) € una funzione locale dei cam@d@(x) e delle loro derivate. Per covarianza relativistica,
JH(x) deve trasformarsi come un campo vettoriale rispetto all'ingdice

Le variabili del sistema quantistico sono definite tramite gli operatori di cafinfag che soddisfano
le equazioni del moto. Quando valgono le equazioni del moto (2.92), I'equazione (2.100) mostra che
la quantita AS deve annullarsi per qualunque scelta della funziéte). D’altra parte, AS e data
dall'espressione (2.101); pertanto, quando valgono le equazioni del moto, la coffém)ee conservata.
Questo conclude la dimostrazione. [ ]

e Carica conservata.La carica globale? , che e associata alla corrente definita dal teorema di Noether,
si ottiene integrando nello spazio la componente temporale della corrente

Q = / Bz %) (2.102)

e rappresenta una quantita conservata. Il segno della corrente, che appare nell’equazione (2.101), & stato
scelto in modo tale che I'operato@ sia il generatore delle trasformazioni (2.96) sui campi,

—i[Q, ®@)] = A®(@) . (2.103)

e Esempi di correnti conservate. Per illustrare il teorema di Noether, consideriamo alcuni esempi.
L'azione libera (2.6) per un campo scalare reale € invariante per trasformazioni

o) — @) — € Ovp(x) (2.104)

dove € sono quattro parametri globali infinitesimi della trasformazione. Promuovehdoparametri
locali, la variazione dell'azione, al primo ordine ¥4, risulta essere

ASg = /d4x ¢ 9, {5”908,,@ ~ i (30908090 ~ m2 ¢2>} : (2.105)

da cui si ottiene I'espressione (2.25) del tensore energia-impulso.
L'azione libera (2.32) per un campo scalare complesso € invariante per trasformazioni infinitesime

¢(@) — ¢(@) +ifdx) , () — ") — 0o (x) . (2.106)
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Sostituendo il parametro globafe con una funzione arbitrarié(z) , si ottiene
ASp = i/d4x98u {¢*Otlp — Hp* ¢} , (2.107)

in cui si riconosce la forma della corrente (2.38).

Consideriamo infine un modello di teoria di campo definito in terminiNdi campi scalari reali
{pi(x)} incuii=1273,...,N. Supponiamo che I'azione abbia la forma seguente

5= [d {300@ e - Via@a) | (2.108)

dove la somma sugli indici ripetuti & sottintesd’e @ una funzione arbitraria nell’argomentg p; =
> i wiwi. Il funzionale (2.108) € invariante per trasformazioni

pi(r) — ¢i(x) = 0495 (2.109)

dove O;; € unamatrice ortogonal® x N . Le trasformazioni continue di questo tipo che sono connesse
all'identita formano il gruppoSO(XN). Se indichiamo con{ 7 } i generatori del grupp&O(XN) in
cui l'indice a assume ivalora =1,2,3,..., N(N —1)/2, le trasformazioni infinitesime dei campi sono

ej(@) — ¢j(@) + i [T ]k o) (2110)

dove { 0, } denotano i parametri del gruppo. Le corrispondenti correnti conservate risultano essere

Ju@) = —i0upi(@) [T Ik o) (2111)
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Capitolo 3

Fermioni chirali

Le particelle di spin 12 sono descritte da campi spinoriali; per molte di queste particelle il valore
della massa € non nullo ed i corrispondenti operatori di campo sono campi spinoriali massivi. In natura
esistono anche particelle con spiri2le con massa nulla; queste particelle sono i neutrini. In questo
capitolo verranno costruiti gli operatori di campo che corrispondono a particelle di massa nulla con
spin 1/2 e si studieranno le proprieta di simmetria degli stati con chiralita definita. Verranno introdotti
gli spinori di Weyl, che corrispondono a spinori con chiralita definita, e si produrra la decomposizione
degli spinori di Dirac in termini di spinori di Weyl. Verranno quindi considerate le simmetrie discrete
che corrispondono alle operazioni di inversione spazidignversione temporale e di coniugazione
di carica. Gli stati descritti dagli spinori a chiralita definita hanno un ruolo fondamentale in
natura; essi intervengono in maniera essenziale nella struttura delle interazioni elettrodeboli e
nella interpretazione delle simmetrie dinamiche delle interazioni forti.

3A. Gruppo di Lorentz. Le trasformazioni del gruppo di Lorentz propri®O(3,1)* comprendono

le rotazioni spaziali e i boost che descrivono le trasformazioni delle coordinate nel passaggio tra due
sistemi di riferimento in moto relativo uniforme. Le matrici di Lorentz si possono parametrizzare nel
modo seguente

A = exp [%wuy JW] : (3.1)
dove { w,, } sono variabili reali e le sei matrici J#¥ = — J”# } sono i generatori del gruppo,

0 : 0O 0 0 i O 0 0 0 3

JoL = i 0 0O 0 = 0 0 0O g% = 0 00O

0 00O i 0 0 O 0 00O
0 00O 0 00O i 0 0 O

0 0 0 O 0 0 0O 0 00 O

12 = 0 0 -1 0 I 0O 0 0 3 B = 0 0O 0'

0 : 0 O 0O 0 00O 0 0 0 —i

0 0 0 O 0 —i 0O 0 0i¢ O

Definendo i parametr{ 6, } ed {7, },incui a =1,2,3, tramite le relazioni

[EnY

0o = 5 €abc Whe ) Na = Woa ) (32)
un generico elemento diO(3, 1)* si puo scrivere come

Ay = A9, ), = [l e K]
v

; (33)



3. Fermioni chirali 33

dove si e posto
Jo = 1 cabe ybe

=5 , Ko = joa . (3.4)

| generatori{ J%, K} del gruppo soddisfano le relazioni
[J%, J°] = deae J© , [J* K"] = ieqe K¢, [K*, K’] = —ieqe J° . (35)

Le rappresentazioni dell’algebra (3.5) forniscono le rappresentazioni dell’'algelsta(@ C) che e il
ricoprimento universale del gruppo di Lorentz. Introducendo le combinazioni

JU= 5 (JY— iKY, J% = 2 (JU+iKY) (3.6)
l'algebra (3.5) assume la forma seguente
[Jo, ol = ieawe Ty L J0) = deae S LR, J01=0 (37

incuiglioperatori{ J% } e { J' } sonoHermitiani. La(3.7) mostra che I'algebratii.(2, C') &lasomma
diretta di due algebre semplici ciascuna delle quali & isomorfa all’algeb$&/d?) . Le rappresentazioni
unitarie irriducibili di SU(2) si possono classificare per mezzo del valore dello gpohe determina la
dimensioned della rappresentazione tramite la relaziahe 25 + 1. Le rappresentazioni irriducibili

di dimensione finita dell’algebra db'L(2, C) si possono quindi classificare per mezzo di una coppia
ordinata di numeri interi 0 seminterin(, n), che si riferiscono rispettivamente alle rappresentazioni di
{Jiyedi{J}.

¢ Rappresentazioni chirali fondamentali. La rappresentazione (2,0) & data da

J¢ = %aa , J! =0 rappr (1/2,0) , (3.8)

da cui segue che

-
Q
1
NI
Q
o
=
o
1
Nl
Q

@ rappr (1/2,0) . (3.9
Mentre la rappresentazione, (0'2) & data da

J =0,  J'=1,° rappt (0,1/2) | (3.10)
da cui si ottiene

L 5@ rappr (0,1/2) . (3.11)

a — 1 a a — )
J—EO' s K—*E

Le matrici che rappresentano gli elementi del gruppo nelle rappresentaziiOjle (Q1/2) sono
quindi

R(1/2,0) = eXp(%eaaa - %%0“) ) R(O,1/2) = eXp(%eaaa + %naaa) . (3.12)
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| tre parametri reali 0, } siriferiscono al sottogruppo delle rotazioni nello spazio, mentre i tre parametri
reali { n, } rappresentano le rapidita associate ai boost.

e Spinori chirali. | vettori bidimensionali su cui agiscono le due rappresentazioni chirali fondamentali
di SL(2,C) sono chiamati spinori di Weyl. Lo spinore con chiralita positivachiamato anche spinore
destrorso @pinore right, trasforma come

£ =& = Rupg = eXp(%%U“ - %ﬁa0a> & . (3.13)

Mentre lo spinore con chiralita negativg, chiamato anche spinore sinistrorsepnore left, trasforma
come

X =X = Roapx = o (50a0"+ 30" ) x (3.14)

Se gli spinori¢ e x sono dei campi, cioe dipendono dalle coordinatelei punti dello spazio-tempo,

le leggi di trasformazione coinvolgono le componenti degli spinori, come mostrato in equazioni (3.13)

e (3.14), e contemporaneamente la dipendenza funzionale dalle coordinate. Tutte le rappresentazioni
irriducibili dell’algebradiSU(2) siottengono decomponendo il prodotto tensore divarie rappresentazioni
fondamentali { = 1/2). Similmente, tutte le rappresentazioni finito dimensionalisdi(2, C) sono
contenute [2] nei vari prodotti tensoriali delle rappresentaziopi2,(@) e (0 1/2).

¢ Proprieta di coniugazione. Consideriamo ora le connessioni esistenti tra le rappresentazigiojl
e (01/2). La trasformazione dyarita corrisponde a modificare il verso degli assi cartesiani spaziali;
quindi, postoz* = (29, ), per trasformazione di parita si ha

20 — 2° , & — —a . (3.15)
In accordo con la (3.15), i generatori del gruppo di Lorentz trasformano come
J¢ — J* , K* - —K* . (3.16)

Conseguentemente, la trasformazione di paritd scambia tra loro le rappresentazzof) € (0 1/2).
Datidue spinori e x, dicuiil primo & uno spinore right ed il secondo € uno spinore left, latrasformazione
di parita puo essere realizzata nel modo seguente

§—x X — & . (3.17)

Le matrici R(1/50) © R(o,1/2) Verificano le relazioni

—1 T - p-1
Roiz R/ = Big : (3.18)

P
Rij20) = /2,0)

Pertanto, utilizzando gli spinog e x, si possono formare gli scalari di Lorentz

£ x ; x'e . (3.19)
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Le matrici di Pauli (2.64) godono delle seguenti proprieta
(01)* = ot , (02)* = —g? , (as)* = o3 . (3.20)
Introducendo la matrice unitaria §2),
0 1
(i0?) = . (i0?)Th = —(ie®) (3.21)
-1 0
si ottiene, peta = 1,2, 3,
(i0%) (6*)" (i0?)™t = —0% = (i0?)71 (0%)" (i0%) (3.22)
da cui segue che

(i0%) R0y (i0°) ™ = Roajzy  + (i0%) Rgajp(i0°)™" = Ruppg - (323)

Le proprieta (3.23) implicano che, dato uno spinore righpossiamo costruire uno spinore left, usual-
mente denotato cog®,
€= (—i0?) = (i0®) T (3.24)

Similmente, dato uno spinore left, possiamo costruire uno spinore right
X = (mio?)x" = (i0®) T (3.25)

Gli spinori £¢ e x© sono detti glispinori C-coniugatidi £ e x . Siccome le equazioni (3.18) si possono
riscrivere nella forma

-1 -1
T — * T —
Bljao = (Rioa) . R = (Baeo) ) (3.26)

e facile dimostrare che per mezzo degli spinpré x si possono formare gli scalari di Lorentz

Mio®)e . XT(id®)x . (3.27)

3B. Spinori di Dirac e spinori di Weyl.  Uno spinore di Diracy, possiede quattro componenti.
Dimostriamo ora chey si decompone nella somma di due spinori di Weyl; piu precisamenteé,
somma di uno spinore right e di uno spinore left. Utilizzando la rappresentazione (2.63) delle matrici
gamma, la matriceys definita in equazione (2.86) assume la forma

Rl N ENCS U (329

Siintroducano i proiettorp,, e p, tramite le relazioni

_ AP _
HR R EE R ]

Nl =
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Dalla relazione di completezza
1 = Pr + Py , (3.30)

segue che lo spinoré a quattro componenti si pud decomporre nella somma di due spinori, ciascuno
dei quali ha due componenti indipendenti,

Y =g+ ; (3.31)
dove si e posto
Y = Pr¥ Yy =pLv (3.32)
Utilizzando la forma esplicita dei proiettori, si ricava
= g} = [ X } 3.33
e M e (333)
dove _ by
=g (e =1 (vrThs . 3.34
S (1/)2“/)4) X T2 <¢2¢4> (339

Resta da dimostrare che gli spinori a due compongsetiy , dati in equazione (3.34), possiedono le giuste
proprieta di trasformazione (3.13) e (3.14). L'azione di una trasformazione di Lorentz sulle componenti
dello spinore di Dirac & mostrata in equazione (2.65). Per trasformaizifinitesime si ottiene

Y — =+ %ww S (3.35)

dove i generator{ ¥#¥ } sono dati in equazione (2.66). Nella rappresentazione (2.63), si ha

0 o c 0
500 = [0“ "0] . xeb = abe [“0 UC] , (3.36)
e quindi
i 10q0% /2  —ngo® /2
— E”V = 37
4 “n [—naaa /2 0,07 )2 (337

Pertanto, il calcolo esplicito della (3.35) conduce al risultato
I 7 a 1 a
¢ =& =+ (500" = Fnac®) €, (3.38)

X_>X/:X+<12'9aaa+%naaa)x . (3.39)

Le equazioni (3.38) e (3.39) sono in accordo con le leggi di trasformazione (3.13) e (3.14) e mostrano
che ¢ e uno spinore right mentrg € uno spinore left. Usualmente, si dice cle rappresenta la
componente right di) mentre), rappresentala componente left; tali componenti corrispondono a stati
fermionici con chiralita definita.
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e Massa e chiralita. L'azione libera per uno spinore di Dirac massivo assume la forma
So = /d4m wT(wOwaﬂ —m’yo)w ) (3.40)

Utilizzando le componenti right e left dello spinote e ricordando che la matricg® anticommuta con
le matrici gamma, si ottiene

So = [t (w]i009 0y + 0] 1990w, — mv] 200y — m U0, ) . (34)
L'equazione (3.41) mostra che, nella Lagrangiana per uno spinore di Dirac libeeemine cinetico
derivativo, che contiene le derivate del campo v , preserva la chiralita mentre il termine di massa
di Dirac non preserva la chiralita.
3C. Rappresentazione chirale.Per evidenziare le diverse componenti chirali dei fermioni, & conveniente

introdurre una rappresentazione delle matrici gamma didim cui~° risulti diagonale. Questa nuova
rappresentazione, che sara chiamata la rappresentazione chirale, e definita da

01 . 0 —of
0 — -
= = ‘ 3.42
i [1 0] ’ i |:JZ 0 } ’ ( )
dove { % } sono le matrici di Pauli che verificano le relazioni

{ai, o’ } = 264 ) [ai, aj} = 2ick gk . (3.43)

Nella rappresentazione (3.42) si ottiene

1 0
5 _
= 3.44
Gl (3.44)
e, conseguentemente, i proiettori sulle componenti right e left degli spinori di Dirac assumono la forma
seguente
10 0 0
w=loo - mTloa) - (345)

Lo spinore di Diracy si decompone quindi nelle sue due componenti chirali secondo la relazione

= ()

Valgono inoltre le seguenti relazioni

Wt = (1/);,@) . (3.46)

ot 0
VOt = [0 Uﬂ] : (3.47)
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in cui
ot = (1,02') . Gk = (1,—&) . (3.48)
L'azione per il fermione liberay assume la forma
So = /d“x{w;wﬂau%+¢;m“au% —mwisz—mewL) . (3.49)
Utilizzando le definizioni (3.48) si ottiene
2 (ta” +5%0l) = g = L (oM + oVa") | (3.50)
olo"5, = —257 , oo’ o, = —20" . (3.51)
Definendo
oM = % (E’“J” - E'/U’“‘) , oMY = % (U“EU — J”E“) , (3.52)
si ricava
o = igl , 507 = —jod , ol = ikgh = 5iJ . (3.53)

Dalle equazioni (3.53) segue che
ot = — % e\ o™ . (3.54)
Le seguenti relazioni ci saranno utili in seguito
tr (cho”) = 29" , (3.55)

tr (E” o’a" U)‘) =2 (g“VgT)‘ — ghTg" + gMAgrT — ie“VT)‘> i (3.56)

| generatori{ X#¥ } del gruppo di Lorentz, che agiscono sulle componenti dello spinore, risultano essere

o 0
o =
3 { 0 JW} (3.57)
La rappresentazione chirale delle matrici gamma ¢ legata alla rappresentazione (2.@3)sake nel
libro di Bjorken e Drell [3,4], tramite una trasformazione unitaria. Se indichiamo-gdn le matrici

gamma di Bjorken-Drell, si ha

1 (1 1
o= wolae w dove W = — : 3.58
g fyBD ’ \/é 1 -1 ( )
In alcune circostanze, come nel calcolo delle anomaliealirdi gauge, risulta conveniente utilizzare
la rappresentazione chirale delle matrici gamma. Natweate i risultati finali e tutte le conseguenze
fisiche non dipendono dalla particolare rappresentazione che viene usata.
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3D. Operatore di campo per neutrini. Gli stati con chiralita definita di una particella di massa nulla e

spin 1/2 possono essere descritti da uno spinore di Weyl; piu precisamente, questi stati possono essere
descritti da un campo spinoriale righ{x) oppure da un campo spinoriale lef{z) . Siccome in natura

i neutrini possiedono esclusivamente chiralita sinistrorsa, ci limiteremo a considerare il campo spinoriale
left x(z).

L'azione libera pery(z) € data dalla seguente espressione

Sp = / d*z xT(x)iohd, x(z) (3.59)
e le corrispondenti equazioni del moto sono
iohd, x(z) =0 . (3.60)
La (3.60) implica chey(z) soddisfa anche la seguente equazione
oM Oy x(x) =0 ; (361)

quindi, x(z) descrive particelle a massa nulla per le quali I'energia € daté(@® = |p|. L'operatore
di campo assume la forma

= [t { 0B u(@)e " + d*(F) o(- )" } (362)
(2m)3/2 V2E(D) ’ ‘
— d3p 1 +7 o\ tr o\ _ipx N 4+ o\ —ipx
0 = [ oo e (0B (@) P + dF) ot (-pe ) (363)

Gli operatori di annichilazione e di creazione per il neutrino sbqyd) e b*() , mentre i corrispondenti
operatori per I'antineutrino sond(p) e d*(p). Gli spinori u(7) e v(p) soddisfano le equazioni
ol pi
Fa

uw(p) = —u(p) 7] o(p) = u(p) . (3.64)

Lo stato di polarizzazione del neutrino, rappresentato(d@a) , descrive una particella con elicita negativa.
Lo stato di polarizzazione dell’antineutrino & rappresentato dallo spinéfe- p) che descrive una
particella con elicita positiva. Le relazioni di ortogonalita sono

uN(P)o@) = 0 = (P u@) (3.65)

uN(P)u(p) = 2E(F) = v'(P)v(p) . (3.66)

Piu in generale, si ha
u*(p) 7 u(p) = 2p" = oN(F) ot u(p) (3.67)
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da cui segue che
u;(ﬁ)u5(ﬁ) = (Uupu)ag ) U;(ﬁ)%’(ﬁ) = (Eﬂpu)a@ : (3.68)

Un modo equivalente di descrivere il neutrino consiste nell'utilizzare uno spinore di Dirac massivo e,
dopo aver calcolato le ampiezze di transizione, considerare il limite di massa nulla. Naturalmente,
per selezionare gli stati con chiralita sinistrorsa, occorre sempre introdurre nelle varie espressioni il
corrispondente proiettorg, .

3E. Parita. La trasformazione di paritd, che denotiamo dénmodifica il verso degli assi cartesiani
spaziali e pertanto si ha

P:(2°, 21) = (20, 2"%) = (29, —2') . (3.69)
Un campo scalare(x) ed un campo pseudo scalage . (r) trasformano come
P ogg(20, 2ty = ¢y(a®, —a') |, P ppe(a®, 2t) —» —¢p. (a0, —2') . (370)
Le componenti di un campo vettorialé, () = { Ag(x), A;(r) } soddisfano
P Ag(2%, 2%) — Ag(a®, —2') , P Aj(a% 2%) — — A0, —2) |, (371
mentre per un campo vettoriale assiddg(z) = { Bo(z) , Bj(x) } siha
P : Bo(a®,2") — —Bo(a®, —2%) , P : Bj(a®, ') — Bj(a®, —2) . (372
La trasformazione di parita agisce [3] sul campo spinoriale di Diféc) nel modo seguente
P (e, 2ty — yu(a®, —2t) . (3.73)

In termini delle componenti right),(z) e left ¢, (x) di ¥(z), la trasformazione di parita assume la
forma

P:pp(a® ah) — ¢ (a0 —at) . Py (a0 ah) — pp(a®, —2t) . (374)

L'equazione (3.73) determina il comportamento dei bilineari covarianti (2.91) per trasformazioni di parita.
Il P-trasformato di un campo spinoriale left (right) si comporta come un campo spinoriale right (left).
L'azione libera di un singolo fermione chirale non & invariante per una trasformazione di parita a meno
di non combinarla anche con la coniugazione di carica.

3F. Coniugazione di carica. Loperazione di coniugazione di carica, denotata €on equivale a
scambiare tra loro il ruolo delle particelle e delle antiparticelle. Questo significa modificare i segni dei
numeri quantici interni di un sistema fisico senza modificare i numeri quantici orbitali associati alle
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proprieta cinematiche. | numeri quantici interni sono determinati dall'azione di opportune simmetrie
che agiscono sui campi. Per ogni rappresentazione unifaridi un gruppo compatto, € possibile
definire la rappresentazione complessa coniudgta gli autovalori dei generatori dR* si ottengono

dagli autovalori dei generatori di mediante un semplice cambiamento di segno. Quindi, effettuare la
trasformazione di coniugazione di carica corrisponde “essenzialmente” a sostgnireampo col suo
complesso coniugato. Per un campo scalare complegsq si puo porre

C : o) — ¢*(x) . (3.75)

Un campo complesso si pud decomporre nella somma di due campi reali; quindi, diagonalizzando I'azione
dellatrasformazione (3.75), & possibile definire I'azione della coniugazione di carica anchesreedim
Un campo reale pu0 essere pari grconiugazione oppure il campo reale pud cambiare segn@'per
coniugazione. Siccome il campo elettromagnetitg(x) accoppia alla corrente che definisce la carica
elettrica, si ha

C:Au(r) — —Au(x) : (3.76)

Per uno spinore di Dirag(z) la coniugazione di carica agisce [4] come
C:gal@) = (17%)aph@ . C:Pal@) » —vs@) (i4%)5n . (77

dove la matricey? & definita nella base (2.63). Sulle componenti chiraliydic) , la trasformazione
(3.77) assume la forma

C o pla) = (—io®)vi(@) = ¢vi(x) , C 4 (@) — (—io®)¥i(x) = ¥i(x) . (3.78)

L'azione combinata della parita e dell@-coniugazione sulle componenti con chiralita definita dello
spinore di Dirac risulta essere

CcP : wR(wO,xi) — w;(mo, —-z') , CP: wL(aco,xi) — @Z)i(ajo, —z') . (379

Come nel caso della trasformazione di parita, I'azione libera per un singolo campo spinoriale left, o
right, non & invariante pe€'-coniugazione; essa risulta invariante per una trasfoionazldi CP che &
composta dalla trasformazione di parita e dalla coniugazione di carica.

3G. Inversione temporale. La trasformazione di inversione temporale, che &€ usualmente denotata con
T, cambia il segno della coordinata temporale

T (20, 2%) — (20, %) = (=20, 21) . (3.80)

L'effetto di una trasformazione di inversione temporale consiste nel modificare il verso dell’evoluzione
temporale in modo tale che, dofdoé-coniugazione, ogni processo appare svolgersi come neliegione
di un film girato a rovescio. Linversione temporale &€ implementata da un operatore antiunitario [4].



42 Fisica Teorica

Questo significa che, nell’effettuare [B-coniugazione di una variabile operatoriale, occorre geea
il complesso coniugato di tutti i coefficienti numerici che appaiono nella composizione della variabile
stessa. Nel caso del potenziale vettetg(x) dell’elettromagnetismo, si ha [4]

T : Ag(2°, 2%) — Ag(—20, 2%) , T : A4(2%, 2*) —» —A;(—=2°, 2%) . (3.81)

Consideriamo uno spinore di Dirag(x) ; utilizzando la base (2.63) delle matrici gamma, la trasfo
mazioneT" agisce come [4]

T @ (20, ') — (mlfﬁ) w(—a0, ) . (3.82)
Per campi scalari, |&-coniugazione diagonalizzata agisce come
T : (2%, 2*) = +o(—2%, 2%) . (3.83)

La scelta del segno nella (3.83) & fissata [4] dal richiedere che la densita Lagrag@igreaogni corrente
vettoriale conservatd,, () trasformino come

T L% 2ty — £(—2, 2% |, T (a0, 2t) - Jr(—20, 2ty . (3.84)

In generale, per ogni modello di teoria di campo la cui dinamica € locale, causale, relativisticamente
covariante ed e descritta da una densita lagrangidmy, vale il Teorema CPT . Questo teorema afferma
che & possibile [2,4,6,7] fissare i segni (ovvero le fasi) associati alle singole trasformé@ziaddie T
in modo tale che
CPT : £(2°,2") — £(—2°, —2%) . (3.85)

Linvarianza della fisica per una trasformaziongdPT" significa che, dato un qualunque processo fisico
elementare, esso & indistinguibile dal processo che si ottiene modificando il verso degli assi spaziali,
sostituendo ogni particella con la propria antiparticella e osservando il fenomeno come se si svolgesse a
ritroso nel tempo.

e CPT e prolungamento analitico. | valori assunti dall’energia nei fenomeni fisici sono limitati infe-
riormente; questa proprieta & sovente chiarpasitivita dell’energia. In effetti, scegliendo in maniera
opportuna lo zero dell'energia, € possibile rendere positivi tutti i valori assunti dall’energia. Conseguente-
mente, nelle teorie di campo che siriferiscono ai fenomeni naturali &€ possibile effettuare un prolungamento
analitico nella dipendenza dei vari campi dalla coordinata temporale. Infatti, I'evoluzione temporale per
gli stati di singola particella introduce il tipico fattore di fase

exp(—itE) = exp(—i(t2 — t1)E)

dovet =ty — t1 rappresenta I'intervallo di tempo trascorso tra l'istattedi creazione della particella
e l'istante ¢ di una sua possibile osservazione. Siccome ogni particella evolve nel tempo solo dopo
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essere stata creata, si ha necessariamenté, — t1 > 0. Essendo I'energid& positiva et > 0,

il prolungamento analitico assume la forma— —i7 e le teorie definite in questo modo prendono il
nome di teorie Euclidee. L'utilita del prolungamento analitico nella regione Ereclir il calcolo delle
ampiezze di transizione verra illustrata nei prossimi capitoli.

In una teoria di campo Euclidea, il gruppo di Loreri£)(3, 1) deve essere rimpiazzato dal gruppo
compattoSO(4), che e isomorfo al gruppo delle trasformazioni lineari e connesse all'identita che sono
isometrie dello spazio quadrimensionale Euclideo. La matrigel £he differisce dalla matrice identica
unicamente per il segno appartiene 8@(4) ; quindi la trasformazione (3.85) pud essere interpretata
nella regione Euclidea come rappresentante di un particolare elemestod). In questo senso, la
validita del teoremaC PT' nella regione Minkowskiana puo essere intesa [2] come un effetto dovuto alla
simmetria SO(4) nella regione Euclidea.

Ricordiamo infine che, nell’ambito delle teorie quantistiche di campo, la connessione [4,6,7] tra spin
e statistica & determinata dalla richiesta di localita, di covarianza relativistica e di causalita. Questo
significa che, utilizzando operatori di campo locali ed imponendo la covarianza relativistica, la causalita
e verificata quando i campi che descrivono particelle di spin intero soddisfano le regole di commutazione
canoniche ed i campi associati a particelle di spin semintero soddisfano le regole di anticommutazione.
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Capitolo 4

Sviluppo perturbativo

Si consideri un modello Lagrangiano di teoria di campo la cui azione € data da
S =8+, = /d4x Ly(z) + /d4m L) . (4.1)

L'ampiezza di transizione tra uno stato inizidl@ ) ed uno stato finaléout) si puo calcolare utilizzando
la matrice$S che & definita in termini della Lagrangiana di interazione
+oo

A(out; in) = (out| U(+oo, —o0) |in) = <out|Texp(+i/

—o0

d4x£I(x)>|in) . (4.2)

Per calcolare 'ampiezza (4.2) si puo utilizzare uno sviluppo di TayldV @loo, —oo) in potenze della
Lagrangiana di interazione,

oo . n

A(out; in) :ngutﬁ (/d"’xﬁl(x)) lin) . 4.3)
n=0

La Lagrangiana di interazione e in generale la somma di vari termini; ogni termine & proporzionale

alla costante di accoppiamento relativa al tipo di interazione che si considera. Il calcolo dellampiezza

A(out; in) mediante lo sviluppo in potenze di, equivale pertanto ad uno sviluppo di( out; in) in

potenze delle costanti di accoppiamento. Tale metodo di calcolo si clsghappo perturbativo.

In questo capitolo verranno esposte le regole del calcolo perturbativo e si mostrera che lo sviluppo
perturbativo in potenze delle costanti d’accoppiamento ammette una rappresentazione diagrammatica in
termini di grafici di Feynman. Prima di considerare le regole di corrispondenza tra i grafici di Feynman
e i processi di interazione, € conveniente discutere il legame tra le ampiezaeditione ed il calcolo
delle sezioni d'urto e delle probabilita di decadimento.

4A. Ampiezze e probabilita. Siconsideri un sistema costituito da vari tipi di particelle che denotiamo
con un indice3. Ad ogni tipo di particella & associato un operatore di canpér) che e definito in
termini degli operatori di annichilazione e di creaziong e ag . Ogni stato di singola particella di tipo

[ e caratterizzato dal valore dell'impulso spaziaﬁeed, eventualmente, da altri numeri quantici. Per
semplificare le notazioni, questi ulteriori numeri quantici non verranno denotati in maniera esplicita ma
saranno sottintesi.

e Formulazione del problema. Gli stati a molte particelle si ottengono applicando gli operatori di
creazione allo stato di vuoto

k1 ko, oo k) = afy (k1) aj, (k) - afy (kn)[0) . (4.4)
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Consideriamo il caso in cui lo stato iniziale contieneparticelle di impulsi{ El, cee En} mentre lo
stato finale contienen particelle con impulsi{ &;, - -, k., } . | valori degli impulsi iniziali (e di quelli
finali) siano tutti diversi tra loro. Si supponga di aver calcolato I'ampiezza di transizione

A(E/'Ez): <]_C'?L,I_€'/2,"',E;n|U(+OO,—OO)|E1,E2,"',Er,—,,> . (45)

Il problema che sivuolrisolvere & quellodinnettere ’ampiezza (4.5) con I’espressione della sezione
d’urto o della probabilita di decadimento delle particelle.

e Normalizzazione degli stati. Come mostrato nel Capitolo 1, la normalizzazione corrispondente ad una
particella per unita di volume spazialé e data da

(27)¥2v-12 18y (4.6)
quindi il vettore normalizzato che descrive uno stato con molte particelle &
(27) 22y iy, e k) (4.7)

¢ Densita di stati nello spazio degli impulsi.Per una singola particella vincolata a muoversi entro una
scatola cubica di latd., i valori permessi per ogni componente dell'impulso sdno= 2rn;/L dove

n; conid = 12,3 sono interi. Conseguentemente, nel limite continuo la somma sui numeri quantici
{n; } determina la seguente densita di stati nello spazio degli impulsi

d3k
ZZZ N WV . (4.8)

np nz n3

e Probabilita di transizione. La probabilita di transizione si ottiene prendendo il modulo quadro
dell’ampiezza (4.5),introducendo i fattori dovuti alla normalizzazione dei vettori e moltiplicando il
risultato ottenuto per la densita degli stati finali. Siano K; e Ky iquadrimpulsitotali corrispondenti
rispettivamente allo stato iniziale e finale. Linvarianza per traslazioni spazio-temporali della dinamica
implica che 'ampiezza (4.5) assume necessariamente la forma seguente

A ki) = r)* oMKy — K) F(F k) (4.9)
Pertanto, il modulo quadro dell’ampiezza vale
|A(K}; k)12 = (2r) 6% Ky — K3) | F(E) 5 k) PVT (4.10)

e la probabilita di transizione risulta essere

(27r)3n+3m 4 . m d3l<;;.
S T 2m) MK - K | F(K:; k) | Hl (27?)31/ : (4.12)
‘7:
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Conseguentemente, faobabilita di transizione per unita di tempo, chiamata anche “ratedw, €
data da
_ (27r)3n

dw Tn-T

m
(2m)* oMKy — K;) | (k) k) P[] (4.12)
j=1
L'espressione (4.12) mostra che la normalizzazione degli stati finali si elimina con la normalizzazione
della densita di stati finali lasciando semplicemente il differenziale degli impulsi finali.
e Decadimento. Nel caso del decadimento di una particella, sitha 1 e lalarghezza parziale di

decadimental/l’ assume la forma
m
dr = dw = (27)® [[d®; (2n) 64Ky — K) | F(K); k)2 . (4.13)
J=1
o Diffusione. Si consideri ora il processo di diffusione di due particelle incidenti di implﬁis'e Ez e
velocita v = El/El e vp= EZ/EZ. In questo casop = 2 ed ilflusso incidente ®,,, € dato da
iy = |0 — 2|V (4.14)

La sezione d’urto differenziale do per il processo di diffusione si ottiene dividendo la probabilita
di transizione per unita di tempo dw per il flusso incidente

(27)° 17 3. 4 4 R
[[ &K (2m)*6%( Ky — K;) | F(E); ka, k2) | . (4.15)

J=1

do = ———=—
| U1 — T2

e Spazio delle fasi.Le espressioni (4.13) e (4.15) si riferiscono alla situazione in cui tutti gli impulsi e

gli stati di spin delle particelle sono fissati. Per ottenere la larghezza totale di decadimento o la sezione

d’urto totale di un processo, occorre integrare le espressioni (4.13) oppure (4.15) nello spazio delle fasi

associato alle particelle dello stato finale. A questo punto occorre distinguere due possibilita:

(1) Nel caso in cui ogni particella dello stato finale sia distinguibile dalle altre, lo spazio delle fasi
comprende tutti i possibili valori degli impulsi finafi E; } e tutti i possibili valori degli spin.

(2) Consideriamo ora il caso in cui I'insieme delle particelle finali sia I'unione di vari sottoinsiemi
di particelle identiche. Supponiamo che il sottoinsiebresimo contengay, particelle identiche,
siha) ,y, = m. Scambiando tutte le variabili relative a due particelle identiche si ottiene
un nuovo punto dello spazio delle fasi. Conseguentemente, lo spazio delle fasi comprende tutti i
possibili valori degli impulsi e degli spin finali meno di permutazioni tra gli insiemi di particelle
identiche. Siccome il modulo quadro dell'ampiezza di transizione € invariante per scambio delle
variabili relative a due particelle identiche, si puo convenire di integrare su tutti i possibili valori degli
impulsi e sommare su tutti gli stati di spin purché si introduca il fattore correttiv [ vs!) -

Infine, se non si osservano le polarizzazioni delle particelle, ocearBare sugli stati iniziali €
sommare sugli stati finali di spin. In conclusione, ldarghezza totale T’ di decadimento assume la

forma

3 m B )
e 1_}1)2(7;1') /Hd%; (2m)o%(Ky — K) [Pk )P (4.16)
/4
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Mentre lasezione d’urto totale o per un processo di diffusione vale

(27)8
I () | o1 — vzl

/Hd3k’ (2m) oMKy — Ki) | F(K;; k, k)12 . (417)

e Covarianza relativistica. In presenza di campi esterni, I'invarianza per traslazioni spazio-temporali
puo essere violata; conseguentemente, il quadrimpulso totale finale non necessariamente coincide col
qguadrimpulso iniziale poiché parte dell'impulso & fornito il campo esterno. Per quanto riguarda la
struttura della funzioneF'( E; ; Ei), supponiamo di utilizzare un campo spinoriale di Dirac massivo
anche per i neutrini, con la convenzione di introdurre il proiettore left che agisce sul campo spinoriale e
di considerare poi il limite di massa nulla. Allora, nel calcolo/d{ E; ; Ei), per ogni particella nello

stato finale od iniziale compare un fattore moltiplicativo

1 1 m
S er bosoni X — /= er fermioni . 4.18

2@ VE " e \E P (4-18)
Pertanto, nel sistema di riposo di una particella di maksahe decade, la larghezza di decadimento &
data dalla seguente espressione

r IMP@2r)*ed Ky - K;) . (4.19)

2M Hb(yb') /H(Zw)e’ZE(k:’

Per covarianza relativistica, 'ampiezz&t che appare nella (4.19) deve essere uno scalare di Lorentz.
Per ogni fermione nello stato finale il fattor¢2IE' va sostituito conm/E , mentre il fattore 12M va
eliminato nel caso in cui la particella che decade & un fermione. Per un processo di diffusione di due
particelle, la sezione d'urte vale

3 /
1 1 ] 5
_— 2 5 - ,L' 5
2E(k:1)2E(k:2) "Ul '02‘ IIb(yb') (271')32 E(k‘/) ‘M‘ ( ”) (Kf K )

(4.20)
dove M & I'ampiezza invariante di Lorentz e, per ogni fermione, il corrispondente fattp?& va
sostituito con la quantitan/FE .

e Spinori e matrici gamma. Quando campi spinoriali intervengono nel calcolo dell’ampiezza (4.5), la
funzioneF(E’- ; l?:}) che & definita in (4.9) contiene termini del tipo

a(k, s) T o(@,7) = ui(k, 5)72 Tapvp@r) (4.21)

in cui I' denota un prodotto di matrici gamma, = v, v, - - - Yu, - Quindi, nel calcolo del modulo
guadro dell’ampiezza di transizione, si ottiene il fattore

|k, s) T v@,7) > = wh(k, 8)700 Tap va@, 1) v @, 1) T3 72, uplk, )

: RN L (422
Ua(k,S)Fagvﬂ(p,T)@y(p,r)prup(k,S)
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in cui si & utilizzata la proprietd©1° = 1 e si & posto

= _ Op+. 0 _ _ = _
U =T = (g uo Vm ) = Vo = Vo Ty - (4.23)
Un semplice calcolo mostra che

0.+.0 = - 0.+ 0 _

Y =V WY =W 5 V5=V BY = - (4.24)

Nel caso in cui si debba sommare la (4.22) sugli stati di polarizzazione, le relazioni di completezza (2.75)
conducono al risultato

r r

4.25
2m 2m ( )

> k. s)T o, r) P = Tr(

r,s

k+m ﬁ—m)

Espressioni analoghe alla (4.25) si ottengono combinando gli spiner nelle quattro combinazioni
possibili. Per illustrare il calcolo dellampiezza di transizione (4.5) mediante I'uso degli operatori di
campo & utile considerare alcuni esempi. Il primo esempio riguarda il decadimento della particella
in due fotoni.

4B. Decadimento in due fotoni di mesone pseudoscalardl mesoner® & una particella elettricamente
scarica di spin nullo; inoltrez® ha parita intrinseca negativa ed & pari per coniugazione diaca@lirca
il 99% di tutti i possibili decadimenti dek® sono dovuti alla reazione

70— g+
quindi I'inverso della larghezza di questo decadimento determina essenzialmente la vita media del
Pur essendo una particella neutrd, deve interagire necessariamente col potenziale elettromagnetico
Ay percher® decade in due fotoni. In effetti, il pione & una particella composta ed i suoi costituenti
elementari possiedono cariche elettriche non banali. Pur non conoscendo in dettaglio la struttura interna
del 70 in termini dei suoi costituenti, & possibile descrivere la struttura cinematica del decadimento
7% — ~~ mediante l'introduzione di una Lagrangiana di interazione fenomenologjca
e Lagrangiana fenomenologica. Siccome le interazioni elettromagnetiche conservano la parita e la
coniugazione di carical, deve essere invariante per trasformaziéhe C'. La struttura interna di una
gualunque particella composta si manifesta in maniera sempre piu rilevante al’'aumentare dell’energia;
ad energie sufficientemente basse, una particella composta si comporta approssimativamente
come una particella elementare e puo essere descritta da un operatore di campo locale. La
Lagrangiana fenomenologica deve riprodurre gli aspetti essenziali dell'interazione dello stato composto
70 col campo elettromagnetico a bassa energia. Questa Lagrangiana & costruita col campo pseudoscalare
del 70, che denotiamo com%(z), e col campo vettorialed () e deve essere invariante di gauge.
In generale, L, ¢ la somma di vari termini ed occorre trovare un criterio per ordinare questi
termini rispetto all’importanza che essi hanno per la fisica delle basse energie. Questo criterio
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e basato sull’analisi dimensionale e consiste semplicemente nel conteggio del numero di derivate
che agiscono sui campi. Siccome ogni derivata sui campi rappresenta un impulso, a bassa energia
i termini dominanti sono quelli che contengono il minor numero di derivate. Quindi, il termine
Lagrangiano dominante per il decadiment® — v~ & il seguente

S, = / d*rL,(x) = g / d*z P 9, A (1), Ag(x) 7z) (4.26)

dove g rappresenta una costante di accoppiamento fenomenologica che ha le dimensioni dell'inverso di
una massa. Siccome il campd(z) & pseudoscalare, la presenza in (4.26) del tensore completamente
antisimmetrico assicura l'invarianza di, (z) per parita. Denotiamo con(p) e ¢*(p) gli operatori
di annichilazione e di creazione peri mentre i corrispondenti operatori per il fotone somg(p) e
ay, ().
e Calcolo larghezza di decadimentoLo stato iniziale corrispondente ad ur? con impulsop & dato
da
17) = (@) o) . (4.27)

mentre lo stato finale di due fotoni con impujgj e p> e stati di polarizzazione: e 3 &
|71, @ P2, B) = ag(P1)az(p2) |0) . (4.28)

L'ampiezza di transizione (4.5), al primo ordine ¢n € data da

A =g / d*x P (0] an(51) ap(F2) OuAu(@)dpAs(z) 70) F(7) |0) . (4.29)

In questo caso, tutti gli operatori di campo sono definiti nello stesso punto e I'ordinamento cronologico
agisce in maniera banale. Utilizzando le regole di commutazione, gli operatori di annichilazione vengono
spostati a destra e quelli di creazione vengono spostati a sinistra fino a raggiungere lo stato di vuoto.
Pertanto, la quantita (4.29) risulta non nulla quando tutti gli operatori di annichilazione e di creazione
vengono eliminati a coppie mediante le regole di commutazione. Per esempio, I'opergtgieche
appare nella (4.29) viene eliminato mediante il commutatore con un operatore di annichilazE))we
contenuto nello sviluppo dell’'operatore di camp8(z). Utilizzando la forma esplicita degli operatori
di campo, 'ampiezza (4.29) risulta essere
_ . 2g(@m*&*p—p1—p2) vpo N* (= (7)) =

A= i e e e @ @), N (1) (72) - (430)
Per polarizzazioni fisiche dei fotoni, nella base delle polarizzazioni rettilinee sihd, 2 e 5 = 1,2;
utilizzando la conservazione del quadrimpulso nel sistema di riposa8el'ampiezza (4.30) si pud
scrivere come

- _;29@0)* 8% —py —pa) i ) e
A= @)% \/2m. eI (p1); () e (72) (4.31)
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dove m, & lamassadet®. Sommando sugli stati di polarizzazione dei due fotoni nello stato finale, si

ottiene la larghezza di decadimento
2 m3
r = g¢o—"=L . 4.32
9 16n (4.32)
e Valore della costante di accoppiamento.Utilizzando il dato sperimentale sulla vita media dél,
che risulta essere = 8.4 x 10~17 secondi, si pud determinare il valore della costante fenomenologica
g, il risultato &

g ~ 123x107° Mevl . (4.33)

Per il momento, non sappiamo collegare il valore di questéatite di accoppiamento con quello di altre
costanti che appaiono in processi diversi. Torneremo su questo argomento in seguito; nel Capitolo 21,
calcoleremo il valore dig utilizzando I'espressione della anomalia chirale di flavour. La predizione

teorica risultera essere
a N,

67 fx '
dove « € la costante di struttura fine elettromagneti®g, € il numero di colori dei quark ed; € la
costante di decadimento dei pioni per le interazioni deboli.

g = (4.34)

4C. Diffusione di elettroni in potenziale Coulombiano. La Lagrangiana di interazione tra particelle
di spin 1/2 con carica elettrica ed il campo elettromagneticd,,(x) € data da

S, = / d*c L, (x) = —e / d*e M) Ay(r) = —e / d*z Pr) P () Ay(r) . (4.35)

Si consideri la diffusione [3] di un elettrone nel campo elettrostatico generato da un nucleo pesante posto
nell’'origine delle coordinate. Il potenziale generato del nucleo di cafiea dato da

Aolz) = #ﬁ?' . A@ =0 . (4.36)

Il processo di diffusione a cui siamo interessati riguarda un elettrone nello stato irjiziate) e nello

stato finale| k, s). In questo processo non si ha produzione od annichilazione di fotoni, pertanto il
campo elettromagneticel, () puo essere considerato, in prima approssimazione, un campo classico
il cui valore & dato in equazione (4.36). Se indichiamo @305, r) I'operatore di creazione di un
elettrone diimpulsq@ e stato di polarizzazione descritto dall'indiee al primo ordine nella Lagrangiana

di interazione, 'ampiezza (4.5) risulta essere

A = (0| b(k,s)iS, b*(p,r)|0) = —z’e/d4:cAo(x)<0|b(l‘c’,s)w(w)v%(x)w(ﬁ,m|0>

- (227:-5)3 \/%\/%Zﬂé(lg(ﬁ) - E(E)) H(E, S)’you(ﬁ’ T) /dson(f) eif-(ﬁ—k)

(4.37)




4. Sviluppo perturbativo 51

Siccome il campo esterno classico (4.36) rompe l'invarianza per traslazioni spaziali, nell'ampiezza (4.37)
appare solamente la delta di conservazione dell’energia. La trasformata di Fourier del campo esterno
rispetto all'impulso trasferito IE —p) vale

/ 43 Ag( ) €T (FR) = _Ze (4.38)
Quindi, I'espressione (4.37) diventa

- ZZ@Z m m L L 0 )
i (2ﬂ)3|ﬁ—15'|2\/£\/£2”w(p) E(k)u(k,s)y u@.r) . (439)

Dividendo la probabilita di transizione per unita di tempo rispetto al flusso incidente cheéw/gleove
v € la velocita dell’elettrone incidente, si ottiene la sezione d’urto

472 a2 m? W(E, $)7%u(p, ) |2 d3k

i T e ME(D) - B(R) (4.40)
dove & stata introdotta ostante di struttura fine
2 1

o = Z_W ~ 1= (4.41)

Utilizzando la relazione
Bk = dQ|k]?d|k| = dQ|k|E(k)dE(E) (4.42)

dalla (4.40) segue che
do _ 42%a%m? ak, )1 Cu@,r) 2 (4.43)

dS) |- i ‘4
A questo punto, prendendo la media degli stati iniziali e la somma sugli stati finali di polarizzazione, si
ricava

do  2Z2a2m? . ) 5
0 - TS T4 Z |u(k, s) v~ u@, )| : (4.44)
ds2 |p—k|* >

Le proprieta degli spinori implicano

= — (2B BGE) — e+ m?)

(4.45)
Sia 6 l'angolo di diffusione dell’elettrone &3 il fattore relativistico corrispondente al modulo della
velocita dell’elettrone) p'| = 5 E . Allora, si ottiene

2m 2m v

>tk s)7Pu@,r) 2 = Tr [

r,S

k+m op+m 0]

E(p) =E = E(k) , |p| = |k|=8E , |F—Fk[*=168%E*sint6/2 |

(4.46)
p-k = m?+3°E%(1 - cod) = m? + 2B2E?sinf0/2
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e la sezione d’'urto (4.44) assume la forma [3]

do _ Z?o? 2 .
T " iF e (1 _ 8 sm2t9/2) : (4.47)

4D. Propagatore. Gli esempi precedenti hanno illustrato come calcolare 'ampiezza di transizione (4.5)
in casi molto semplici. Vorremmo ora considerare gli aspetti generali del problema. Come mostrato in
(4.3), 'ampiezza (4.5) viene calcolata facendo uno sviluppo in potenze della Lagrangiana di interazione

.
A(El~; E) - v /d4a:1---d4£8 (0]a (Ell)a (/2/2)
i nzzo oy n b1 B2 (4.48)

T [ L) £, (x2) £, (wn)] ah (k1) al,(k2) - |O)

La Lagrangiana di interazione & in generale la somma di vari termini ciascuno dei quali € un polinomio
dei campi e delle loro derivate. Ogni termine

(0lag, (K1) agy(ky) -+ T [L,(@1) L (@2) - L, (wn)] an (k1) ah,(k2)--- |0) (4.49)

risulta non nullo quando, muovendo a destra gli operatori di annichilazione e a sinistra gli operatori di
creazione fino ad applicarli sul vuoto, tutti gli operatori di annichilazione e di creazione vengono eliminati

a coppie mediante le regole di commutazione. L’operatq’;g k1) per esempio, pud eliminare un
operatore di annichilazione associato ad una particella nello stato finale; in questo caso, la particella in
guestione non partecipa al processo diinterazione. Oppure, lo stesso operatore puo eliminare un operatore
di annichilazione contenuto nello sviluppo di un operatore di campo content(ir}) . In questo caso,

si ottiene un fattore moltiplicativo proporzionale alla funzione d’onda della particella nello stato iniziale.
Procedendo in maniera ricorsiva, tutti gli operatori

Lag(B), agy(Ry) .} e {aty(F), aby(l) o}

che appaiono in (4.49), possono venir eliminati e quello che resta da calcolare ¢ il valor medio sul vuoto
del prodotto di un certo numero di operatori di campo, o delle loro derivate, ordinati cronologicamente

(O] T [¢o,(z:) bo,(z)) - Pap,(21) ] [0) (4.50)

Per valutare I'espressione (4.50), e sufficiente conoscere i valori medi delle coppie di operatori.
e Propagatore. Si consideri il valor medio sul vuoto del prodotteordinato di due campi

(O] T [¢alz) o5(y) ] 10) . (4.51)

Se gli operatori di annichilazione e di distruzione contenuti nei camiz) e ¢5(y) si riferiscono a
particelle diverse tra loro, la quantita (4.51) assume il valore nullo. Mentre, se i caxp) e ¢z(y)
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si riferiscono allo stesso tipo di particelle, allora la quantita (4.51) risulta non nulla ed & chiamata |l

propagatore di Feynman (o propagatore causale) o, piulsemegnte, il propagatore.
o |l propagatore di utampo scalare realed

1
(O] TLe@)p()110) = @(x) ey) = iA(zx —y)

dove " k(o)
d*k ety
(27)* k¢ — m# + ie

e La componente non nulla del propagatore dcampo scalare complesse

1
(O] T [¢(@) 0" (1) ]10) = é(x) 9" () = iA(z — y)

o |l propagatore di uampo vettoriale reale massiva

(O] T [Bu(x) Bu() ] 10) = Bu(@) Bu(y) = i Dyl —y)

dove )
d*k o—ik(a—y) Juv + kpky /m
(2m)4 k2 — m2 + i€

Dy(x — y) =

e || propagatore di utampo vettoriale complesso massive

(Ol T [Uu@ US ) ]10) = Up(x) Uiy) = i Dp(x — y)

e Per uncampo vettoriale reale a massa nullail propagatore &

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(O T [Au@) A@)]10) = Au@) Au(y) = —igu Ao(z — y) + termini di gauge (4.58)

dove A k(o)
dk e 'Ry

A — =
ol =) (27)* k2 + e

L'espressione (4.58) contiene una parte non esplicita che e determinata dalla particolare sceltagiella ga

guesto argomento verra discusso nel Capitolo 6.
e || propagatore di utampo spinorialeé

1

(O T [¢a(@)¥p) ] 10) = val@) ¥py) = iSaplz —y)

dove ~
d*k ) (k +m)ap

Saplr =) = [ (2ays -+ ic

(4.59)

(4.60)

(4.61)
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La struttura dei propagatori si ottiene [1,2,4,8] utilinda la forma esplicita degli operatori di campo e

le regole di commutazione o di anticommutazione degli operatori di annichilazione e di creazione. Le
espressioni dei propagatori nello spazio degli impulsitengono al denominatore il parametro reale
positivo € ed e sottinteso che, dopo aver calcolato le ampiezze di interesse, questo parametro deve
essere mandato a zero. Questa prescrizione, chigmaterizione-¢ di Feynman, garantisce che il
risultato finale che si ottiene & consistente con la proprieta di causalita e di positivita dell’energia. Quando
alcune derivate agiscono sui campi, il propagatore carridpnte si ottiene semplicemente derivando |l
propagatore per campi liberi.

e Funzione di Green. Il propagatore rappresenta la funzione di Greemsale associata alle equazioni

del moto per campi liberi; equivalentementé propagatore corrisponde all’inverso dell’operatore
differenziale che interviene nella Lagrangiana libera. Consideriamo, per esempio, la Lagrangiana
libera per un campo scalare reale

So = / d*z (aw(x) OFo(x) — m2 4,02(1;)) = / d*z 3 o() (—auau — mz) o(z) . (4.62)
L'operatore differenziale® che interviene nella Lagrangiana quadratica (4.62) e
Q = (—auaﬂ . m2) . (4.63)
L'operatore Q determina la forma delle equazioni del moto per il campo libe¢o) ,
Qy(z) = (—aﬂaﬂ - mz) o) =0 . (4.64)

Il propagatore per il campg(x) soddisfa la relazione

[— 4
Q () ply) = 10" (x — y) : (4.65)

Siccome la funziong¥*(z — y) rappresenta la matrice unita nello spazio dellel'equazione (4.65)
1
mostra in che sense(x) p(y) pud essere considerato l'inverso dell'operat@e Piu precisamente,
1
dalla (4.65) segue che(x) o(y) € la funzione di Green associata all'equazione del moto per il campo

o(x). Lintroduzione della prescrizione-di Feynman assicura che la funzione di Gre,eWgo(y) e
causale. Utilizzando I'operatore differenziale appropriato, la struttura dell’equazione (4.65) risulta valida
per ogni propagatore.

o Teorema di Wick. Per calcolare una generica ampiezza del tipo mostrato in equazione (4.50), si utilizza
il Teorema di Wick [1,2,4,8] secondo il quale si ha

(O] T [¢p,(x1) dp,(x2) -~ d3,(zn) ] 10) =
= 3" 65 05,0 05, ) (O T [0, -+ Dp, @) -+ dp, (@) | 10)

1=2

(4.66)
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dove il simbolo agi(l’i) indica che il campogg, (z;) € stato eliminato. Il fattore moltiplicativa;,
e uguale all'unita quando i campig, € ¢, seguono la statistica di Bose; mentre, se questi campi
sono fermionici, si hay; = (—1)/ dove f; & il numero di campi fermionici compresi tras, € ¢,
nell'espressione di partenza.

Utilizzando in maniera ricorsiva il Teorema di Wick, il valor medio sul vuoto del prodstbodinato
di un numero di campi maggiore di due si decompone nella somma di vari contributi ognuno dei quali &
un prodotto di propagatori. Chiaramente, per un numeraadishh campi I'ampiezza risultante € nulla.
Per illustrare il teorema di Wick, consideriamo due esempi. Nel caso di un campo scalare reale, si ha

1 1 1 1
(O] T [0(D)0(2) 2(3) (M) 10) = (1) ©(2) ©(3)p(4) + ©(1)p(3) ©(2) v(4)

1 1
+ (1) p(4) ©(2) (3)

(4.67)

Nel caso di un campo spinoriale, si ottiene

1 1 1 1

(01T [v(M)v(2)vB)¥(@4)] |0) = — ¥(1)¥(3) p(2)v@4) + (1) P(4) v(2)¥(@3) .  (4.68)
L'operazione di sostituire due campi mediante il propagatorrispondente si chiama anauwmtrazione
di Wick. Una semplice regola permette di ottenere i prodotti di pgapari col giusto segno; quando si
effettua una contrazione di Wick tra due campi occorre modificare, se necessario, I'ordinamento di questi
operatori in modo tale da disporli in posizioni consecutive. Nel modificare la posizione degli operatori,
occorre ricordare che gli operatori di campo che seguono la statistica di Bose commutano con tutti gli
altri operatori, mentre gli operatori che seguono la statistica di Fermi anticommutano tra loro.

Nel caso in cui la contrazione di Wick coinvolga due campirdgfnello stesso punto, il risultato pud
contenere delle divergenze. In effetti, tali divergenze devono essere eliminate mediante una procedura di
regolarizzazione e di rinormalizzazione. In alcuni casi, puo risultare conveniente eliminare fin dall’inizio
tutte le contrazioni di Wick dei campi che sono definiti nello stesso punto. Per le teorie quantistiche
di campo definite nello spazio-tempo quadridimensionale, questa regola € consistente e definisce una
particolare procedura di regolarizzazione per questo tipo di divergenze.

4E. Struttura analitica del propagatore. In questa sezione analizzeremo il significato fisico del propa-
gatore e della corrispondente prescriziengt Feynman. Per semplificare la discussione, consideriamo
il propagatore di un campo scalare reale

— _ d*k
o) =i [ G (4.69)

2 _m2+ije
Per ogni valore fissato dell'impulso spazid@e l'integrando che appare nella (4.69) possiede due poli
nel piano complesso della variabile di integrazidife Al primo ordine ine > 0, le posizioni di questi
due poli nel piano complesso @ sono dati da

wi = FV(ER+m2 Fi—— =4 BE)Fi—— (4.70)
21/(k)2 + m2 2E(k)
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dove E(E) = \/(IZ)2 + m2 > 0. Lintegrale nella variabile real&® , che appare in (4.69), corrisponde
al cammino di integrazione lungo I'asse reale nel piano compl&8s@uesto cammino e le posizioni
dei poli (4.70) sono mostrati in Figura 4.1.

Imkog

\ i
\
4

Figura 4.1 Piano complesso dell’energia.

Nel limite ¢ — 0, i poli si posizionano sull'asse reale; quindi, la prescriziengi-Feynman rappre-

senta semplicemente una ricetta che determina univocamente il modo di contornare i poli sull'asse reale.
Questa prescrizione & in accordo col fatto che, a causa della positivita dell'energia, non si devono incon-
trare singolarita nel prolungamento analitico Euclidee> —i 7. Infatti, per mantenere la dipendenza
funzionale corretta nelle trasformate di Fourier, quariddfettua il prolungamento analitico — —i 7

nelle coordinate occorre simultaneamente effettuare la sostituzidre i x negli impulsi. In base alla
prescrizionee, i poli vengono contornati in modo tale che il cammino di integrazione puo essere trasfor-
mato con continuita (mediante una rotazione di 90 gradi in senso antiorario) in un nuovo cammino diretto
lungo I'asse immaginario nel piano complesd senza incontrare singolarith. Conseguentemente, la
prescrizionees € in perfetto accordo con I'esistenza del prolungamento analitico Euclideo.

Consideriamo ora il calcolo esplicito dell'integrale nella variatiifeche appare nell’espressione del
propagatore. Quando l'intervallo temporat@ — ° & positivo, I'integrale (4.69) pud essere effettuato
utilizzando il cammino mostrato in Figura 4.2 nel limite in cui il raggio del semicerchio nel semipiano
complesso tende all'infinito. In base al teorema dei residui, si ottiene

— 3 L . -
o(z) ply) = /%elk(m_y) e~ (@0=%) B(k) per 2°—0>0 . (4.71)
T

In maniera analoga si calcola I'integrale quando l'intervallo tempozdle- 4° & negativo. Sommando
i due contributi, si ottiene infine

3 L 7 -
o) o(y) = / % etk @) [9(:60 — y0) et @O=yIER) 4 (o0 _ 10y (yo—mO)E(k)} _
v
(4.72)
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La (4.72) mostra che il propagatow;ﬁT)@(y) rappresenta I'ampiezza di transizione per una parti-
cella che e creata ed annichilata in corrispondenza dei purgd y dello spazio di Minkowski. Piu
precisamente, quandat = 20 — 40 > 0, una particella viene creata nel punto di coordinate viene
annichilata nel punta: ; similmente, quandaAt = 3° — 20 > 0, una particella viene creata nel punto
di coordinatex e viene annichilata nel puntg. L'integrale sui valori dell'impulso spaziale, che appare
in (4.72), & dovuto al fatto che una particella localizzata in un punto si trova in uno stato la cui funzione
d’onda contiene tutti i possibili valori dell'impulso. La dipendenza dal tempo dell’'espressione (4.72)
riproduce correttamente il valore positivo dell’energia. Infine, il fattore di normalizzazicE(é?)ZaI
denominatore dell'integrando nella (4.72) garantisce 'invarianza relativistica della misura di integrazione

- 1
d3k/2E(k). La contrazione di Wicky(x) ¢(y) corrisponde quindi alla propagazione causale di una

1
particella tra i punti di coordinate ed y ; per questo motivap(x) ¢(y) € chiamato il propagatore.

Imkoé

Figura 4.2 Cammino di integrazione.

4F. Diffusione Compton. Per illustrare 'uso del Teorema di Wick nel calcolo delle ampiezze,
consideriamo il processo di diffusione elettromagnetica in cui si ha un elettrone ed un fotone nello stato
iniziale ed un elettrone ed un fotone nello stato finale. Lo stato iniziale & dato da

in) = b*(p1, r)ag(k1)[0) (4.73)

dove I'elettrone si trova nello stato di polarizzazione descritto dall’indiegeentre il fotone si trova nello
stato di polarizzazione rettilinea corrispondente all'indice Lo stato finale € descritto da

lout) = b*(f2, s)aj(k2)|0) . (4.74)

La Lagrangiana di interazione & mostrata in equazione (4.35); quindi, al secondo ordine nella costante di
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accoppiamento, 'ampiezza risulta essere

2 —
A = _%/d4;v/d4y(0|b(ﬁ2,s)ag(kz)x
x T {P@) " (x) Aula) Py) v dly) Auly) } b*(F1, r) af(k1)|0)

Eliminiamo ora gli operatori di annichilazione e di creazione, relativi agli stati iniziale e finale, che
appaiono nella (4.75). L'operatore;( Ez) puo eliminare un operatore di creazione contenutd jy{x)

oppure in A,(y). Queste due possibilita danno origine a due contributi tra loro identici; quindi,
sufficiente considerare uno solo di essi e moltiplicare per un fattore due. Per esempio, assumiamo
che ag(Ez) elimini un operatore di creazione contenutodn,(z). Allora, I’operatorea;(El) deve
eliminare un operatore di annichilazione contenuto necessariamedtg(if) . Pertanto si ottiene

ethox —ikqy
=2 [ [ty c el (k) £ (k1) x
/ / (2n%/2 \[2|Fa| (2032 /2] R | ' (4.76)
x (0]b(p2, s) T { (@) v () b)) v ¥(y) } b*(p1, r)|0)

L'operatoreb( >, s) pud eliminare un operatore di creazione contenutg(m) oppure iny(y). Nel

primo caso, I'operatoré* (71, r) deve eliminare un operatore di annichilazione contenutan)
mentre, nel secondo cast,(p1, r) deve eliminare un operatore di annichilazione contenuto(n) .

Questi due contributi non sono equivalenti e vanno sommati. Avendo elimbtata s) e b*(p1, ),
restano due operatori di campo fermionici su cui effettuare la contrazione di Wick. In conclusione,
'ampiezza (4.76) assume la forma [3]

(4.75)

;2
—ie“m 1
A= 5 ——— "(p1 + k1 — p2 — k2) X
VE) EG) R | o

pL+ ki +m

/\(a) T .
(p1+ k)2 — m2 +ic (ha)u(pr, )+

x { (i, 5)2D(kp)

pL—ky+m
(p1 — k2)? — m? +ie

+ (7, 8)8€) () ey u(in, r) |

(4.77)

o Grafici di Feynman. Si consideri il calcolo delle ampiezze di transizione mediante il metodo pertur-
bativo. Ad ogni ordine perturbativo fissato, cioé ad ogni ordine fissato delle potenze delle costanti di
accoppiamento, il contributo alllampiezza pud essere descritto mediante opportuni diagrammi chiamati
grafici di Feynman in cui

e 0gni propagatore € rappresentato da una linea che unisce due vertici di interazione,

e le funzioni d’onda degli stati iniziali e finali sono rappresentate da linee esterne del diagramma.

Nel caso del risultato (4.77), utilizzando una linea continua per il fermione ed una linea ondulata per
il campo vettoriale, i due contributi allampiezza (4.77) sono descritti dai diagrammi di Figura 4.3(a) e
Figura 4.3(b).
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| grafici di Feynman risultano particolarmente convenienti per comprendere la dinamica dei processi di
interazione tra particelle. Le linee esterne dei diagrammi corrispondono alle particelle degli stati iniziale
e finale mentre le linee interne dei grafici, che rappresentano i propagatori, corrispoamgecessi
virtuali di creazione e di annichilazione di particelle nelle fasi intermedie dell'interazione. Una linea
interna rappresenta la propagazione di una particella “virtuale” pdeth particella non compare negli
stati asintotici iniziale e finale.

P, K, P, K,

(@) (b)

Figura 4.3 Diffusione elettrone-fotone.

Il diagramma di Figura 4.3(a), per esempio, descrive il processo di diffusione in cui I'elettrone ed
il fotone passano dallo stato iniziale a quello finale tramite la propagazione nello stato iritedingal
elettrone virtuale con quadrimpulsg4 + k1) . Il processo descritto dal grafico di Figura 4.3(b), invece,
corrisponde allo scambio di un elettrone virtuale con quadrimpuigo— %) .
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Capitolo 5

Teorie di campo e grafici di Feynman

Gli esempi dei capitoli precedenti hanno mostrato come si possono descrivere i processi di interazione
tra le particelle utilizzando il formalismo della teoria quantistica dei campi. In questo capitolo considere-
remo alcune proprieta generali delle teorie di campo. In particolare, verranno analizzate le caratteristiche
della dinamica che sono definite dallo sviluppo perturbativo delle ampiezze di transizione in somme di
grafici di Feynman.

e Il modello. Per semplificare la discussione, considereremo a scopo illustrativo un modello di teoria di
campo che contiene un solo campo scalare res . Il cosiddetto modellay* & definito dall’azione

stel = [t {30e o) — 326 - Sotw} 51

in cui la costante di accoppiamentp € adimensionale. Come al solito, il funzionale (5.1) si pud
decomporre nella somma di due termini; il primo termine coincide con la parte quadratica nei campi
dell’'espressione (5.1) e rappresenta I'azione libera per il cagp@g. Il secondo termine & dato
dall'integrale della Lagrangiana di interazione

Silel = -4 [ d @) (5.2)

Lo sviluppo perturbativo di una ampiezza di transizione, o di una generica variabile a cui siamo interessati,
e definito tramite una serie formale in potenze della costante di accoppiamento. Ad ogni ordine finito

nelle potenze della costante di accoppiamento, lo sviluppo perturbativo del modello (5.1) ammette una
interpretazione fisica consistente; il modello (5.1) & rinormalizzabile.

5A. Ampiezze e sviluppo perturbativo. Inrappresentazione di interazione, una generica ampiezza di
transizione & data dalla seguente espressione

A(K; 5 k) = (Ola(ky)a(kb)--- Texp(+iS, [¢]) a*(k1)a*(kz)---[0) .  (53)

Si vuole ora determinare la precisa normalizzazione delle ampiezze e descrivere in maniera sistematica
i contributi perturbativi mediante somme di grafici di Feynman. Dalla (5.3) segue che, quando lo stato
iniziale e lo stato finale non contengono particelle, la corrispondamfezza vuoto-vuotcé data da

Ay, = (0] Texp(+iS,[¢]) 10) . (5.4)
Quindi, 'ampiezza correttamente normalizzata assume la forma

AG(FE) = (Ag) M (0] a(ky) a(Ry)-- Texp(+iS, [¢]) a*(k1)a*(ka)---|0) . (55)
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Nel calcolo esplicito della (5.3), gli operatori di annichilazione e di creazione relativi agli stati finale ed
iniziale delle particelle vanno eliminati tramite le regole di commutazione. Durante questa operazione,
ciascun operatore di annichilaziong E}) elimina un campoy(y), che & contenuto nello sviluppo
dell'operatore

U(+co, —o0) = TeXp(+iSI[cp]) , (5.6)
e lo sostituisce con la corrispondente funzione d’onda di una particella nello stato finale. Similmente,
ciascun operatore di creazioraé’(l?i) elimina un campop(z) e lo sostituisce con la corrispondente
funzione d’onda di una particella nello stato iniziale. Gli operatori di camfi) che rimangono nello
sviluppo dell'operatore (5.6) vengono eliminati mediante contrazioni di Wick.
e Osservazione.Nel calcolo dell’ampiezza (5.3), ogni operatore p(x) che compare nello sviluppo
dell’operatore (5.6) puo subire una contrazione di Wick con un altro operatore di campo, oppure
puo generare una funzione d’onda corrispondente ad una particella nello stato iniziale o finale.
Per tener conto di queste due possibilita mutualmente esclusive, &€ conveniente sostituire ogni operatore
di campo(z) mediante la somma

o(x) — plz) + &(x) (5.7)
dove ®(r) non & soggetto a contrazioni di Wick e rappresenta la funzione d’onda di una eventuale
particellain uno stato iniziale o finale. Siccoriéx) non deve subire contrazioni di Wick con I'operatore
di campoe(y), la componented(x) pud essere considerata come un campo classico.

e FunzionaleU . Effettuando la sostituzione (5.7) nella (5.6), I'insiemedie le ampiezze ditransizione
(5.3), al variare di tutti i possibili stati iniziali e finali, & descritto semplicemente dal funzionale
U[®] = (0| Texp(+iS,[¢ + ®]) |0) . (5.8)

Nel calcolo di U [ @], tutti gli operatori di campop(x) vengono eliminati mediante contrazioni di
Wick ed i corrispondenti propagatori sono rappresentdtedmee interne dei grafici di Feynman. |
campi classici®(z) corrispondono alle linee esterne dei grafici. Il funzionélg®] contiene tutta
'informazione sulla dinamica della teoria.

e Calcolo al second’ordine.Nel modello * che stiamo considerando, la Lagrangiana di interazione &
mostrata in equazione (5.2) e si ottiene

Silerel =~ [ da {@) + 46%@) 0@) + 60%) 2%(@) + 4¢(@) 2%@) + 04a)}
' (5.9)
Il funzionale (5.8) ammette una sviluppo in potenze della costante di accoppiamento; trascurando le
contrazioni di Wick dei campi definiti nello stesso punto, i primi tre termini di tale sviluppo sono

vlel =1-ig [dzele) - (%)2 {3 /d4xd4y<1>4(x)<1>4(y)

+ 8i / d*z d*y @3(2) A(x — y) @3(y) — 36 / d*z d*y ®%(x) A%z — y) P(y)

— 48i /d4z Ay ®(2) A3z — y) D(y) + 12/d4x d*y A4(x—y)} + 0(g%)
(5.10)
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e Primo ordine. |l termine lineare nella costante di accoppiamento corrisponde al diagramma di
Figura 5.1(a) e rappresenta I'ampiezza di transizione per un processo di diffusione tra due particelle
nello stato iniziale e due particelle nello stato finale. Lo stesso diagramma potrebbe anche rappresentare
I'ampiezza di decadimento di una sola particella in tre particelle nello stato finale; questo processo in
realta non avviene a causa della conservazione del quadrimpulso.

(a) (b)
Figura 5.1 Vertici elementari.

e Secondo ordine. Al secondo ordine nella costante di accoppiamento, I'espressione (5.10) contiene
cinque termini; il primo di essi e descritto dal grafico di Feynman di Figura 5.1(b) e corrisponde alla pos-
sibilita che due processi di diffusione al primo ordine si verifichino contemporaneamente. Chiaramente,
I'ampiezza risultante & il prodotto delle ampiezze dei singoli processi. Il secondo ed il terzo termine
di ordine ¢2 dell'espressione (5.10) sono descritti rispettivamente dai diagrammi di Figura 5.2(a) e

Figura 5.2(b).

(a) (b)
Figura 5.2 Processo ad albero (a) e correzione al vertice (b).

Si noti che ogni vertice dei grafici (o vertice di interazione) e il punto di incontro di quattro linee; questo
e dovuto al fatto che la Lagrangiana di interazione (5.2) & il prodotto di quattro operatori di campo
L, =—(g/4) %)

Gli ultimi due termini di ordineg? della (5.10) corrispondono ai grafici di Figura 5.3(a) e Figura 5.3(b).
Ildiagramma di Figura 5.3(a) contiene solo due linee esterne; questo grafico non rappresenta unaampiezza
di diffusione vera e propria ma corrisponde ad un contributo della interazione tra particelle che pud
modificare la funzione d’onda degli stati iniziale e finale ed il valore della massa delle particelle. In
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effetti, questo contributo & quadratico nel campo ester(ie) e puod quindi essere interpretato come una
modifica della parte quadratica della Lagrangiana. Infine, il diagramma di Figura 5.3(b) non ha linee
esterne e contribuisce allampiezza vuoto-vuoto.

N
N

(@) (b)

Figura 5.3 Self-energia (a) e grafico vuoto-vuoto (b).

e Funzioni d'onda. Per ottenere I'espressione dell’lampiezza (5.3) utilizzando il funzioba]eb ]

occorre sostituireb () con le appropriate funzioni d'onda delle particelle negli stati iniziale e finale. Per

far questo, e sufficiente rappresentare in maniera opportuna gli operatori di annichilazione e di creazione.
Ogni operatorex( E; ), corrispondente ad una particella nello stato finale, si rappresenta come

—

- - d*z eik; r 1)
a(k;) — a(k;) = (5.11)
27)3/2 71y 0 D (x)
(2m)¥=  J2 B(R))
Similmente, ogni operatore*(Ei) si rappresenta come
- - d*z e —ikix )
a* (ki) — a (k) = (5.12)
3/2 | - 0P(x
Allora, 'ampiezza normalizzata (5.5) si puo scrivere semplicemente come
Ay(Kj i k) = vmiol [Tacky) J[a"(k) vre] (5.13)
j i $=0

e Nota. La struttura algebrica associata all’interpretazione dei campi come operatori nello spazio di
Hilbert & conveniente per introdurre il formalismo della teoria di campo. Tuttavia, per quanto riguarda il
calcolo delle ampiezze di transizione ed il loro confronto coi dati sperimentali, tale struttura risulta in gran
parte superflua. Come mostrato nella (5.13), la fisica di una teoria di campo e descritta dalla dipendenza
funzionale di U[®] dai campi classici®(z). La quantizzazione dei campi in un opportuno spazio

di Hilbert non & essenziale. Infatti, il funzional@é[®] si puo ottenere anche utilizzando 'approccio
funzionale di Feynman [5] che non & basato sull'esistenza di operatori di campo.
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e Nota. Nel calcolo dei grafici di Feynman, si incontrano generalmente delle divergenze. Questo non
significa necessariamente che la teoria di campo non ammette una interpretazione fisica consistente.
Infatti, occorre identificare i parametri fisici che vengono effettivamente osservati ed introdurre per essi
delle condizioni di normalizzazione. Le procedure di regolarizzazione e di rinormalizzazione verranno
discusse nelle prossime sezioni.

5B. Funzionale generatore. Per comprendere il ruolo dei diversi grafici di Feynman, & necessario
classificare i diagrammi attraverso l'introduzione di alcune definizioni. Un diagramma che non ¢ la
somma disgiunta di due o piu sottodiagrammi si dioanesso Il grafico di Figura 5.1(a), per esempio,

e connesso mentre il grafico di Figura 5.1(b) non & connesso. Ogni diagramma rappresenta una certa
ampiezza; se un diagramma non & connesso, I'ampiezza corrispondente € semplicemente il prodotto delle
ampiezze associate ai sottodiagrammi connessi. Quindi i grafici di Feynman che richiedono di essere
calcolati sono solamente quelli connessi. Le linee interne di un diagramma possono formare dei circuiti
chiusi che vengono chiamddiop. Il grafico di Figura 5.2(b) contiene un loop e, per questo motivo, € detto
essere un grafico ad un loop. Un grafico a due loop € mostrato in Figura 5.3(a) mentre la Figura 5.3(b)
rappresenta un grafico atre loop. | diagrammi che non contengono loop somadgtimmi ad albero;

la Figura 5.2(a) mostra un esempio di diagramma ad albero.

Per descrivere in maniera semplice I'insieme dei grafici di Feynman siintroduce [8,9,10] generalmente
il funzionale generatore Z [ J] definito da

Z[J] = (0] TeXp<i51[sO] + i/d“zJ(x)sO(x)) o) (5.14)
dove J(z) € una sorgente classica. Dalla definizioneZ]i.J ] segue che

S"Z[J]
6 J(x1)---0J(wn)

= " (0] TeSrlel p(ag) - p(a,) 10) . (5.15)

J=0

Quindi, il coefficienten-esimo dello sviluppo diZ [ J] in potenze diJ(z) & dato dalla somma dei
grafici di Feynman com linee esterne in cui anche ogni linea esterna corrisponde adopagatore.

e Funzioni di correlazione. L'ampiezza vuoto-vuoto coincide co# [0] e rappresenta la norma del
vettore di vuoto in rappresentazione di interazione. Per normalizzare il vettore di vuoto all’'unita, e

sufficiente introdurre il fattore moltiplicative? ~1[0]. Utilizzando questa normalizzazione, 'ampiezza
che appare nel secondo membro dell’equazione (5.15) si chiama la funzione di correlaziompe ati

(0] Tet¥r el o(a)-- - p(x,) |0)
(0| Tei®rlel |0)

G(zy, -+, xp) = (5.16)

Z [ J] e detto il funzionale generatore delle funzioni di correlazione perché vale la relazione

(=)™ §n
0 J(x1) -0 J(2n)

G(z1, -, a2n) = Z7Y0] Z[J] . (5.17)

J=0
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e Teoria libera. Consideriamo una teoria libera in ¢, = 0; in questo caso, il funzionale generatore
Zol J] sipuo calcolare in maniera esatta. Infatti

ZolJ]1 = (O] Texp(i/d4xJ(x)go(x)> 10)

(5.18)

>0 [t [ o) (0] T plan)-+ o) 10)

[l valor medio (0| T ¢(z1) - ¢(xy) |0) & diverso da zero solamente quandoé un numero pari,
n = 2p. Le contrazioni di Wick col primo camp@(z1) consistono din — 1 = 2p — 1 termini
uguali tra loro. Operando in maniera ricorsiva, il fattore combinatorico risulta esspre (! =
2p—1)(2p —3)(2p —5)---3-1. Siottiene quindi

S~ P@ - (L aa g
Zo[J] = S L (z Bz dy J(z) Az — y) J(y)> . (5.19)
; (2p)! /

Utilizzando la relazione @2— 1)!'/(2p)! = 1/(2P p!), I'espressione (5.19) si puo riscrivere nella forma

Zo[J] = exp (- 5 / d*z d*y J(x) Az — ) J(y)> . (5.20)

Dalla (5.20) segue che, per una teoria liberg[0] = 1. SiccomeZg[ J ] soddisfa la relazione

6" Zol J 1] n
= T 1
5D 0 ) | " (O] To(z1) - p(xn) 10) (5.21)
la funzione di correlazione libera ad punti Go(z1, - - -, =) Si pud rappresentare nel modo seguente
—)" " Ll gredd N
Go(zy, -+, Tn) = ()79 o~ 3 J At dty J@) Aw—y) J) ‘ (5.22)

5 J@n)--3 () .

L'equazione (5.22) esprime, in maniera funzionale, il contenuto del teorema di Wick. La (5.22) ammette
anche una rappresentazione alternativa che risulta particolarmente utile. Questa nuova rappresentazione
€ basata sulla seguente proprieta.

e Proprieta di scambio delle derivate. Siano F(x;) e G(xy) due funzioni di n variabili reali

x=x; ={x1, 2,..., Tp } . Allora vale [10] la sequente relazione
.0 _ .0 i
F(—ig—)G(ag) = G(—iz—) F(y;) "™ : (5.23)
8a:j 5‘yk

y=0

dove x -y =3, T;y; .
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Dimostrazione Le funzioni F' e G si possono rappresentare mediante integrali di Fourier; pertanto, €
sufficiente verificare la validita della (5.23) nel caso di generiche onde piane in cui

F(z) = b , G(z) = '¢* ) (5.24)
Il primo membro della (5.23) vale
eib~(7i8/8x) eic~x — ebl(a/aac) et = 6ic-(ac+b) ] (5.25)

Il secondo membro della (5.23) risulta essere

61’6-(—i8/8y) 6ib-y REST — 66-(8/83/) 6ib-y REST — ei(x+b)-(y+c) — eic~(x+b) . (5.26)

y=0

y=0 y=0

Siccome le quantita (5.25) e (5.26) coincidono per qualunque scelta dei vetari la relazione (5.23)
e valida per qualunque funziong e G'. ]

Utilizzando la proprieta (5.23) nel caso particolare (5.22), il valor medio sul vuoto del pradottbnato
di n campi si pu0 scrivere come

(0] To(en) - plan) [0) = 28 B ACDEG 401). - oan) (5.27)

$=0
Nella (5.27) appare esplicitamente I'espressione del propagatore ed & facilmente riconoscibile la struttura
combinatorica delle contrazioni dei campi come risulta dal Teorema di Wick.

e Teoria interagente. Riconsideriamo ora la teoria interagente ed il funzionale generatore (5.14); in base
alla relazione (5.27) il funzionale’ [ J] risulta essere

Z17] = e2 /'t 5m Ae-n 5 exp(z’SI[gb] +i/d4w J(w)gb(w)) (5.28)

$=0

Nell'espressione (5.28) appaiono tutte le contrazioni di Wick possibili, anche quelle che si riferiscono ad
operatori definiti nello stesso punto. L'equazione (5.28) pu0 essere ulteriormente elaborata notando che

5 [ d%dty S Ay sy [ dte Jw) sw) = i [ dw J) o)

e_% fd4;c d*y J(z) A(z—y) J(y) e % fd% dy 6_5(5 Afw—y) 5—(;3@5 e fd% d'y ﬁ@ A=) .
(5.29)

X

Utilizzando la (5.29), I'espressione (5.28) assume la forma

Z1J] = 5 [ dty I A I 5 [dedy Sy Ae-n sk s, 16— A

)

$=0
(5.30)
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dove si e posto
AJ(z) = / dy Az —y)Jy) . (5.31)

In base alla rappresentazione (5.27) del Teorema di Wick, il funziatidlé ] definito dalla (5.8) si pud
esprimere come

7
Uro] = e2J @ 5m AV 5E i 16+ @] ; (5.32)

$=0

pertanto, il funzionale generatotg[ .J ] delle funzioni di correlazione risulta essere
Z[J] = ZolJ] U[—-AJ] . (5.33)

La (5.33) mostra che tutti gli effetti delle interazioni tra le particelle sono descritti dal funziéhpie] .
e Grafici connessi.Tenendo conto della combinatorica dei diagrammi non & difficile dimostrare [8] che,
ponendo

Z[J] = exp(i W][J]) , (5.34)

it W[ J] risulta essere il funzionale generatore dei grafici di Feynman connessi. Nel caso di una teoria
libera, Zp[ J] € mostrato in equazione (5.20) ed il suo logaritmo comtisnlamente la funzione di
correlazione a due punti; questo e in accordo col fatto che la funzione a due punti corrisponde all’'unico
grafico di Feynman connesso di una teoria libera. L'ampiezza vuoto-vuoto corrispdhfie]a quindi,

W 0] descrive tutti i grafici vuoto-vuoto connessi. Mettendo in evidenza la parte cositErnite] di

W, ovvero la parte diW’ che non dipende dalla sorgeniéz) ,

WI[J] = W[0]+ W[J] , dove W[J=0]=0 |, (5.35)

Si ottiene
Z[J] = WOl exp(z’/W[J]) . (5.36)

L'equazione (5.36) mostra che la somma di tutti i grafici vuoto-vuoto fattorizza; conseguentemente, nel
calcolo delle funzioni di correlazione (5.16), (5.17) o delle ampiezze normalizzate (5.5), (5.13) la somma
dei grafici vuoto-vuoto si elimina. Questo significa che non & necessario calcolare i grafici vuoto-vuoto,
guesti grafici si possono semplicemente trascurare.

5C. Combinatorica dei sottodiagrammi. Una delle proprieta piu importanti dei grafici di Feynman
riguarda la combinatorica dei sottodiagrammi. Consideriamo un grafico che contribuidé¢ &4 ;
guesto grafico, mostrato schematicamente in Figura 5.4(a), verra denotafo.cAssumiamo cher
contengan linee interne edn linee esterne; 'ampiezza descritta @aé della forma

F[®] = /d4x1---d4me($1,---,:cm)<I>(:c1)---<I>(:cm) . (5.37)



68 Fisica Teorica

Consideriamo il calcolo dell'ampiezza (5.37). In base alla (5.32) @ ] si ottiene selezionando dall’'es-

pressione
L(i [0 0\ is[e+®]
a5 5om) o

il contributo associato al graficé’,

1 ( g g \" 1 +
rrot= [ () mag) <)

Supponiamo ora che il diagramnia appaia come sottodiagramma di un altro grafico di Feynman che
indicheremo conF'#G , come mostrato in Figura 5.4(b).

$=0

= Flé+ ®] (5.38)

¢=0 ¢=0

Tt

(a) (b)
Figura 5.4 SottodiagrammaF’ di F#G .

Il problema consiste nel determinare come la combinatorica#lr € connessa con quella di.

e Proprieta di vertice efficace. L’ampiezza associata al grafico di Figura 5.4(b)coincide con

Uampiezza che si otterrebbe assumendo che F rappresenti un vertice di interazione efficace.

Dimostrazione Supponiamo che il graficd'#G contenga/N linee interne; ovviamente, sih& > n.
L'ampiezza associata A#G si ottiene selezionando dall'espressione

N
1 z/iAi GiS L6+ @]
N \2/) 56" 50

il contributo associato al graficé'#G . Facendo agire le derivate funzionali, ogni possibile coppia di
campi ¢ viene sostituita da un propagatore. Consideriamo inizaka le contrazioni di Wick che
ricostruiscono il graficoF’ e, successivamente, quelle che completano l'intero grafigé’. Le n
linee interne diF' si ottengono partendo da un insieme iniziale di possibili contrazioni; il fattore
combinatorico associato € quindi il numero di modi in eubggetti possono essere scelti da un insieme

che ne contiengV N N1
(n) Tl (N —n)! ' (5:40)

(5.39)

$=0
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Nel ricostruire inizialmente il sottodiagramnia dalla (5.39) si ottiene pertanto

1 i RN 0« ON\" s [4+®]
o () mom)  m(i)mem) @

1 i 8 o\ S o+
) M(z/%Ac%> Flg+ ®]eSrlo+®]

FCF#G | g9

$=0
(5.41)

A questo punto, il calcolo diF#G procede esattamente come se si dovesse calcolare un grafico con
(NN — n) linee interne in cui, oltre ai vertici di interazione usuali, fosse presente un vertice di interazione
efficace descritto d&'[ @ ]; questo conclude la dimostrazione. |

La proprieta di vertice efficace continua a valere anche nel caso iF'ctappresenti una somma di
diagrammi di Feynman con lo stesso numero di linee esterne. Infatti, la validita della relazione per
ciascuno di questi grafici estende, per linearita, all'intera somma.

e Nota. Si supponga di aggiungere al funzionale d’azione un termine addizionale di modo che

iS5 [¢] — iS5 [e]l+ Flo] . (5.42)

In questo caso, i diagrammi di Feynman che dipendono in matiiexae dal funzionaleF' sono descritti
da

o2 [0 G A TG plo o+ o] S 10+ P) . (5.43)
$=0
Il confronto della (5.43) con la (5.41) illustra il significato di vertice efficace.

5D. Propagatore vestito e vertici propri. Lafunzione dicorrelazione a due punti definisce il cosiddetto
propagatore vestitoo propagatore esattd . (z — y)

d*k

2 eTIRE AL (K%Y (5.44)

Glz,y) =ilAg(z —y) =1
Dalla definizione (5.17) e dalla (5.33) segue che

PU[-AJ]

Pz = y) = A = y) = U] e
J=0

(5.45)
Come ci si doveva aspettare, il propagatore esatto ammedttesviluppo in potenze della costante di
accoppiamento ed il primo termine di tale sviluppo ¢ il propagatore di Feyrnmdmn: — y) che € anche
chiamato ilpropagatore nudo.

Nelle somme dei grafici di Feynman, il propagatore vestito assume il rugmgagatore efficace.
Per chiarire questo punto, occorre introdurre una nuova definizione.
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¢ Grafici una-particella-irriducibili.  Un grafico connesso & detto essere una-particella-irriducibile,
e sard denotato con la sigla 1P, se tagliando (o dividendo in due parti) una qualunque linea
interna del grafico, il grafico risultante é ancora connesso.

Per esempio, il grafico di Figura 5.2(b) & 1PI mentre il grafico di Figura 5.2(a) non &€ 1PI. Consideriamo
ora la struttura del propagatore vestito; denotiamo«<Oifx — y) la somma dei diagrammi 1PI contenuti
nella derivata seconda di [ ¢ ]

U[D]
5 D (x) 6 ®(y)

ill(x —y) = <

4 .
) = (j k) ge FEmr?y (5.46)
d=0/ 1PI T

Come conseguenza della definizione di grafici 1PI, lo sviluppo perturbativo del propageiit@assume
la forma mostrata in Figura 5.5 in cailll(x — y) € indicato con un cerchietto.

— + O + OO+ -
Figura 5.5 Correzioni al propagatore.

La combinatorica dei vari diagrammi mostratiin Figura 5.5 € determinata dalla proprieta di vertice efficace
considerata nella precedente sezione; si ottiene quindi

iN, = iA+PATT-A+PAT-AT-A+-0 (5.47)
Nello spazio degli impulsi, I'equazione (5.47) corrisponde alla serie geometrica

i A(K?)
1+ II(k2) A(k2)

iAL(K2) = i A(K?) i (—H(kZ)A(kz))n =
n=0

(5.48)

1 1

A~Y(K2) + TI(K2) k2 — m2 + TI(K2) + ie

e \ertici propri. Consideriamo ora le derivate di ordine superiore a due del funziotigl® ]. La
somma dei grafici di Feynman 1P| che possiedono un numero figsdidinee esterne, com > 3, si
chiama ilvertice proprio ad n punti T (z1, - - -, z,),
) : (5.49)
®=0/ 1P|

Le definizioni di propagatore vestito e di vertici propri sondi yier il seguente motivo.

S UD]
6 ®(x1) - 6 P(wp)

it 2y, ) = (

e Proprieta di riduzione ai diagrammi ad albero. La serie perturbativa che definisce ciascuna
funzione di correlazione coincide formalmente con la serie perturbativa consistente di soli dia-
grammi ad albero di una teoria efficace in cui il propagatore efficace é il propagatore vestito ed

1 vertici di interazione efficaci sono i vertici propri.
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Dimostrazione Ciascun sottografico di un diagramma rappresenta un contributo alla costruzione di
un propagatore vestito oppure di un vertice proprio; in l@ksedefinizione di grafico 1PI, non ci sono
ambiguita nel distinguere tra loro queste due possibilita. Conseguentemente, ogni diagramma assume
necessariamente la struttura di un diagramma ad alberd irpoppagatori efficaci ed i vertici efficaci
rappresentano contributi al propagatore vestito ed aicv@ropri. Per ogni fissata struttura ad albero, la
serie perturbativa contiene allora tutti i contributi cleenpletano la costruzione dei propagatori vestiti e
dei vertici propri.

Si consideri ora una nuovateoria, la cosiddetta teoria efficace; per definizione, i diagrammi della teoria
efficace si costruiscono utilizzando come propagatore ilggafore vestito e come vertici di interazione
i vertici propri della teoria originale. | diagrammi ad albero di questa teoria efficace coincidono con le
somme dei diagrammi della teoria originale perché, come segue dalla proprieta di vertice efficace, la
combinatorica dei diagrammi risulta essere corretta. [ |

La proprieta dello sviluppo perturbativo di riduzione ai diagrammi ad albero ha un ruolo importante per
comprendere le caratteristiche della dinamica associata ad ogni modello Lagrangiano di teoria di campo.
Questa proprieta si utilizza anche per fissare le condizioni di normalizzazione.

5E. Azione efficace. Nella sezione precedente abbiamo introdotto una teoria efficace i cui diagrammi
ad albero riproducono lo sviluppo perturbativo della teoria di campo originale. Vorremmao ora costruire
un funzionale che rappresenta I'azione per questa teoria efficace. |l punto di partenza & il funzionale
generatoréV [ J] delle funzioni di correlazione connesse definito in equazione (5.34). Il campo classico
®(x) siintroduce tramite la relazione

SWIJ] _

La (5.50) puo essere risolta determinandi@:) in funzione del campo classic®d (z),
J@) = J[®)z) . (5.51)

Mediante una trasformazione di Legendre, si pud definire un nuovo funzidrjale] generalmente
denotato col nome dizione efficace

[®] = W[J[®]] — /d4a: d) J[P)(z) . (5.52)
Dalla definizione (5.52) segue che
ST[®] _
S0 —J(x) : (5.53)

La derivata prima dil’ [ J ] rispetto alla sorgente pef(z) = 0 rappresenta la funzione di correlazione
connessa ad un punto. Siccome l'intera funzione di correlazione ad un punto & connessa, si ha
(0] Te'r 19l u(@) |0)

= : = , 5.54
(0] Te'SileT 0y ° (559

SWIJ]
5 J(z)

J=0
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dove v rappresenta il valore di aspettazione sul vuoto del camfi® per la teoria interagente. Le
equazioni (5.53) e (5.54) implicano che

T[]
6@ (x)

=0 . (5.55)
D=0

La relazione (5.55) significa ch@ = v rappresenta un punto stazionario per I'azione efficB¢eb ] .

¢ Nota. Generalmente, il funzional® [ ®] possiede molti punti stazionari tra loro inequivalenti. La
scelta del particolare valore di aspettazione sul vuoto degli operatori di campo € usualmente chiamata la
scelta del vuoto della teoria; il motivo di questa denominazione & che lo sviluppq @] in potenze

di (®(x) — v) attorno al punto stazionari@ = v determina, come vedremo, la forma esplicita del
propagatore vestito e le espressioni dei vertici proprengdirticolari condizioni fisiche determinate dalla
scelta div . Laricercadi un vuoto stabile per la teoria & un problema dinamico che va risolto basandosi su
argomenti di consistenzafisica. Il formalismo basato sui vari funzionali generatori non determina di per sé
il vuoto della teoria, esso determina semplicemente I'insieme dei punti stazionari. Per un sistema isolato
(ovvero in assenza di campi esterni), si richiede che lo stato di vuoto sia invariante per trasformazioni
di Poincaré; in questo caso, il valore di aspettazione deve essere un numeto mioepuo dipendere

dalle coordinater in maniera non banale. Inoltre, per un campo non scalare, il corrispondente valore di
aspettazione sul vuoto deve essere nullo. Per un campo scalptg) risultare non nullo a seconda del
modello che si considera. In certi casi,pud rappresentare un parametro d'ordine che caratterizza una
eventuale rottura spontanea di simmetria; questo argomento verra discusso in seguito.

La costruzione del funzionalE [ ® ]| mediante la serie formale dello sviluppo perturbativo € indipendente
dal problema di determinare il vuoto stabile della teoria. In effetti, € sempre possibile definire lo sviluppo
perturbativo nella situazione in cui i valor medi sul vuoto dei campi sono nulli; questo corrisponde
esattamente alla prescrizione seguita precedentemente per il medeliefinito dalla (5.1), come risulta
dalle equazioni (5.8) e (5.13).

Consideriamo quindiil casoincui = O;lo sviluppodil' [ ®] in potenze di®(x) assume la forma
=1
rpel=>» = /d“xl---d“xn T2y, 2n) ®(21) - (zn) (5.56)
=2 n:
Nella (5.56) il termine lineare inb(z) € assente perch@(x) = 0 deve essere un punto stazionario per

I ; inoltre, un eventuale termine costanteline stato omesso perché, non dipendendd@da) , esso &
totalmente irrilevante.

e Propagatore vestito e vertici propri. |l significato dei coefficienti{l“(”)(xl,--', xpn )} dello
sviluppo (5.56) si pud comprendere derivando in maniera ricorsiva la relazione (5.50),
o OWI[J] 4
= — , .57
53() () 6z —y) (5.57)
Poiché
0 J(w) 6
= [ d*w , 5.58
5567 =/ ™ 530) 57 (558)
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dalla (5.57) si ottiene

4 0Jw) BPWIJ] _ 4
/dw(SQJ(y) S I J@) 0" (z — ) . (5.59)

La (5.53) mostra che la derivata di rispetto a® coincide con I'opposto della derivata secondd di
rispetto a® ; pertanto la (5.59) diventa

s OPT[®]  BWI[J] _ 4
/dw5<1>(y)5<1>(w)5j(w)5j(x)‘_‘5(95—@/) : (5.60)

Valutiamo ora la (5.60) nel punto stazionario in cb{xz) = 0 e J(x) = 0. La derivata seconda dil/
rappresenta I'opposto della funzione di correlazione a due punti connessa la quale, in assenza di un valore
di aspettazione non nullo per i campi, coincide con il pr@tace vestito

BWIJ] 5 o
’Lm -1 G(’LU,LE) - —ZAE(’LU—IE) . (561)
J=0
Si ottiene percio I'equazione
/d4wF(2)(y, w)Ag(w —z) = Yz —y) (5.62)

da cuirisulta chél propagatore vestito coincide col propagatore di una teoria efficace di cui I'[ ©]
rappresenta il funzionale d’azione. Derivando la (5.60) rispetto d(z) si ottiene

/d4w 2r[] SBWIJ]
dP(y)d (w) § J(w)d J(x)d J(2) (5.63)
+/d4wd4u BT[] FWI[J] PFWI[J] 0
S (y) 6 B(w)d P(u) 6 J(u)dJ(z) 8 J(w)éd J(x)

Come nel caso precedente, valutiamo la (5.63) nel punto stazionario ib(ai= 0 e J(x) = 0. La
derivata terza diV & legata alla funzione di correlazione connessa a tre punti tramite la relazione

BWIJ]

— 3 e
"5 Iw)3 1) 6 J(2) o G w, z,2) (5.64)

Pertanto dalla (5.63) segue che
GY(z,y,z) = /d4wd4ud4viAE(J:—w)iAE(y—u)iAE(z—v)iF(s)(w,u,v) . (5.65)

L'equazione (5.65) mostra chie®)(w , u, v) coincide col vertice proprio a tre punti. Procedendoin
maniera ricorsiva, & facile dimostrare [8,9] ch& () (z1,---, 2,) } conn > 3 sono i vertici propri
della teoria.

e In conclusionejl funzionale T'[ @] rappresenta esattamente il funzionale d’azione per la teoria

efficace; questo giustifica il nome di azione efficace per I'[ ®]. Inoltre, i diagrammi ad albero
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definiti per mezzo dell’azione efficace riproducono l’intero sviluppo perturbativo della teoria di

campo originale.

5F. Sviluppo nel numero di loop. Per ciascuna funzione di correlazione, lo sviluppo perturbativo
corrisponde ad uno sviluppo nel numero di loop dei corrispondenti grafici di Feynman. Piu in generale,
ogni funzionale dei campi, come l'azione efficafe pud essere calcolato mediante uno sviluppo nel
numero di loop; per definizione, ogni termine di questo sviluppo & un insieme di grafici di Feynman con
lo stesso numero di loop.

e Numero di loop. Consideriamo un diagramma ca¥ linee interne e corl/ vertici di interazione; il
numero L diloop di questo grafico & dato da [10]

L=N-V+1 . (5.66)

Infatti, il numero di loop coincide col numero di integrazioni indipendenti nello spazio degli impulsi
che si devono effettuare nel calcolo del’ampiezza associata al diagramma avendo fissato i valori degli
impulsi esterni. Ogni propagatore interno rappresentantegrale; ogni vertice possiede una delta di
conservazione che elimina un integrale eccettuata una funzione delta che rimane e che corrisponde alla
conservazione totale del quadrimpulso.

e Loop e costante di Planck. Lo sviluppo dell'azione efficace nel numero di loop & particolarmente
significativo per studiare le proprieta di simmetria del modello. Dimostriamo ora che tale sviluppo coincide
con lo sviluppo in potenze della costante di PlanckIn unita naturali, il valore di & posto uguale
all'unita; nella presentazione dell'argomento seguente, la presenza della cdstaeter esplicitata.
Siccomeh rappresenta I'unita di misura fondamentale per I'azione, il funzionale d’azione per i campi
deve essere valutato in unita/di 1

Slel — STel (5.67)

La (5.67) mostra che ciascun vertice di interazione porta un fattofe mentre ciascun propagatore,
essendo l'inverso della parte quadratica della Lagrangiana, porta un fattode ogni grafico che
contribuisce al calcolo dell'azione efficace, le linee esterne sono rappresentate da campi classici mentre
le linee interne corrispondono a propagatori. Pertantpptanza dih associata ad un grafico caw

linee interne el vertici vale

R, dove P=N-V . (5.68)

Confrontando la (5.66) con la (5.68), si ottiene che il contributo di un graficolcdaop € di ordine
L1 e quindi lo sviluppo in potenze del numero di loop corrisponde allo sviluppo in poterize di ~—

e Simmetrie. Ogni termine dello sviluppo di un funzionale dei campi in potenzé diorrisponde ad

un insieme di grafici di Feynman; siccome il parametro dello sviluppo moltiplica l'intera Lagrangiana,
vedi equazione (5.67), questo insieme di grafici deve avere le stesse proprieta di simmetria dell'azione.
Inoltre, ogni termine dello sviluppo € intrinsecamente definito e non dipende dalle possibili ridefinizioni
dei campi o dalla particolare divisione dell’azione in parte libera e parte interagente. Per questi motivi, lo
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sviluppo nel numero di loop rappresenta lo sviluppo rilevante per studiare le proprieta di simmetria delle
teorie di campo.

Per quanto riguarda I'azione efficadg, esplicitando le potenze di si ottiene

r[a] =

s

RN VY K3 I (5.69)
n=0

dove I“(n) [ @] rappresenta il contributo all'azione efficace dei diagrammi aoloop.

¢ Ordine zero loop. Consideriamo I'azione efficace a zero Ioﬁ(g) [ @];in questo caso, il propagatore
vestito coincide col propagatore di Feynman ed i verticippraoincidono coi vertici Lagrangiani di
interazione. Conseguentemenf@n [®] coincide con lazione della teoria

Lyl®] = S[@] . (5.70)

e Ordine un loop. L'azione efficace ad un loofy,, [ ¢ ] si ottiene sommando tutti i grafici di Feynman
1PI ad un loop in cui le linee esterne sono rappresentate dal campo cléssico

it,[®] = (U[(I)] (5.71)

1PI ) 1 loop

Il funzionale U [ ®] & definito in equazione (5.8) e I'azione del modelld & mostrata in (5.1). Se
teniamo conto anche delle contrazioni di Wick per i campi definiti nello stesso pmmc@fb] e la
somma dei diagrammi rappresentati in Figura 5.6.

Figura 5.6 Diagrammi 1PI ad un loop.

Utilizzando I'espressione (5.9), si ottiene

<(0|Texp<—i%/g02¢’2) 197 lPI)lIoop

o (o ([0 1

n=1

il [2]

(5.72)

1PI >1 loop

La combinatorica associata alle contrazioni di Wickdicoppie di campig(x) che riproducono i
diagrammi di Figura 5.6 vale™ 1 (n — 1)!. Per tener conto in maniera semplice degli indici spaziali,
ovvero delle coordinate dei punti, & conveniente utilizzare la seguente notaziahprppagatore [11]

i
—0%2 —m2 + e

iA(z —y) = (x| ly) (5.73)
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Con queste notazioni si ha

/d4xx)(m=]l =/d4kyk><ky ,
1 1 ik-x
(2m)2° (2m)2 " ’

(5.74)

(z|k) = —rke L (kle) =
inoltre, ® |z) = ®(z)|x) elatraccia diun operator indica la traccia sugli indici spaziali

Tr(Q):/d4x(:cQ|m>:/d4k:(k:|Q|k> . (5.75)

In base alla combinatorica delle contrazioni di Wick, I'espressione (5.72) risulta essere

1 ZOO 1 1 g "

. — 2

Z]:El)[(I)] - ETI‘ _15 <_62_m2+i6§¢ ) . (576)
n=

Siccome la funzione logaritmo possiede il seguente svdupidaylor

[e.e] 1
In(L—xz) = - =a" :
n(l-— z) an , (5.77)
n=1
la (5.76) assume la forma
T [®]= —37Trin(1- 1 9 32 (5.78)
L6 -T2 02 — 2 +ic 2 ' '

Il termine i e si riferisce alla prescrizione del propagatore causalésultato (5.78) descrive in maniera
compatta I'azione efficace ad un loop per il modefiy. Per costruzione, ogni termine dello sviluppo
della (5.78) in potenze di2 corrisponde ad un diagramma della serie mostrata in Figura 5.6.

Ricordiamo che la parte rilevante del funzion&lp® ] e quella che dipende esplicitamente dal campo
d ; ovvero, possiamo sempre aggiungere o sottrarre termini costaijtbg] senza modificare in alcun
modo l'informazione fisica contenuta ifi. L'azione efficace ad un loop si pud dunque esprimere nel
modo seguente
. _ 1 . g
iT,[®] = —3Trin (—82—m2+16— 5‘1’2) : (5.79)

L'espressione (5.79) differisce dalla (5.78) per una cdstarSiccome la traccia del logaritmo di un

operatore coincide conillogaritmo del determinante detbsso operatore, la (5.79) si pud ancheriscrivere

nel modo seguente
R ) Det /2 (9% — m? + ic - %@2) . (5.80)

L'operatore che appare nella (5.80) & determinato dalla Lagrangiana (5.1); in effetti, si ha

25[2] s . g \
W‘(‘a -m —Q‘I’(x))ﬂw—y) : (5.81)
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Conseguentemente, il risultato (5.80) si puo descrivere in maniera semplice tramite la relazione

eiIEl)[(I)]

= Det /2 (S"[®]+ie) . (5.82)

5G. Condizioni di normalizzazione. Nelle sezioni precedenti abbiamo visto che, ad ogni ordine
finito nel numero di loop, tutta I'informazione di un modello Lagrangiano di teoria di campo € contenuta
nell'azione efficace. Supponiamo di aver calcolato il funzionBled un certo ordine dello sviluppo
perturbativo; il problema che ora sipone € quello di dare una interpretazione fisica dei risultati ottenuti. Piu
precisamente, occorre determinare le convenzioni e le regole per mezzo delle quali &€ possibile confrontare
le previsioni teoriche coi dati sperimentali. La soluzione di questo problema consiste nel definire la teoria
rinormalizzata. La rinormalizzazione si compone di due parti:

(1) occorre fissare le cosiddette condizioni di normalizzazione che definiscono i parametri fisici del
modello, ovvero i parametri che vengono effettivamente misurati negli esperimenti;

(2) occorre esprimere tutte le ampiezze di transizione a cui siamo interessati in termini dei parametri fisici
specificati nel punto (1).

Generalmente, la procedura di rinormalizzazione rimuove anche le eventuali divergenze ultraviolette che

appaiono nel calcolo dei grafici di Feynman. Prima di affrontare il caso generico, & utile considerare la

situazione al livello ad albero.

e Livello ad albero. All'ordine piu basso nello sviluppo nel numero di loop, tutte le ampiezze di
transizione sono rappresentate da diagrammi ad albero. In questa approssimazione, I'azione efficace
coincide con I'azione del modello. Al livello ad albero, i parametri Lagrangiani coincidono coi parametri
fisici e la rinormalizzazione & banale poiché le ampiezze sono gia espresse in termini dei parametri fisici.
Tuttavia, in previsione della discussione del caso generale, € conveniente introdurre opportune condizioni
che definiscono in maniera non ambigua i valori dei parametri fisici. Il funzionale d’azione (5.1) si puo
riscrivere nello spazio degli impulsi nel modo seguente

d*k 4 @)(1.2
S[®] = /W L o (k) B(—k) SPG))
(5.83)
d*k, d*k, d*k, 1
N / 2008 = §(ky) Dlky) Blka) D(—ky — kp — ka) SOk, ko, ka)
ez @ S
dove
S@wY = k2 —m? . Sy ko ks) = —g (5.84)

Le condizioni di normalizzazione sono:

e Massa.La massa delle particelle &€ determinata dal polo del propagatore, ovvero dalltefiénverso
del propagatore che coincide cott?(k2)

S@ (k2 =0 . (5.85)
k2=m?2
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e Funzione d’'onda. La parte quadratica della Lagrangiana deve essere normalizzata in modo standard
(altrimenti si potrebbero riscalare i campi modificando i valori di tutte le altre costanti) e deve avere uno
zero semplice pet? = m?; questo si traduce nella condizione

25@(k2)

o =1 . (5.86)

k2=m?2

¢ Costante di accoppiamento.nfine, il valore della costante di accoppiamento puo essere identificato
col valore del vertice a quattro particelle nel limite di impulso nullo

l SO (ky. ko, ka) = SW(0) = — . 5.87
{k;r}TLo (K1, k2, k3) (0) g (5.87)

Al livello ad albero, le condizioni (5.85)-(5.87) sono ovviamente soddisfatte; tutte le ampiezze di tran-
sizione calcolate mediante i grafici di Feynman sono gia espresse in funzione dei parametri fisici che
sono: la massan e la costante di accoppiamengo

Le condizioni di normalizzazione acquistano un significato non banale agli ordini successivi dello
sviluppo nel numero di loop. Il primo problema che si presenta nei diagrammi con loop & che, gene-
ralmente, nel calcolo di’ si incontrano divergenze. Per dare un significato alle espressioni ottenute
€ necessario introdurre una proceduraegjolarizzazione Per ogni loop di un diagramma, occorre
integrare sui valori dell'impulso che fluisce nel loop; quando un tale integrale diverge per grandi valori
dell'impulso, si ottengono divergenze ultraviolette. Un esempio di regolarizzazione consiste nel limitare
gliintegrali sui valori degli impulsi associati ai loop fino ad un certo valore massinahiamato il cutoff.
Successivamente, si considera il limite in cui il cutoff viene eliminato. Quindi, per definire una teoria di
campo rinormalizzata, generalmente occorre prima regolarizzare e poi rinormalizzare.

e Nota. Rinormalizzare la teoria equivale a identificare i parametri fisici del modello. L'aspetto fonda-
mentale della rinormalizzazione consiste nel riconoscere che i parametri che entrano nella Lagrangiana
non necessariamente coincidono coi parametri sperimentalmente osservati.

Assumiamo per il momento una qualche procedura di regolarizzazione sia stata introdotta e che,
conseguentemente, 'ampiezza associata a ciascun grafico di Feynman sia finita. Se il furlziénale
noto, si possono calcolare le ampiezze di transizione per vari processi di diffusione o di decadimento.
Ciascunaampiezzd dipende dai parametri che appaiono nella Lagrangiana dellateoria ed eventualmente
da ulteriori parametri, denotati calk, che sono usati nellaregolarizzazione. Siha quitdi A( )\?, A)
dove abbiamo indicato 00{1)\? } i parametri Lagrangiani, che sono anche chiamgairametri nudi, e
A e il cutoff ultravioletto. Per confrontare le previsione teoriche coi dati sperimentali, occorre precisare
in quale modo i parametri realmente ossenjali; } dipendono dai parametri nue[i)\?} e dal cutoff
A ; le condizioni di normalizzazione determinano precisamente questa dipendenza.

Consideriamo per concretezza il modeli§ la cui azione & mostrata in equazione (5.1); denotiamo
conm, € g, i parametri nudi, ovvero il parametro di massa e la costante di accoppiamento che appaiono
nell’espressione (5.1). | parametri nudi non necessariamente coincidono con larmalsdie particelle
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e con la costante di accoppiamenjoosservati negli esperimenti. Analizziamo il termine quadratico
'@ dellazione efficace,

rde] = / % SOk) -k TAR? . (5.88)
Dalle equazioni (5.62) e (5.48) segue che
r@(k%) = k2 — m2 + 1L(K?; gy, mg, A) . (5.89)
Le condizioni di normalizzazione p&f® sono:
e Massa.
r@k2) =0 (5.90)
k2=m2
¢ Funzione d’'onda.
% =1 . (5.91)
j2=m2

Laprimaequazione specificadandizione di mass-shelbvvero determinala massa sperimentalmente
osservata delle particelle. Il propagatore vestito ha djuim polo per quei valori dell'impulso che
soddisfanok? = m?. La seconda equazione implica che, per valori dell'impulso in un intorno del
mass-shell, si hd@(k2) ~ k2 — m?2. Questo assicura che il residuo al polo del propagatorétwest

A (k%) assuma il valore unitario. La (5.91) deve essere soddisfatta affinché lo sviluppo degli operatori
di campo in termini degli operatori di annichilazione e di creazione abbia la giusta normalizzazione per

guanto riguarda léunzioni d'onda degli stati ad una particella.

Consideriamo infine il valore della costante di accoppiamentdll’ordine piu basso dello sviluppo
nel numero diloop, il parametro nudg determina il valore dell’ampiezza per un processo diinterazione
di quattro particelle. La costante di accoppiamento sperimentalmente misurata € quindi connessa col
valore del vertice proprid’ . Agli ordini successivi dello sviluppo perturbativo, questo vertice proprio
dipende in maniera non banale dagli impulsi delle particelle,

@ d*k, dk, ke, 1 @
le] = /— — ®(k1) ®(k2) (k3) (—k1— k2 — k3) I"(k1, k2, k3) . (5.92)
(2m)12 41

Possiamo convenire di chiamare costante di accoppiamento il valore assuﬁl@otaer determinati
valori degli impulsi delle particelle. Generalmente si considera il limite in cui gli impulsi delle particelle
tendono ad annullarsi:
e Costante di accoppiamento.

Am T (ke k2, ka; go, mg, A) = TW(05 g5, my, A) = =g . (5.93)
La (5.93) rappresenta la condizione di normalizzazione per la costante di accoppigméwmgdori di m
e di g devono essere finiti e devono coincidere coi valori sperimentalmente osseivatinche chiamata
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la massa rinormalizzatae ¢ la costante di accoppiamento rinormalizzata Questi parametri sono i
parametri fisici che si misurano nei laboratori e tutte le ampiezze di transizione, espresse in funzione di
m edi g, devono essere finite affinché la teoria di campo sia significativa e risulti fisicamente consistente.

| parametri nudi generalmente non coincidono coi parametri fisici. Non essendo quantita direttamente
osservabili, i parametri nudi possono anche essere divergenti nel limite in cui il cutoff viene eliminato.
In effetti, nella maggioranza dei casi i valori dei parametri nudi divergono nel limite in cui il cutoff
ultravioletto viene eliminato; tuttavia, siccome i parametri fisici restano finiti, le osservabili del sistema
sono significative e la teoria di campo ammette una interpretazione fisica consistente. Questa distinzione
tra parametri nudi e parametri fisici € alla base della teoria della rinormalizzazione.
e Nota. Il problema della rinormalizzazione € del tutto indipendente dal problema delle divergenze;
infatti, le condizioni di normalizzazione vanno fissate anche per unateoria finita, cioe priva di divergenze.

Riassumendo, ad ogni ordine finito dello sviluppo perturbativo, occorre imporre le condizioni di
normalizzazione (5.90), (5.91) e (5.93) in cui i valoridi e di g sono fissati e finiti. Lo sviluppo
perturbativo nel modellg* presenta delle divergenze; si introduce allora una regolarizzazione che rende
finiti tutti i grafici di Feynman. Questa regolarizzazione dipende da un parametiee ha le dimensioni
di una massa e che e chiamato il cutoff ultravioletto. Nel limite in&ui~ oo il cutoff viene eliminato e
si riottengono i grafici non regolarizzati. Per soddisfare la relazione (5.91) pu0 essere necessario riscalare
i campi secondo la relazione

pz) — VZe) (5.94)

dove v/Z & una costante numerica; la sostituzione (5.94) corrisponde ad una normalizzazione di funzione
d’onda. Supponiamo ora di calcolare i diagrammi di Feynman partendo dalla Lagrangiana

Stel = [d {320,0@0"ete) - J2m2 ) - 28w} (695)

e Rinormalizzazione. Ad ogni ordine dello sviluppo perturbativo, i parametri nudi mg, go ed il
valore della costante Z wvengono scelti in modo tale che, nel limite in cui il cutoff ultravioletto

viene rimosso, le condizioni di normalizzazione siano verificate.

In questo modo, i parametri Lagrangiani dipendono dai parametri fisici e dal cutoff
Z =27Z(g,m,N)y ,  mg=me(g,m,A) gy =gy(g.,m,A) . (596)

Tutte le ampiezze di transizione dipendonoda mg e gg € quindi, per effetto della (5.96), dipendono
dai parametri fisici e dal cutoff. Se nel limite in cui il cutoff viene eliminato tutte le ampiezze risultano
finite, il modello & detto rinormalizzabile. In effetti, il modellg* & rinormalizzabile.

5H. Regolarizzazione e rinormalizzazione. Come esempio di rinormalizzazione ad un loop, conside-
riamo il modello ¢*. L'azione efficace all’ordine zero e al primo ordine nel numero dei loop, consiste
nella somma del funzionale d’azione e dei grafici ad un loop mostrati in Figura 5.6. Il primo ed il secondo
diagramma di Figura 5.6 sono divergenti, occorre quindi introdurre una procedura di regolarizzazione.
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¢ Nota. Esistono vari modi di regolarizzare i grafici divergenti; ovviamente, tutti i risultati e le conclusioni
fisiche non dipendono dalla particolare scelta della regolarizzazione. Utilizzando regolarizzazioni diverse
i passaggi algebrici intermedi della rinormalizzazione risultano diversi, ma tutti i risultati finali espressi
in termini dei parametri fisici coincidono.

Partendo dal funzionale d’azione (5.95), il primo grafico di Figura 5.6 risulta essere

iT@[a] = —z’ZgZO /d4x ®2(2)i A(w — 7) = Z%O /d4x 82(x) AQ) ., (5.97)

dove
d*p 1

A(0) =
© (27)4 pz—mg+ie

(5.98)

La presenza del terming: nell'integrando (5.98) garantisce la possibilita di effettuare una continuazione
analitica nella regione Euclidea. In pratica, la componente temporale dell'impulso va sostituita tramite
la relazionep, — i (k)4 € siottiene

d*k 1
A@©) = —i L
(27)* k< + mg

(5.99)

dove k, denota le componenti dell'impulso nella regione Euclidea. Introducendo un chtgfér il
modulo dell'impulso, siricava

. A k2 de .
1 1
A(0) = — BB = _ M? 5.100
© 1672 /o k% + m% 1672 ( )
dove ) )
A+ m
M? = A% = miin———2 | (5.101)
m

0
Quindi, I'intera parte quadratica dell’azione efficace ad un loop risulta essere

r@re] = /d4x {%Z@ué(x)(?“(l)(x) -3z <m§ + %M2> @2(1:)} . (5.102)

Le condizioni di normalizzazione (5.90) e (5.91) implicano che, a quest’ordine, deve essere

Z=1 | m2:m§+%M2 . (5.103)

Consideriamo ora il secondo diagramma di Figura 5.6 che rappresenta il contributo ad un loop al vertice
proprio a quattro punti

2
; g
irgrel = 4 /d4x dty &%(x) A%z — y) D3(y)
%
16

(5.104)

d* (s
/ &z dy ﬁ elW=2) p(q) 84(z) D2(y) |
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dove

1 d*p
(2m)3 / [p2 —m2 +icl[(p—q)2 —m2 + ic]
L'integrale (5.105) e divergente; come nel caso precedente, la regolarizzazione consiste nell’effettuare
il prolungamento analitico nell’Euclideo e nell'introdurre il cutoff per il modulo dell’impulso su cui
si integra. In questo modo si ottiene una funzione regolarizZatég ; A); questa funzione e finita ed
ammette uno sviluppo di Taylor in potenze dell'impulgo Nel limite A — oo, il primo termine dello
sviluppo di Taylor € divergente mentre tutti i termini successivi al primo sono convergenti. Si ottiene
pertanto

F(q) = (5.105)

F(q) = F(0) + F(q) (5.106)
in cui
F(q) = finita e indipendente dA , con F(¢=0)=0 (5.107)
mentre A 2 5
; k2 dk j
F(0) = 22/ AL ’foz , (5.108)
167 Jo [k% +m0] 167
in cui
A2
fo = 1In <1+—2> -1 . (5.109)
mO
Dalla (5.104) segue che
@ i 92
(4 _ 2 4 24 0 4 A 220 \ T 2
iT@Ie) = s 2 fy [dr et + D [dedty ok Fa - ) 8% (110

dove il secondo termine del membro di destra € finito, non dipende dal cutoff, e si annulla nel limite in cui
gliimpulsi associati ai camp® vanno a zero. Quindi, questo termine non interviene nella condizione di
normalizzazione (5.93). Riassumendo, la parte @i [ ® ] che & rilevante per rinormalizzare la costante

di accoppiamento & data da

- /d4x {—% (1— T;gof()) @4(3;)} . (5.111)

La condizione di normalizzazione (5.93) implica che, a quest’ordine, deve essere

F(4)[¢>]

rilevante

3

Le equazioni (5.103) e (5.112) si possono risolvere esprimendo i parametri nudi in funzione delle quantita
rinormalizzate
Z =1+0(4%) (5.113)

2 2
2. 2 g 2 2 AT+ m 2
=m2 - A2 p2nl T Lo , 5.114
R C S e B BT 5114)
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39 A2
= 1+ n({1+— | -1
& g{ 32#[( m?,)

Siccomeivaloridim e di g sono finiti, le equazioni (5.114) e (5.115) mostrano che i parametrimjdi

e g, divergono nel limiteA — oo . Questo fatto non rappresenta un problema perché i parametri nudi
non sono quantita osservabili. Utilizzando i valori mostrati in equazioni (5.113)-(5.115), ogni ampiezza
viene espressa in funzione dei parametri figicie g e, per costruzione, ogni ampiezza calcolata fino
all'ordine di un loop incluso risulta finita nel limitd. — oo . Pertanto, le osservabili ovvero le quantita
fisicamente misurabili, definite dallo sviluppo perturbativo, risultano significative.

+ 0(92)} . (5.115)

e Controtermini Lagrangiani. La costante di normalizzazione per la funzione d’oritl&d i parametri

nudi m, e g, dipendono dai parametri fisici per mezzo di uno sviluppo in potenze della costante di
accoppiamento. Come mostrato nelle equazioni (5.113)-(5.115), al primo ordine di tale sviiuppo
banale mentren, e g, coincidono coi parametri fisici. La presenza dei termini successivi negli sviluppi
(5.113)-(5.115) corrisponde di fatto alla introduzione di opportuni termini Lagrangiani che, ordine per
ordine, assicurano la validita delle condizioni di normalizzazione. Quindi, la rinormalizzazione pud
essere interpretata anche nel modo seguente:

e i parametri nudi si possono identificare direttamente coi parametri fisici;

e ad ogni ordine nel numero di loop, si introducono gli opportuni termini Lagrangiani locali, chiamati
anchecontrotermini, per cancellare eventuali contributi (finiti o infiniti) che tendono a modificare le
condizioni di normalizzazione.
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Capitolo 6

Elettrodinamica

L'elettrodinamica quantistica e la teoria di campo che descrive le interazioni tra la radiazione elet-
tromagnetica e particelle di spin/2 con carica elettrica non banale come gli elettroni. L'azione della
teoria & data da

S = /d4x¢(x){ify“ [0y +ieAu(x)] —m} ¢()
(6.1)
-z / d*z (9, Au(x) — Oy Au()) (" AY(z) — ¥ AM@))

dove v(z) € il campo spinoriale di Dirac a quattro componenti che descrive gli elettrbpfr) € il

campo vettoriale associato al fotone e la costante di accoppiamento, denotata@a@mimensionale. Tra

le varie teorie di campo, I'elettrodinamica quantistica ha un ruolo speciale; in effetti, la teoria quantistica
dei campi € nata con lo studio dell’elettrodinamica [12,13,14]. In questo capitolo verranno discussi alcuni
aspetti fondamentali dell’elettrodinamica quantistica.

6A. Scelta della gauge e trasformazioni di BRS. La proprieta pit importante dell’elettrodinamica e
l'invarianza dell’'azione (6.1) per trasformazioni locdligauge

V@) = @) = @) P = @) = B

) (6.2)
Au@) — A%(2) = Au@@) — Oub(2)

dove il parametro realéd(x) delle trasformazioni di gauge € una funzione arbitraria delle coordinate.
La parte quadratica dell'azione che si riferisce ai campi commutanti, ovvero alle componenti del campo
vettoriale, si puo scrivere come

S@ = / dho 3 Au(x) Q%) A (@) (6.3)
dove I'operatore differenzial®@*, & dato da
oty = 5Lyt — "D, . (6.4)

A causa della invarianza di gauge dell'azione, I'operat@¥&, possiede autovalori nulli e quindi non &
invertibile, ovvero non esiste una funzione di Green causale associata all'opegitprePertanto, non

e evidente come definire il propagatore per il campg(x) .

e Nota. L'invarianza di gauge ha un ruolo importante nella teonmaaccordo con quanto si osserva in
natura, essa implica che le componenti longitudinali del campo vettoriale non corrispondono a gradi di
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N o«

liberta fisici, cioe a gradi di liberta “propaganti”. D’altra parte, I'invarianza di gaugesponproblema
nella definizione del propagatore per il campo vettoriale.

La soluzione di questo problema & basata sul fatto che le osservabili del sistema sono descritte
esclusivamente da quantitavariant: di gauge. Quindi, se si cambia la Lagrangiana in modo tale che
la dinamica corrispondente ai gradi di liberta associati alle osservabili non venga modificata, il contenuto
fisico della teoria rimane inalterato. La procedura di gaugedix scelta della gauge, viene introdotta
per definire il propagatore del campé,(z). Esistono vari metodi per fissare la gauge; pur essendo
algebricamente inequivalenti, tutti questi metodi sono tra loro fisicamente equivalenti cioe i valori delle
osservabili non dipendono dalla particolare scelta defjgdixing. L'aspetto cruciale della procedura di
gauge fixing consiste nell'introdurre nuovi campi e nel modificare la Lagrangiana in modo tale che
(i) le componenti non fisiche, ovvero longitudinali, di,(x) possano propagare,
(ii) la dinamica dei gradi di liberta fisici della teoria non venga modificata.
In altri termini, le componenti non fisiche dei campi devono rimanere completamente disaccoppiate dalle
componenti fisiche. Questo disaccoppiamento tra i gradi di liberta fisici e quelli non fisici & assicu-
rato dall'invarianza della Lagrangiana per opportune trasformazioni di simmetria [15,16,17] chiamate
trasformazioni di Becchi-Rouet-Stora o, piu semplicemente, trasformazioni di BRS.
e Trasformazioni di BRS. Oltre al campo vettorialed, (z) e ai campi di materiaj(z) e ¥(z), le
trasformazioni di BRS coinvolgono tre nuovi campi scalari: un campo commutB(t¢ chiamato
campo ausiliarioe due campi anticommutanti(z) e ¢ (x) chiamati rispettivamente dampo di ghost
e diantighost Le trasformazioni di BRS sono

0 Au(@) = =) , dP@) = dec@)Plx) , dP() = —iey(x)c(z) (6.5)

§B(x) =0 , dc(@@) =0, ¢(@) = -B@) . (6.6)

Le trasformazioni di BRS rappresentano una generaliznazielle trasformazioni di gauge usuali; dalle
equazioni (6.5) risulta che le trasformazioni di BRS agiscono sui campi originali della tdg(ia) ,
P(x) e y(x) come trasformazioni infinitesime di gauge in cui il campo del glags) ha un ruolo simile

a quello del parametro localé(x) . Le trasformazioni (6.5) e (6.6) hanno la fondamentale proprieta di
essere nilpotenti, ovvero vale la seguente relazione

§2=66=0 . (6.7)

Essendo invariante per trasformazioni di gauge, I'azione (6.1) &€ necessariamente inearidieteoer
trasformazioni di BRS.

e Gauge fixing. La procedura di gauge fixing consiste nel modificare I'azione (6.1) mediante I'aggiunta
di un termine Sy, che e la variazione di BRS di un funzionale locale,

Sgm = 6 [— /d4xc(ac) (8“14“(90) + gB(x)ﬂ
(6.8)
= /d4:r {B(:L’) OFA,(x) + ng(x) + ¢ (2) aﬂaﬂc(m)} ,
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dove 3 & un parametro reale denominato parametro di gauge. L'azione totale & quindi

Sror = /d4x1/)(x){i'y“ [0 +ieAu(x)] —m} ¥(z) + / d*z 3 Au() Q) AY (2)

g
2

(6.9)

+ / d*z {B(x) M Au(x) + = BX(x) + ¢(2) 0“8uc(:c)}

Per costruzione, il funzionale (6.9) non & invariante per trasformazioni di gauge (6.2)cooseguenza

della nilpotenza dell’'operatoré, il funzionale (6.9) &€ BRS invariante. A causa dell'introduzione del
termine di gauge fixing, I'invarianza di gauge dell'azione totale € violata ed & quindi possibile determinare
il propagatore perilcampd,, (z) . Nonostante larottura esplicitadell'invarianza digauge, le conseguenze
fisiche dell'invarianza di gauge sono mantenute. Infattihvarianza di gauge viene semplicemente
rimpiazzata dall’invarianza di S;o, per trasformazioni di BRS che agiscono sui campi Ay (x),

P(x) e P(x) come le usuali trasformazioni di gauge. Per questo motivo, la dinamica dei gradi

di liberta fisici non viene modificata.

Le variabili che sono BRS invarianti e che non dipendono dal campo ausiliario e dai campi di ghost e
antighost sono definite essere le osservabili del sistema. Pertanto, le osservabili coincidono precisamente
con le usuali quantita invarianti di gauge. La consistenza della procedgaage-fixing impone che le
osservabili debbano essereuge-indipendenti, ovvero, non devono dipendere dal particolare valore del
parametro di gauge.

¢ Nota. In elettrodinamica, il problema del gauge fixing puo essere discusso anche senza introdurre le
trasformazioni di BRS. Similmente, la soluzione correthptoblema del gauge fixing in teorie di gauge
non-Abeliane ¢ stata ottenuta per la prima volta da Fadeev e Popov [18] utilizzando metodi funzionali
senza far uso delle trasformazioni di BRS. Il vantaggio di usare le trasformazioni di BRS consiste nel fatto
che il problema del gauge fixing viene risolto mediante 'introduzione di un principio di simmetria. Questo
permette di controllare in maniera sistematica gli effigtigauge fixing sulla dinamica del sistema. Nella
rinormalizzazione delle teorie di campo, inoltre, le simmetrie hanno un ruolo fondamentale e la simmetria
di BRS risulta particolarmente utile. L'espressione (6.8) del termine di gauge fixing si riferisce ad una
scelta covariante della gauge; in linea di principio, siquo® introdurre forme piu generali di gauge
fixing.

Le dimensioni dei campi ed il loro numero di ghost sono mostrati nella seguente tabella.

campo Ay P B ¢ 4
dimensione 1 3/2 2 0 2
numero di ghost 0 0 0 1 -1

L'operatoreé aumenta di una unita il numero di ghost che rappresenta un numero quantico conservato.
Tra le equazioni del moto, che si ottengono dalla azione totale (6.9), compare la relazione

0" A,(x) + BB(z) = 0

Quindi, la modifica Lagrangiana dovuta al gauge fixing coinvolge esclusivamente la parte longitudinale
del campo vettoriale.



6. Elettrodinamica 87

6B. Propagatore del campo vettoriale. Si consideri lo sviluppo perturbativo definito dall’azione
(6.9). | campi di ghost e di antighost contribuiscono all’azione totale mediante un termine quadratico
(o libero); essendo completamente disaccoppiati dai campi rimanenti, i cafmpie ¢ (x) si possono
semplicemente ignorare. La parte quadraticd i, che contiene i campi)(x) e ¢(x) coincide con la
corrispondente parte quadratica dell'azione (6.1); quindi, il propagatore per il campdapgicoincide

col propagatore di Feynman mostrato in equazione (4.60yertice di interazioneﬂwwAu non e
modificato dalla presenza del termine di gauge fixing. In conclesibtermine di gauge fixing modifica
esclusivamente la parte quadratica dell’azione che si riferisce ai campi commutanti; infatti, dalla (6.9) si

ottiene o on e
2 — 4 1 -
S(TgT—/de(AM,B)<8V" 5 )(B) . (6.10)

Conseguentemente, le varie componenti dei propagatori gampi A, e B devono soddisfare le
seguenti relazioni

1 1
(gy@ ._au) <fy«x)AU@n A"@»f%y)) _ (ié#540v-y) 0 ) . (6.11)
% B )\ B Aty  B) Bw) 0 9% =)

La soluzione del sistema di equazioni (6.11) € data da

d2k e—ik~(x—y)
(27)* k2 + e

k., k,
M) A(y) = —i @W+w—n“ ) L 612

K2+ e

d4k e—i k-(z—y) k#

(2m)* i B@) B@) =0 . (6.13)

S
Ap(x) Bly) = —

Siccome il vertice di interazione & dato dayyA,, , 'espressione (6.12) rappresenta la componente
rilevante del propagatore nel calcolo dei diagrammi di Fegm. |l valore del parametro di gauge

puod essere scelto in maniera arbitraria; quindi, la (6.12) mostra che la componente longitudinale del
propagatore, cioé la componente proporzionalg,d, , non contribuisce al calcolo delle ampiezze
fisiche. Lagauge di Landau Si ottiene ponendg@ = 0, mentre la scelt@ = 1 corrisponde allgauge

di Feynman.

6C. Diffusione elettrone-elettrone. Come prima applicazione del propagatore (6.12) nella gduge
Feynman, consideriamo il calcolo della sezione d'urto per un processo di diffusione tra due elettroni.
Denotiamo conpy e po gli impulsi degli elettroni nello stato iniziale e capy e ps gli impulsi nello

stato finale. Avendo fissato gli stati di polarizzazione, il primo contributo perturbativo all'ampi¢zza

di transizione si ottiene dall’'espressione

2
e N —
A= E/d"’;zc/d"'y(Olb(p:-;,7“3)b(p477’4)><

x T { (@) y" () Au(z) D)7 d(y) Au(y) } b (P, 11) b (P2, 72) | O)

(6.14)
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| campi vettoriali sono soggetti ad una contrazione di Wick, mentre i campi spinoriali determinano
le funzioni d’'onda degli stati iniziale e finale. La combinatorica consiste in un fattore due dovuto
alla simmetria dei due vertici di interazione; inoltre, 'ampiezza & la somma coerente di due contributi
corrispondenti ai diagrammi di Figura 6.1.

P, P, P, P,

(@) (b)

Figura 6.1 Diffusione elettrone-elettrone.

Si ottiene
A= @)oY ps+ps — 1 —m2)F (6.15)
dove
O G A(4) " u(2) 4(3) v u(l)
(27)8 VE1ER E3 Ey (p1 — p3)? : 6.16)
— u(d)v* u(1) (01— pa)? w(3) v u(2) }

Per elettroni non polarizzati, la sezione d’urto si ottiene prendendo la somma sugli stati finali di polariz-
zazione e mediando su quelli iniziali. Introducendo la costante di struttura fine elettromagnetca
sezione di diffusione assume la forma

m*a? §%(p3 + pg — p1 — p2) d3p3 d°py

do = L L
Eq Ep |51 — U2 Es Eq
ﬁ1+m I/)\3+m ]/)\2+m ]/)\4+m
{(Pl—Ps)"' {7 2m | 2m ] [7“ om Y om ] (6.17)
1 pr+m ,pa+tm  potm  pa+tm
- Tr | ~A* v + .
(p1 — p3)*(p1 — pa)? [ 2 w2 W | T3 pa)

Latraccia dei vari prodotti di matrici gamma si pu0 effettuare utilizzando le relazioni (2(233%). Nel
sistema del centro di massa e per elettroni relativistici con endfgide soddisfa la relazion& > m
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si ottiene [3]
do _ o | 1+ coé(9/2) N 2 L1t sirf(6/2)
sint(0/2) Sir?(6/2) co2(0/2) co(9/2) ’

dQ ~ 8EZ
dove 0 rappresenta I'angolo di diffusione.

(6.18)

6D. Annichilazione in due fotoni. Una coppia di particelle composta da un elettrone ed un positrone
puo annichilarsi producendo due fotoni. Avendo fissato gli stati di polarizzazione, il primo contributo
all'ampiezza dello sviluppo perturbativo si ottiene da

2
. . -
A= -3 /d4x/d4y<0|ag(k1)a>\(k2)x

x T { @)y (x) Aule) Py)7" »(y) Au(y)} b (51, r1) d* (P2, 72) |O)
Utilizzando gli operatori di annichilazione e di creazione, si ottengono due termini che sono descritti dai
diagrammi di Figura 6.2. La corrispondente ampiezza di transizione risulta essere

(6.19)

2m 6% ke +kp — p1 — p1— ky +
g o= gm0 (Rt k2 —py—p2) @) PR gy
872 LT (p1 — k1)? — m?
Ey Ep | kaf | 2| (6.20)
v PL—hptm
+ 0(2)51 (pl — kz)z — 2 €2 u(l)

Le polarizzazioni fisiche dei due fotoni sono descrittesglaed €5 . L'elettrone ha impulsg4 ed energia
E1 mentre il positrone ha impulsp, ed energiaFs .

Ky Ky Ky Ky
P, P, P, P,
(a) (b)

Figura 6.2 Annichilazione in due fotoni.

Si consideri il sistema di riferimento in cui I'elettrone ha velocita nulla; in questo caso,Biam e le
polarizzazioni fisiche dei due fotoni soddisfanp- p; = 0 =5 - p1 ; inoltre, si ottiene 1 — k1) — m?2 =
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—2m|E1| e (p1 — kp)2 —m? = —2m|E2| . L'espressione (6.20) pud essere ulteriormente semplificata
utilizzando la relazion@b = —ba+2a-b. Siccomee - p1 = 0, siricava 1 +m) &g u(l) =1 (—p1+
m)u(l) = 0 dove l'ultima uguaglianza segue dalla (2.69). Similmente, si ottigae- (n) > u(1) =

g2 (—p1 + m)u(l) = 0. Lampiezza (6.20) assume quindi la forma

2 5H ka + ko — — /k; /k\
e (k1 +k2 —p1—p2) {v(2)§2 L2 u() + 9(2)8] —2- 5 u(l) . (6.21)

—1
2 —
167 \m Ez | k|| k2l 1 | k2

La sezione d’'urto associata al processo di annichilazione, per elettrone e positrone non polarizzati, si
ottiene mediando sugli stati di polarizzazione iniziali

do =

a2 ky + kp — p1 — p2) d3ky d3k; Tr | 5 k1 51ﬁ1+m51 k1 52152_7”
16m Iz | 2| k1| | k2| k1| 2m |1 | 2m

ki _p1tm_ ky _pp—m ~ ky _p1t+m _ ki _pp—m
+Tr |eo——¢1 Er——¢€1 +Tr |69 ——¢> E1—=—2¢&>2
| k1 | 2m | k2 | 2m | k2 | 2m | k| 2m

R PN ko . pr+m _ kp _ Dpo—m
E1—=—2¢&2 Ex——¢€1
[k2| © 2m T kg 2m
(6.22)
Il calcolo esplicito delle tracce delle matrici gamma é riportato in [3].

6E. Annichilazione e produzione di coppie. Un elettrone ed un positrone possono annichilarsi e
produrre, tramite la propagazione di un fotone virtualeg nnova coppia particella-antiparticella dotate

di carica elettrica non banale. Per illustrare le caratteristiche di questo processo, consideriamo come
esempio la reazione

eF+e — M+ +u

Il leptone 1 & una particella del tutto simile all’elettrone; essa possiede spih ha la stessa carica
elettrica dell’elettrone ed una massa di circa 105.6 MeV. Se si denotangcem), i campi spinoriali
associati rispettivamente all’elettrone ed al muone, le interazioni elettromagnetiche degli elettroni e dei
muoni sono descritte dall'azione

S = /d4mw1{i7“ [0 +ieAu(@)] —m) by + T {in? [0y +icAux)] — MY} oy

-z / &z (9,A,(z) — B Au(x)) (HA (x) — ¥ AME))
(6.23)
dove i parametrin ed M rappresentano le masse dell’elettrone e del muone. L'ampiezza per il processo
illustrato in Figura 6.3 risulta essere

A== [t [ty (01 daTa. s2) by, 1) T { o) valo) A,(0)

(6.24)
X P10)7" 1) Au() | V(51 ) di(52, 72) |0)
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Effettuando le contrazioni dei vari operatori si ottiene

2 4
ce“mM 0%(ky+kp—p1—p2) _ 1 _
A= (1) v2(2) ———= 11(2) Y ur (1) (6.25)
472 VE1E>E1 & (p1+p2)? #

dove F, ed E> rappresentano i valori dell'energia dell’elettrone e del positrone, meéhtred £, sono
le energie del,~ e del . Per particelle non polarizzate, la sezione di diffusione assume la forma

o?m?M?  d3kq d®kp 6%k + ko — p1 — p2) y

do =
E1Ep |1 —v2| &1 & )27
: 2 [(p1—p2)?] (6.26)
ko — M ki+M ﬁ1+m j/)\z—m
Tr [ 4# v T
XrVZMVZM]{Wzm%zm
Figura6.3 Processcet e™ — pu* pu™.
Calcolando le tracce delle matrici gamma, si deriva
do = 202 d®ky d®kp 0*(ky + k2 — p1 — p2)
g - = y
EyBp|ia—T2| & & [(p1-p2)?]? (6.27)

X [(PlkZ)(PZkl) + (prk1)(p2k2) + m? (k1kp) + M2 (p1pp) + 2 M? mz}

Nel sistema del centro di massa della copgia~ , sihap; = (E, §), p2 = (E, —p), (p1+p2)? = 4E?.
Dalla (6.27) segue allora che

(6.28)

a0 E2 E4

2 7 2 2 Y.
do _ « \k}| 1+™M + M N (p'- k1)
dQ)  16E2 |p]|

Utilizzando le relazioni

. m? - M?2
|p|:E\/1*ﬁ ; | k1| :E\/l—ﬁ ) (6.29)
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Pk = |p||k1|cost (6.30)
si ottiene il risultato finale
do m2 + M? m?2 M?
I {1+T+ (1_ﬁ) <l_ﬁ) coge} . (6.31)

Quando I'energia nel centro di massa € molto maggiore delle masse delle particelie])] e quindi
E > m, la sezione d'urto differenziale si pud approssimare mediante I'espressione

do o?
T~ o [1+co§9] , (6.32)

a cui corrisponde una sezione totale di diffusione

N

~

(6.33)

w3
RUA

(O' )e+e_—>u+u_

6F. Correzioni radiative al momento magnetico. Le particelle elementari di spin/2 e con carica
elettrica non banale, il cui operatore di campo & uno spinore di Dirac a quattro componenti, possiedono
un momento magnetico non nullo. Consideriamo per esempio un elettrone in presenza di un campo
elettromagnetica@sterno descritto daAd,, () ; I'azione e

S = /d“xw{mﬂ [0 +ieAu@)] —m}y (6.34)
e le corrispondenti equazioni del moto sono

{int [0y +ieAu@)] —m} @) =0 . (6.35)
La riduzione non relativistica della (6.35) per I'elettrone si ottiene [3] ponendo

o(x) ]

() (6.36)

va) = et |

Eliminando algebricamente le componenti “piccolg’r) dello spinore, la (6.35) da origine alla seguente
equazione per le componenti “grands(x)

i 22 = —+eA0—Zia§}ap , (6.37)
m

dove B=V x 4 rappresenta il campo magnetico. Introducendo le costaatt, la (6.37) mostra che
I'elettrone possiede un momento magnetico dato da

K
i=ué = me ~ 0927102 erg/ gauss . (6.38)
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Il valore di y, riportato in (6.38) & anche chiamatoniiagnetone di Bohr Per un sistema di cariche
in moto, che possiedono lo stesso rapporto di carica su massa, il momento magnetico dovuto al moto
orbitale i, risulta proporzionale al momento angolare

orb

i, =—1 . (6.39)

2mece

In analogia con la (6.39), per una particella di spiril momento magnetico si pone uguale a

(& —

S (6.40)

—

H =9

2mece

dove g e il fattore di Landé. Nel caso di una particella con spiry2, I'operatore di spin & dato da

S = ha/2. Pertanto, confrontando la (6.38) con la (6.40), risulta che per I'elettrone gi-h& . In

realta, il risultatog = 2 corrisponde al valore “semiclassico” (o “esatto”) del fattore di Landé perché nel
derivare la (6.37) non si sono tenute in conto le correzioni radiative dovute alla quantizzazione del campo
elettromagnetico. Mediante lo sviluppo perturbativo, in questa sezione calcoleremo la prima correzione
radiativa al momento magnetico dell’elettrone.

¢ Parte di spin dell'interazione elettromagnetica.Per evitare le inutili complicazioni del limite non rela-
tivistico, € opportuno utilizzare un formalismo manifestamente covariante e separare, nell’accoppiamento
elettromagnetico, la parte orbitale dalla parte che coinvolge i gradi di liberta di spin. Usando le equazioni
del moto (6.35), si ottiene

Yoy —eAyy Yy — my =0 , P10,y + ey’ Ay, +mep = 0 ) (6.41)
Vale quindi la seguente relazione
(10,97 + ey Ay +mp) Wb — ot (i b — eApy'y —mep) =0, (642)

che si puo scrivere come

2mpat =i (YA O — B At Y) — e (WY A ) v A, . (6.43)
Utilizzando l'identita
AP = gt — B , (6.44)
dalla (6.43) siricava
_ o _ _ 1 _
G = o (G0 = IG) — —TpA S0, (BT )L (649)

Pertanto, il termine dell'azione che descrive l'interazione tra gli elettroni ed il campo elettromagnetico
assume la forma

e

4 — _ 4 e — I
_e/dwwwu - /dx{_ﬁ(qpﬁﬂw—@’wlﬁ)flu*'EIW/)A“AM} (6.46)
_ % d*c Fy 92"y
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dove F,, = 0, Ay — 0y Ay . | primi due termini del secondo membro della (6.46) coinvolgono esclusi-
vamente le variabili orbitali degli elettroni mentre I'ultimo termine descrive I'accoppiamento del campo
elettromagnetico coi generatori del gruppo di Lorentz che agiscono sulle componenti degli spinori. Es-
sendo interessati al momento magnetico, ci concentreremo su quest’ultimo termine di interazione che si

puo riscrivere come

7’ _
Sepin = — 70 / Az Fu p Sy . (6.47)

e Nota. Lidentita (6.46) & conseguenza delle equazioni del moto per il campo spinoriale; pertanto, la
decomposizione (6.46) vale per fermioni “on-shell” in campo esterno.

Consideriamo ora le correzioni al vertice diinterazione elettromagnetica che sono rappresentate, all’ordine
perturbativo di un loop, dal grafico di Figura 6.4.

Figura 6.4 Correzione al vertice.

Il vertice proprio a cui siamo interessati & descritto da

ir = - / dtz dbyd*z Au(y) Aole — 2) Y(@)y" S(@ — )" Sy — 2)v-v(z) . (6.48)
che si puo riscrivere come
: 3[4 a4 4 Ay 4y ipay) inyy-2)
i = 3 [ ety A) oo o e ) Ay ) )
(2m)* (2n) (6.49)
d*p, d*p, . — ‘
_ 3 4 1 2 (p1—p5)
= e / By o G D AT M ) V)
dove
d*k o (]/?\1—/];4'7’71) olal (ﬁz_%\"'m) Y
A'u(p]_?pz) = (6.50)

(2n)4 (kz+ie)[(p1 —k)z—m2+ie][(p2—k)z—m2+ie]

2

Per elettroni esterni sul mass-shell, si]b%;\: m2 = Py inoltre

Py ¥(p,) = my(p) +Ole) . dlp) Py = m(py)+ Oe) . (6.51)
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L'algebra delle matrici gamma e le condizioni di mass-shefilioano che

d*k [p,-p, — 0, +p,) -k + k2/2] 4 — mkH + (o, +p, — k) &

AF =4 4 24V 12 1112 ~
(2n) (k“+ie)[ ke —2p, - k+ie][ k< — 2p, - k +ie]

(6.52)

La (6.52) mostra che\/* & una funzione simmetrica nelle variabjlf e p; che assume la forma
AP = G(®)A" + (P + p)HP) (6.53)

dove ¢” = p] — p; denota l'impulso trasferito che e portato dal campo elettromagnetico esterno. D’altra
parte, utilizzando le proprieta degli spinori, la funzione di vertice si pud sempre decomporre nel modo
seguente

Bpy) A ¥(py) = D)V 0,) Fi(@?) — i0(p) S* 0(p,) av Fy(d®) (6.54)

in cui Fl(qz) ed Fz(qz) sono chiamati i fattori di forma. La funzion@l(qz) contiene divergenze
ultraviolette ed infrarosse; adl; vanno imposte opportune condizioni di normalizzazione che discute-
remo in seguito. Insieme alla polarizzazione di vuoto ed alla rinormalizzazione di funzione d’onda per
I'elettrone, il termine proporzionale aEl(qZ) definisce, nel limite2 — 0, la costante di accoppiamento
rinormalizzata. Pertanto, tale termine non modifica il fattore giromagnetico delle particelle. Il fattore di
forma Fz(qz) risulta finito e privo di divergenze infrarossé’(0) determina la correzione al momento
magnetico dell’elettrone. Per passare dalla (6.53) alla (6.54) si utilizza la relazione (6.45) che, nello
spazio degli impulsi, assume la formétomposizione di Gordon generalizzata)

D) (p,) = % @ +ph) () (p,) + %wl)zw(pz)qy +06) . (6.55)
Si ottiene quindi
F(®) = G +2mH®) . F® = Hd) . (6.56)

Per determinare il valore d¥’,(0) , occorre percio calcolaré/ (0) che, in base alla (6.53), risulta essere
fissato dalla parte d\*(p, , p, ) che non dipende dalle matrici gamma

A"“(p1 , Py) = pr H(0) . (6.57)

no ~y

Dalla (6.52) si ricava

d*k [m? — 2p, -k + K2/2] A* — mEF + (2p, — k)" k
(2n)4 (k2 +ie)[ k2 —2pl-k+’ie]2

AF(py,py) = 4 (6.58)

Il primo termine del numeratore nella (6.58) € proporzionatg‘ae si pud dunque trascurare; il secondo
termine e rilevante per il calcolo dH(0), mentre l'ultimo termine contiene una parte rilevante che,
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per il momento, non & manifestamente individuabile. Occorre quindi procedere al calcolo esplicito
dell'integrale sugli impulsi. Utilizziamo I'identita

1 /1 (1-a)
- - =2 da :
(k2+ze)[k2—2pl~k+ze]2 0 [ak2+(1—a)(k:2—2pl~k)+ze]3 (6.59)
_ 2/1da (1-a ’
o [(k—@Q-a)p)?— (1—a)2m?+ie]3
Si ha percio
1 d*k —mkt + (2p, — k)P k
AMyp)| =8 dat-a) | : | . (660)
T e, o @)* [k — (= a)py)? — (L= a)2m? +ie3 |
Cambiando variabili di integrazione — k# + (1 — o)p!’, si ottiene
1 d*k BH
AH =8/ da(l- , 6.61
(p17p1) /O Oé( OC) / (27'[')4 [kz — (1704)2m2+ i6]3 ( )
no vy no v
dove ~
Bt = —m (k" + (1—a)pf) + 2p, —k — (1= a)p)" (k+(1—)p;)

—ml—a)p - m@L-a)kt + (1- a?) Py Dy (6.62)

+ (L+a)ph'k — (1—a) kD), — kMK
Tra i vari termini della (6.62), quelli lineari ik non contribuiscono all'integrale (6.61); il termine
guadratico ink, inserito nell'integrale, pud essere sostituito cohk = kHEY Yy — szy”/4 ed

e quindi irrilevante perché proporzionale+& . Inoltre, in base alla (6.51), il fattorg, puo essere
sostituito conm . In definitiva, si ha

1 4
d*k 1
A (p, , = 8mp* [ daa(l-— a)? 6.63
(1, p1) o mp; /o aa(l-a) @n)4 [k2 — (1—a)2m2+ ie]3 (663
Mediante continuazione analitica nell’Euclideo, si ottiene
d*k 1 [ d%y, 1
= =1
4712 — (1—N2m2+ ;.13 4712 — 2,213
@) [k (1—a)me+ie] 2m)* [k2 + (1 - a)em?] (6.64)
=i 1
3272 (1 — a)2m?2
La (6.63) diventa
AM( ) =l /1d - (6.65)
) aa = , )
P11 0 amn2 1 0 gmn2 1
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da cui risulta che

F)0) = H(O) = 7 ! (6.66)

6m w2
Riconsideriamo ora il vertice proprio (6.49); utilizzando la decomposizione (6.54) e limitandoci alla parte
di spin, che risulta finita, si ottiene

. . d*py d*p, o _ ,
T = i€° [ Y Gt g € A B D U@ (= p )y Fo(@®) - (667)

Ponendo
Au) = 597 Fou (6.68)

la (6.67) diventa

, ¢ [ a4 &P @D iy(py —p,) v B 2
Tspin 2 /d Y (2m)* (2m)4 (3(171)0 e ) Fop ¥(p) EM9(p,) (py — po)v Folq )(6 o

Nel limite di campo esternd,,, costante, la (6.69) assume la forma
.63 d4p1 — Y Ho o 4 - n
Ty = =15 [ G Fw i) 2 w0 = =25 [ b i@ = i) . (670)

In conclusione, sommando il contributo (6.47) del livello ad albero con il contributo (6.70) ad un loop, il
vertice elettromagnetico che coinvolge la parte di spin dell’elettrone diventa

= -5 (1+3;) / d* Fuy O(a) S d(a) . (6.71)

TOT—1-LOOP

T

spin

La (6.71) mostra che, ad un loop, la correzione radiativa al momento magnetico dell’elettrong 2ale
in unita del magnetone di Bohr [19,20].

Il confronto tra le previsioni teoriche ed i dati sperimentali sul momento magnetico rappresenta
una delle verifiche pitlimportanti dell’elettrodinamica. | dati sperimentali attualmente disponibili sono in
accordo con le previsioni teoriche, basate sul calcolo a tre loop, con una precisione pit accurata di una parte
per milione. Questo notevole accordo tra teoria ed esperimento conferma la validita dell’elettrodinamica
guantisticae, piuingenerale, della teoria quantistica dei campi nella descrizione delle particelle elementari.
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Capitolo 7

Invarianza di gauge

Quando l'invarianza dell'azione classica per trasforroaizdi gauge (di BRS) & mantenuta a livello
guantistico, I'azione efficace rinormalizzata deve esseaiante di gauge (di BRS). Conseguentemente,
i vertici propri soddisfano un certo numero di relazioni chiamate identitd di Ward-Takahashi [21,22]. In
guesto capitolo considereremo alcune identita di Ward-Takahashi associate alle trasformagiagedi
Abeliane ed illustreremo la loro utilita nellarinormalizzazione ad un loop dell’elettrodinamica quantistica.
Introdurremo poi il metodo generale dell’'accoppiamento minimale per costruire teorie di campo invarianti
di gauge.

7A. ldentitadi Ward-Takahashi. Nellaproceduradirinormalizzazione dell’elettrodinamica quantistica
occorre considerare quattro quantita apparentemente distinte: le due costanti di funzione d’onda dei campi
spinoriale e vettoriale, il valore della carica elettrica ed il valore della massa. In realta, I'invarianza di
gauge determina una relazione tra queste costanti perlamisnte tre quantita risultano effettivamente
indipendenti.

e Universalita della carica elettrica. Poiché nella Lagrangiana di interazione il campo vettorid)ge
appare moltiplicato per la costante di accoppiamento, & conveniente riscalare il campo vettoriale tramite
la sostituzioneA,, — (1/e) A,, . Si ottiene percio

S = /d4:13 E(x){zy“ [8u + iAM(a:)] —m} Y(x) — 4—16-2 /d4x Fu FH . (7.1)

La (7.1) mostra che la costante di normalizzazione della funzione d’onda per il camppdefinisce
semplicemente la rinormalizzazione della costante di accoppiamento, mentre la struttura del vertice di
interazione e univocamente fissata dall'invarianza di gauge. Nelicas si considerino vari campi di
materia accoppiati al campo elettromagnetico, la forma (7.1) della Lagrangiana assicura l'universalita del
valore della carica elettrica.

La teoria quantistica rinormalizzata e definita dall’azione efficace a cui vanno imposte le opportune
condizioni di normalizzazione. Per distinguere i parametri fisici da quelli Lagrangiani, questi ultimi (o
parametri nudi) verranno denotati cem, ed e, . Introducendo una costanté di normalizzazione per
la funzione d'onda dello spinore, I'azione totale dell’elettrodinamica risulta essere

— 1
Sror = /d“xqu{m“ [0 +iAu] —mg} o + 2—62/d4xAM<658>\a>‘ _ au&/)Av
0
+/d4x{Ba“Aﬂ+§Bz+ca“8uc}
(7.2)
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| corrispondenti propagatori sono

i i &k oy (k +my)
= [ 2 —ik(-y) _\* 07 7.3
(@) P) = 20 ¢ 2 mZiic (7.3)
1 [ d% emtREy) kuky \ 5 Ky
Aﬂ(x)Al/(y) = —1 (27T)4 k2+i6 {<g}U/ - k2+i€>60+ﬁk2+i6} ’ (74)
N 4 . k N
A@) Bly) = — [ Ak emiklem) B@Bw) =0 . (75

(27)4 k2+ e ’
Siccome il vertice diinterazione contiene solamente i campi spinoriale e vettoriale, nel calcolo dell'azione
efficace si utilizzano esclusivamente i propagatori (7.3).4)(7l campo ausiliario ed i campi di ghost

ed antighost compaiono solamente nella parte quadratica della Lagrangiana; pertanto il loro contributo
all'azione efficace totale, che indicheremo cBp; , € banale e coincide col termine Lagrangiano che si
ottiene all'ordine zero nel numero di loop. Si ha quindi

Tt = T[A,, ¢, 0] + /d4x {BE)“AH + ng +c¢9“8”c} , (7.6)

dove I' rappresenta la parte non banale dell’azione efficace tdtale Consideriamo ora le proprieta
di simmetria dell'azione efficace. Il funzionale (7.2) & invariante per trasformazioni di BRS definite da

0Au(x) = =Oucl) , 09() = ic@)d@) , 0¥@) = —iv@)cl@) ., (7.7)

0B(x) =0 , dc(x) =0 , d¢(x) = —B(z) . (7.8)

Conseguentemente, se esiste una procedura di rinormalizzazione che conserva tutte le proprieta di simme-
tria dell’'azione (ovvero della teoria classica), I'azione efficace deve essere invariante per trasformazioni
di BRS ad ogni ordine dello sviluppo nel numero di loop. Sioeail termine di gauge fixing € BRS
invariante, dalla (7.6) segue che

) ) — 5
d4x<i80x—+c:ﬂ T — Y(x) c(x) = >F:0 . 7.9
[t (1000 o + @V g @ = (79)
La (7.9) esprime l'invarianza di gauge dell’azione efficace; in effetti, nella (7.9) il campo di ghost pud
essere semplicemente sostituito dal parametro locale tlaiformazioni di gauge usuali. Siccome tale
parametro locale & una funzione arbitraria delle coordinate, dalla (7.9) segue che

R ST —, . 4T

Le relazioni tra i vertici propri che seguono dalla (7.9) o dalla (7.10) si chiandetita di Ward-
Takahashi. | grafici di Feynman che risultano finiti, cioé privi di divergenze ultraviolette, soddisfano
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certamente tutte le relazioni che seguono dalle proprieta di simmetria dell’azione. | grafici di Feynman di-
vergenti non sono intrinsecamente ben definiti; in questo caso, la validita delle identita di Ward-Takahashi
non & garantita a priori e la loro verifica richiede una discussione particolare.
¢ Nota. Generalmente, una simmetria del sistema & déttaica se corrisponde all'invarianza dell’azione
per certe trasformazioni che agiscono sui campi. |l motivo di questa denominazione & che I'azione coincide
con l'azione efficace solamente all'ordine zero dello sviluppo nel numero di loop, cioe all’'ordine zero
nello sviluppo in potenze di. Per verificare se tale simmetria € realizzata a livello quantistico occorre
considerare I'azione efficace. La simmetria si dige: anomala se & possibile definire una azione
efficace rinormalizzata che € invariante per le assegnate trasformazioni dei campi. In caso contrario, la
simmetria € dettainomala. La simmetria di gauge dell’elettrodinamica € non anomala (discuteremo
guesto argomento nel Capitolo 20); quindi, & possibile definire I'azione effitacmormalizzata in
modo tale che le identita di Ward-Takahashi (7.10) siano soddisfatte.

| grafici ad un loop divergenti sono mostrati in Figura 6.4 ed in Figura 7.1. Ci limiteremo quindi a
studiare i termini dell'azione efficacE che sono quadratici nel campo vettoriale o nei campi spinoriali
e che contengono due campi spinoriali ed un campo vettoriale. Poniamo

I = %/d4xd4y Ap(@) TH (2 — y) Au(y) + /d4xd4yw(x)ﬂ(x—y)w(y)
(7.11)
o [ty dt @) T 2 - ) B Aue) +

I termini di I' non esplicitamente mostrati nella (7.11) corrispondono ai termini successivi dello sviluppo
di T in potenze dei campi; tali contributi sono finiti e soddisfano quindi le identita di Ward-Takahashi.

> S

() (b)

Figura 7.1 Polarizzazione di vuoto e self-energia dell’elettrone.

Passando nello spazio degli impulsi mediante le definizioni

d4 —iDT - — d4 T T
W) = ﬁ P, P) = #e? op) (7.12)

d*k

Aule) = | Gy

e ke ALk, (7.13)
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dalla (7.11) si ottiene

1 [ d% w d*p —
= 5 | oog Au(=R) T (R) Au(k) + | =7 ¥(p) (p) ¥ (p)
(27) (27)
iy (7.14)
1 2
(27T)4 W w(pl) F'u(plapz) ¢(p2) Au(p]_ - pz) T
La prima identita di Ward-Takahashi che si ottiene dalla relazione (7.10) & data da

k,TH' (k) = 0O . (7.15)

La (7.15) ammette una ovvia generalizzazione nel caso in cui si consideri un numero arbitrario di campi
vettoriali: ciascun vertice proprio che dipende solamente dal campo vettoriale deve essere invariante di
gauge. Siccom&#” & simmetrico, esso deve essere trasverso ed assume necessariamente la forma

T*(k) = — (g™ k? — KM EY)T(K) . (7.16)

L'identita di Ward-Takahashi successiva che segue dalla (7.10) coinvolge la funzione a due punti del
campo spinoriale ed il vertice di interazione vestito

(pz _pl),u F'u(p]_?pz) = H(pl) - H(pz) . (7~17)

Nel limite in cui p, — p con p, = p, dalla (7.17) si ottiene

'*(p,p) = — 8i T(p) : (7.18)
Pu

La (7.18) e nota col nome ddentitd di Ward ed e stata la prima delle identita di Ward-Takahashi
ad essere scoperta. Siccorhé(p, p) rappresenta il vertice di interazione vestito nel limite in cui il
campo A, porta impulso nullo, la relazione (7.18) si puo esprimere dicendo che l'inserzione di un
fotone a impulso nullo equivale all'opposto della derivata prima della funzione a due punti del campo
spinoriale rispetto allimpulso. L'equazione (7.18) fissa la forma dell’accoppiamento della materia col
campo elettromagnetico e rappresenta un caso particolare del principio di accoppiamento minimale per
le teorie di gauge che discuteremo nella Sezione 7.E. Laiogla (7.18) ha un ruolo importante nella
rinormalizzazione, essa mostra infatti che la rinormalizzazione del vertice € univocamente fissata dalla
funzione a due puntll(p) rinormalizzata.

e Condizioni di normalizzazione. Il valore e della carica elettrica & fissato da

1
p(kZ) = 5 (7.19)
e
k2=0
Il valore m della massa & determinato da
II(p) =0 (7.20)
p=m
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Infine, la normalizzazione della funzione d’onda per il campo spinoriale & data da

= A1 (7.21)

p=m

All'ordine zero nel numero di loop, I'azione efficace coincide con l'azione della teoria. Pertanto le
condizioni (7.19)-(7.21) implicano che, a questo ordine dello sviluppo perturbativo, deve essere

eg = €2 (l + 0(62)> ) mg = m (l + O(ez)> ) Z =1+ 0D . (7.22)
Nelle prossime sezioni calcoleremo le correzioni di ordiReai parametri nudi.

7B. Polarizzazione del vuoto. Esplicitando il contributo del livello ad albero, la funziod& (k) si
puo scrivere come
1
T (k) = — = (g™ k2 — KFEY) + PR(k) (7.23)
(&
0
dove PH¥ (k) & chiamata Igolarizzazione del vuoto Ponendo

PH(k) = — (g™ k? — KM EY)P(K?) (7.24)

si ottiene 1
T (K) = — = (g" k2 — kKM EY) (1 + egp(kZ)) : (7.25)
€
0
Il contributo ad un loop alla polarizzazione di vuoto & descritto dal grafico di Figura 7.1(a); il corrispondente
termine di azione efficace e

72 — —
Tan = 5 [ty 4,6 A,0) Tt v 507" 60) ¥o)
— (7.26)
= 5 | G AR PR 40
dove R o
prvgy = ¢ [ A0 T mo) 77 (G —k*mo) (7.27)

@) [ —m2+icl[(q— k)2 —m2+ie]

L'integrale (7.27) & potenzialmente quadraticamente divergente e va regolarizzato. La regolarizzazione
puo essere effettuata in modo da preservare manifestamente I'invarianza di gauge. Oppure, si pu0 intro-
durre unaregolarizzazione arbitraria (che rompe eventualmente I'invarianza di gauge) e, successivamente,
siintroduce un opportuno controtermine locale per mantenere, nel limite in cui il cutoff ultravioletto viene
eliminato, I'invarianza di gauge. | due metodi sono del tutto equival®wr chiarire il significato della
regolarizzazione, noi useremo la seconda possibilita.

e Divergenze. Un grafico di Feynman divergente possiede divergenze:itive quando ogni suo sot-
tografico € finito. Per esempio, i due grafici di Figura 7.1 possiedono entrambi divergenze primitive.
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Consideriamo i grafici di Feynman che intervengono nel calcolo dell’azione efficace; ogni sottografico
proprio 1PI di un diagramma coh loop possiede necessariamente un numero di loop inferiore.ad
Conseguentemente, se tutte le divergenze fino all'ordineLdi- (L) loop sono state eliminate, le di-
vergenze che si incontrano all’'ordine di loop sono “primitive”. Quindi, procedendo per induzione a
partire dal caso dei diagrammi ad un loop, si deduce che eliminando le divergenze primitive a ciascun
ordine dello sviluppo nel numero di loop, tutte le divergenze dell’azione efficace vengono rimosse.

Consideriamo per semplicita il caso di teorie di campo con particelle dotate di massa non nulla; ogni
ampiezza ammette allora uno sviluppo in potenze degli impulsi esterni attorno alld=zendatto gene-
rale che, quando una ampiezza possiede divergenze ultraviolette primitive, queste divergenze riguardano
solamente i primi termini dello sviluppo dellampiezza in potenze degli impulsi esterni. In altre parole,
tutta I'ambiguita di un grafico 1PI divergente (con divergenze primitive) consiste nei primi termini del suo
sviluppo in potenze degli impulsi esterni. Una divergenzgt@amica, per esempio, coinvolge soltanto
il termine di ordine zero dello sviluppo. Siccome ogni potenza dell'impulso esterno rappresenta una
derivata che agisce sui campi estetaidivergenze di un grafico con divergenze primitive si possono
sempre eliminare mediante l’introduzione di controtermini locali. Quest’ultima proprieta vale anche
in presenza di particelle a massa nulla. Un termine locale € I'integrale di un polinomio (finito) dei campi
definiti nello stesso punto e delle loro derivate di ordine finito. La procedura di regolarizzazione consiste
nell’assegnare un valore finito a termini potenzialmente divergenti; attribuire valori finiti a termini intrin-
secamente infiniti comporta necessariamente delle ambiguita. Per esempio, due regolarizzazioni diverse
possono differire tra loro (solamente) per termini locali. Nelle teorie rinormalizzabili, queste ambiguita
vengono rimosse imponendo le condizioni di normalizzazione e richiedendo che tutte le simmetrie del
sistema classico (o alcune di esse) siano preservate a livello quantistico.

Riconsideriamo ora I'elettrodinamica e la polarizzazione di vuoto (7.27); per rendere finito I'integrale
(7.27) introdurremo un semplice cutoff sul modulo degliimpulsi. Per il momento, consideriamo la traccia
delle matrici gamma che risulta essere

T+ mo)y (G =k +mg) = 4{a"(a— k)" + ¢"(a— k)" + mdg" — q-(a—K) g} .

(7.28)

Utilizzando la relazione L

1 1
vl ey A (7:29)
I'espressione (7.27) diventa
1 g " (q—k)Y + " (q—k +m2g" — q-(q—k) g™
uv —_— 0

Prw =i [ e (2~ 5L~ AYR2) +ie 2. (7:30)

Effettuando il cambio di variabily* — ¢* + (1 — B)k* si ottiene

, . 1 d4q pHv
Pew = ia flas [ o (2 (m2 5002 +ie R (731
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dove, trascurando termini lineari igt* che sono irrilevanti e ponendg‘q” = %g”“qz, si ha
ur o — B w2 vy a2 2 B 2 1 v 2
b = 281 —B)[g" k= — KFEY] — ¢ [q" — (mg — (L= Dk)] + 59"¢ . (7.32)

A questo punto si effettua I'integrale nello spazio degli impulsi medianteipgaimento analitico; intro-
ducendo un cutoffA per il modulo quadro dell'impulso, si ottiene

d*q 1 i A
= -1+In—= 7.33
(2m)4 [ q% — C +ie)? 1672 { C } ’ ( )
d%q 1 —i A
= A —Cln= 7.34
(2m)4 [ ¢? — C +ie] 1672 [ C } ’ ( )

in cui tutti i termini che vanno a zero nel limite in cli — oo sono stati omessi. Dalla (7.31) si ricava
allora

A
m2 — (1 — H)k2

P (k)

1
_ _4_71T2 [ dﬂ{Zﬂ(l—ﬂ)[g‘“’kZ — BRI
A (7.35)

+ 39" A - %g"”[mﬁ—ﬁ(l—ﬂ)kzl}

e Controtermini finiti. Per completare la regolarizzazione, si sottraggono i termini proporziogéH a
che non sono invarianti di gauge. Questo equivale ad intredlue controtermini locali; uno di essi &
del tipo

AS; / d*z Ay (@) At()

mentre il secondo ha la seguente struttura

ASy / d*z 9, A, ()0 AM(x)

e Nota. La presenza nella (7.35) di termini che violano l'invarianza di gauge € dovuta al fatto che

l'introduzione del cutoffA nella (7.33) non &€ compatibile con l'invarianza di gauge. Se si utilizza una

diversa prescrizione di regolarizzazione che mantiene manifestamente l'invarianza di gauge, tali termini
non appaiono. Come abbiamo menzionato precedentemente, regolarizzazioni diverse differiscono al piu

per termini locali; infatti, abbiamo trovato che i termini che violano l'invarianza di gauge sono locali. Tali
termini possono allora essere eliminati in maniera esplicita, poiché I'operazione di introdurre il gutoff

nella (7.33) e contemporaneamente di eliminare i termini locali non voluti rappresenta precisamente una

nuova regolarizzazione che preserva l'invarianza di gauge.
La polarizzazione di vuoteegolarizzata vale quindi
[ k2 — kK]

v _ A ' 2, 2
(7.36)
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da cui segue che

1
Po?)| = 12{In%—6/0d65(1—ﬁ)ln <l—ﬁ(l—ﬂ)k2/m§)} . (7.37)

reg 127 o

S L (7.38)

P(0) reg 1272 mg

La condizione di normalizzazione (7.19) diventa percio

2
1 e A 1
|1+ mn=)== | (7.39)
6(2) 1272 m% e2
da cui si deduce A
2 _ 2 5 4
60 - € <1 + ﬁ In W + O(€ )) . (740)

Riassumendo, nella approssimazione di un loop incluso, il vertice praptigk) rinormalizzato vale
v 1 V1.2 v 2 ! 2 2
TR (k) = — (g™ k2 — k'KY) S 1- 22 [ dBp(L—B)in (1—5(1—5)/<; /m ) . (7.41)
e ™ Jo

Nel limite in cui k2/m? < 1 siha

v 1 v 1.2 v o kz
(k) ~ — S (g" ke — KHEY) |1+ — (7.42)
e? 157 m2
Mentre nella regione asintotica in ck?/m? > 1 si ottiene
v 1 V1.2 v o kz
(k) ~ — S5 (g™ ke — kK*E") |1 — —In— (7.43)
e? 31 m2

7C. Costante di accoppiamento running. Consideriamo ora la struttura del propagatore esatto
del campo vettoriale. In base alla definizione (7.16) ed alla forma (7.6) dell’azione efficace, le varie
componenti del propagatore che coinvolgono il campo vieteoed il campo ausiliario risultano essere

o A2k e ik(z—y) ky ky 1
(0| T [Au(m)Au(y)] [0) = —i (27)% k2 +ic {(g'uy I +ze) I'(k2)

l<:2+ ze}

d k e —ik-(z—y) kﬂ
(27)4 E2+ie (7.45)

(7.44)

(O|T [Au@@) B()] |0)
(O[T [B(x) B(y)] |0)

I
o
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Come mostrato nelle equazioni (7.44) e (7.45), l'interazione modifica solamente la parte trasversa del
propagatore perilcampo vettoriale. Dalla (7.43) segueradiea approssimazione ad un loop e trascurando
termini di gauge, nella regione in ci? /m? > 1 si ha

d4k‘ et k-(x—y) 62

2 4 k:2+' k2
@rF Fric (1- gni)

(O|T [Au(@) Au(y)] 10) =~ —igw/ (7.46)

Siccome il propagatore del campo vettoriale determinariaéodelle interazioni tra le correnti elettro-
magnetiche, I'espressione (7.46) ha conseguenze fisiche importanti. Notiamo che la (7.46) possiede una
struttura simile a quella del propagatore di Feynman in@gdstante di accoppiamento “efficace”, che
indicheremo comy(k2) , dipende dall'impulso

A iy _00)

(O|T [Au(@) Av()] |0) ~ —idmgu (27)% k2 +ie

(7.47)

dove

(&%

a(k?) = (7.48)

k2
1-2In o
La costante di accoppiamento “efficace” (7.48) € anche chiametstante di accoppiamento running
Per piccoli valori dik2, ovvero a grandi distanze, la funzion€k?) decresce e tende al valore usuale

lim (k%) = L (7.49)
k22 137 ’ )

In realta, le condizioni di normalizzazione sono valide per impulso esterno nullo e sono verificate dalla
espressione esatta (7.41).

e Polo di Landau. All'laumentare di%?, la funzionea(k?) tende a crescere fino a divergere nel punto
in cui
k2 = 42 = m? ST/~ 210980 . (7.50)

L

Il significato fisico della costante di accoppiamento running pud essere illustrato considerando la forza
elettrostatica che si esercita tra due sorgenti cariche poste a distanza relativamite in cui L — oo
corrisponde al limitek2 — 0. A grandi distanze, I'interazione elettrostatica & quella Coulombiana ed

é determinata dal valore standasic= 1/137 della carica elettrica; in effetti, le condizioni di normaliz-
zazione (7.19) fissano il valore = 1/137 della carica elettrica precisamente nel limite — 0. Al
diminuire di L, la forza che si esercita fra le sorgenti cariche tende ad aumentare sempre piu rispetto
a quella Coulombiana perché il valore della carica “efficacé??) aumenta all'aumentare di? (al
diminuire della distanza). Questo effetto € dovuto alla polarizzazione del vuoto. Le coppie virtuali di
elettroni tendono a schermare le cariche elettriche; pertanto, se il valore della carica rinormalizzata e fis-
sata a grandi distanze, al diminuire della distanza relativa tra le sorgenti la carica effettivamente osservata
tende inevitabilmente ad aumentare.
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« Validita dello sviluppo perturbativo. Lo sviluppo perturbativo & significativo quando la costante di ac-
coppiamento € molto minore dell’'unita. La polarizzazione di vuoto determina le condizioni cinematiche in
cuilo sviluppo perturbativo & affidabile. La funzione (7.48) individua infatti una scala propria della teoria:
guella in cui la costante di accoppiamento running € dell’ordine dell’'unita. Per I'elettrodinamica, questa
scala & approssimativamente dataida~ M% . Pertanto, nei processi elettromagnetici in cui I'impulso
trasferito & piccolo rispetto @&, , la teoria perturbativa € significativa. Siccome é molto maggiore

delle scale di energia raggiungibili negli esperimenti, lo sviluppo perturbativo dell’elettrodinamica & in
ottimo accordo coi dati sperimentali. Quan#® si avvicina al valorek? ~ M% , la teoria perturbativa

non & piu affidabile e, di fatto, la dinamica della teoria a queste scale di energia non & nota.

7D. Self-energia dell’elettrone. Per completare la rinormalizzazione dell’elettrodinamica ad un loop,
occorre considerare il grafico mostrato in Figura 7.1(b) a cui corrisponde un termine di azione efficace

1

- _ 2 4. 4 by =\ o
iTy, = =22 | dzdly Au(@) Au(y) D)7 D) D)7 o) (7.51)
Utilizzando il propagatore per il campo vettoriale in gadj&eynman, si ottiene
iry —m/ﬂw(p)z(pw(p) (7.52)
P (27)4 ) .
dove

% (P~ E+mg) T
(27)4 (k‘z—)\2+i€)[(p—k)2—m§+i€]

S(p) = id4nZ (7.53)

Nella (7.53) & stato introdotto un termine di massa quaxfaper il fotone per controllare eventuali
divergenze infrarosse [3]. Per le quantita rinormalizzate considereremo poi il lidite- 0. La
funzione a 3 (p) € chiamata laelf-energia dell’elettroneperché nel processo considerato un elettrone
interagisce con un fotone virtuale emesso dall’elettrone stesso. All’'ordine di un loop incluso, il termine
di azione efficace che & quadratico nel campo spinoriale vale

d4p — d4p — -
— I = [ —— Z(p — +aX . 7.54
@) ¥(p) 11(p) ¥ (p) 2 b)) {Z(P — my) + aZ(®) } ¢(p) (7.54)
Siccome la correzione al termine Lagrangiano e di ordinenella funzioneX(p) possiamo sostituire
i parametri nudiZ ed m, coi loro rispettivi valori di ordine zero che, in base alla (7.22), sdhe 1
ed m, = m . Effettuando la traccia delle matrici gamma e riunendo i tera denominatore, si ottiene
pertanto

. 1 d*k 8P —2m
20 = —ior [0 | G e e O

L'integrale (7.55) € logaritmicamente divergente e verra regolarizzato introducendo un &ufmdf il
modulo quadro dell'impulso nella regione Euclidea. Siccome le condizioni di normalizzazione (7.20)
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e (7.21) riguardano il comportamento Hi(p) nel punto di mass-shell, risulta conveniente decomporre
3 (p) nel modo seguente

S(p) = mAQA) + (p — m)BA) + (h — m)P*Tolp) (7.56)

dove le costantiA(A) e B(A) possiedono divergenze mentre la funziong(p) e finita. Infatti, le
condizioni di normalizzazione diventano

Z(m — my) +amAA) = 0 (7.57)
W (Z +aBA)) = A* (7.58)

la cui soluzione & data da
my = m (1 +a A(A) + 0(64)) . Z=1-aB{)+0Eh . (7.59)

Il calcolo esplicito delle costantd(A) e B(A) non presenta particolare interesse dal punto di vista
concettuale. Si ottiene

1t A
A(A) = ﬂ/o dgR2-p) [1 —In ,6)\2+(1—ﬂ)2m2} : (7.60)
_ 1t A 2(1-8) (B —2)m?
B(A) = ﬂ/o g {1 + lnﬂ)\2+(l—ﬂ)2m2 T BN G2 ] . (761)

In conclusione, le equazioni (7.40) e (7.59) determinano le correzioni ad un loop per i valori dei parametri
nudi dell’elettrodinamica quantistica.

7E. Accoppiamento minimale. Esiste un metodo standard per costruire dei funzionali d’azione con la
proprieta di essere invarianti di gauge, tale metodo si chiama pigsopnto minimale. In questa sezione
considereremo trasformazioni di gauge Abeliane.

e Invarianza U(1) globale. Il punto di partenza consiste nel considerare una teoria definita per mezzo di
una densita Lagrangiang, (®(z) , 9,®(x)) in cui le componenti di®(z) rappresentano i cosiddetti
campidimateria. Supponiamo clfg siainvariante per trasformazioniinterb&1) globali che agiscono
linearmente sui campi di materia nel modo seguente

d(z) —» %) = R(0) (@) (7.62)

dove # & il parametro globale delle trasformazioni,<00 < 27 . Le matrici { R(¢) } forniscono una
rappresentazione del grupp&(1)
R(0) = 9@ (7.63)

dove la matrice Hermitian&) , usualmente chiamata matrice di carica, ha autovalori interi. Dalla (7.62)
segue che
Ou®(x) — 8,9%2) = R(0)0,9(x) (7.64)
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e I'invarianza della Lagrangiana significa che
L(R(0)P(x), R(0)0,P(x)) = L,(P(x), 0,P()) . (7.65)

e Invarianza U(1) locale. La fisica del sistema definito d&, e invariante per “rotazioni” globali (7.62)
dei campi. Costruire la corrispondente teoria di galigé) significaimporre che la fisica resti invariante
per “rotazioni” non solo globali ma anche locali dei campi;

U(l) ’ globale — U(l) ’ locale
Le trasformazioni di gauge agiscono sui campi di materiaccom
o(z) — o' @(2) = R(O(2))P(x) (7.66)

dove 0(x) € il parametro locale delle trasformazioni ed € una funzione arbitraria delle coordinate. Le
matrici { R(0(z)) } forniscono una rappresentazioneld{1) in ogni punto dello spazio-tempo. Sia
B(x) una variabile funzione locale dei cami#(x) si dicecovariante se, per trasformazioni di gauge,
essa trasforma come

B(z) — B (z) = R'(6(z))B(z) (7.67)

dove le matrici{ R’(6(z)) } costituiscono una rappresentazione localedlL). Per definizione, i
campi di materia trasformano in maniera covariante. Due campi definiti in punti diversi dello spazio-
tempo possono venir trasformati in modo totalmente scorrelato 'uno dall’altro; conseguentemente, le
derivate spazio-temporali dei campi risultano mal definite. In effetti, se si considerano le proprieta di
trasformazione delle derivai@, ®(x) dei campi si ottiene

8,0(x) — 9,9°@(2) = R(6(x)) 8, ®(x) + i 9,0(x) R((z)) Q B (x)

(7.68)
R(6(x)) [0,P(x) + i Q,0(x) ®(x)]

Le derivate dei campi non trasformano in maniera covariante. Per ovviare a questo inconveniente occorre
introdurre un nuovo campo chiamatonnessiongovvero un campo vettorialel,(z) , che permetta di
collegare punti diversi dello spazio-tempo. In praticasdanessione deve essere un campo vettoriale col
quale costruire underivata covariante D,, . Definendo

D,®(z) = [0, +iAu(x) Q] (x) , (7.69)
si ottiene cheD,, ®(x) trasforma in maniera covariante,
Do) — [D,®@)]" = R(6@))D2@) (7.70)
gualora la connessione trasformi come

Au@) — A%D(z) = Au@) — 0u6(z) . (7.71)
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Avendo introdotto il nuovo campo vettoriald,,(x) con la legge di trasformazione (7.71), possiamo
sostituire nella funzione, tutte le derivate dei campi con le derivate covarianti dei campi

0u®(x) — D, ®(x)

In questo modo, la densita Lagrangiana che si ottiene & invariante per trasformazioni localiedi gaug
Infatti dalla (7.65) segue che, per trasformazioni di gdogali, si ha

L(®(x), Dp®(x)) — L (R(6(x)) (z), R(0(z)) Dp®(x))

(7.72)
= £,(®(2), Dy2(2))

Questa procedura di sostituzione delle derivate con le derivate covarianti nella Lagrangiana di materia
e denotata col nome diccoppiamento minimale Per completare la costruzione della teoria di gauge,
occorre introdurre nella Lagrangiana anche un termine cinetico per la connessignaltrimenti, il

campo A, non sarebbe propagante ed avrebbe il ruolo di un semplicépirezitore di Lagrange (nel

gual caso, la teoria di gauge risultante potrebbe essemadisinteresse). Il nuovo termine da aggiun-
gere alla Lagrangiana deve preservare l'invarianza di gauge ed un modo standard dicasingiste
nell’'utilizzare la curvatura. Il commutatore di due derivate covarianti definisceitaatura F,, (x)
associata alla connessione

[DM, Dl,] = i Fu(r)Q
= (O +iAu(2)Q) (0 +i A (@) Q) — (9 + i Ay(@) Q) (9 + i Au(@)Q)
= 0u0y + 19, AL(2)Q +i Ay(2) Q0 + i Au() Q0 — Apu(x) Ay(z) Q
— 00y — 10y Au)Q —i Au() QY — i Ay(x) QO + Ay(x) Au(z) Q?

= (aﬂAy(ac) — &,Au(x)) Q
(7.73)
La curvatura & covariante per trasformazioni di gauge; in partieptal caso di un gruppo di gauge

Abeliano, la curvatura e invariante per trasformazioni di gauge,
Fu(@) = 0pAu(@) — 0y Au(a) — FIN@) = Fu(z) . (7.74)

Il piu semplice invariante di gauge che da origine ad una dinamica non banale per la connessione ¢ il
termine F,, F*¥; questo termine e invariante di Lorentz ed ha dimensione quattro. Possiamo quindi
definire la densita Lagrangiana della teoria di gaugé/(1) essere la seguente funzione

L= L,(B(z), Dy®(x)) — 4—192FW(33)FW(95) : (7.75)

dove & stata introdotta la costante di accoppiameftehe deve essere adimensionale. Partendo dalla
Lagrangiana libera di uno spinore di Dirac ed utilizzando il metodo dell’accoppiamento minimale, si
ottiene la Lagrangiana (7.1) dell’elettrodinamica in cui la costante di accoppiamento coincide col valore
della carica elettricgy = e.
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¢ Elettrodinamica scalare. Come ulteriore esempio di teoria di gauge, consideriamo I'elettrodinamica
scalare. Partiamo dall'aziong, di un campo scalare complessgr)

5, = [ d (9.6 @0"0) — nP @ o) - V(S @) . (176

dove V(¢*¢) rappresenta untermine diinterazione per le particelle scalari. Introducendo la connessione
Ay (x), si possono definire le derivate covarianti dei campi

Dud@) = (9, +iAu@)) dz) .,  Dud*@) = (0 — iAu@)) ¢*@) . (7.77)

Le trasformazioni di gauge agiscono sul campo vettoriateeemostrato in (7.71) mentre per i campi di
materia di ha

o(z) — 6" D@) = D @), @) - ¢*"D@) = D i) . (7.78)

Utilizzando il metodo dell’'accoppiamento minimale, I'azione invariante di gali¢®) risulta essere

5= [ d (Dud @ D ota) — w26 (@) élo) ~ V(6" @oo)) )
. (7.79)

4
—m d.’L'F'uVFMV

| termini di interazione tra la materia ed il campo elettromagnetigo contenuti in (7.79) sono

/ d*z {i Ay(@) (00" (@) ¢lz) — " (@) () ) — AM(@) Au(2) o* (@) ¢(x) } . (7.80)
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