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Esercizio n° 1.

Uuno sciatore compie un salto da una rampa inclinata di 15°

rispetto all’orizzontale per poi ricadere lungo un piano inclinato di

45° come mostrato in figura. Sapendo che lo sciatore lascia la

rampa con una velocita’ in modulo pari a V0=10 m/s e trascurando

la resistenza dell’aria, calcolare a che distanza dal punto di lancio

lo sciatore atterra e le componenti della velocita’ nel punto di

atterraggio.

Esercizio n° 2

Un punto materiale di massam e’ disposto sul pavimento della cabina di una funicolare che si

muove con accelerazione costantea lungo un pendio di

angolo α=30°. Sapendo che il coefficiente di attrito

statico tra la massa e il pavimento e’µS=0.4, calcolare

quanto puo’ valere al massimo l’accelerazione della

cabina affinche’ il punto materiale rimanga fermo durante

il moto.

Esercizio n° 3

Un cilindro di massam=1kg e raggioR, in moto di puro rotolamento su un piano orizzontale

scabro con velocita’V1=10 m/s, viene rallentato in modo costante mediante un freno fino a

raggiungere la velocita’ diV2= 2 m/s in t=10 s. Calcolare la potenza media dissipata.

Rispondere in modo esauriente e preciso ad almeno una delle seguenti domande

1) Definire la funzione energia potenziale per una forza conservativa qualsiasi; calcolare, inoltre,

l’espressione della funzione energia potenziale per una forza elastica caratterizzata da una

costante elastica nota.

2) Cos’e’ una macchina termica? Calcolare il rendimento di una macchina termica di Carnot.
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SOLUZIONI

Esercizio n°1

Fissando l’origine del sistema di riferimento nel punto di lancio dello sciatore si ottiene:

x t � V
0

� cos � � t

y t � V
0

� sin � � t � 1

2
� g � t2 da cui y � x � tan � � 1

2
� g � x2

cos2 � � V
0

2 dove � � 15° .

L’equazione della traiettoria, insieme all’equazione del piano inclinatoy � � x , consente di

ricavare l’ascissa del punto di caduta dello sciatorex
c

� 2 � V
0

2 � tan � � 1 � cos2 �

g
da cui si

ottiene d � x
c

cos �
� 34.11m dove � � 45° .

Per il calcolo delle componenti delle velocita’ nel punto di atterraggio basta ricordare che
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dove tc e’ l’istante dell’atterraggio. Quest’ultimo si ricava
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Esercizio n° 2

Nel sistema di riferimento non inerziale della cabina, il corpo di

massa m e’ sottoposto a forze reali e fittizie come mostrato in



figura. La soluzione dell’equazione di Newton quando il corpo e’ fermo conduce alla definizione

della reazione normale e dell’attrito statico:

R
n
� m � g � m � a � sin �

A � m � a � cos �
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s
� R
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s
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Esercizio n° 3

L’energia cinetica di un cilindro in moto di puro rotolamento e’:
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 . Il teorema del lavoro e

dell’energia cinetica stabilisce che il lavoro fatto da tutte le forze presenti e’ pari alla variazione di

energia cinetica. Poiche’ ne’ la forza peso e ne’ l’attrito statico compiono lavoro, il teorema del

lavoro e dell’energia cinetica stabilisce che:

L
freno
� T

f
� T

i
� 1

2
�V

c,f

2 � m �
I

c

R2
� 1

2
�V

c,i

2 � m �
I

c

R2

� � 72 J essendo I
c
� 1

2
�m � R2

. La potenza

media dissipata e’ quindi �W � L

t
� 7.2 W .



Università degli Studi di Roma "La Sapienza"
Facoltà di Ingegneria

Corso di Laurea in Ingegneria Civile
Prova scritta di Fisica I del 7 settembre 2001

Esercizio n° 1

Una slitta di massam = 200 kg viene trainata da una muta di cani su un piano inclinato di angolo

α=25°. Sapendo che la slitta percorre una lunghezzal alla velocita’ costantev=10km/h e che il

coefficiente di attrito dinamico tra la slitta e il piano inclinato e’µd=0.3, calcolare la forza e la

potenza sviluppata dalla muta di cani. Calcolare, inoltre, lo spazio percorso dalla slitta prima di

fermarsi nel caso in cui, ferma restando la forza esplicata dalla mutadi cani, la massa della slitta

venga improvvisamente raddoppiata.

Esercizio n° 2

Su una carrucola (raggioR1 e massaM ) vincolata a ruotare intorno

al proprio asse passante per il centro, e’ parzialmente avvolto un filo

inestensibile e di massa trascurabile. Ad un estremo del filo e’

sospesa una massam1 mentre l’altro estremo e’ vincolato ad una

parete fissa madiante una molla di costante elasticak. Calcolare la

posizione di equilibrio e il periodo delle piccole oscillazioni della

massa m1 nell’ipotesi che il filo non slitti saulla carrucola.

(M= 5kg,m1= 200 g,k=100 N/m)

Esercizio n° 3

In un recipiente adiabatico rigido è posta una mole di un gas perfetto monoatomico e unamassa di

ghiaccio (m=100 g) ed inizialmente il sistema e’ all’equilibrio termodinamico allatemperatura di 0

°C. Mediante una resistenza elettrica, viene fornita al sistema una quantita’ di energia pari a 40 kJ.

Calcolare la variazione di energia interna del gas perfetto (trascurare lavariazione di volume legata

alla trasformazione ghiaccio−acqua). (λ=80 cal/g)

Rispondere in modo esauriente e preciso ad almeno una delle seguenti domande

1) Dare una definizione di trasformazione politropica di un gas perfetto e calcolarne il calore

molare.

2) Dimostrare parzialmente le tre leggi di Keplero a partire dall’espressione della forza

gravitazionale di Newton. Calcolare, inoltre, l’energia meccanica di un satellite in orbita

geostazionaria.
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Esercizio n°1

Quando la slitta sale lungo il piano inclinato a velocita’ costante si ha:

F
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P � F
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Nell’stante in cui la massa della slitta raddoppia si ha:
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Esercizio n° 2

In condizioni di equilibrio per la massa m1 si ha
m � g � T � 0
T � k � � x

0

⇒ � x
0
� m � g

k
� 1.96cm .

In condizioni di oscillazione si ha:
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c
�
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dt
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Ricavando T dalla prima e sostituendola nella seconda otteniamo:
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M
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Esercizio n° 3



Poichè il cilindro è adiabatico si ha � L � � U
gas

� � U
ghiaccio . Poiche’, inoltre, va trascurata la

variazione di volume nella trasformazione ghiaccio−acqua, il primo principio applicato alla massa

di ghiaccio che si trasforma in acqua e si riscalda si scrive come:� U
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1) Un punto materiale P si muove di moto uniformemente decelerato lungo una traiettoria circolare

di raggio r: se la  velocità iniziale del punto è ω0=2π rad/s, esso si ferma dopo un tempo t0=2s .

Calcolare la decelerazione angolare e il numero di giri n fatti dal punto prima di fermarsi.

2) Una forza costante F=10N è applicata con una inclinazione α=30
o
 rispetto all’orizzontale a un

blocco di massa m=2 kg in quiete su di un piano scabro orizzontale. Sapendo che per effetto della

forza F il blocco raggiunge una velocità v=8 m/s in un tempo t=3,6 s, calcolare il coefficiente di

attrito dinamico µd tra blocco e piano.

3) Un’asta omogenea di massa M=1 Kg e lunghezza l=1 m è appesa per un estremo O (vincolo

senza attrito) in un piano verticale e, mentre si trova in equilibrio, viene colpita perpendicolarmente

nell’estremo libero con impulso J. Determinare J sapendo che, in seguito al colpo, l’asta raggiunge

la posizione orizzontale con velocità nulla.

4) Calcolare il rendimento del ciclo reversibile illustrato

nella figura, svolto da un gas perfetto monoatomico. Il ciclo

è composto da due trasformazioni isoterme (AB e CD) e da

due trasformazioni isocore (BC e DA). (T1=400 K,

T2=300K, VC/VD=2)

5) Una quantità di calore Q=10
3
 J viene fornita, a pressione costante e reversibilmente, a 5 moli di

gas perfetto biatomico termicamente isolate alla temperatura T0=300 K. Calcolare la variazione di

entropia subita dal gas.
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Esercizio 1)
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Esercizio 2)
FT = F cos α  e FN = F sin α
Il moto del blocco è uniformemente accelerato; infatti la

sua accelerazione vale
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Esercizio 3)
Durante il colpo (urto) si conserva il momento della quantità di moto rispetto al punto O, quindi:

l

I
JIJl

ωω 0
0 =⇒=

dove 2

0
3

1
mlI =  e ω la velocità angolare dell’asta subito dopo il

colpo. Quest’ultima può essere calcolata applicando il principio di

conservazione dell’energia meccanica tra lo stato iniziale (asta

verticale) e quello finale (asta orizzontale):
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Esercizio 4)
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Esercizio 5)
Indicando con TF la temperatura finale del gas, si ha
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1. Su un treno che si muove rettilineamente rispetto alla terra con accelerazione costante 

a=0.25 m/s
2
, un corpo, che si trovava inizialmente sul pavimento, viene lanciato verticalmente 

(rispetto al treno) con velocità v0=6 m/s.  Calcolare a quale distanza d dal punto di lancio ricadrà il 

corpo sul pavimento. 

2. Su un piano inclinato possono rotolare senza strisciare due cilindri omogenei di raggio r ed 

R rispettivamente. Se i cilindri iniziano a scendere contemporaneamente dall’altezza h con velocità 

del baricentro inizialmente nulla, determinare quale cilindro arriverà prima.  

3. Una pallina di massa m=0.1 kg è posta in un tubo orizzontale lungo il quale può muoversi 

senza attrito. Essa è tenuta ferma da due molle 

(vedi figura) in condizioni di equilibrio. Se alla 

pallina viene impresso un piccolo spostamento, 

essa oscilla con un periodo di T=3 s.  

Sapendo che la costante di richiamo di una delle 

molle è k1=0.3 N/m, calcolare la costante k2

dell’altra molla.  

4. Una barra di ghiaccio di sezione quadrata, con lato h=10 cm e di massa m=10 kg si trova a –

23°C in un ambiente costituito da una sorgente termica a –23°C. Il tutto forma un sistema 

adiabatico. La sbarra viene quindi appoggiata su una rete metallica costituita da fili. A causa del 

peso, la sbarra attraversa la rete scendendo completamente al di sotto di essa (cioè di h=10 cm) 

senza che la sua massa vari.. Una volta attraversata la rete la sbarra viene rimessa sui fili della rete. 

Si calcoli la variazione di entropia dell’ambiente. 

5. Una macchina refrigerante sottrae 20 cal/ciclo ad una sorgente a –20°C e cede calore ad una  

sorgente a 30°C utilizzando una energia elettrica di 600 J/ciclo. Trovare la variazione di entropia 

delle sorgenti dopo un funzionamento di 10 cicli.  
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SOLUZIONI 

1. Il treno costituisce un sistema di riferimento non inerziale. In tale sistema, il treno è da 

considerarsi fermo mentre il corpo è soggetto ad una accelerazione contraria a quella del treno. 

Considerando x la direzione di moto del treno e z la direzione verticale, le equazioni del moto sono: 
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Quando il corpo ricardrà, la sua componente z deve valere zero. 
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2. PRIMO METODO  I cilindri sul piano inclinato ruotano poiché rispetto al punto di contatto 

la forza peso esercita un momento pari a:   )(αsinmgrgmrM g ⋅=×−= !!!

Tale momento produce una variazione del momento della quantità di moto del cilindro  

dt
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Il moto di puro rotolamento può essere qui introdotto dalle relazioni: 
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Si vede che l’accelerazione del centro di massa non dipende né dalla massa né dal raggio dei 

cilindri che quindi percorrono il piano inclinato insieme, sempre alla stessa velocità. 

SECONDO METODO 

Il problema può anche essere risolto utilizzando la conservazione dell’energia: 
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da cui si ottiene 
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Da ciò si vede che la velocità finale non dipende dalla massa o dal raggio ma soltanto dall’altezza 

del piano inclinato. 
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3.     Imprimendo un piccolo spostamento alla pallina, tutte e due le molle spingono la pallina nella 

stessa direzione, cioè x
!− . L’equazione del moto sarà quindi:  

( )xkkxkxk
dt
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m
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4
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.

4.    La trasformazione è una trasformazione isoterma.   Per riportare la sbarretta sopra i fili è 

stato compiuto un lavoro meccanico contro la forza peso pari a 

mghL =
Poiché la trasformazione è stata ciclica, ∆U=0. Quindi possiamo scrivere, sfruttando il primo 

principio, per l’ambiente: 
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5. Una macchina refrigerante è una macchina di Carnot non reversibile, che esegue il ciclo al 

contrario. Infatti l’integrale di Clausius, applicato al numero di cicli compiuti dalla macchina in un 

certo tempo, è negativo. Infatti: 
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1. Una pallottola di massa m=10g viene sparata contro un blocco di

massa M=3kg inizialmente in quiete sul bordo di un tavolo alto h=1m
(vedi figura). Il proiettile si conficca nel blocco e, dopo l’urto, il blocco

cade ad una distanza L=2m dallo spigolo del tavolo. a) Determinare la

velocità iniziale vo del proiettile. b) Determinare l’energia trasformata

in calore dopo l’urto, c) l’energia cinetica con cui il blocco cade dal

punto A, d) l’energia cinetica con cui arriva nel punto B.

2. Un pendolo semplice di massa m=3kg, è fatto oscillare con ampiezza

via via crescente. Quando l’ampiezza è di θ=60° il filo di spezza.

Quale è stato il valore della tensione in corrispondenza della rottura?

3. Il ponte in figura è lungo L=50m ed ha una massa M di 100 tonnellate

poggiate sui due pilastri A e B. Sul ponte si trova ad una distanza

d=10m dal pilastro A un autobus di massa m di 20 tonnellate.

Determinare le forze agenti sui punti di appoggio A e B  necessarie

perché il sistema sia stabile.

4. Una piccola sfera piena omogenea di massa m e di raggio r è posta

sulla superficie interna scabra di una ciotola emisferica di centro O e

raggio R=10cm. La sfera parte da ferma in un punto definito da un

angolo θ=15° con la verticale e comincia a rotolare descrivendo un

moto periodico non dissimile da quello del pendolo. Si determini il

periodo di oscillazione T, ed il valore minimo del coefficiente di attrito

statico µs che garantisce il puro rotolamento della sfera.(Il momento di

inerzia della sfera omogenea rispetto al centro di massa sia Ic=2mr2/5,

si assuma inoltre r«R).

5. Un gas perfetto monoatomico è racchiuso in un recipiente munito di

pistone, in modo che la pressione rimanga costante. Al gas viene

somministrata una quantità di calore Q=103 cal. Calcolare il lavoro

utile ottenuto durante la trsformazione
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1. Nell’esercizio si succedono due processi: un urto perfettamente anelastico della

pallottola con il blocco, ed una successiva caduta per gravità dell’insieme blocco-

pallottola. 1a parte: nell’urto perfettamente anelastico della pallottola con il blocco la

quantità di moto iniziale prima dell’urto oi vmp
�� =  si conserva dopo l’urto quando i

due corpi procedono insieme a velocità V con quantità di moto finale

( )VMmp f

�

� += . Imponendo fi pp
�� =  si ricava facilmente ( )mMVvo += 1 .

2a parte: dopo l’urto il blocco, ora di massa M+m, cade dal tavolo descrivendo un

moto di tipo parabolico per effetto dell’accelerazione di gravità (vedi figura).

Scomponiamo ora le equazioni del moto lungo x ed y: lungo l’asse x non c’é accelerazione ed il moto

risultante è rettilineo uniforme ( ) tVtx ⋅= , dove V è la velocità appena dopo l’urto. Lungo l’asse y  il moto è

uniformemente accelerato per gravità; ay= -g, ( ) tgtv ⋅−= , ( ) 22gthty −= . Da quest’ultima imponendo

y(t*)=0 ricaviamo il tempo di volo ght 2* = . La distanza del punto di caduta B dal tavolo si ottiene

dall’espressione ( ) ghVLtx 2* ==  che invertita si riscrive hgLV 2= . Combinando le espressioni

finali delle due fasi del problema si ottiene ( ) =⋅⋅+= hgLmMvo 21 1333 m/s. L’energia cinetica

iniziale del proiettile era ( ) =+== hgLmMmmvT o 412 222
1 8.88 kJ, l’energia cinetica con cui il

blocco cade dal punto A è invece ( ) ( ) =+=+= hgLMmVMmT 42 22
2 29.5 J, per cui durante l’urto si

è trasformata in calore la differenza ( ) =+=−= hgLmMMTTQ 41 2
21 8.85 kJ. Infine imponendo la

conservazione dell’energia meccanica durante la caduta da A a B si ottiene l’energia cinetica in B che vale

( ) ( ) ( ) ( ) hhLgMmghMmhgLMmUTT 444 222
223 ++=+++=+= =59 J.

2. La massa appesa al filo subisce due forze: la sua forza peso P=mg lungo la

verticale, e la tensione T diretta lungo il filo. Applicando il II principio alla
massa nella generica posizione (1), dopo la consueta scomposizione secondo gli

assi n,t si ottiene il sistema 


=−
=−

tt

nn

maP

maPT

t

n

ˆ

ˆ
dove Pn=mgcosθ, Pt=mgsinθ,

l’accelerazione tangenziale vale 22 dtsdat = , quella normale vale Lvan
2= .

La tensione del filo si ricava dalla prima equazione da cui

( ) LmvmgT 2cos += θθ , dove è stata evidenziata la dipendenza della tensione

dall’angolo θ. In particolare il punto critico per la rottura del pendolo è il punto

 (2) per θ=0 in cui la tensione è massima perché sono simultaneamente massimi tutti e due gli

addendi per cui ( ) LmvmgTT 2
2max 0 +=== θ . Per calcolare Tmax occorre ora determinare la

velocità massima v2 che viene raggiunta nel punto (2). Per far questo non utilizziamo l’altra

equazione sull’asse t, dalla quale si può derivare la legge oraria solo per piccoli angoli θ<15°.

Applichiamo invece il principio di conservazione dell’energia meccanica fra il punto (1) relativo

alla massima oscillazione θmax=60° ed il punto (2) relativo a θ=0. L’energia meccanica nel punto

(1) è esclusivamente potenziale e vale ( )max1 cos1 θ−= mgLEm , mentre nel punto (2) è

FFIISSIICCAA II
A.A. 2001-2002

Ingegneria Civile e Trasporti

Soluzioni  del 17 Giugno  2002

V

y=h

x=L

g
A

B

O

y

x

T

P

L

Pn

Pt

θ

P

Tmax

s

tn

(1)

(2)

O

θ L(1-cosθ)



esclusivamente cinetica valendo 22
22 vmEm = . Applicando il principio di conservazione si

determina ( )max
2
2 cos12 θ−= gLv , che sostituita nell’equazione della tensione massima fornisce il

valore massimo di rottura ( ) =−= maxmax cos23 θmgT 58.8 N.

3. Le forze agenti sul ponte sono: la forza peso del ponte P1=Mg applicata

nel suo baricentro C, la forza peso dell’autobus P2=mg applicata in un

punto a distanza  L/2-d  dal punto C , le reazioni dei due pilastri RA ed RB

entrambe a distanza L/2 da C.  Il sistema è in equilibrio quando sono nulle

contemporaneamente la somma delle forze (1
a
 equazione cardinale) e la

somma dei momenti (2
a
 equazione cardinale). Dalla prima proiettata lungo

la verticale otteniamo 021 =−−+ BA RRPP , mentre dalla seconda

applicata rispetto al punto C si ottiene 0
12

=+++ PPBRR MMMM
A

dove MP1=0 perché P1 è applicato in C, ( )2LRM ARA
−= <0 (termine negativo perché la forza tenderebbe

a far ruotare il ponte in senso orario), mentre  ( )2LRM BRB
=  ed ( )dLPM P −= 222

. Combinando le

equazioni si ottiene (1
a
 equazione cardinale) ( )gmMRR BA +=+ , e (2

a
 equazione cardinale)

( )[ ] ( )LdmgLdLmgRR BA 2122 −=−=− . Sommando e sottraendo si ottengono i valori

( ) =−+= LdmgMgRA 12 6.468· 10
5
 N mentre ( ) =+= LdmgMgRB 2 5.292· 10

5
 N.

4. La sfera nella ciotola è soggetta alla sua forza peso P=mg applicata nel baricentro C,

la reazione normale della ciotola Rn e l’attrito As applicati entrambi sul punto di contatto

B. La dinamica della sfera è ben descritta dalle 2 equazioni cardinali dei corpi rigidi. La

prima equazione cardinale csn amARP
�

���

=++  quando è proiettata lungo gli assi

normale n, e tangenziale t, fornisce le relazioni 


=−
=−

cs

cn

maPsinA

RvmPR

t

n

θ
θ 2cos

ˆ

ˆ
 che danno

informazione sul moto di traslazione del centro di massa. Ovviamente per determinare

la dinamica è necessario applicare anche la seconda equazione cardinale che, proiettata

ad esempio lungo l’asse per il centro di massa C, fornisce la relazione

( )dtdIMMMM cARPC sN
ω=++=  che regola il moto di rotazione intorno al

centro di massa. In particolare il momento della forza peso PM  è nullo perché è

applicato in C, il momento della reazione normale 
nRM  è nullo perché la

linea d’azione di Rn passa per C, mentre il momento della forza di attrito vale ( )dtdIrAM csAs
ω=−=

dove il segno meno è dovuto alla convenzione particolare scelta per ω (l’attrito tenderebbe a far ruotare la

sfera in verso opposto a quello scelto). Inoltre la condizione di puro rotolamento implica l’annullamento

della velocità del punto di contatto B che, per le convenzioni scelte per ω, si scrive vB=vc-ωr=0 da cui

( ) ( )rttvc ω= , e per derivazione ( ) ( )dtdrtac ω= . Alla luce di questa considerazione la seconda

equazione cardinale diventa ( )( ) ( ) cccs mamrIdtdrIA ⋅−=−= 2ω . Sostituendo questa ultima

espressione nella prima equazione cardinale si ottiene ( )21 mrIgsina cc +−= θ . Ma per piccole

oscillazioni vale Rssin =≅ θθ , dove s è l’arco percorso, mentre 
22 dtsdac = . Da ciò deriva

l’equazione differenziale ( )[ ] smrIRgdtsd c ⋅+−= 222 1 , lineare del secondo ordine che ha soluzione

A B

L/2

L/2-d

RA
RB

C

L/2

P1

P2

t

s=o

vc

ωr
B

vc

O

C

s

R

ω

Rn

θ

P

As

n



armonica con periodo =⋅=+⋅= 578.9/1.0212 2 ππ mrIgRT c 0.751 s.  Per garantire il moto

di puro rotolamento bisogna verificare a posteriori che l’attrito richiesto sia sempre inferiore del massimo

disponibile. In particolare nel punto critico di massima pendenza, quando cioè θmax=15°, si deve avere

( ) maxmax2max cosθµµθθ mgRmgsin
mrI

I
A sns

c

c
s =≤





+
=  da cui =≥ 72 maxθµ tgs 0.077.

5. Il lavoro utile ottenuto durante la trasformazione isobara da A a B è == ∫b
a

V

V

pdVL

( ) VpVVp oabo ∆=−=  che rappresenta l’area tratteggiata sul piano di Clapeyron.

L’uso dell’equazione di stato dei gas perfetti consente di riscrivere questa stessa

espressione in funzione della variazione di temperatura dei punti A e B

( )abo TTnRTnRVpL −=== ∆∆ . D’altra parte il calore fornito al gas è esprimibile

 nella forma ( )abpp TTcTcQ −== ∆  dove cp rappresenta  la capacità termica a pressione costante che,

per un gas monoatomico, vale 25nRc p = . Combinando le due espressioni si ottiene

( ) kJcalQcnRQL p 675.140052 ==== .  (Alternativamente si poteva applicare il 1° principio L=Q-

∆U, dove TcQ p∆= ,  e ( )pvv ccQTcU == ∆∆  da cui ( ) 521 QccQL pv =−= .

po

p

VVa Vb

A B
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1. Due automobili A e B viaggiano lungo una strada rettilinea a distanza d l’una dall’altra e con la
stessa velocità di modulo v0 = 72 km/h. Ad un certo istante il guidatore dell’automobile di testa
A frena, l’automobile prosegue con accelerazione scalare costante aA e si arresta dopo un tratto
ℓ = 50m. Per questione di riflessi il guidatore dell’automobile B inizia la frenata con un ritardo
τ = 0.4 s e l’automobile prosegue con accelerazione costante aB. Si calcolino l’accelerazione aA e il
valore minimo di d affinché le automobili non si urtino se aA = aB.

2.

Un oggetto puntiforme, di massa m,
è sospeso ad un filo inestensibile, di
massa trascurabile e di lunghezza ℓ =
10 cm. Il filo è vincolato ad un sof-
fitto ad un’altezza h = 2ℓ dal suo-
lo. L’oggetto viene lasciato cadere da
fermo dalla posizione A (vedi figura)
in cui il filo forma un angolo θ0 =
56◦ rispetto alla direzione verticale.
Quando la massa passa per il punto B il filo si spezza. Si cal-
coli la distanza d del punto C di impatto al suolo dell’oggetto dal
punto O in cui è vincolato il filo. (Si trascuri l’attrito dell’aria)

3. Due oggetti puntiformi di ugual massa m sono rigidamente connessi ad una sottile sbarretta di massa
M = 3m e lunghezza ℓ = 8 cm. I due punti sono collocati in posizioni simmetriche rispetto al centro
della sbarretta e ad una distanza d = ℓ/4 da esso. Tutto il sistema può ruotare attorno ad un asse
orizzontale passante per il centro della sbarretta ed ortogonale ad essa. Il sistema è inizialmente in
quiete con la sbarretta in posizione orizzontale. Ad un certo istante, un corpo di massa m viene
fatto cadere, da fermo, da un’altezza h = 5 cm ed urta in modo completamante analestico contro
uno degli estremi della sbarretta. Si determini qual’è l’angolo massimo di cui ruoterà l’intero sistema
dopo l’urto. (Si trascuri ogni forma d’attrito)

4. In una stanza chiusa di volume V = 30 m3, inizialmante alla pressione atmosferica ed alla temper-
atura t1 = 27 ◦C è posto un blocco di ghiaccio di massa m = 1 kg alla temperatura t0 = 0 ◦C.
Approssimando l’aria racchiusa nella stanza ad un gas perfetto biatomico e considerando nulle la
conducibilità e la capacità termica delle pareti, si determini la temperatura finale a cui si porterà
l’intero sistema. (λf = 80 cal/g. Si considerino constanti la temperatura ed il calore latente di
fusione del ghiaccio e si trascuri il suo volume rispetto a quello della stanza)

5. Un gas perfetto biatomico compie un ciclo costituito dalle seguenti trasformazioni: 1) un’isoterma
reversibile alla temperatura TA in cui il volume del gas raddoppia; 2) un’adiabatica reversibile in



cui la temperatura del gas si dimezza; 3) una compressione isoterma reversibile che porta il gas ad
uno stato D; 4) un’isobara reversibile che riporta il gas dallo stato D allo stato iniziale. Si calcoli il
rendimento del ciclo.
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1. Consideriamo come istante t = 0 quello in cui A inizia a decelerare e come origine dell’asse x la sua
posizione in quell’istante.
Per A:

vA(t) = v0 − aAt xA(t) = v0t − 1

2
aAt2

Per B :

t ≤ τ vB(t) = v0 xB(t) = −d + v0t
t ≥ τ vB(t) = v0 − aB(t − τ) xB(t) = −d + v0τ + v0(t − τ) − 1

2
aA(t − τ)2

vA(t1) = 0 t1 =
v0

aA

xA(t1) = ℓ ℓ =
v2

0

2aA

aA =
v2

0

2ℓ
= 4 m/s2

vB(t2) = 0 (t2 − τ) =
v0

aB

Affinché le due autombili non si urtino deve essere

xB(t2) ≤ ℓ =⇒ −d + v0τ + v0(t2 − τ) − 1

2
aB(t2 − τ)2 ≤ ℓ

Se aA = aB = a =⇒ −d + v0τ +
v2

0

2a
≤

v2

0

2a
d ≥ v0τ = 8 m

2. Per la conservazione dell’ energia meccanica:

mgℓ(1−cos θ0) = 1

2
mv2

B =⇒ vB =
√

2gℓ(1 − cosθ0)

Dopo la rottura del filo:

vx(t) = vB x(t) = vBt
vz(t) = 0 z(t) = ℓ − 1

2
gt2

z(τ) = 0 τ =

√

2ℓ

g
x(τ) = vB

√

2ℓ

g
=

2ℓ
√

1 − cos θ0

d =
√

(2ℓ)2 + x(τ)2 = 2ℓ
√

2 − cosθ0 = 24 cm



3. Per la conservazione dell’ energia meccanica:

mgh = 1

2
mv2

0
v0 =

√
2gh

Nell’urto si conserva il momento della quantità di moto:

mv0

ℓ

2
= I0ω ω =

mv0ℓ

2I0

I0 =
1

12
Mℓ2 + 2m

( ℓ

4

)2

+ m
( ℓ

2

)2

=
5

8
mℓ2

Per la conservazione dell’ energia meccanica:

1

2
I0ω

2 = mg
ℓ

2
sinθ sinθ =

4h

5ℓ
= 0.5

θ = 30◦ θM = 210◦

4. n =
pV

RT
= 1218

Q = 0 L = 0 ∆U = 0

∆U = mλf + mca(tf − t0) + ncv(tf − t1) = 0 tf =
mcat0 + ncvt1 − mλf

mca + ncv

= 11.82◦C

5. A) VA TA B) VB = 2VA TB = TA C) VC = 2
γ

γ−1 VA TC =
TA

2
D) VD =

VA

2
TD =

TA

2

QAB = LAB = nRTAln
(VB

VA

)

= nRTAln2 > 0

QBC = 0

QCD = LCD = nRTC ln
(VD

VC

)

= −
2γ − 1

2(γ − 1)
nRTAln2 = −

9

4
RTAln2 < 0

QDA = ncp(TA − TD) =
7

4
nRTA > 0

η = 1 −
9

4
ln2

ln2 + 7

4

= 0.36
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1. All’istante t = 0 un punto materiale, partendo da fermo, si mette in moto su una tra-
iettoria circolare, giacente su un piano orizzonatale liscio, di raggio R = 225 m. Fino
all’istante t1 = 10 s, la velocità cresce linearmente con il tempo e lo spazio percorso è di
150 m. Determinare il modulo dell’accelerazione nell’istante t1.

2. Due blocchi, di massa m ed M , si trovano fermi sopra un
piano orizzontale liscio: i due blocchi sono in contatto
tra loro. Una forza costante ~F orizzontale viene appli-
cata alla massa m. Determinare la forza che il blocco di
massa m esercita sul blocco di massa M . (I due blocchi
sono schematizzabili come due punti materiali.)

F
�

�

3. Una sfera piena omogenea S si trova ferma su un piano
orizzontale γ, anch’esso inizialmente fermo. All’istante
t = 0 il piano γ inizia ad accelerare con accelerazione
costante ~a in direzione orizzontale. Siano g e µ, rispet-
tivamente, l’accelerazione di gravità e il coefficiente di
attrito tra la sfera e il piano. Trovare il minimo valo-
re che deve avere il coeffiente di attrito (µmin) affinchè
quando il piano accelera con accelerazione ~a, la sfera
rotoli senza strisciare relativamente al piano.

γ �

�

4. Una mole di gas perfetto biatomico compie il ciclo re-
versibile mostrato in figura, dove le trasformazioni AB

e CD sono isobare e le trasformazioni BC e DA sono
isocore. Calcolare il rendimento della macchina termica
che esegue tale ciclo supponendo di conoscere i valori di
PA, PD, VC e VD.

A B

D

VC

P

V

C

VD

PA

PD

5. Due moli di gas perfetto all’interno di un recipiente termicamente isolato dall’ambien-
te esterno, si espandono liberamente da un volume iniziale V a un volume finale 5V .
Calcolare la variazione di entropia del gas e dell’ambiente.
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Esercizio N. 1

Poichè la velocità cresce linearmente con il tempo, il moto è uniformemente accelerato:

s(t) = s(0) +
1

2
at t

2 =⇒ at = 2
s(t1)

t2
1

= 3 m/s2.

Per quanto riguarda la velocità: v(t1) = at t1 = 30 m/s.
Pertanto, il valore dell’accelerazione normale nell’istante t1 sarà:

an(t1) =
v(t1)

2

R
= 4 m/s2 =⇒ a =

√

a2
t + a2

n
= 5 m/s2.

Esercizio N. 2

Applicando la I eq. cardinale della dinamica dei sistemi di punti materiali al sistema formato
dalla massa m e dalla massa M , e considerando solo la componente orizzontale, si ha:

F = (m + M) a =⇒ a =
F

m + M

essendo a l’accelerazione del centro di massa uguale anche all’accelerazione delle due masse m

ed M essendo esse in contatto tra loro.
Applicando il II principio della dinamica al blocco di massa M (considerando ancora la sola
componente orizzontale) si ha:

f = Ma

essendo f la forza che la massa m esercita sulla massa M . Dato il valore di a si ottiene:

f =
M

m + M
F.

Esercizio N. 3

La figura mostra le forze che agiscono sulla sfera in direzione oriz-
zontale: ~A è l’attrito statico; ~FA è la forza apparente agente sulla
sfera. Quest’ultima esiste poichè, relativamente al piano, la sfera
si trova in un sistema di riferimento non inerziale: tale forza ha
modulo ma ed essendo una forza di volume è applicata nel centro
di massa C della sfera. In direzione verticale agiscono la forza peso
della sfera e la componente normale della reazione vincolare.

�
����

� �

�

Usando le due equazioni cardinali della dinamica dei sistemi e la condizione di puro rotolamento
si ha:

−ma + A = −maC I eq. card. dinamica dei sistemi proiettata lungo l’asse x

A r = ICω̇ II eq. card. dinamica dei sistemi proiettata lungo l’asse z (Polo C)

aC = ω̇r Condizione di puro rotolamento della sfera.

essendo r il raggio della sfera, IC = 2

5
mr2 il suo momento di inerzia rispetto a un asse orizzontale

per C e aC l’accelerazione del centro di massa. Per le condizioni date dal problema A =
µmin mg. Risolvendo il sistema di equazioni rispetto a µmin si ha:

µmin =
2

7

a

g



Esercizio N. 4

Il rendimento della macchina è:

η =
L

QASS

essendo QASS ed L, rispettivamente, il calore assorbito e il
lavoro fatto dal gas durante il ciclo . Quest’ultimo è facilmente
calcolabile poichè nel piano PV esso è pari all’area racchiusa
dal ciclo; quindi

L =
(

PA − PD

) (

VC − VD

)

.

Come inoltre si può dedurre applicando il I principio della
termodinamica e l’equazione di stato dei gas perfetti a
ciascuna delle trasformazioni che compongono il ciclo, il calo-
re è assorbito dal gas lungo l’isobara AB e lungo l’isocora DA.

A B

D

VC

P

V

C

VD

PA

PD

QAB = n cP

(

TB − TA

)

= n
cP

R

(

PAVC − PAVD

)

QDA = n cV

(

TA − TD

)

= n
cV

R

(

PAVD − PDVD

)

.

Pertanto:

η =
R

(

PA − PD

) (

VC − VD

)

cP

(

PAVC − PAVD

)

+ cV

(

PAVD − PDVD

) .

Esercizio N. 5

Poichè l’espansione libera di un gas perfetto è un processo intrinsecamente isotermo, per il
calcolo della variazione di entropia del gas si può scegliere una isoterma reversibile che abbia
lo stesso stato iniziale (volume V ) e finale (volume 5V ):

∆SGAS =

∫

F

I

dQ

T
=

∫

F

I

dU + dL

T
=

1

T

∫

F

I

p dV = nR

∫

5V

V

dV

V
= nR ln 5 = 26.7 J/K.

Essendo il gas termicamente isolato dall’ambiente esterno:

∆SUNIV. = ∆SGAS + ∆SAMB. = ∆SGAS.



1. Due automobili A e B, partendo allo stesso istante e dallo stesso punto, si muovono in due

direzioni formanti fra loro un angolo θ. L’automobile A, partendo da ferma, si muove di moto

rettilineo con accelerazione a=kt mentre l’automobile B si muove di moto rettilineo uniforme

con velocità vB. Determinare con quale velocità, in modulo, il guidatore di B vede muoversi

l’automobile A dopo un tempo τ dalla partenza. (Dati θ=60°, k=0.1ms
-3

, vB=5m/s, τ=10s)

2. Il carrello a pareti oblique descritto in figura si muove su di un

piano orizzontale con accelerazione at. Determinare il minimo

valore di at affinchè la massa m, aderente alla parete frontale

obliqua scabra del carrello, permanga in equilibrio senza

scivolare. ( Dati θ=30°, µs=0.5 )

3. Un disco di massa m e raggio R rotola senza strisciare su un piano orizzontale scabro sotto

l’azione di una forza F applicata al suo centro di massa e la cui direzione forma un angolo θ
rispetto al piano orizzontale. Determinare l’accelerazione del centro di massa del disco (Dati

m=1kg, F=6N, θ=60°)

4. Un pallone leggero riempito di elio è legato tramite una

fune di massa trascurabile e di lunghezza L=4m. La fune

è legata al suolo formando un pendolo semplice

“invertito”. Quando il pallone viene spostato

leggermente dall’equilibrio comincia ad oscillare rispetto

alla posizione di equilibrio. Determinare il tipo di moto

ed il periodo delle piccole oscillazioni (Si assuma per la

densità dell’elio ρHe=0.180 kg/m
3

e dell’aria ρAria=1.29

kg/m
3
)

5. Una certa quantità di gas perfetto biatomico compie un’espansione adiabatica reversibile; la

pressione ed il volume iniziale sono rispettivamente p1=10 Atm e V1=10 � . Calcolare il lavoro

ottenuto sapendo che la pressione finale è p2=2 Atm.
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1. Il punto A si allontana dall’origine O di moto rettilineo con

accelerazione a(t)=kt e quindi velocità ( ) ( ) =+⋅= ∫ o

t

A VdttatV

0

22

0

ktdttk

t

=⋅= ∫   (dove Vo=0). La velocità assunta all’istante

t=τ è quindi ( ) smkVA 52101.02 22 =⋅== ττ . Il punto B si

allontana anch’esso dall’origine O ma con moto rettilineo e velocità costante smVB 5= che

incidentalmente coincide con la velocità di A al tempo τ.  La velocità relativa con cui B vede

muoversi il punto A è data dalla formula di cinematica relativa BAAB VVV
���

−=  il cui  modulo si

ottiene semplicemente dalla seguente formula di geometria dei vettori

( ) ( ) θcos22 2222
BABABABABABAABABAB VVVVVVVVVVVVVVV −+=•−+=−•−=•=

��������

= smVAB 5252155255 22 ==⋅⋅⋅−+=

2. La massa m si trova in un sistema non inerziale ed è soggetta a 4

forze: la forza peso P=mg lungo la verticale, la forza apparente

Fapp=ma, in direzione opposta all’accelerazione del carrello, la

reazione normale Rn lungo l’asse n, e la forza di attrito statico As

in direzione opposta all’asse t.  Come sempre si applica il II

principio della dinamica proiettando tutte le forze lungo i due

assi n,t normale e tangenziale alla parete obliqua del carrello




==−−
==−−

0cos

0cos

ˆ

ˆ

tsapp

nappn

maAsinFP

maPsinFR

t

n

θθ
θθ

    ed imponendo lo stato

 di quiete. Dalla prima ricaviamo il valore della reazione normale θθ PsinFR appn += cos ,

mentre dalla seconda ricaviamo l’attrito statico che deve essere inferiore a quello massimo

disponibile ( )θθµµθθ PsinFRsinFPA appsnsapps +=≤−= coscos . Risolvendo la

disequazione in Fapp  ricaviamo ( ) ( )θµθθµθ sinPsinF ssapp −≥+ coscos  da cui si ottiene il

valore minimo 247.666.0
1

cos

cos
smg

tg

tg
g

sin

sin
ga

s

s

s

s
t ==

+
−

=





+
−

≥
µθ

θµ
θµθ
θµθ

.
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3. Le forze agenti sul disco sono 4: la forza peso P=mg, la forza

motrice F applicate entrambe nel baricentro C, la reazione

normale Rn e l’attrito statico As applicate entrambe nel centro

istantaneo di rotazione O. Scomponendo la prima equazione

cardinale lungo i due assi x,y si ottiene; lungo y)

0==+− yyn maFPR ; lungo x) cxsx mamaAF ==− . Da

quest’ultima si potrà ricavare l’accelerazione del centro di massa ac una volta noto As dalla

seconda equazione cardinale. Proiettando la seconda equazione cardinale sull’asse orizzontale

per C si ottiene: ( )dtdIMMMM cARnPF ω=+++  dove sono però nulli i momenti

0=== RnPF MMM , mentre l’unico momento non nullo è quello della forza d’attrito

RAM sA ⋅=  che tende a far ruotare il disco in senso orario (senso di rotazione assunto

positivo). Applicando la condizione di rotolamento per la quale il centro istantaneo di rotazione

O è fermo si ha  Rvc ω=   che derivata diventa ( ) Rdtdac ⋅= ω . Combinando le espressioni si

ottiene ( ) RaIdtdIRAM cccsA ⋅==⋅= ω    da cui si ricava l’attrito che finalmente deve

essere inserito nella 1
a
 equazione cardinale ( ) cccsx maaRIFAF =−=− 2cosθ   da cui

( )
2

2
2

211

216

1

cos
sm

mRIm

F
a

c

c =
+
⋅=

+
= θ

4. Il pallone di volume V è soggetto alla forza peso P=mg= VgHeρ
sempre diretta verso il basso e alla spinta di Archimede  A= VgAriaρ
sempre diretta verso l’alto. La somma di queste due forze applicate

entrambe nel baricentro è equivalente ad un'unica forza differenza F=A-

P= ( )VgHeAria ρρ − diretta verso l’alto. Il pallone è anche soggetto alla

tensione della fune T che è una forza non costante che tende a riportarlo

nella situazione di equilibrio. Applicando il II principio della dinamica e

proiettando le forze sui due assi mobili n,t  si ottiene: lungo n)

LvmmaFT n
2cos ==− θ ;  lungo t) θθ ���� mLsmmaFsin t ===− .

Quest’ultima è una equazione differenziale analoga a quella del pendolo semplice che si

riscrive come ( ) θ
ρ

ρρθθ sin
L

g
sinLmF

He

HeAria











 −−=−=��  che per piccoli angoli (θ<15°) dà

luogo ad oscillazioni di periodo =





−
=

g

L
T

HeAria

He
p ρρ

ρπ2 1.62s

5. Il lavoro utile LAB ottenuto durante l’espansione adiabatica

reversibile da A a B è rappresentato dall’area tratteggiata riportata

in figura sul piano di Clapeyron. Il punto A ha coordinate pA=10

Atm e VA=10 � .  Nel punto B  la pressione vale pB=2 Atm mentre

il volume si ottiene imponendo l’equazione delle adiabatiche

θ

ω

Rn

As

P

x
y

Fy
F

C Fx

O

piccole

oscillazioni

L n
t

s=o

T P

A

θ

p

B

A

VA VB

pB

pA

V



tVpVp BBAA cos== γγ
 da cui si ricava ( ) �57.31105 751 =⋅=⋅= ABAB VppV γ .  Il lavoro

utile è dato dall’integrale definito ( )∫ ⋅=
B

A

V

V

AB dVVpL   dove la pressione in funzione del volume si

ottiene imponendo ancora l’equazione delle adiabatiche 
γγ
AAVpVp =⋅   da cui  ( ) γ

γ

V

Vp
Vp AA=

che integrata nel volume fornisce =





−
⋅=⋅=

−∫
B

A

B

A

V

V

AA

V

V

AAAB
V

Vp
V

dV
VpL

γ

γ
γ

γ
γ

1

1

=





−
−

= −− 11

11

1 γγ

γ

γ
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VV

Vp
kJAtm

V

VVp

B

AAA 33.92.92
157.3
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1. Un elicottero, volando a bassa quota (h=200m) alla velocità

v1=200 km/h, lascia cadere sulla propria verticale una bomba

in modo da colpire un carro armato che viaggia alla velocità

v2=50 km/h. A quale angolo θ  rispetto alla verticale il pilota

deve vedere l’obiettivo al momento di sganciare la bomba?

2. Un pendolo semplice di lunghezza L=1m e massa m=1kg, viene

abbandonato con velocità iniziale nulla dalla posizione orizzontale

mostrata in figura. Al termine della caduta la massa colpisce il

blocco di massa M=2kg ferma su un piano orizzontale privo di

attrito. L’urto è centrale ed elastico. Calcolare la velocità

acquistata dalla massa M ed il nuovo angolo di massima

oscillazione del pendolo.

3. Un cilindro di massa M1=4kg e raggio r1 è appoggiato su

di un piano orizzontale. L’asse del cilindro è collegato ad

una massa m=3kg tramite un filo inestensibile di massa

trascurabile che scorre su di una puleggia di massa

M2=2kg e di raggio r2<r1 mettendola in rotazione.

Supponendo il sistema inizialmente in quiete, calcolare la

velocità della massa m quando è scesa di una quota

h=1m. Si supponga che il cilindro rotoli senza strisciare

sul piano.

4. Per determinare la densità ρ di un solido lo si appende ad una molla ideale, dapprima in aria,

risultando un allungamento  ∆ya=3cm, quindi in acqua dove si misura un allungamento inferiore

∆yb=2.5 cm. Assumendo ρH2O=1000 kg/m
3

il valore per la densità dell’acqua, determinare ρ

5. Un certo volume d’aria alla temperatura T1=20°C  viene pompato in un pneumatico dove viene

compresso ad ¼ del suo volume originario. Sapendo che la temperatura nel pneumatico sale a

T2=40°C  determinarne la sua pressione.
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1. Nel sistema di riferimento di un osservatore nel carro armato

l’elicottero vola alla velocità differenza v1-v2=150 km/h, che

coincide anche con la velocità iniziale della bomba. Il moto

parabolico della bomba può essere scomposto secondo gli assi

x ( ) ( )


−−=
−=

dtvvtx

vvvx

21

21
 ed y ( )


−=

−=

22gthty

gtvy
. La bomba

tocca il suolo al tempo t* che si ottiene dall’equazione

y(t*)=0=h-g(t*)
2
/2 da  cui ght 2* = . A quell’istante

l’ascissa della bomba deve coincidere con quella del carro armato ( ) ( ) 0** 21 =−−= dtvvtx , da cui

si ricava la distanza ( ) ( ) ghvvtvvd 2* 2121 −=−= . La tangente dell’angolo di vista θ richiesto è

proprio uguale al rapporto dei due cateti ( ) ghvvhd 2tan 21 −==θ =1.33 da cui '0553°=θ

2. Il pendolo inizialmente in quiete nello stato (a) nel moto di

caduta trasforma l’energia potenziale iniziale U(a)=mgL in

energia cinetica che nello stato (b) vale ( ) 22
1mvbT = , da cui il

valore della velocità della massa m prima dell’urto risulta

gLv 21 = . Essendo l’urto con la massa M normale centrale

elastico le velocità appena dopo l’urto (stato(c)) si calcolano

come






===



+

=

−=



+
−=

smgLvv
Mm

m
V

v
v

Mm

Mm
V

95.2
9

8

3

22

3

112

1
11

. Da queste

espressioni si desume che la massa m inverte il suo moto e riparte con un nuovo valore di energia

cinetica ( ) 22
1mVcT = . Quindi raggiunge lo stato di massima oscillazione (d) convertendo tutta

l’energia cinetica in energia potenziale U(d)=mgh= ( ) 22
1mVcT = , da cui si ricava

922
1 LgVh == . D’altra parte ( ) 9cos1 LLh m =−= θ  e quindi 98cos =mθ , da cui θm=27°16’

3. L’energia meccanica del sistema si conserva perché tutti gli

attriti che intervengono sul cilindro e sulla puleggia non

compiono lavoro. L’energia meccanica iniziale, quando il

sistema è fermo, è costituita dalla sola energia potenziale della

massa m posta ad altezza h rispetto alla quota di riferimento

(Em1=mgh). L’energia meccanica finale è invece costituita

dalle 3 energie cinetiche delle masse m, M2 ed M1

( 122 MMmm TTTE ++= ); il primo termine corrisponde ad

una semplice traslazione verso il basso della massa m  e si
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scrive  2

2

1
mvTm = ; il secondo termine 2

222
2

1 ωcM IT =  corrisponde ad una pura rotazione

della puleggia intorno al suo centro di massa, ed essendo 2/2
222 rMIc = , e la velocità del

sistema v=ω2r2, può scriversi con l’espressione compatta 2
22

4

1
vMTM = ; infine il terzo

termine per il teorema di Konig si scrive come sovrapposizione di un termine traslazionale più

un termine rotazionale intorno al centro di massa 2
11

2
11

2

1

2

1 ωcM IvMT += . Posto

2/2
111 rMIc =  e la velocità del centro di massa v=ω1r1, il terzo termine si riduce a

2
11

4

3
vMTM = . L’energia meccanica totale finale vale quindi

2
1

2
2

2
2

4

3

4

1

2

1
vMvMmvEm ++= . Imponendo la conservazione dell’energia meccanica si

ricava infine il valore della velocità di traslazione del sistema

smgh
MMm

m
ghv 42.2

5

3

232
2

12

==





++
=

4. Nel primo esperimento la forza peso P=mg=ρVg viene

controbilanciata dalla forza elastica della molla Fel=k∆ya ; da ciò

nasce la prima equazione k∆ya=ρVg . Nel secondo esperimento

entra in gioco la spinta di Archimede A=ρΗ20Vg  che si somma ad

una forza elastica ridotta Fel=k∆yb; da ciò nasce la seconda

equazione k∆yb+ρΗ20Vg=ρVg. Sottraendo la prima equazione

dalla seconda ricaviamo ρΗ20Vg=k(∆ya-∆yb) che divisa per la

prima equazione permette di scrivere

3
2020 /60006 mkg

yy

y
H

ba

a
H ==

−
= ρ

∆∆
∆ρρ

5. Consideriamo l’aria come un gas perfetto. Durante la trasformazione termodinamica il numero

delle moli di gas rimane costante per cui possiamo scrivere 
2

22

1

11

T

Vp

T

Vp
nR == , dove i pedici 1

e 2 si riferiscono allo stato iniziale e finale. Da questa equazione si ricava 










=
1

2

2

1
12

T

T

V

V
pp ,

dove la pressione iniziale vale p1=pAtm, le temperature assolute sono T1=293,15 K, e T2=313,15

K , mentre il rapporto dei volumi V1/V2=4. Da ciò si ottiene =


⋅=
15,293

15,313
42 Atmpp 4.27Atm =

4.33*10
5
 Pa.
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PROBLEMI

targetvo

h

1. Una esercitazione di tiro prevede il lancio di proiettili in modo da

colpire un bersaglio distante L=200m. Il bersaglio non è in visibilità 

diretta a causa di uno schermo alto h=100m e posto a metà distanza 

L/2. Determinare l’alzo minimo  richiesto per oltrepassare lo 

schermo e colpire il bersaglio. Calcolare la relativa velocità iniziale vo.
L

2. Un blocco di massa m=2kg situato su di un piano inclinato scabro di 

inclinazione =40° rispetto all’orizzontale è connesso ad una molla di 

massa trascurabile avente una costante elastica k=100N/m. Il blocco 

inizialmente in quiete è lasciato  libero con la molla a riposo. Il blocco

scende di L=10cm lungo un piano inclinato prima di fermarsi. Trovare 

il coefficiente di attrito dinamico tra il blocco ed il piano inclinato. 

m

L

k

3. Un sacco di massa M=3kg è appeso ad un cardine C tramite un filo di 

lunghezza L=50cm, inestensibile e di massa trascurabile. Il sacco, 

inizialmente inclinato di un angolo  rispetto alla verticale, viene 

lasciato oscillare liberamente. Quando il sacco raggiunge la posizione 

verticale, esso impatta con un proiettile di massa m=20g. A seguito dell’urto 

perfettamente anelastico il sacco si ferma istantaneamente e rimane fermo 

lungo la verticale. Determinare la velocità del proiettile prima dell’urto. 

Facoltativo: studiare anche il caso in cui lo stesso proiettile, dotato di

velocità opposta al caso precedente, colpisca il sacco nello stesso punto. 

Determinare in questo nuovo caso l’angolo massimo raggiunto  dalle 

oscillazioni susseguenti all’urto. 

M

mv
facoltativo

C

L

v
m

QUESITI TEORICI

1. Discutere il modulo e la direzione del vettore accelerazione nel moto circolare uniforme.

Come esempio di tale moto calcolare l’accelerazione di un punto materiale che descriva una

circonferenza della lunghezza di 1 metro in 10 secondi. 

2. Descrivere e dimostrare il teorema del lavoro e dell’energia cinetica. Calcolare il lavoro 

compiuto da tutte le forze su di un punto materiale di massa m=2kg  che varia la velocità dal 

valore iniziale  al valore finalekjiv ˆ3ˆ2ˆ41 kjiv ˆ2ˆ3ˆ32 .

3. Derivare l’espressione della seconda equazione cardinale per i sistemi di punti. 
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1. Equazioni del moto:

h

x

x=Lx=0

vo
t2

vx
t1

y

asse  x asse  y

0

cos

cos

x

ox

o

a

vv

tvx

ga

gtvv

gttvy

y

oy

o

sin

2sin 2

Il tempo t1 al quale il proiettile si trova al vertice della parabola 

si ottiene annullando la componente verticale della velocità vy

0sin 11 gtvtv oy da cui gvt o sin1

la quota massima raggiunta a quell’istante deve essere non inferiore all’altezza  h  dello schermo

h
g

v
ty o

2

sin22

1      (1)

Il tempo t2 al quale il proiettile colpisce il bersaglio è evidentemente doppio rispetto a t1. Un modo 

equivalente per dimostrarlo è imporre  y(t2)=0 così da ottenere gvt o sin22 .

La gittata del proiettile diviene quindi 

L
g

v
tx o cossin2 2

2     (2)

Facendo il rapporto fra le equazioni (1) e (2) si ottiene una espressione nella sola 

L

h

tx

ty

cos4

sin

2

1

da cui si ricava l’alzo minimo

Lh4arctanmin 63° 26’ 

che sostituito nella Eq.(2) restituisce la velocità iniziale (minima)

min2singLvo 49.5 m/s 



m

k
(a)

k
(b)

L

L
2

z=h=Lsin

z=0  rif. 

Energia cinetica nello stato (a) Ta=0

Energia potenziale nello stato (a) Ua=mgh=mgLsin

Energia meccanica nello stato (a) Ema=mgLsin

Energia cinetica nello stato (b) Tb=0

Energia potenziale nello stato (b) Ub=kL
2
/2

Energia meccanica nello stato (b) Emb=kL
2
/2

Lavoro delle forze non conservative (attrito) cosmgLLAsdAL dd

b

a

dAd

Essendo   si ottienemambA EEL
d

sin2cos 2 mgLkLmgLd

da cui si ricava il coefficiente di attrito dinamico

cos2mg

kL
tgd =0.506

3.   Il sacco lasciato cadere dalla posizione (1) ha inizialmente solo energia potenziale 

M

Lcos

C

2

1

hMV

rif

Em1=Mgh=MgL(1-cos )
x

Quando raggiunge la posizione di minima quota (2) avrà trasformato
venergia potenziale interamente in energia cinetica m

    Em2=MV
2
/2

Dalla conservazione dell’energia meccanica si ricava la velocità cos12gLV

La quantità di moto (lungo x) del sistema proiettile+sacco prima dell’urto è mvMVpx

Il sistema dopo l’urto rimane in quiete. La quantità di moto è quindi 0xp .

Dalla conservazione della quantità di moto si ottiene la velocità del proiettile 

v cos12gL
m

M
171.9 m/s 

Facoltativo: se il proiettile è diretto in senso opposto la quantità di moto del 

sistema prima dell’urto è MVmvMVpx 2    (tenuto conto che   mv=MV) 

Questa quantità si conserva dopo l’urto cx VmMp )(

Imponendo l’uguaglianza dei termini si ottiene la velocità del c.d.m.

mM

M
VVc

2
  che è legata al massimo angolo  dalla cos12gLVc

Combinando le equazioni si ottiene cos1
2

1cos

2

mM

M
  da cui =61°53’

Lcos

C

rif

V M
L(1-cos )

m

x

v



PROBLEMI

1. Una massa m1=10kg posta su di un piano liscio orizzontale è collegata ad 
una massa m2=3kg attraverso una puleggia mobile di massa trascurabile P1

ed una puleggia fissa P2 anch’essa di massa trascurabile. Se indichiamo con 
a1 ed a2  le due accelerazioni, determinare la relazione fra le due
accelerazioni. Esprimere anche le tensioni di tut te le funi.

2. Una pallottola di m=10g, con velocità iniziale di v=300m/s attraversa

completamente un blocco di massa M=1kg, come mostrato in figura. Il
blocco, inizialmente in quiete su una piattaforma orizzontale, è connesso ad 

una molla di costante elastica k=500 N/m. Assumendo che il blocco
proceda al massimo di un tratto di lunghezza A=4cm dopo l’impatto
calcolare la velocità di uscita del proiettile e l’energia dissipata nell’urto.

3. Un condensatore è costituito da due conduttori sferici concentrici di raggi 
R1=5mm e R2=10mm. La parte interna è interamente riempita da due gusci 
dielettrici sferici concentrici di uguale spessore d=2.5mm e di costanti

dielettriche relative er1=2.5 e er2=4. Conoscendo la differenza di potenziale 
ai capi del condensatore V1-V2=100V, determinare la carica libera Qlib sui
conduttori e la carica di polarizzazione Qpol presente all’interfaccia fra i due 

dielettrici. Facoltativo: ripetere l’esercizio invertendo i due dielettrici,
mantenendo la stessa differenza di potenziale.

4. Due conduttori cilindric i paralleli, infinitamente lunghi, di stesso raggio
R=5cm sono disposti alla distanza d=20cm. Sapendo che il primo è

percorso da una densità di corrente uniforme j1=10A/m2 e sapendo che non
si registra alcun campo magnetico nel punto P posto a distanza a=3cm

dall’asse del primo conduttore, determinare la densità di corrente j2,
supposta uniforme, che deve scorrere nel secondo conduttore.

QUESITI TEORICI

1. Calcolate il valore minimo del coefficiente di attrito statico affinché un corpo giacente su un 

piano inclinato di un angolo α  rispetto all’orizzontale rimanga in quiete.

2. Dimostrate il teorema di Koenig.

3. Illustrate le varie espressioni dell’energia elettrostatica dimostrandone l’equivalenza.

4. Dimostrate la legge di circuitazione di Ampere.
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1. Ad uno spostamento ∆x2 della massa m2 corrisponde un ugual spostamento 

della puleggia P1 ed uno spostamento doppio ∆x1=2∆x2 della massa m1

Derivando gli spostamenti nel tempo si ottengono facilmente la relazione 

fra le accelerazioni 

21 2aa =
 2° principio sulla massa m2

2222 amTgm =−
2° principio sulla massa m1

111 amT =
Equilibrio fra le tensioni applicate alla puleggia P1

12 2TT =

da cui si derivano le quantità:

=
+

=
12

2

2
4mm

m
ga 0.684 m/s2 =1a 1.367 m/s2

=2T 27.3 N =1T  13.7 N

2.  Il problema richiede l’analisi separata di due fenomeni fisici consecutivi:
a) il processo d’urto anelastico tra il proiettile ed il blocco in cui viene conservata la 
quantità di moto del sistema.

b) il susseguente fenomeno di compressione della molla in cui, in assenza di attriti,
viene conservata l’energia meccanica.

a) Conservazione della quantità di moto lungo l’asse x.
v: velocità proiettile prima dell’urto

vu: velocità proiettile dopo l’urto
V: velocità del blocco dopo l’urto

MVmvmv u += da cui V
m

M
vvu 





−=

b) Conservazione dell’energia meccanica

22

2

1

2

1
kAMV = da cui MkAV =

Combinando le espressioni si ottiene

m

kM
Avvu −= =210.6 m/s
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3. Vettore spostamento elettrico fra le armature

Applicando la legge di Gauss sulla superficie interna Σ di raggio R1<r<R2

( ) ( ) libext QrDdSnDD ==•=Φ ∫
Σ

Σ
24ˆ π

rr
da cui ( )

24 r

Q
rD lib

π
=

 Il campo elettrico nei due dielettrici

2
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2

11

1

21

11

4

4

r

QD
E

r

QD
E

RrdR

dRrR

ro

lib

ro

ro

lib

ro

επεεε

επεεε

==

==





≤≤+
+≤≤

La differenza di potenziale fra le due armature
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La carica libera  quindi vale
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Il vettore intensità di polarizzazione vale
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La densità di carica elettrica all’interfaccia r=R1+δ 

21221121
ˆˆ PPnPnPpolpolpol −=⋅+⋅=+=

rr
σσσ

che integrata sulla superficie dell’interfaccia sferica 

lib

rr

rr

libpol QQQ 15.0
21
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εε
εε

= -47.6 pC

Nel caso di inversione dei dielettrici

Qlib=370 pC,  Qpol=55.6 pC

R1

R2

D

Qlib

Σ 

next

-Qlib

2

R1+δ

P2

P1

σp2

σp1
     + 

+n1 n2



4. Il calcolo dell’induzione magnetica Bo per un singolo conduttore si ottiene a partire dalla legge di 

circuitazione di Ampere applicato ad una circonferenza l di raggio r concentrica al cavo.

Per punti interni al cavo r<R

( ) 2

int
int

ˆ2 rjdSnjrBldB o

S

ooo πµµπ =⋅==⋅ ∫∫
rrr

l
da cui ( )

2

jr
rB o

o

µ
=

Per punti esterni al cavo r>R

( ) 2ˆ2 RjdSnjrBldB o

S

ooext o πµµπ =⋅==⋅ ∫∫
rrr

l
   da cui ( )

r

jR
rB o

o
2

2µ
=

Il vettore induzione magnetica nel punto P risulta quindi dalla sovrapposizione di un 
vettore Bo1 prodotto internamente al primo cavo e da un vettore Bo2 prodotto esternamente 
al secondo cavo. 

( )ad

Rjaj
BBB oo

ooo −
−=−=

22

2

21
21

µµ

Dalla condizione di annullamento della somma dei due si ottiene

( ) ==−= 1212 04.2 j
R

ada
jj 20.4 A/m2

5. Prima dell’apertura dell’interruttore per t<0 il circuito è in condizione 
stazionaria, il condensatore è carico e si comporta come un circuito aperto. 

La corrente uscente dal generatore attraversa il parallelo R5=R1//R3

R5=R1//R3= =
+
⋅

31

31

RR

RR
1.33 kΩ  e successivamente (in serie) il parallelo

R6=R2//R4= =
+
⋅

42

42

RR

RR
2.4 kΩ. La corrente di maglia è quindi 

65
RR

V
I o

+
=

ed il condensatore si trova alla differenza di potenziale  anteriore all’apertura

( )
65

6

60
RR

R
VIRVVV oTAc +

==−=∆  =5.14 V.

All’apertura il generatore viene disattivato ed il condensatore si scarica solo 
sul parallelo R6=R2//R4. La differenza di potenziale ai capi del condensatore 

segue per t>0 la legge ( ) ( ) [ ]τtVtV cc −∆=∆ exp0 con msCR 4.26 ==τ  ed 

il tempo t* si trova dalla relazione

( )( ) ( ) ms93.314.5ln*0ln* ==∆∆= ττ VVt c .

R
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Sint
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Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Lunedì 29 Gennaio e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

1.  Un aereo atterra ad una velocità orizzontale di 400 km/h e, per fermarsi, è costretto a decelerare 

bruscamente con accelerazione uniforme di valore assoluto ao=5m/s
2
. (a) Dall'istante in cui esso

tocca il suolo, qual è l'intervallo di tempo necessario per fermarsi? (b) Può questo aereo atterrare su 

una piccola isola tropicale, il cui aeroporto ha una sola pista lunga  1.5Km?

2. Un'auto ed un treno si muovono lungo percorsi paralleli alla medesima velocità vo=120 km/h.

Alla comparsa del segnale rosso di un semaforo, la macchina frena venendo così  sottoposta ad una

decelerazione uniforme di valore assoluto ao=2.5 m/s
2
 fino all'arresto. L'auto rimane ferma per 45 

secondi, quindi accelera uniformemente con ao=2.5 m/s
2
 fino a riacquistare la velocità vo=120 km/h.

Assumendo che il treno abbia sempre mantenuto la velocità vo=120 km/h si determini a che distanza

rimarranno definitivamente auto e treno dopo che l’auto raggiunge nuovamente la velocità di 

crociera vo?

B

A

x

L

y

3. Due oggetti A e B sono collegati ad un'asta rigida che ha una 

lunghezza L. Gli oggetti sono vincolati a muoversi lungo la guida

perpendicolare come mostrato in figura. Se A viene spostato verso 

sinistra con una velocità costante vA, qual’è la corrispondente velocità di 

B quando =50°?

4. In un bar, un avventore lancia lungo il banco un boccale vuoto di birra perché venga riempito

nuovamente. Il barista, momentaneamente distratto, non vede il boccale che cade al suolo ad una

distanza di 1.4 m dalla base del banco. Se l’altezza del banco è di 0.8 m, calcolare (a) la velocità del 

boccale al momento del distacco dal banco, (b) la direzione della velocità (rispetto all’orizzontale) 

del boccale nell’istante precedente all’impatto con il suolo. 

5.  Un portiere rimette dal fondo il pallone con una velocità iniziale di vo=30m/s ed inclinazione di

20° rispetto all’orizzontale. A quell’istante un giocatore avversario dista d=20m dalla porta e vede

venirsi incontro la palla. Con quale accelerazione, supposta costante, dovrà muoversi tale giocatore

per intercettare la palla al volo con il piede?
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1. Il moto è rettilineo uniformemente ritardato con accelerazione costante negativa a(t)=-ao di

valore assoluto ao=5m/s
2
. Il velivolo tocca il suolo all’istante iniziale t=0, in un punto che 

facciamo coincidere con l’origine del sistema di riferimento x(t=0)=xo=0 con una velocità 

iniziale positiva hkmvtv o 4000 . Le equazioni della cinematica si ottengono integrando 

l’espressione dell’accelerazione come segue 

2

2
t

a
tvxtx

tavtv

ata

o
oo

oo

o

     con i seguenti valori iniziali

0

111

5 2

o

o

o

x

smv

sma

Pista di atterraggio x=1500

a

x

vo=120 m/s

ao= 5 m/s2

x=0

Il tempo di arresto tfin si trova annullando l’equazione della velocità v(tfin)=vo - aotfin=0  da cui si 

ricava savt oofin 2.225111 .  Dall’equazione dello spazio si ricava lo spazio di frenata

come mavavavtatvtx oooooofinofinofin 1235222 2222 . Essendo la pista leggermente

più lunga (1500m) dello spazio di frenata tale aereo potrebbe riuscire ad atterrare! 

2. Il moto del treno è rettilineo uniforme mentre quello dell’autovettura è rettilineo vario. Se si 

indicano con to, t1, t2, t3 gli istanti di tempo in cui l’auto rispettivamente comincia a decelerare

(to), si ferma (t1), comincia ad accelerare (t2), riprende il moto rettilineo uniforme (t3), si 

possono tracciare i grafici di accelerazione e velocità e scrivere le relazioni cinematiche

t

Treno

tt3to

vo

v

a

oauto

auto

auto

oooautoo

oautoo

vtvtt

ttatvttt

tvttt

ttavtvttt

vtvtt

,

,

0,

,

,

3

2032

21

1

otreno vtvt )( DATI

sttT

sma

smv

o

o

45

5.2

3.33

12

a

-ao

vo

to t3 t

Auto

t1 t2

t

aoGli intervalli di tempo si ricavano come segue: 

l’intervallo di frenata t1-to: dall’annullamento della velocità

dell’auto in t1 si ha v(t1)=vo-ao*(t1-to)=0 da cui ooo avtt1

l’intervallo in cui accelera t3-t2: dal raggiungimento della

velocità di regime in t3 si ha v(t3)=vo=ao*(t3-t2)=0 da cui 

oo avtt 23 . Lo spazio percorso nell’intervallo da to a t3,

si ottiene dal grafico delle velocità misurando l’area tratteggiata. 



L’auto percorre uno spazio pari ai due triangoli m
a

v
vttvtts

o

oooauto 444
2

1

2

1
2

0

231

Nel frattempo il treno ha percorso lo spazio pari al rettangolo tratteggiato

mv
a

v
T

a

v
vtts o

otreno 23890

0

0

0

03 . La differenza degli spazi percorsi è quindi 

mtxtx autotreno 1944)( 33

3. Il moto dei due oggetti A e B è vincolato dall’asta rigida che li collega. In particolare i due moti

rettilinei avvengono sugli assi x ed y con equazioni orarie 

txLty

tvxtx oo

22
da cui le velocità

dt

tdx

txL
tytv

vtxtv

y

ox

2

222

1

svolgendo la derivata si ottiene 
ttg

tv
tv

ty

tx

txL

txtx
tv x

xy
222

2

B

A

x

L

y

che nel nostro caso, essendo vx=-vo, t=0, =50° , dà luogo a oy vv 84.00  . 

4. Il moto del boccale è di tipo parabolico. Fissando gli assi x ed y come in figura i due moti

componenti  sono rispettivamente rettilineo uniforme  (x) ed uniformemente accelerato (y)

Il tempo di volo t* si ottiene dalla 

y(t) imponendo y(t*)=0 da cui

ght 2* , mentre la distanza d

si ottiene dalla x(t) imponendo 

** tvdtx o  dalla quale si

0x

ox

o

a

vv

tvtx

 ed 

ga

gttv

gthty

y

y

22

h

y

vo

x

vfricava  la velocità smhgdtdvo 46.32* . Per determinare

la velocità finale dobbiamo calcolare le sue componenti al tempo t*

che sono 
hggttv

hgdvv

y

ox

2**

2
  (si noti come vy<0  vista d

l’orientazione dell’asse. L’angolo di caduta è '494885.0
2

arctanarctan
,

rad
d

h

v

v

x

finy

5. Il moto della palla è parabolico a causa dell'accelerazione di gravità. Le 

equazioni del moto sono  da cui le velocità ed

i moti componenti 

0x

y

a

ga

cosox

oy

vv

gtsinvv

cos

22

tvx

gttsinvy

op

op
 (la palla all'istante iniziale è 

vo

d

a x

y



nell’origine). Il primo dato importante da ricavare è dove la palla andrà a 

finire (gittata) e quanto tempo impiega per arrivarci (tfin).

L'informazione sul tempo tfin si ricava imponendo y=0 nell'ultima equazione. L'equazione 

corrispondente di 2° grado ammette due soluzioni s
g

v
tt

t

o
fin 09.2

sin2

0

2

1

 di cui è 

accettabile solo la seconda. La gittata è l'ascissa della palla nell'istante tfin cioè

0.59cossin2cos 2 gvtvtx ofinofinp m. Il giocatore non appena vede come è stata 

lanciata la palla in t=0, prevedendo di essere scavalcato (d<59.0), si muove immediatamente di 

conseguenza nella direzione x con velocità iniziale nulla ed accelerazione uniforme a. Il moto del 

giocatore uniformemente accelerato è descritto da 22atdtxg . Imponendo la coincidenza 

delle ascisse del giocatore e della palla al tempo tfin, finpfing txtx , si ottiene una 

accelerazione
2

2
86.172 sm

t

dtx
a

fin

finp
 irrealistica anche per i migliori atleti.
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Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Lunedì 5 Febbraio e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

BR

A

xO O’

y
1. La macchina A si muove con velocità costante vA=100Km/h su di

una traiettoria circolare di raggio R=15Km. La macchina B, 

vincolata a percorrere la stessa traiettoria nella stessa direzione, parte 

da ferma con l’intento di raggiungere la macchina A. Nella prima

fase B procede mantenendo l’accelerazione tangenziale costante 

at=1m/s
2
 per 1Km raggiungendo così una velocità di crociera 

accettabile. Nella seconda fase B procede a velocità costante. Dopo 

quanto tempo B raggiunge A. Determinare anche i valori delle due 

accelerazioni normali.

2. Un punto materiale descrive un moto armonico lungo l’asse delle x, oscillando tra xmin=3cm ed 

xmax=9cm. Sapendo che la posizione e la velocità all’istante iniziale sono rispettivamente

x(t=0)=4cm, v(t=0)=1m/s determinare la posizione e la velocità dopo un tempo t1=50ms.

v2

v1

h

3. Un elicottero, volando a bassa quota (h=200m) alla velocità

v1=200 km/h, lascia cadere sulla propria verticale una bomba in 

modo da colpire un carro armato che viaggia alla velocità v2=50

km/h. A quale angolo  rispetto alla verticale il pilota deve vedere 

l’obiettivo al momento di sganciare la bomba? Con quale velocità 

ed inclinazione la bomba arriva sul carro nel sistema di riferimento

solidale al carro?

4. Un proiettile viene lanciato con velocità iniziale vo=200m/s dalla sommità di un colle che domina

una vallata pianeggiante. Si assuma h=200m l’altezza del colle rispetto alla vallata. Il lancio

prevede che il proiettile cada nella vallata. Determinare l’alzo migliore (rispetto all’orizzontale) che

garantisce la massima gittata (distanza dalla base della montagna). Determinare il raggio di

curvatura della traiettoria dopo t=1s.

5. Dovendo attraversare un fiume largo L=50m e 

puntando ortogonalmente alla riva opposta, si ha 

che la velocità dell’acqua è data da 

 con k=5 10yLkyyvx

-3
 m

-1
s

-1
. Partendo da 

A e volendo raggiungere B  spostato a valle di

d=20m, si determini con quale velocità costante voy

occorre muoversi per raggiungere B ed il tempo

impiegato.

L

d
B

voy

corrente

x

y

A
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1. La macchina A si muove di moto circolare uniforme alla velocità angolare costante 

RvAA 1.85 10
-3

 rad/s, da cui si ottiene per la legge oraria 2tt AA  (rispetto all’asse

x). La macchina B si muove inizialmente con accelerazione angolare Rat 6.67·10
-5

 rad/s
2
,

velocità angolare ttB  e legge oraria 22ttB . Il termine della prima fase della rincorsa

avviene quando la macchina B ha percorso la distanza di 1Km che corrisponde all’angolo 

1 6.67·10
-2

rad. Imponendo 1
2

1 2ttB  si calcola il tempo al quale termina la prima fase

11 2t 44.72 s, la velocità angolare raggiunta 1111 2ttB 2.98 10
-3

 rad/s,

la quale risulta maggiore della velocità angolare della macchina A. Nella seconda fase, che ha inizio 

al tempo t1, la macchina B procede alla velocità angolare acquisita 1 di moto circolare uniforme 

con legge oraria 111 tttB . Per determinare il tempo tfin al quale B raggiunge A basta 

imporre finAfinB tt  e cioè 21111 finAfin ttt  da cui si ricava

AA

fin

t
t

1

11

1

111

2

222
31085.198.2

571.10667.0
1452 s.  A quell’istante le 

accelerazioni normali valgono rispettivamente 0.051 m/sRa AnA
2 2

  e 0.133 m/sRa BnB
2 2

2. Il punto materiale descrive un moto armonico in accordo all’equazione 

t
T

Axtx eq

2
cos  dove T rappresenta il periodo di oscillazione, ed xeq il punto medio.

Gli estremi xmax e xmin  sono   relazioni invertibili nelle
Axx

Axx

eq

eq

min

max

cmxxA

cmxxxeq

32

62

minmax

minmax
.

Dalle condizioni iniziali di posizione e velocità
sin

2
0

cos0

A
T

v

Axx eq

 si ricavano

msvAT

A

xx eq

1400/sin2

'
 (la soluzione =131°49’porta all’assurdo di  T<0)

49131
0

arccos

Le grandezze cinematiche dopo t1=50ms valgono

smt
T

A
T

v

cmt
T

Axtx eq

086.0
2

sin
2

0

994.8
2

cos

1

11



x

h

v1-v2

x=-d

y
3. Nel sistema di riferimento di un osservatore nel carro armato

l’elicottero vola alla velocità differenza v1-v2=150 km/h, che

coincide anche con la velocità iniziale della bomba. Il moto

parabolico della bomba può essere scomposto secondo gli assi x

 ed y
dtvvtx

vvvx

21

21

22gthty

gtvy
. La bomba tocca il 

suolo al tempo t* che si ottiene dall’equazione y(t*)=0=h-g(t*)
2
/2

da  cui ght 2* . A quell’istante l’ascissa della bomba deve

coincidere con quella del carro armato 0** 21 dtvvtx , da cui si ricava la distanza 

ghvvtvvd 2* 2121 . La tangente dell’angolo di vista  richiesto è proprio uguale al 

rapporto dei due cateti ghvvhd 2tan 21 =1.33 da cui '0553 . La velocità finale

con cui la bomba arriva sul carro, nel sistema di riferimento solidale al carro, è scomposta nelle due

componenti 21 vvvx 41.7 m/s  e ghgtvy 2* 62.6 m/s. La velocità finale è quindi 

22
yxfin vvv 75.2 m/s, con angolazione lungo la verticale yx vvarc tan 33°40’.

4. Il tempo di volo del proiettile t* si ottiene imponendo y(t*)=0  da cui  si

ottiene l’equazione di secondo grado 0222 ghtgsinvt o  che

ha due soluzioni di cui quella accettabile è 

22

2

2
2

* oo

o

oo vghsinsingv
v

gh

g

sinv

g

sinv
t da

cui la gittata risulta L=x(t*)= 2
0

22 2cos vghsinsingvo .

Per valutare la gittata massima basta imporre 0
d

dL
 ottenendo una 

equazione
bsin

bsinsinsin
2

2
222 cos

cos  ove 

22 ovghb . Quadrando ambo i membri dopo qualche passaggio algebrico 

si ottiene 4224cos bsinsinbb  e semplificando per b e 

sfruttando relazioni trigonometriche porta a 

y

xL

h

0

cos

cos

x

ox

o

a

vtv

tvtx

ga

gtsinvtv

gttsinvhty

y

oy

o 22

221

1

1

1

ovghb
tg  nel nostro caso '4043 . Per il calcolo

del raggio di curvatura basta calcolare la velocità e l’accelerazione

tangenziale al tempo t=1s. smgtsinvgtvvvv ooyx 36.1932
2222  mentre

l’accelerazione tangenziale è 
2

22

2

5.6
2

sm
gtsinvgtv

gsinvtg

dt

dv
a

oo

o
t  da cui ricaviamo 

l’accelerazione normale 222 33.7 smaga tn da cui il raggio di curvatura 

mav n 50982 .



5. La velocità del natante nel sistema fisso, solidale con la terra, è coa vvv  dove  rappresenta

la velocità che il natante ha nel sistema di riferimento solidale con l’acqua, mentre  è la velocità 

di trascinamento della corrente. La velocità del natante, decomposta secondo x e y è riportata nel

ov

cv

riquadro. Il tempo impiegato a raggiungere l’altra sponda 

t* si calcola dal moto lungo y imponendo y(t*)=L da cui 

t*=L/vo quantità al momento incognita! Dal moto lungo 

l’asse x ricaviamo invece la condizione per il 

raggiungimento al tempo t* del punto B. Si deve quindi 

imporre x(t*)=d  dove però x(t) è l’integrale nel tempo

della velocità della corrente vx(y).Osserviamo come nel

termine di velocità non compaia direttamente il tempo ma

solo l’ordinata y che però è a sua volta funzione del tempo.

Il risultato dell’integrazione riportato genericamente nel 

riquadro vale nel nostro caso (xo=0)

cvL

y

x

d

corrente

vo

B

A

0vv

tvty

y

o
 e 

tyLtyktyv

dttyvxtx

x

t

o

xo

3232

2

0

3

0

2

00

tvL
tkv

t
v

t
LkvdttvLtkvdttyLtyktx o

o

t

o

t

o

t

o

t

o  che al 

tempo t*=L/vo vale x(t*)=d=
oo

o
v

kLLL

v

L
kv

632

3

2

2

da cui ricaviamo

206

50105

6

333

d

kL
vo 5.2 m/s,    da cui il tempo t*=L/vo s

kL

d
vLt o 6.9

6
/*

2
.



FFIISSIICCAA
A.A. 2006-2007

Ingegneria Gestionale 

3° prova - 7 Febbraio 2007

Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Martedì 13 Febbraio e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

1. Un ascensore scende verso il piano terra con accelerazione diretta verso il basso di valore 

a=3m/s
2
. Un osservatore posto all’interno dell’ascensore lancia una pallina di piombo alla

velocità iniziale di vo=5m/s. Ammettendo di poter considerare la pallina come un punto 

materiale, descrivere il suo moto nel sistema mobile solidale all’ascensore e nel sistema fisso.

Calcolare il tempo impiegato dalla pallina per ritornare in mano all’osservatore. Ripetere 

l’esercizio facendo salire l’ascensore con la medesima accelerazione ma diretta verso l’alto. 

2. Un treno si muove di moto rettilineo con accelerazione uniforme a=0.25 m/s
2
 (rispetto alla 

terra). Un corpo, sul pavimento del treno, viene lanciato con velocità iniziale verticale vo=5m/s

(rispetto al treno). Calcolare a quale distanza dal punto di lancio ricadrà il corpo sul pavimento.

3. Una giostra partendo da ferma, comincia a girare con accelerazione angolare costante =0.1

rad/s
2
. Si chiede: a) in quanto tempo la giostra raggiunga la velocità di rotazione di 1/10 di giro 

al secondo. b) in quell’istante, il valore dell’accelerazione posseduta da un osservatore fermo

sulla giostra ad una distanza di 3 metri dall’asse di rotazione. c) in quell’istante il valore dell’

accelerazione dell’osservatore qualora non fosse fermo ma si spostasse radialmente verso l’asse 

di rotazione con velocità relativa vr=1m/s.

4. Su di un piano inclinato liscio inclinato di 40° rispetto all’orizzontale, un corpo di massa m=5kg

è trattenuto in equilibrio da una forza applicata parallelamente al piano inclinato. Calcolare il 

valore di tale forza e della reazione normale. Determinare inoltre, nel caso tale forza venga 

ridotta del 50%, il tempo necessario affinché il corpo discenda dalla quota h=2 m  fino a terra ed

il valore dell’accelerazione di discesa.

5. Un blocco di massa m=2kg è posto alla base di una rampa di lancio 

priva di attrito ed inclinata di un angolo =30° rispetto all’orizzontale.

Al tempo t=0 il blocco viene lanciato con un impulso I=10 Ns diretto 

lungo la rampa. Determinare in quanto tempo il blocco raggiunge la 

sommità alla quota h=30cm e a quale velocità. Nei tempi successivi il 

blocco si distacca dalla rampa descrivendo una traiettoria parabolica. 

Determinare la distanza L del punto di atterraggio dalla rampa.

I
h

L



FFIISSIICCAA
A.A. 2006-2007

Ingegneria Gestionale 

Soluzioni  della 3° prova

at

vo

at

g

1.  Nel sistema fisso l’ascensore scende con accelerazione at a partire da una quota iniziale h

ry

ry

r

aa

tav

tahy 22

 mentre la pallina descrive il moto

ga

gtvv

gttvhy

y

oy

o 22

imponendo  si trova il tempo ** tyty pallinaascensore to agvt 2* 1.47 s 

Nell’ascensore l’accelerazione relativa, avvertita all’interno, si ottiene sottraendo

l’accelerazione di trascinamento (at)  all’accelerazione assoluta (g) : ttar agaaa

at

vo

g

at

ar

ar

Le grandezze cinematiche nel mobile sono 

rty

roy

ro

aaga

tavv

tatvy 22

con tempo di volo 
t

o

ag

v
t

2
* 1.47 s

Rivoltando il verso dell’accelerazione di trascinamento il tempo diviene to agvt 2* 0.78 s 

2. L’accelerazione relativa avvertita all’interno del treno si ottiene sottraendo 

l’accelerazione di trascinamento del treno (at) all’accelerazione assoluta (g) : 

ttar agaaa

Proiettando l’accelerazione relativa lungo gli assi tangenziale (x) e normale (y)

si ottengono le sue due componenti trx aa   ed gary  che integrate danno

-at

xf 0

gar

vo at

lungo l’asse x e lungo l’asse y 

ga

gtvv

gttvy

ry

ory

o 22

. Il tempo di volo si ottiene imponendo y(t*)=0  da 

cui t*=2vo/g.  Il punto di ricaduta del grave è quindi 222* gavtxx tof  -1.28 m ad una

distanza di  1.28 m  dal punto di lancio nella direzione opposta a quella dell’accelerazione del treno. 

3. La giostra ruota con accelerazione angolare costante secondo le Eq.

o

ott

tt 22

0

Il tempo al quale la velocità di rotazione raggiunge 0.1 giro al secondo è 

sradtt o 628.021.0***   ossia *t 6.28 s. 

A quel tempo l’accelerazione tangenziale vale Ra ot 0.3 m/s
2
, l’accelerazione

normale vale 1.184 m/s222 ** RtRa on

2
, e quindi l’accelerazione totale è 

22

tn aaa 1.222 m/s
2
. Se l’osservatore si muove in direzione radiale subisce 

anche una accelerazione di Coriolis rC va 2  di intensità 

rorC vtva *2*2 1.257 m/s
2
 nella direzione tangenziale ma in senso opposto 

ad  (come riportato in figura). La nuova accelerazione tangenziale ata t’ complessiva

si ottiene quindi per sottrazione tCt aaa ' 0.957 m/s
2

R

an

a at

a

R

aC

aC-at

at

an

che combinata insieme all’accelerazione normale precedente dà luogo a 
2222 ' tCntn aaaaaa 1.522 m/s

2
.



4. Le forze agenti sulla massa sono 3: la forza peso P=mg diretta verticalmente, la

reazione normale del piano inclinato Rn diretta lungo la normale n, e la tensione di 

sostegno della fune diretta lungo il piano inclinato opposta all’asse t.

Applicando il II principio e proiettando le forze sui due assi t ed n si ottiene il sistema

0

0

ˆ

ˆ

tt

NNn

maTP

maPR

t

n
 dove la forza peso viene decomposta secondo le sue

proiezioni lungo gli assi t (Pt=Psin ) ed n (Pn=Pcos ). Dalla seconda ricaviamo

n
Pn

Pt

TRn

P

t
il valore della tensione sinmgPT t 31.5 N. 

Se la tensione viene ridotta del 50% al nuovo valore 2* tPT 15.7 N,  il blocco 

non può più rimanere in quiete e scivola a valle con accelerazione 

sin
22

2* g

m

P

m

TP

m

TP
a tt

t  3.15 m/s
2

5. Il blocco è inizialmente fermo con quantità di moto nulla. 

Immediatamente dopo l’applicazione dell’impulso il blocco acqista una 

velocità inziale di lancio aumentando la propria quantità di moto

  da cui si ricava la velocità inizialeImvp o mIvo 5m/s.

vo
h P

Rn

s=h/sin

v1

s(t)

s=0

Nella salita il blocco è soggetto alla forza peso P ed alla reazione normale

Rn . Proiettando le forze lungo la normale e la tangenziale si ottiene: 

maP

PR

t

n n

sin

0cos

ˆ

ˆ
  da cui la decelarazione di salita singa

per integrazione si ottiene la velocità singtvtv o

e per ulteriore integrazione lo spazio percorso 2sin2gttvts o

Il tempo di salita t* si ottiene imponendo sin2sin* 2 hgttvts o  e risolvendo la 

relativa equazione di 2° grado che fornisce la soluzione
sin

2
*

2

g

ghvv
t

oo
128 ms. Si noti 

che è stata scartata la seconda soluzione con il segno + davanti al radicale. Questa corrisponderebbe 

ad un tempo successivo t**. Infatti se la rampa fosse infinitamente lunga il blocco, raggiunta la 

quota h nell’istante t*, la oltrepasserebbe per poi ridiscendervi a questo istante successivo t** 

La velocità di uscita dalla rampa è quindi ghvgtvtvv oo 2sin** 2

1 4.37 m/s.

Moto parabolico successivo all’istante t*:

Assumiamo di azzerare nuovamente il cronometro cominciando a contare il tempo t a partire da t*. 

Le equazioni cinematiche divengono ora 

v1

h

g

x x=L

y

lungo x  lungo y 

0

cos

cos

1

1

x

x

a

vv

tvtx

ga

gtvv

gttvhty

y

y sin

2sin

1

2

1

il tempo di volo del grave si ottiene dall’equazione: 

02sin 2

1 vvv gttvhty    da cui 
2

1

21 2
sinsin

v

gh

g

v
tv

da cui si ricava la gittata 
2

1

2
2

1 2
sincoscossin

v

gh

g

v
L = 2.10 m



FFIISSIICCAA
A.A. 2006-2007

Ingegneria Gestionale 

5° prova del 21 Febbraio 2007

Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Mercoledì 28 Febbraio e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

1. Un auto viaggia alla velocità costante di 120 km/h ed affronta una curva circolare di raggio di 

curvatura R=100 m ed inclinata rispetto all’orizzontale di un angolo =10°. Determinare quale 

debba essere il valore minimo del coefficiente di attrito statico fra piano stradale e pneumatici

affinché l’auto non sbandi. 

3k

4k4k

F

M

m

k
2. All’interno di un carrello di massa M è posta una seconda

massa m collegata agli estremi del carrello tramite un sistema 

di molle come indicato in figura. Calcolare lo spostamento

dalla posizione di equilibrio della massa m rispetto al carrello, 

quando al carrello viene applicata una forza esterna F. [Dati:

M=4 kg, m=200 g, k=2 N/m, F=5 N] 

3. Se il giorno sulla terra durasse solo 1 ora quale sarebbe il valore dell’accelerazione di gravità

all’equatore? [Dati: massa della Terra MT=5.97 10
24

 kg, raggio terrestre RT=6300 km, G=6.67 

10
-11

Nm
2
kg

-2
 ] 

4. Un treno corre in curva a 130 km/h ed un pendolo semplice, che a terra oscillerebbe con un 

periodo To=1s, finisce per oscillare dentro il treno 121 volte in 2 minuti. Calcolare il raggio di 

curvatura della traiettoria circolare descritta dal treno. (si supponga di poter trascurare la forza 

di Coriolis)

5. Un dispositivo “rotor” di un luna park è costituito da un cilindro cavo di raggio R=4 m. Un 

uomo viene appoggiato alla parete laterale del cilindro che viene successivamente posto in 

rotazione intorno al proprio asse con velocità angolare .  Conoscendo il coefficiente di attrito 

statico fra l’uomo e la parete ( =0.4), determinare la minima velocità angolare da imprimere al

rotor in grado di garantire l’equilibrio ossia la perfetta adesione dell’uomo alla parete anche

quando viene tolta  la piattaforma sulla quale l’uomo poggiava inizialmente i piedi.



FFIISSIICCAA
A.A. 2006-2007

Ingegneria Gestionale 

Soluzioni della 5°prova

RC

C

Rn

As

n
t

R
P

FC

v1. Nel sistema di riferimento non inerziale solidale al guidatore, la 

macchina è soggetta a 4 forze: la forza peso P=mg diretta lungo la

verticale, la reazione normale Rn lungo la normale n, la forza centrifuga

Fc=mv
2
/R  lungo la radiale, la forza di attrito statico As lungo l’asse 

tangenziale t. Nel sistema solidale al guidatore l’auto è ferma e le 4 forze 

si equilibrano 0snc ARFP . Proiettando l’equazione lungo gli 

assi n,t otteniamo: imponendo l’equilibrio lungo n si ottiene il valore di

sinFPR cn cos , mentre lungo t si ottiene l’attrito richiesto

PsinFA cs cos . A posteriori imponiamo che l’attrito richiesto sia 

inferiore a quello massimo nss RAA max  da cui

gRtgvgtgRvPsinFPsinFRA ccnss
22coscos  ossia s  0.8

valore molto elevato! Se la curva fosse stata inclinata di 30° il valore sarebbe stato s  0.336

2. Le due molle in parallelo sulla sinistra sono equivalenti ad una unica 

molla di costante elastica kp=k+3k=4k=8N/m, mentre le due molle in 

serie sulla destra sono equivalenti ad una unica molla

ks=(4k*4k)/(4k+4k)=2k=4N/m. La forza esterna F causa una 

accelerazione at del carrello. La massa interna si trova quindi in un 

sistema non inerziale. Un osservatore in tale riferimento vede la massa

spostarsi indietro di una quantità x rispetto alla posizione di equilibrio.

Per spiegarsi tale spostamento l’osservatore deve applicare il II principio

aggiungendo alle forze reali una forza apparente tapp amF  contraria al moto. Le forze agenti 

sulla massa m sono: sulla verticale la reazione normale Rn che equilibra la forza peso P;

sull’orizzontale le due forze elastiche entrambe dirette nel verso del moto e di valore 

 dipendente della costante elastica kxkF spsp // p/s, la forza apparente  contraria al

moto. Queste forze si equilibrano e la massa m rimane in quiete. La condizione 

tapp maF

appsp FFF  si 

scrive tsp maxkk  dalla quale non è però possibile ricavare x senza conoscere at. Si applichi 

ora il II principio al carrello. Lungo l’asse orizzontale c’è la forza F e le forze elastiche delle due

molle agenti sulle pareti del carrello, questa volta entrambe contrarie al moto. Il II principio si 

scrive . Riassumendo le due equazioni della massa e del carrello 

sono

tsp MaFFF

tsp

tsp

MaxkkF

maxkk
da cui si ricava MmFat , e MmkkFmx sp =2 cm

Fapp

Fs

x

M

Fp Fs
Fp

F

3. All’equatore la forza di attrazione gravitazionale 2

TTG RmGMF  viene contrastata dalla forza 

centrifuga Fc=m
2
RT. La risultante FG-Fc dà luogo all’accelerazione di gravità avvertita 

all’equatore TTT RRGMg 22' 9.78 m/s
2
 diretta verso il centro della Terra (essendo 

864002  rad/s, ed RT=6370 km). Se il giorno durasse solo 1 ora la velocità angolare avrebbe 

un valore molto più alto 36002  rad/s ed il conseguente valore dell’accelerazione di gravità 

sarebbe g’= 9.59 m/s
2
  ma diretta verso l’esterno!!! 



4. Nel sistema di riferimento non inerziale solidale al treno, il pendolo è

soggetto a 3 forze: la forza peso P=mg diretta lungo la verticale, la tensione 

del filo T lungo la normale n, la forza centrifuga Fc=mv
2
/R lungo 

l’orizzontale. Queste forze si equilibrano 0TFP c  per un determinato

angolo eq. Il valore di eq si ricava proiettando le forze lungo l’asse 

tangenziale t  ( tc maPsinF cos ) ed imponendo per la statica at=0  da

cui gRvPFtg ceq
2 . Nel caso dinamico invece 22 dtdlat e

l’equazione per la dinamica può scriversi come segue 

RC

v

l

Fc

P

T

t
n22

cos
cos

cos
cos dtdmlsin

mg
sin

sin
Psin

P

F
P eq

eqeq

eqc

Introducendo l’angolo differenza eq
~

, per cui 2222 ~
dtddtd ,

possiamo ritrovare l’equazione differenziale del pendolo in 
~

 che per piccole

 oscillazioni 
~~

sin , si riscrive
~

cos

~ 22

eql

g
dtd , che dà luogo ad oscillazioni con periodo 

4 21coscos2
~

eqoeqoeq tgTTglT dove sono dati To=1s e T =0.992s ossia i 

periodi rispettivamente senza e con forza centrifuga. Invertendo l’ultima relazione si ottiene 

~

1
~ 4
TTtg eq  da cui si ottiene il valore del raggio di curvatura 

1
~ 422 TTgvtggvR eq 724 m.

5. Quando il dispositivo Rotor è posto in rotazione a velocità angolare , il 

sistema solidale all’uomo appoggiato alla parete è non inerziale. Le forze 

che agiscono sull’uomo sono le seguenti: lungo l’asse radiale r la forza

centrifuga Fc=m
2
R che tende a schiacciare l’uomo sulla parete e la 

reazione della parete Rn a controbilanciare; lungo la verticale v la forza peso 

P diretta verso il basso, l’attrito statico As fornito dalla parete a contrastare il 

peso e la reazione del pavimento che però viene tolta dopo breve tempo.

L’uomo si trova in equilibrio se  da cui si ricava il valore R
0

0

ˆ

ˆ

s

nc

AP

RF

v

r
n=Fc= m

2
R.

P

As

Rn

R

v

r

Fc

Dalla seconda si ricava invece l’attrito richiesto per impedire il moto mgPAs  che deve essere 

inferiore o al limite uguale a quello massimo consentito .

Da questa disequazione si ricava facilmente

RmRAmgPA snss
2

max

Rg s =2.47 rad/s. 
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6° prova del 2 Marzo  2007

Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Mercoledì 7 Marzo e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

1. Determinare la velocità massima alla quale può viaggiare su una strada orizzontale una

automobile che, a pieno carico, ha una massa M=1100 kg, ed il cui motore trasmette  alle ruote

una potenza di W=50 kW, sapendo che su di essa agisce una forza frenante dovuta ad attriti e 

resistenza del mezzo descritta da vbR , con b=40 kg/s. Determinare la velocità massima nel 

caso che la strada sia in salita con una pendenza del 10%.

2. Ad un oscillatore libero la cui ampiezza di oscillazione è Ao=6cm  viene conferito, quando 

l’oscillatore raggiunge la sua massima elongazione, un impulso istantaneo I=1 Ns. Determinare

i livelli di energia meccanica prima e dopo l’impulso, e la nuova ampiezza di oscillazione A1.

(Dati: massa dell’oscillatore m=10kg, costante elastica k=50N/m).

3. Un pendolo semplice di massa m=3kg, è fatto oscillare con ampiezza via via crescente.

Conoscendo il valore massimo della tensione cui può essere sottoposto il filo Tmax=60 N, 

determinare l’intervallo di angoli di inclinazione massima ammessi che garantiscono l’integrità 

del filo.

4. Un corpo di massa m=5Kg scivola lungo un piano avente coefficiente di attrito d=0.20 ed 

inclinato di un angolo =30° rispetto all’orizzontale. Il corpo possiede inizialmente una velocità

vo=1m/s diretta lungo la linea di massima pendenza. Dopo aver percorso L=1m lungo il piano, 

il corpo incontra l’estremo libero di una molla di costante elastica k=5*10
3
 N/m che viene

compressa nella direzione di vo. Calcolare la massima compressione d subita dalla molla. 

m2
h

m1

5. Una massa m1=4kg è appesa ad una estremità di una fune di 

massa trascurabile. All’altra estremità della fune è appesa una 

massa m2=3kg. Si determini la velocità finale della prima massa

quando scende, partendo da ferma da una altezza di h=2m.
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Soluzioni della 6°prova

1. Nel caso (a) del moto in piano la forza motrice sviluppa una potenza 

W=F v. Il valore della forza motrice è quindi F=W/v. Ad essa si 

oppone una forza resistente Rv=b v. A regime, quando la velocità 

tende ad assumere un valore costante, queste due forze diventano 

uguali e contrarie da cui si ricava il valore della velocità limite

bWv 35.4m/s (si noti come peso e reazione normale non 

intervengano nel problema). Quando invece l’auto si muove sul 

piano inclinato (b), sull’asse del moto oltre alla forza motrice

F=W/v ed alla forza resistente Rv=b v, interviene anche la componente tangenziale della forza 

peso Mg sin   che ne ostacola il moto.  A regime le tre forze si equilibrano per cui 

W/v=bv+Mgsin . Si trova così una equazione di secondo grado 02 bWvbMgsinv

che ha una sola soluzione accettabile bMgsinbMgsinbWv 22
2

. Sostituendo il 

valore di '4351.0tanarc  si ottiene il valore ridotto di velocità v=22.14 m/s.

(a)

(b)

Rv
F

Rv

P

Rn

P

Rn

F

2. Nel moto armonico semplice l’energia potenziale vale 22kxxU  dove x è la distanza dal 

punto di equilibrio. Il valore di energia meccanica prima dell’impulso coincide con il massimo

valore di energia potenziale 22
oo kAAUE 90mJ, quando cioè l’oscillatore raggiunge la 

massima elongazione, si ferma ed inverte il suo moto.  In quell’istante viene conferito l’impulso

I  che causa una variazione di quantità di moto fininfin ppppI  (essendo nullo pin=0)

facendo acquistare alla massa una energia cinetica mIvmT fin 22 22
 che sommata alla 

energia potenziale precedente porta ad un nuovo valore di energia meccanica maggiorato

mIkAE o 22 22
1 140mJ.  Il moto armonico corrispondente a questo nuovo valore di 

energia meccanica raggiungerà la massima elongazione A1  quando il punto materiale invertirà il 

suo moto, raggiungendo un massimo della nuova energia potenziale 2)( 2
11 kAAU . Per la 

conservazione dell’energia meccanica 11)( EAU  da cui mIkAkA o 222 222
1  e 

conseguentemente mkIAA o
22

1 7.5 cm.

O

T

P

n t
L

Pn

Pt

(2)

P

Tmax

s

(1)

L(1-cos )

3. La massa appesa al filo subisce due forze: la sua forza peso P=mg lungo la 

verticale, e la tensione T diretta lungo il filo. Applicando il II principio alla

massa nella generica posizione (1), dopo la consueta scomposizione secondo 

gli assi n,t si ottiene il sistema dove P
tt

nn

maP

maPT

t

n

ˆ

ˆ
n=mgcos

Pt=mgsin   l’accelerazione tangenziale vale 22 dtsdat , quella normale

vale Lvan
2 . La tensione del filo si ricava dalla prima equazione da cui

LmvmgT 2cos , dove è stata evidenziata la dipendenza della tensione dall’angolo . In

particolare il punto critico per la rottura del pendolo è il punto (2) per =0 in cui la tensione è

massima perché sono simultaneamente massimi tutti e due gli addendi per cui 



LmvmgTT 2
2max 0 . Per calcolare Tmax occorre ora determinare la velocità massima v2

che viene raggiunta nel punto (2). Per far questo non utilizziamo l’altra equazione sull’asse t, dalla

quale si può derivare la legge oraria solo per piccoli angoli <15°. Applichiamo invece il principio

di conservazione dell’energia meccanica fra il punto (1) relativo alla massima oscillazione max ed il 

punto (2) relativo a =0. L’energia meccanica nel punto (1) è esclusivamente potenziale e vale 

max1 cos1mgLEm , mentre nel punto (2) è esclusivamente cinetica valendo 22
22 vmEm .

Applicando il principio di conservazione si determina , che sostituita

nell’equazione della tensione massima fornisce il valore massimo di rottura

max
2
2 cos12gLv

maxmax cos23mgT , da cui ricaviamo l’angolo massimo
Tmg3

arccos max 61°20’
mg2

max

. L’esercizio si può risolvere con considerazioni puramente energetiche. 4

rif

mk

M

M

1

2

L
d

vo

h

L’energia meccanica Em è qui data dalla somma dell’energia potenziale della 

forza peso UP , dall’energia potenziale della forza elastica Uel e dell’energia 

cinetica T. Nello stato finale 2 la molla raggiunge la compressione massima d,

la massa raggiunge la quota minima di riferimento per l’energia potenziale 

(UP=0), si ferma un istante (T=0) prima di invertire il moto. Nel punto 2 quindi 

il valore dell’energia meccanica è 22
2 dkEm . Nel punto 1 invece la molla

è ovviamente a riposo mentre la m ad una quota h=( d+L)sin rassa si trova ispetto al riferimento

possedendo pertanto l’energia meccanica sinLdmgmvE om 22
1 . L’energia meccanica

non si conserva tra lo stato iniziale 1 e fina ll’attrito che compie un 

lavoro negativo 

le 2, ma diminuisce a causa de

LdmgLdAL ddA cos . Imponendo quindi 12 mmA EEL  si 

ottiene Ldmgd c che ordinata go

all’equa

mgsinvmdkLd o 22os 22

zione

in d dà luo

02
0 kmvLtgd di

2°grado che ha

. Nel sistema in esame si assume che gli attriti 

12122 mgsindktgsinmgd d

l’unica soluzione accettabile positiva d=9.27 cm.

5
(a)

m1

m2

h

m1

m2

(b)

v

v

riferimento

h

eventualmente presenti tra la puleggia e la fune non 

compiano lavoro. In questo caso l’energia meccanica del 

sistema fra lo stato iniziale (a) e quello finale (b) si conserva. 

Nello stato (a) entrambe le masse sono in quiete (assenza di 

energia cinetica); pertanto l’energia meccanica è data dalla 

sola energia potenziale della prima massa (calcolata rispetto 

al riferimento) Ema=U1a=m1gh. Nello stato finale entrambe

le masse si muovono alla velocità comune v, possedendo 

l’energia cinetica 2
21

1
vmmTb ; il sistema possiede 

anche l’energia po onda massa U
2

tenziale della sec b=m2gh

che è salita alla quota h. L’energia meccanica totale vale

2
212

1
vmmghmEmb . Eguagliando l’energia mecc

2
anica nei due stati si ricava il valore della 

velocità di traslazione del sistema
mm

21

212
mm

ghv 2.37m/s.
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Ingegneria Gestionale 

7° prova del 7 Marzo  2007

Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Martedì 13 Marzo e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

1. Un cannone di massa M=300kg, inizialmente in quiete è libero di muoversi senza attrito su un 

piano orizzontale. Esso ha due canne e spara in rapida successione due proiettili ciascuno di 

massa m=2kg orizzontalmente con velocità di uscita v=200m/s rispetto alla canna. Quanto vale 

la velocità acquistata dal cannone dopo aver esploso entrambi i colpi?

2. In una scatola di massa M=1kg, posta su di un piano orizzontale 

privo di attrito, è fissato un pendolo semplice di massa m=0.5kg e 

lunghezza l=1m. Inizialmente il pendolo è trattenuto da un filo ad 

un angolo =45° rispetto alla verticale ed entrambe le masse M ed 

m sono in quiete. Quando il filo viene tagliato il pendolo comincia

ad oscillare e la scatola si muove. Determinare la velocità della 

scatola quando l’angolo del pendolo è =30°.

M

m

3. Due corpi di massa m1=3kg e m2=7kg collegati solidalmente da una 

molla di costante elastica k=2*10
3
N/m e di massa trascurabile,

poggiano su di un piano orizzontale privo di attrito. Essi vengono 

trascinati con accelerazione costante da una forza orizzontale F=10N

applicata ad m2. Calcolare l'allungamento della molla. 

m2

F
m1

k

4. Un satellite artificiale si muove su di una orbita circolare “equatoriale”

intorno alla terra (orbita complanare all’equatore terrestre). Esso si 

muove alla stessa velocità di rotazione della terra, in modo tale da 

apparire fermo per un qualunque osservatore terrestre (satellite

geostazionario). Perché l’orbita sia stabile a quale quota h dalla 

superficie terrestre si deve trovare il satellite?   (Raggio terrestre

RT=6370 km, massa terrestre MT=5.98 10
24

kg, G=6.67* 10
-11

 Nm
2
kg

-2
).

5. Un blocco di massa m1=2Kg viene lanciato lungo una guida liscia con 

un impulso I=10 Kg·m·s
-1

. Il blocco raggiunge così la sommità della 

guida raccordata ad un tavolo liscio di altezza h=1m. Determinate la 

velocità assunta dal blocco sul tavolo. Successivamente il blocco, in

corrispondenza dello spigolo del tavolo, urta contro un oggetto 

assimilabile ad un pendolo semplice, costituito quindi da una massa

concentrata m2=1Kg collegata ad un cardine tramite un filo 

inestensibile, di lunghezza L=50cm e di massa trascurabile.

Assumendo che il pendolo sia inizialmente fermo nella posizione 

verticale, e che l’urto sia normale centrale ed elastico, determinate

l’angolo massimo  delle oscillazioni dopo l’urto, e la distanza b dalla 

base del tavolo cui cade il primo blocco. b

m1 I

h

m2

h

m1

L
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Soluzioni della 7° prova

1. La quantità di moto del sistema si conserva tra l’istante h e

l’istante i (prima e dopo la prima esplosione); infatti le forze

esplosive sono forze interne e non danno contributo alla prima

equazione cardinale.  Si scrive quindi 0hi pp  perché il 

sistema inizialmente è in quiete. L’espressione diventa quindi

. Il problema però non fornisce il valore 

della velocità assoluta del proiettile  ma la sua velocità di 

0)( 11 ba vmvmM

1bv

vb1

M

m

(h) (i)

va1

M
m

m

 uscita  relativa alla canna che non è ferma! Applicando le relazioni dei moti relativi si ha

 che introdotta nell’altra equazione consente di trovare 

uv

11 aub vvv
mM

m
vv ua

2
1 . Dopo 

poco tempo si verifica una seconda esplosione dove si conserva ancora la quantità di moto tra gli 

istanti j e k. Possiamo pertanto scrivere 122 )( aba vmMvmvM  dove al solito 22 aub vvv .

Combinando le espressioni si ottiene 
mMmM

mMm
vv  con valore .ua

2

32
2 smva /64.22

2. Al momento in cui viene rotto il filo di sostegno la massa m

descrive un moto circolare partendo da fermo dal punto (1) ed 

arrivando al punto (2) con velocità u  nel sistema relativo alla

scatola. La scatola per reazione prende a muoversi con velocità v

incognita. Il sistema scorre senza attrito sulla base di appoggio, 

quindi non ci sono forze esterne lungo l’asse delle x (cosa che non 

vale sull’asse verticale dove la reazione normale non è opposta alla 

forza peso!). Pertanto si conserva solo la componente x della

quantità di moto del sistema tra (1) e (2). Pertanto 12
xx pp  e cioè , dove 0xxx vumMv

cosuux  è negativa. Dal momento che non ci sono attriti si conserva anche l’energia

meccanica del sistema e cioè T , quindi 1)2()2( UU

cos1cos1cos
2

1

2

1 2222 mglmglsinuuvmMv , che combinate con le 

altre equazioni ed eliminando u si ottiene
2

22 coscoscos2

msinMmM

glm
v 0.59m/s.

3. Decidiamo di considerare solo le forze agenti lungo l’asse x. Le forze

lungo y infatti si equilibrano banalmente senza effetti sul moto.

Applicando il II principio sia per la massa n.1 che per la n.2 si ottiene

11

22

amF

amFF

el

el
che sommando membro a membro dà luogo alla prima equazione cardinale del 

sistema cammamamF 212211 . Nel sistema le due masse viaggiano alla stessa velocità ed

accelerazione per cui 2121 mmFaaa c . Questa condizione riportata nell’equazione della 

forza elastica porta a 21111 mmmFamlkFel  da cui mmmmmkFl 5.1211 .

vb2

M (k)

va2

(j)M

mva1

xM

h

v

u

k
FRn1

F
el

Rn2
xP1

F
el

P2



4. Affinché il satellite naturale si muova sull’orbita circolare 

“equatoriale” stabile rappresentata in figura (nello spazio e nel piano 

equatoriale), la forza di attrazione gravitazionale FG=GMTm/r
2

deve

poter fornire l’accelerazione normale an=v
2
/r= necessaria al 

satellite per descrivere l’orbita circolare. Applicando il II principio lungo 

la normale si ha F

rS
2

G=man da cui si ottiene la velocità angolare del satellite

3rGMTS . La condizione di geostazionarietà del satellite (“…il

satellite appare fermo per un qualunque osservatore terrestre”) si

esprime imponendo che la velocità angolare del satellite S sia uguale 

alla velocità angolare di rotazione terrestre rotT T2  dove il periodo 

di rotazione terrestre è Trot=24*3600 s=86400s. Da questa relazione 

S= T si ottiene quindi 3 223 2 4rotTTT TGMGMr 42250 km 

(distanza dal centro della terra). La quota h dalla superficie risulta quindi

FG

RT

h

rT

S

v

v

h=r-RT=35880 km.

5. Il blocco ha inizialmente energia cinetica
1

2
2

1
22

1

m

I
vmT oa

m1 I

h(a)

V1
m1

(b)

La velocità V1 assunta dal blocco sul tavolo si calcola imponendo la 

conservazione dell’energia meccanica tra i punti (a) e (b). 

ghmTT ba 1    da cui ghmIV 2
2

11 2.32 m/s

Assumendo l’urto elastico le velocità dopo l’urto sono 

smVV
mm

m
V

smVV
mm

mm
V f

1.3
3

42

77.0
3

1

11

21

1
2

11

21

21
1

L(1-cos )

L

V2

m2

(c)

(d)

O
L’oscillazione massima del pendolo si ottiene imponendo la 

conservazione dell’energia meccanica tra i punti (c) e (d) 

cos1
2

1
2

2

22 gLmUVmT dc    da cui

l’angolo massimo di oscillazione è dato da
gL

V

2
1arccos

2

2 88° 49’ 

Infine la distanza b dalla base del tavolo cui cade il primo blocco si ottiene

studiando il moto parabolico del corpo di massa m1 lanciato con velocità 

orizzontale V1f

Lungo asse x  ,  lungo asse y 

0

1

1

x

fx

f

a

Vv

tVx

ga

gtv

gthy

y

y

22

tempo di volo si ottiene imponendo  y(tv)=0  da cui ghtv 2

mentre la distanza dal tavolo vale ghVtVtyb fvfv 211  0.35 m

h

y

V1f

x
b
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8° prova del 13  Marzo  2007

Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Venerdì 16 Marzo e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

1. Un piattello di massa M=3kg è attaccato ad una molla di 

massa trascurabile. Una pallina di massa m=200g viene fatta 

scendere lungo un piano inclinato partendo da una quota 

h=50cm. Essa urta centralmente ed elasticamente il piattello, e 

quindi risale il piano inclinato mentre il piattello si mette ad

oscillare orizzontalmente. Nell’ipotesi che sia assente ogni 

forma di attrito e sapendo che il piattello si mette ad oscillare 

con periodo T=2ms si determinino: a) la quota cui risale la 

massa m sul piano inclinato; b) l’ampiezza delle oscillazioni

del piattello; c) l’impulso ceduto dalla pallina al piattello.

mM

h

2. Un sacco di massa M=3kg è appeso ad un cardine C tramite un filo di

lunghezza L=50cm, inestensibile e di massa trascurabile. Il sacco, 

inizialmente inclinato di un angolo  rispetto alla verticale, viene 

lasciato oscillare liberamente. Quando il sacco raggiunge la posizione

verticale, esso impatta con un proiettile di massa m=20g. A seguito dell’urto 

perfettamente anelastico il sacco si ferma istantaneamente e rimane fermo 

lungo la verticale. Determinare la velocità del proiettile prima dell’urto. 

Facoltativo: studiare anche il caso in cui lo stesso proiettile, dotato di

velocità opposta al caso precedente, colpisca il sacco nello stesso punto.

Determinare in questo nuovo caso l’angolo massimo raggiunto  dalle

oscillazioni susseguenti all’urto. 

M

mv
facoltativo

C

L

v
m

3. Una sottile barretta, omogenea di massa M=1kg e lunghezza L=30cm può ruotare 

senza attrito intorno ad un asse fisso orizzontale passante per O. Inizialmente si 

trova in quiete nella posizione di equilibrio instabile in figura. Essa viene colpita

centralmente da un proiettile di massa m=150g a velocità vo=200m/s come in 

figura. Nell’ipotesi che il proiettile rimanga conficcato nella barretta si calcoli la

velocità del centro di massa quando transita nel punto più basso della sua 

traiettoria (nel punto di equilibrio stabile) O

L/2

L
vo

4. Un cilindro ed una sfera entrambi di raggio R e di massa m, posti sulla sommità h=1m di un 

piano inclinato di angolo rotolano senza strisciare sino a valle. Calcolare le rispettive 

velocità finali ed i tempi rispettivamente impiegati. (Si assuma 22mRIcil , 52 2mRI sfera )

h

L

5. Un operaio di massa M=70kg sale su di una scala di massa

m=10kg e di lunghezza L=3m appoggiata ad una parete 

disposta come in figura. Considerando il pavimento scabro 

con coefficiente di attrito statico s 05. , si calcoli qual è 

l'altezza massima h cui può salire senza rischio di cadere 

insieme alla scala. Si assuma =60°.
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Soluzioni della 8° prova
.

1. La pallina (corpo n.1) scende senza attrito lungo il piano inclinato, 

trasformando la sua energia potenziale U=m1gh interamente in energia 

cinetica T= 22
11vm .  La velocità prima dell’impatto con il piattello è 

quindi ghv 21  diretta lungo l’asse delle x come in figura (a). Dopo

l’urto elastico con il piattello fermo (v2=0), le velocità dei due corpi V1 e 

V2 si calcolano imponendo la conservazione della quantità di moto e 

dell’energia cinetica del sistema. Dal sistema si ottengono le espressioni

gh
Mm

m
v

mm

mm
v

mm

m
V

gh
Mm

Mm
v

mm

m
v

mm

mm
V

2
22

2
2

2
21

12
1

21

1
2

2
21

2
1

21

21
1

 ove m=m1 e M=m2

La pallina quindi inverte la sua velocità (V1<0) e risale il piano inclinato sino 

all’altezza h’. Questa altezza si ricava imponendo la conservazione 

dell’energia meccanica della pallina nell’istante immediatamente dopo l’urto 

(a) x

m1=mv1
v2=0

(b) xM

m V1

(c)

k

A

h’

V2

k

k

m2=M

Em=T=
22

1 2 mMmMmghmV (fig b), e nel punto di massima altezza Em=U= (fig

c), da cui 

'mgh

2
' mMmMhh 0.383m. Durante l’urto la pallina cede al piattello un impulso,

lungo l’asse x, di valore NsmMmMghMVppdtFJ prima
x

dopo
xxx 17.1222  che

mette in oscillazione il piattello ad =2 /Tosc. Dalla conservazione dell’energia meccanica per il 

piattello, tra l’istante immediatamente dopo l’urto Em=T= 22
2MV  e la posizione di massima

elongazione Em=U
el
=kA

2
/2 siottiene l’elongazione massima 222 oscTVMkVA 0.125mm

2   Il sacco lasciato cadere dalla posizione (1) ha inizialmente solo energia potenziale 

Em1=Mgh=MgL(1-cos )

Quando raggiunge la posizione di minima quota (2) avrà trasformato

energia potenziale interamente in energia cinetica 

    Em2=MV
2
/2

Dalla conservazione dell’energia meccanica si ricava la velocità

M

Lcos

C

2

1

hMV

rif

x

v
m

cos12gLV

La quantità di moto (lungo x) del sistema proiettile+sacco prima dell’urto è mvMVpx

Il sistema dopo l’urto rimane in quiete. La quantità di moto è quindi 0xp .

Dalla conservazione della quantità di moto si ottiene la velocità del proiettile

v cos12gL
m

M
171.9 m/s 

Facoltativo: se il proiettile è diretto in senso opposto la quantità di moto del 

sistema prima dell’urto è MVmvMVpx 2    (tenuto conto che   mv=MV) 

Lcos

C

rif

V M
L(1-cos )

m

x

v



Questa quantità si conserva dopo l’urto cx VmMp )(

Imponendo l’uguaglianza dei termini si ottiene la velocità del c.d.m.

mM

M
VVc

2
  che è legata al massimo angolo  dalla cos12gLVc

Combinando le equazioni si ottiene cos1
2

1cos

2

mM

M
  da cui =61°53’

3. L’urto è anche in questo caso perfettamente anelastico. Ma il moto della barretta dopo 

l’urto è questa volta di pura rotazione intorno all’asse per il cardine O. Considerando il 

sistema complessivo, nell’urto si sviluppano solo forze interne e forze sul cardine O. Il 

momento di queste forze calcolato sull’asse per O è quindi nullo per cui si conserva il 

momento della quantità di moto del sistema. Prima dell’urto 2Lmvb oo  mentre dopo 

l’urto oo Ib  dove 32 22
MLLmIo =0.033kgm

2
. Dalla conservazione di bo si

ottiene la velocità angolare iniziale LMmmvILmv oooo 4362 134.8 rad/s.

Appena dopo l’urto la barra si sposta dalla posizione di equilibrio instabile (a) e si 

rovescia oscillando intorno alla posizione di equilibrio stabile (b). Durante la rotazione

l’energia meccanica totale si conserva per cui Ua+Ta=Ub+Tb. Fissando come

riferimento dell’energia potenziale quello dello stato (b), si ha ovviamente Ub=0 mentre

vc
U=0

O

(b)

(a)

C

C

L/2

Ua=(m+M)gL (dopo l’urto nel centro di massa si concentra la massa complessiva m+M).

L’espressione dell’energia cinetica di pura rotazione intorno ad O è invece .

Imponendo la conservazione dell’energia meccanica si ha quindi

2/2
oIT

22/ 22
booo IgLMmI

da cui la velocità angolare in (b) vale oob IgLMm22 =135.5 rad/s. 

4. Le forze agenti sul corpo sono: la forza peso P=mg applicata nel baricentro

C, che può pensarsi scomposta nelle due componenti lungo i due assi normale e 

tangenziale Pt=Psin  e Pn=Pcos  , la reazione normale Rn applicata sul punto 

di contatto e diretta lungo n, e la forza di attrito statico As applicata sul punto di 

contatto e contraria al moto lungo t. (si ricorda che l’attrito è statico perché nel 

puro rotolamento il punto di contatto è fermo!). La 1
a
 equazione cardinale 

proiettata lungo gli assi n,t si scrive  da cui ricaviamo la 

reazione normale

0ˆ

ˆ

nn

cst

PR

maAP

n

t

cosmgPR nn . Per ricavare l’accelerazione del centro

C

Pn

Rn

As

t

vc

Pt

r

h

n

di massa ac è però indispensabile applicare la 2
a
 equazione cardinale proiettata sull’asse orizzontale

per il centro di massa C;  l’unico momento non nullo è il momento della forza di attrito che mette in 

rotazione il corpo dtdIrAM csC  (si noti che per semplicità è stata adottata la convenzione 

per cui è positivo per rotazioni orarie) essendo Ic il momento di inerzia rispetto al centro di 

massa. La condizione di rotolamento impone che rttvc  che vale anche derivando nel

tempo ambo i membri per cui r
dt

d
tac  da cui l’attrito vale 2rIaA ccs . Sostituendo questa 

espressione nella 1
a
 equazione cardinale si ottiene 2rIamgsinma ccc  da cui 

l’accelerazione del centro di massa è costante 21 mrIgsina cc  . Il moto è quindi 

uniformemente accelerato con  e spazio percorso tatv cc 22tats c . Il tempo t* per 



percorrere lo spazio fino alla base del piano L=h/sin  è quindi 

22 122* mrIgsinhaLt cc st

st

sfera

cilindro

07.1

11.1
 mentre  le velocità finali sono

smv

smv

mr

I
ghv

sfera

cilindroc
C 74.3

61.3
12

2
. La sfera arriva prima perché ha un momento d’inerzia 

minore e l’energia cinetica della sfera viene ripartita più efficientemente nell’energia traslazionale

del centro di massa più che nell’energia rotazionale intorno al centro di massa.

5.  Le forze agenti sul sistema sono le seguenti: il peso della scala Ps applicato

nel baricentro C (a metà della lunghezza della scala), il peso dell’uomo Pu

applicato sulla scala nel punto E (ad altezza h dal suolo), la reazione del 

pavimento applicata nel punto di contatto B che si compone di una reazione 

normale RnB e di una forza di attrito statico orizzontale As, ed infine la reazione

della parete verticale RnD applicata nel punto di contatto D. In condizioni 

statiche la somma vettoriale di tutte le forze deve annullarsi (1
a
 equazione 

cardinale) come anche la somma di tutti i momenti delle forze deve annullarsi

(2
a
 equazione cardinale). Scomponiamo la 1

a
 equazione cardinale lungo x, y: 

 da cui ricaviamo il valore di R
0

0

ˆ

ˆ

sunB

snD

PPR

AR

y

x
nB=Pu+Ps ed una

condizione sull’attrito statico As=RnD insufficiente però per determinarlo (1 equazione in 2 

incognite!). L’attrito As viene infatti determinato grazie alla 2
a
 equazione cardinale applicata per 

semplicità ad un asse orizzontale per B.  In questo caso contribuiranno solo i momenti della 

reazione della parete verticale RnD con braccio Lsin  da B, del peso della scala Ps con braccio L/2

cos   da B, ed infine del peso dell’uomo Pu con braccio hcotg   da B (gli altri 2 momenti, di 

braccio nullo, sono nulli). La condizione statica impone che 

02coscot LsinRLPghPM nDsuB  (si noti che il momento di RnD è negativo perché 

tenderebbe a far ruotare la scala in senso orario) da cui si ricava 

tgPtgLsinhPRA sunDs 2 . L’attrito trovato è quello richiesto dalla condizione di 

staticità. Esso può essere fornito solo se è inferiore al valore massimo

susnBss PPRAA max . Il caso limite maxAAs corrisponde all’altezza hmax da cui si 

ricava
tgP

Psin
Lh s

u

s
s

2

1

cos

2

max
32

1

2

1

70

10

2

1

2/1

4/3
3 2.386 m

y

As B x

RnB

C

RnD
D

Lsin( )

Pu
Ps

h/tg( )

Lcos( )/2

E
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1. Un corpo di massa m=50g, sommerso sotto la superficie libera del mare,

viene lasciato libero di emergere dalla profondità L senza cioè imprimere

alcuna velocità iniziale. Sapendo che il corpo, quando immerso, riceve una 

spinta di Archimede diretta verso l’alto pari a 1.5 volte il proprio peso, e che a 

tale spinta si oppongono la forza peso ed una resistenza al moto in acqua di 

valore Rv=bv, ove b=0.02 kg/s. Determinare la velocità con cui il corpo emerge

dopo un tempo t=0.5 s, e determinare quale altezza massima h il corpo 

raggiunga in aria prima di ricadere sulla superficie del mare, trascurando la 

resistenza al moto in aria. Facoltativo: calcolare la profondità L.

h

L

2. Un blocco di massa m1=2kg disposto lungo la verticale trascina, 

grazie ad un sistema di pulegge di massa trascurabile, i blocchi 

m2=2kg ed m3=4kg come indicato in figura. In particolare il blocco 

m2 è disposto su di un piano inclinato di =30° rispetto 

all’orizzontale, mentre m3 è disposto su di un piano orizzontale

scabro caratterizzato da un coefficiente di attrito statico s=0.2 e 

dinamico d=0.15. Determinare l’accelerazione con cui si muove il 

sistema e le tensioni delle due funi. Facoltativo: per quali valori 

della massa m1 il sistema sarebbe stato in equilibrio?

m1

m3

m2

3. Un pendolo semplice è costituito da una massa m=1kg e da un filo di massa 

trascurabile e di lunghezza L=60cm. Esso è messo in oscillazione da un

impulso diretto lungo il moto di intensità I=2 kg m/s che agisce quando il 

pendolo è fermo ed inclinato di un angolo =10° rispetto alla verticale.

Determinare l’angolo di oscillazione massima  del pendolo dopo l’impuso e la 

tensione massima del filo. I

L

O

m1

m2

L

k

4. Un blocco di massa m1=1kg  viene lasciato cadere lungo un piano inclinato 

di un angolo =60° rispetto all’orizzontale. Assumendo che il coefficiente di 

attrito dinamico fra blocco e piano sia d=0.15, e che il blocco percorra una 

distanza L=1m prima di urtare elasticamente un secondo blocco di massa

m2=2kg, fermo e collegato ad una molla di costante elastica k=50 N/m,

determinare la massima compressione della molla. Facoltativo:  Quanto spazio 

deve ripercorre in salita il primo blocco prima di fermarsi?

v

L

m

M

O5. Un pendolo composto è formato da un’asta rigida omogenea di massa M=4kg, di 

lunghezza L=40cm, libera di ruotare intorno al cardine O. All’estremo della sbarra 

è anche alloggiata una piccola massa m=1kg. Supponendo di imprimere una piccola 

velocità v=0.5m/s all’estremo libero dell’asta, determinare l’angolo massimo di 

oscillazione del sistema e fornire una stima del tempo necessario per tornare nella 

posizione verticale di partenza. [Suggerimento: Iasta=ML
2
/3]
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P Rv

A

y=L

y=0

1. Nella fase in immersione il corpo subisce 3 forze: la forza peso P=mg,

    la spinta di Archimede A=3mg/2, e la resistenza del mezzo Rv=bvy.

Proiettando le forze lungo l’asse y:
dt

dv
mmabvmgmg

y

yy
2

3

da cui
2

g
v

m

b

dt

dv
y

y
    con soluzione generale limexp vt

m

b
Atv y

dove
b

mg
v

2
lim 12.25 m/s.  Infine dalla condizione 00yv   si ottiene  A= -vlim

L’espressione della velocità diviene quindi t
m

b
vtv y exp1lim

da cui si calcola la velocità all’emersione stvv yo 5.0* 2.22 m/s 

vo

y=h

y=0

(b)
Nella fase in emersione il corpo è soggetto solo alla forza peso che è conservativa. 

La quota massima si ottiene imponendo la conservazione dell’energia meccanica.

BBAA TUTU     da cui mghmvo

2

2

1
      e quindi

g

v
h o

2

2

25.2 cm
(a)

Facoltativo: lo spazio percorso prima della emersione si calcola integrando la velocità sino al 

tempo t*=0.5 s  (per brevità si pone =m/b)

*exp*exp1 lim

*

lim

*

0

ttvdttvdttvL
t

o

t

y 57.4 cm 

2. Applicando il secondo principio per ogni blocco si ottiene il sistema:

massa m1 ; t) amTgm a 11

m3
Ad

n
Rn2

m2g

Ta

n t

tTb

Tb

t

Ta

m1g

massa m2 ;
0cos

sin

)

)

22

22

gmR

amgmTT

n

t

n

ba

massa m3  ;
gmR

amAT

n

t

n

db

33

3

)

)

sommando le equazioni lungo l’asse t  per tutte le masse si ottiene 

ammmAgmgm d 32121 sin



da cui l’accelerazione del sistema
321

321 sin

mmm

mmm
ga d 0.49 m/s

2

e le due tensioni  18.6 N eagmTa 1 gamT db 3  7.8 N

Facoltativo:  se il sistema è in equilibrio l’attrito deve valere gmAgmmA s 3max21 sin

da cui si ottiene 321 sin mmm s 1.8 kg. (Questo risultato vale però quando la fune b è tesa 

ossia sin21 mm 1 kg).

3. L’impulso produce una variazione della quantità di moto nel punto (a) 

   dove  paif mvppI i=0   da cui si ricava mIva

L’angolo massimo si ottiene imponendo la conservazione dell’energia meccanica.

BBAA TUTU      ossia cos1cos1
2

1 2 mgLmgLmva L(1-cos )

va

L

O

(b)

(a)

rif

L(1-cos )

da cui l’oscillazione massima è
gLm

I
2

2

2
cosarccos 49°52’

(c)

 La tensione massima si ottiene quando il pendolo è nella posizione verticale (c) 

cos23
2

max mg
L

mv
mgT c 16.8 N 

m1
(a)

m1

(b)
L

Ad

rif

Lsin

4. Calcolo della velocità di impatto della prima massa: 

L’attrito è responsabile della diminuzione dell’energia meccanica

v1
mambAd EEL

dove cos1gLmLAL ddAd , 2

11
2

1
vmEmb , sin11 gLmghmEma

da cui si ricava la velocità prima dell’urto cossin21 dgLv =3.94 m/s 

Urto normale centrale elastico fra le due masse 

Dalla conservazione dell’energia cinetica e della quantità di moto si ottengono 

le velocità successive all’urto 

smvv
mm

mm
v

mm

m
V

smvv
mm

m
v

mm

mm
V

2.62

1.31

12

21

12
1

21

1
2

12

21

2
1

21

21
1

3

22

3

12



Calcolo della compressione della molla

Prima di procedere al calcolo della compressione è 

importante notare che la molla già prima dell’urto si trova 

compressa di una quantità da calcolabile imponendo 

l’equilibrio delle forze lungo l’asse tangenziale
m2 db

db sin

(b)

m2

rif
(a)

da sinV2 da

0sin2 akdgm    da cui
k

gm
da

sin2 34 cm

L’energia meccanica nello stato (a) vale quindi 2

222

2

2

1
sin

2

1
VmgdmkdE aama 4.01 J

dove si conviene di fissare il riferimento dell’energia potenziale della forza peso nella posizione a

riposo della molla.

Per la conservazione dell’energia meccanica nello stato (b) si ha 

mabbmb EgdmkdE sin
2

1
2

2    da cui
k

E

k

gm

k

gm
d ma

b

2sinsin
2

22 86 cm

Facoltativo: Calcolo dello spazio percorso dalla prima massa dopo l’urto 

L’attrito è sempre responsabile della diminuzione dell’energia meccanica dopo l’urto 

mbmcAd EEL

dove cos1gDmDAL ddAd , 2

11
2

1
VmEmb , sin1gDmEmc

da cui si ricava lo spazio percorso dopo l’urto
cossin2

2

1

dg

V
D 9.3 cm 

m1
(c)

m1

(b)
D

V1

rif

Dsin

Ad

5. Calcolo energia meccanica nello stato (a) 

Il sistema è dotato di un momento di inerzia complessivo dato da: 

mM
L

mL
ML

III mastatot 3
33

2
2

2

v

O

L(1-cos )(a)

(b)

rif1

L(1-cos )/2

rif2

Assumendo nulla l’energia potenziale complessiva nello stato (a),

l’energia meccanica coincide con l’energia cinetica di rotazione

2

2

2 3
6

1

2

1

2

1
vmM

L

v
IITE totatotama

Calcolo energia meccanica nello stato (b) 

Essendo nulla l’energia cinetica nello stato (b), l’energia meccanica diviene



cos12
2

cos1cos1
2

mM
gL

mgL
L

MgUE bmb

dove sono stati distinti i riferimenti per le masse m, M

Infine imponendo la conservazione dell’energia meccanica mbma EE

si può calcolare l’angolo massimo di oscillazione
mM

mM

gL

v

2

3

3
1arccos

2

12° 47’

Calcolo del periodo di oscillazione:

Quando il pendolo composto è fuori dalla sua posizione di equilibrio, il momento

delle due forze peso tende a far ruotare il sistema verso la posizione di equilibrio

Applicando la seconda equazione cardinale
2

2

dt

d
I

dt

db
M tot

oext

o

dove mM
gL

mgLMgLM ext

o 2
2

sin2/sin

L’equazione differenziale è quindi 0
2

2
2

2

totI

mMgL

dt

d
 che prevede oscillazioni di periodo 

mM

mM

g

L

mMgL

I
T tot

2

3

3

2
2

2

2
2 1.12 s.

O

Lsin

Mg

mg

Lsin

Il tempo necessario per tornare in posizione verticale è quindi   T/2 = 0.56 s
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T

S

V

RVSRTS

1. Nel sistema solare i due pianeti Terra e Venere descrivono un moto di 

rivoluzione intorno al Sole su traiettorie approssimabili a circonferenze di 

raggio rispettivamente RTS=150·10
6
 km e RVS=108·10

6
 km, che giacciono sul 

medesimo piano come descritto in figura (in realtà le due orbite sono inclinate 

di 3.4°). Sapendo che dalla Terra gli astronomi hanno osservato un transito di 

Venere sul disco solare il giorno 8 giugno 2004 (vedi figura), calcolare in quale 

giorno si è successivamente verificata una nuova congiunzione fra Venere e 

Terra (minima distanza fra i due pianeti). Dati [Periodo di rivoluzione terrestre 

T=365 giorni, G=6.67·10
-11

 Nm
2
/kg

2
]. Facoltativo: dare una stima della massa

del Sole.

2. Nel sistema descritto in figura i blocchi B e C rispettivamente di massa mB=

5kg ed mC= 1kg sono disposti su di un piano liscio inclinato di un angolo =10°

rispetto all’orizzontale, e collegati tra loro con un filo inestensibile di massa

trascurabile per mezzo di una carrucola anch’essa di massa trascurabile. Calcolare 

il valore minimo del coefficiente di attrito statico fra B e C che garantisce

l’equilibrio del sistema. Facoltativo: nel caso che l’attrito non possa garantire

l’equilibrio calcolare l’accelerazione del sistema, la tensione della fune e la 

sollecitazione cui è sottoposto il cardine della carrucola, assumendo d=0.1

B

C

mA

R
C

mB

3. Due blocchi di massa mA=30g e mB=20g sono posizionati sul fondo di uno 

scivolo cilindrico liscio il cui profilo è una circonferenza di raggio R=2m. I due 

blocchi sono collegati ad una molla di costante elastica k=200 N/m che viene 

tenuta compressa di 10cm. Quando il sistema viene lasciato libero, la molla 

lancia i due blocchi che risalgono lo scivolo. Determinare gli angoli  e 

raggiunti dai blocchi nei punti di inversione del moto e le relative reazioni

normali fornite dallo scivolo. 

4. Un proiettile di massa m=10g si conficca in un blocco di massa M=1kg alla 

velocità di vo=100m/s diretta lungo l’orizzontale. Il blocco è libero di scorrere 

senza attrito lungo un’asta metallica inclinata rispetto all’orizzontale di un

angolo =40°. Determinare l’energia persa nell’urto, la massima quota 

raggiunta dal blocco, il tempo necessario per raggiungere tale quota.

hM
vm

m2

M

m1

k

5. Una cinghia inestensibile di massa trascurabile è fissata ad una carrucola di 

massa M=2kg libera di ruotare intono ad un asse orizzontale per il suo centro. 

Agli estremi della cinghia sono posizionate una molla di costante elastica 

k=100 N/m collegata a sua volta al pavimento, ed un blocco di massa m1=3kg

che rimane sospeso. All’equilibrio la molla risulta allungata di una quantità 1

rispetto alla sua lunghezza di riposo. In un secondo momento sul primo blocco 

viene appoggiato un secondo blocco di massa m2=2kg causando delle

oscillazioni di periodo T. Determinare il periodo T, e gli allungamenti della 

molla prima 1 e dopo 2(t).
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1. Calcolo del periodo di rivoluzione dei pianeti del sistema solare 

Nel sistema di riferimento non inerziale solidale al generico pianeta X, la forza di attrazione 

gravitazionale esercitata dal Sole (FG) equilibra la forza centrifuga  (FC) che tenderebbe a fare

allontanare il pianeta dal Sole. 

FCFG
X

S

GC FF ossia
2

2

x

XS
xX

R

mM
GRm

RX

da cui
3

x

S

R

GM
ed il periodo di rivoluzione

s

x

GM

R
T

3

2
2

Il rapporto fra i periodi di rivoluzione di Venere e Terra è
3

3

3

3

2

2

TS

VS

S

TS

s

VS

T

V

R

R

GM

R

GM

R

T

T
a 0.611

Calcolo della nuova congiunzione

I moti di entrambi i pianeti sono circolari uniformi descritti dalle relazioni angolari 

per la Terra: tt TT ,

per Venere: tt VV    dove per entrambi si è assunto inizialmente =0 per t=0

I due pianeti sono di nuovo in congiunzione quando

2tt TV     ove T

VT

TV

TV

TV

T
a

a

TT

TT

TT

t
111

12
573 giorni

S

=0

V

V

T

che corrisponde al 2 gennaio 2006.

Facoltativo:  dal periodo di rivoluzione della Terra
s

TS
T

GM

R
T

3

2 365 giorni

si ottiene la stima della massa del Sole
GT

R
M

T

TS
S 2

324
2· 10

30
 kg 

Rn

PC

T

n t

T

RBC

RBC

PB

A
A

n

t

2.  CASO STATICO

blocco C  ;  blocco B
0sin

0cos

ˆ

ˆ

gmAT

gmR

t

n

C

CBC

0sin

0cos

ˆ

ˆ

gmAT

gmRR

t

n

B

BBCn

sommando le equazioni lungo l’asse t si ottiene l’attrito: 

cossin
2

max gmRAg
mm

A CsBCs
CB tg

m

mm

C

CB
s

2
0.35



Facoltativo: CASO DINAMICO

blocco C  ;     blocco B
amgmAT

gmR

t

n

CCd

CBC

sin

0cos

ˆ

ˆ

amgmAT

gmRR

t

n

BBd

BBCn

sin

0cos

ˆ

ˆ

sommando le equazioni lungo l’asse t si ottiene l’accelerazione di caduta

CB

CdCB

mm

mmm
ga

cos2sin
0.81 m/s

2

3. CALCOLO DELLA VELOCITA’ INIZIALE

mA mB

Conservazione dell’energia meccanica 222

2

1

2

1

2

1
BBAA VmVmlk

(l’energia potenziale elastica si trasforma in energia cinetica)

mA
mBVA VBConservazione della quantità di moto BBAA VmVm0

(lungo l’asse del moto agisce solo la forza elastica che è una forza interna) 

da cui

sm
mmm

km
lV

sm
mmm

km
lV

BAB

A
B

BAA

B
A

75.7

16.5

DETERMINAZIONE DEGLI ANGOLI MASSIMI

Conservazione dell’energia meccanica cos1
2

1 2 gRmVm AAA

R(1-cos )VA

R
C

da cui
gR

VA

2
1arccos

2

71° 21’ e RnA= cosgmA 0.094 N

e per analogia
gR

VB

2
1arccos

2

122° 03’  RnB= 0cosgmB  !!

(questo secondo risultato però non è accettabile. Il blocco si distacca dalla guida poco prima quando

l’angolo
gR

VB

33

2
arccos

2

111° quando cioè si annulla RnB=0

4. URTO  PERFETTAMENTE  ANELASTICO  VINCOLATO 

A causa della presenza del vincolo durante l’urto si sviluppa una reazione 

normale impulsiva che essendo esterna al sistema costituito dalle due masse

impedisce la conservazione della quantità di moto.

0cAcB

t

t

ext ppdtF

Però l’impulso di tale reazione agisce solo lungo l’asse n, e non ha effetto 

lungo l’asse t dove invece si ha conservazione della quantità di moto

RnA

A

m

t

n

RnB V

B

m v



    ossiatBtA pp VMmmvo cos     da cui
Mm

mv
V o cos

le equazioni della cinematica durante la salita del sistema lungo l’asse t 

sin

22

ga

atVtv

taVtts

il tempo necessario per raggiungere il punto più alto
Mmg

gmv
aVt o cot

0.12 s

s

h

la quota massima raggiunta durante il moto diviene quindi 

g

v

Mm

m
aVsh o

2

cos
sin2sin

22

2 2.9 cm

l’energia persa nell’urto 22

2

1

2

1
VMmmvTTE oBApersa 49.7 J

5. STUDIO DELLE  OSCILLAZIONI  DELLA  MACCHINA

M

m

x

Fel

x
o

T2

T2

T1

P

T1

Il moto della macchina è ben descritto dal sistema di equazioni:

a)  sul grave xmaTP 1

b)  sulla molla    ossia02 elFT 02 kxT

c) sulla puleggia  (equazione dei momenti)

dt

d
IRTRT 21     ossia xa

R

I
TT

221    essendo R
dt

d
ax

sommando le 3 equazioni si ottiene
2

2

2 dt

xd

R

I
mkxmg

che dà luogo all’equazione differenziale g
Mm

m
x

Mm

k

dt

xd

222

2

con posizione di equilibrio
k

mg
xeq   e periodo di oscillazione

k

Mm
T

2
2

Quindi  l’allungamento iniziale è
k

gm1
1 29 cm

L’allungamento statico dopo l’aggiunta di m2 è
k

gmm 21
2 49 cm

ed allungamento dinamico
T

t
t 2cos122

ove il periodo è
k

Mmm
T

2
2 21 1.54 s



UUnniivveerrssiittàà ddii RRoommaa ““LLaa SSaappiieennzzaa””

FFaaccoollttàà ddii IInnggeeggnneerriiaa

FFIISSIICCAA II
A.A. 2006-2007 

Ingegneria Gestionale  (M-Z) 

3°appello del 2 Luglio  2007 

1. Un caccia bombardiere, dopo aver avvistato un bersaglio al suolo,

esegue delle manovre per scendere in picchiata verso il bersaglio con una 

velocità vA=150m/s  e con un angolo di inclinazione rispetto 

all’orizzontale =30°. Quando giunge alla quota di sicurezza h=500m il

pilota decide immediatamente di sparare un proiettile che parte nella 

direzione di picchiata con una velocità relativa iniziale vr=100m/s rispetto 

al velivolo. Per sicurezza nello stesso istante il pilota lascia cadere anche

una bomba senza però imprimere alcuna velocità relativa. Determinare i 

punti di impatto della bomba e del proiettile, e l’intervallo di tempo che 

intercorre tra l’arrivo del proiettile e quello della bomba. Facoltativo:

determinare gli angoli di impatto al suolo  e  rispetto all’orizzontale. 

h

vA

x

O xB xP

2. Nel sistema meccanico descritto in figura, una fune inestensibile e 

privo di massa collega il blocco m1=10kg con il blocco m2=5kg disposto 

su di un piano scabro ( d 0) inclinato di un angolo =30° rispetto

all’orizzontale. In un test preliminare effettuato in assenza del blocco m1,

la massa m2 scivola a valle con una accelerazione a=3m/s
2

 (questo test 

permette di valutare il coefficiente di attrito con il piano). Quindi il 

blocco m1 viene ricollegato al resto del sistema. Determinare in questa

nuova fase l’accelerazione di caduta e la tensione cui è sottoposta la fune. 

m1
m2

vo

R

A

h B

3. Un blocco di massa m viene collocato sulla sommità di un tubo cilindrico 

liscio di raggio R=1m in una posizione di equilibrio instabile A. Il blocco 

viene lanciato con una velocità iniziale orizzontale vo=0.63m/s spostandosi 

inizialmente sulla superficie esterna del cilindro. Determinare la posizione

del punto B in cui il blocco si distacca dal cilindro fornendo la differenza

delle quote iniziale e finale h, nonché la velocità al distacco vB

Facoltativo: per quale intervallo di valori della velocità iniziale il blocco si 

distacca immediatamente dal cilindro?

4. Un blocco di massa m1=1kg  viene lanciato con energia cinetica di 25 J 

lungo un piano orizzontale scabro contro un secondo blocco di massa m2=3kg,

fermo e a distanza iniziale dal primo d=80cm. L’urto susseguente è centrale ma 

non elastico ed ha come effetto quello di fermare la prima massa. Determinare

la velocità acquisita dal secondo blocco e l’energia persa a causa dell’urto. Si

assuma che il coefficiente di attrito dinamico con il piano valga d=0.25.

vo
m1 m2

d

M

m
5. Un cannone di massa M=250kg, inizialmente in quiete è libero di muoversi

senza attrito su un piano orizzontale. Esso ha due canne dirette con un alzo di 

=40° rispetto all’orizzontale e spara in rapida successione due proiettili 

ciascuno di massa m=1kg con velocità di uscita relativa alla canna vr=250m/s

diretta lungo la canna. Determinare la velocità acquistata dal cannone dopo 

aver esploso entrambi i colpi e l’impulso scaricato sul terreno.
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1. Studio della traiettoria parabolica di un proiettile 

Quando un qualunque proiettile viene lanciato con una velocità iniziale vo e con inclinazione 

rispetto all’orizzontale esso descrive una traiettoria parabolica secondo il sistema di equazioni: 

lungo l’asse x    e  lungo l’asse y

0

cos

cos

x

ox

o

a

vv

tvtx

ga

gtvtv

gttvhty

y

oy

o

sin

2sin 2

Il tempo di volo si ottiene imponendo 02sin 2gttvhty of  da cui  l’equazione di 2° 

grado 0
2sin22

g

h
t

g

v
t o   di cui la soluzione  accettabile è

g

ghvv
t

oo

f

2sinsin
2

vocos

y=h
vo

xx=dO

vo
vosin

vf

vx

vy

y

L’ascissa del punto di impatto infine si calcola dalla 

cosfof tvtxd

Mentre l’angolo di impatto si ottiene con le regole trigonometriche

22

22

sin

2
1arctan

cos

2sin
arctan

cos

sin
arctanarctan

oo

o

o

fo

x

fy

v

gh
tg

v

ghv

v

gtv

v

tv

Nel caso particolare della bomba la velocità iniziale della bomba coincide con la velocità

dell’aereo per cui  vo=vA

il tempo di volo della bomba è  quindi
g

ghvv
t

AA

B

2sinsin
2

5.02 s

l’ascissa del punto di impatto  della bomba cosBAB tvx 652 m

Nel caso particolare del proiettile la velocità iniziale nel sistema di riferimento fisso è data dalla

somma della velocità dell’aereo e della velocità del proiettile relativa all’aereo per cui  vo=vA+ vr

il tempo di volo del proiettile è quindi
g

ghvvvv
t

rArA

P

2sinsin 22

3.52 s 

mentre l’ascissa del punto di impatto del proiettile è cosprAP tvvx 761 m 



L’intervallo di tempo richiesto è quindi pB ttt 1.5 s 

FACOLTATIVO: le inclinazioni dei punti di impatto rispetto all’orizzontale sono rispettivamente;

bomba
cos

arctan
A

B

v

gt
tg 43°43’  ; proiettile

cos
arctan

rA

p

vv

gt
tg 36°22’

2. Test preliminare: in questa fase la massa m2 scende verso sinistra 

Rn2

t

n

m2g

Ad
Applicando il secondo principio alla massa m2

0cos

sin

)

)

22

222

gmR

amRgm

n

t

n

nd

da cui si ricava l’accelerazione di caduta cossin dga

Il coefficiente di attrito dinamico vale quindi
cos

tan
g

a
d 0.22

Tale coefficiente rimane costante anche nella fase successiva in cui viene collegata la massa m1

Fase successiva: in questa fase la massa m1 trascina il sistema verso destra

t

Rn2

m2g
Ad

t
T

T

m1g

Applicando il secondo principio ad entrambe le masse m1 ed m2 n

massa m1 ; t) amTgm 11

massa m2 ;
0cos

sin

)

)

22

222

gmR

amRgmT

n

t

n

nd

dove il verso del moto e quindi anche dell’attrito si è ovviamente invertito rispetto alla fase 

precedente. Sommando le equazioni lungo l’asse t  per tutte le masse si ottiene 

ammgmgmgm d 21221 cossin

da cui l’accelerazione del sistema
21

221 cossin

mm

mmm
ga d 4.27 m/s

2

e la tensione della fune agmT 1  55 N

3.  Conservazione energia meccanica 

In assenza di attriti (cilindro liscio) l’energia meccanica nel punto iniziale EA deve mantenersi allo 

stesso livello dell’energia meccanica EB nel punto del distacco B. 

BA EE    da cui   e cioè BBAA UTUT 22

2

1

2

1
Bo mvmghmv

vo

R-h

A n

t

P=mg

Rn

vB

B

R

Pn rif

h

Le forze agenti quando il blocco si trova in B sono: 

tt

Bnnn

maP

RmvmaRP

t

n 2

ˆ

ˆ
   dove al distacco però  Rn=0



per cui   deve valere la condizione
R

hR
mgmgP

R

mv
n

B cos
2

o equivalentemente hRgvB   che combinata con l’equazione energetica dà luogo alla 

soluzione del dislivello
g

vR
h o

33

2

32cm e della velocità hRgvB 2.58 m/s 

FACOLTATIVO: è facile dimostrare che se gRvo 3 =5.42 m/s  il dislivello h tende a zero, i 

punti A e B vanno a coincidere, ed il blocco di distacca immediatamente dal cilindro.

4.   Il processo può essere suddiviso in 2 fasi:
vo

m1

(a)

d

(b)

v1
m1

m2

v1
m1

m1

m2

fermo

fermo

energia persa 

V2

fase (a): moto rettilineo uniformemente decelerato

La forza di attrito dinamico gmA dd 1  compie un lavoro negativo 

che riduce l’energia cinetica della massa m1

oddA T
vm

gdmdAL
2

2

11
1

da cui si calcola la velocità vf  della massa m1 poco prima dell’urto

gdmTv do 22 11 6.79 m/s 

(c)
fase (b,c): urto anelastico

durante l’urto è sempre conservata la quantità di moto. Quindi dal confronto delle quantità di moto

prima e dopo l’urto si ottiene la relazione: 

2211 Vmvm    da cui  la velocità dopo l’urto del secondo blocco è
3

1
1

2

1
2

v
v

m

m
V 2.26 m/s

e l’energia persa durante l’urto è = 2

22

2

11
2

1

2

1
VmvmTTTT cbdopoprima 15.36 J 

(alternativamente proseguendo i calcoli =
2

12
1

2

12

11 1
2

1

m

mm
gdmT

m

m
vm do 15.36 J

5. Durante l’esplosione del primo proiettile il cannone con il proiettile ancora inesploso 

rinculano con velocità orizzontale mentre il proiettile parte con velocità assoluta AV Arpp VVV ,1

La quantità di moto lungo l’asse orizzontale deve essere conservata per cui (figura A)

0cos, ArpApxA VVmVmMmVVmM    da cui 
mM

mV
V

rp

A
2

cos,

lungo l’asse verticale la quantità di moto non viene conservata ed il cannone scarica a terra un 

impulso sin,rpA mVI

Il conto può essere ripetuto per il secondo proiettile. Il cannone rincula con velocità orizzontale BV

mentre il proiettile parte con velocità assoluta Brpp VVV ,2 La quantità di moto lungo l’asse 

orizzontale deve essere conservata per cui (figura B)

ABrpBxpB VmMVVmMVmVMV cos,2    da cui



mM

m

mM

m
V

mM

mV
VV rp

rp

AB
2

cos
2

cos
,

,
-1.52 m/s 

lungo l’asse verticale la quantità di moto non viene conservata ed il cannone scarica a terra ancora 

un impulso sin,rpB mVI  per un impulso totale sin2 ,rpBAtot mVIII 321 Ns

M

m

M

m

M M

m

IB

VB

(B)

VA

IA
Vp2

VA

Vp1

(A)
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1. Durante un test svolto sugli impianti frenanti due autovetture vengono 

lanciate alla medesima velocità di vo=200 km/h e sottoposte a due differenti 

tipi di frenata. La prima auto viene decelerata uniformemente dall’istante 

t=0 con accelerazione negativa di valore assoluto a1=5m/s
2
 fino a fermarsi

completamente dopo un tempo t. La seconda auto viene invece sottoposta

ad una frenata con un particolare sistema ABS, sempre dall’istante t=0, che

realizza una accelerazione negativa di tipo armonico che varia con legge 

(1)

t

a

(2)

-a1

T

2cos112 tata  di periodo 2T 2s. In conclusione la seconda auto viene quindi

sottoposta ad una decelerazione complessivamente meno efficace della prima auto (le due

accelerazioni coincidono solo in particolari istanti), che ne ritarda il tempo di frenata e ne allunga il 

relativo spazio percorso. Determinare, nello stesso momento in cui la prima macchina si ferma, la 

velocità residua posseduta dalla seconda auto ed il relativo spazio percorso. Facoltativo:

determinare il tempo richiesto per arrestare completamente la seconda auto e lo spazio percorso.

R

F1

F2

2. Una moneta di massa m=10g è collocata su un disco rotante ad una distanza 

R= 15 cm dall’asse. I coefficienti di attrito tra la moneta ed il disco sono 0.7 

(statico) e 0.6 (dinamico). Determinare la velocità angolare massima consentita 

affinché la moneta non slitti sul disco. Determinare la nuova massima velocità

angolare nel caso la monetina venisse sottoposta ad una forza costante F1=0.1

N diretta lungo il raggio. Facoltativo: determinare la massima velocità

angolare nel caso la monetina venisse sottoposta ad una forza costante F2=0.03

N diretta tangenzialmente al bordo del disco 

3. Un pendolo semplice è costituito da una massa m=0.5 kg e da un filo di 

massa trascurabile e di lunghezza L=50cm. Esso è inclinato di un angolo 

=40° rispetto alla verticale quando viene lasciato cadere senza imprimere

alcuna velocità iniziale. Quando il pendolo raggiunge la posizione in verticale 

viene contrastato da un impulso orizzontale contrario al moto di intensità I=1

kg m/s. Determinare il nuovo angolo di massima oscillazione  del pendolo 

dopo l’erogazione dell’impuso e la tensione massima del filo.

L

O

I

4. Due blocchi di massa rispettivamente M1=0.5 kg ed M2=1 kg 

giacciono in quiete lungo un piano orizzontale privo di attrito. Un

proiettile di massa m=25g  dotato di energia cinetica iniziale To=10J

perfora entrambi i blocchi in rapida sequenza fuoriuscendone ogni volta

M1

m
vo

M2

con energia cinetica dimezzata. Determinare le velocità impresse ai due blocchi e l’energia persa

dopo entrambi gli urti. Facoltativo: determinare se dopo la fuoriuscita del proiettile esistano le 

condizioni per un ulteriore urto fra i due blocchi. In questo caso, ipotizzando l’urto centrale ed 

elastico, determinare le velocità dei blocchi dopo l’urto. 

A B

d
L

5. Un ponte di lunghezza L e massa M di 80 tonnellate è poggiato sui 

due pilastri A e B. Sul ponte si trova ad una distanza d=L/3 dal 

pilastro A un autobus di massa m di 10 tonnellate fermo assimilabile

a un punto materiale. Determinare le reazioni vincolari esercitate dai 

pilastri nei punti di appoggio A e B del ponte.



1. In un qualunque problema di cinematica una volta nota l’accelerazione a(t) in funzione del 

tempo, la velocità e lo spazio percorso sono facilmente trovati per successive integrazioni. Quindi 

per la velocità si ottiene           e per lo spazio percorso

t

o dttavtv
0

t

o dttvsts
0
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In particolare la prima auto è sottoposta ad moto uniformemente decelerato ben descritto dalle eq. 

per la velocità           da cui

t

o dtavtv
0

11 tavtv o 11

e per lo spazio percorso     da cui

t

oo dttavsts
0

11 22

11 tatvts o

La prima auto si arresta dopo un periodo 1avt o 11.1 s, dopo un percorso 
1

2

1
2a

v
ts o 309 m

Invece la seconda auto è sottoposta ad moto decelerato ben descritto da t
a

ta cos1
2

1
2

la velocità è quindi      da cui

t

o dttavtv
0

22 t
a

t
a

vtv o sin
22

11
2

e per lo spazio percorso     da cui

t

o dttvsts
0

22 t
a

t
a

tvts o cos1
24 2

121
2

All’arresto della prima auto 1avt o la seconda auto ha 
Ta

vTav
tv oo

1

1
2

2
sin

42
=28.05 m/s

mentre lo spazio
Ta

vTa

a

v
t

a
t

a
tvts oo

o

1

2

2

1

1

2

2

121
2

2
cos1

84

3
cos1

24
462 m

Facoltativo: l’equazione   ammette unica soluzione per t=22.1 s (circa il doppio del 

tempo!). In quell’istante l’auto ha percorso s

02 tv

2=617 m

R

As Fc2. Nel primo caso la moneta rimane fissa sul disco sin quando la forza

centrifuga viene esattamente controbilanciata dall’attrito statico

mgAARmF ssc max

2     da cui
R

gs
max 6.76 rad/s 

As

F1

R

Fc
Nel secondo caso compare anche la forza F1 nel verso dell’attrito.

La forza centrifuga può quindi essere molto maggiore

11

2 FmgFARmF ssc     da cui

R

Fc

As

F2 F2+Fc

mR

Fmgs 1
max 10.6 rad/s 



Facoltativo: in questo caso le forze non sono più collineari. Imponendo la 

condizione di equilibrio, si trova una relazione fra i moduli quadri delle forze 

2

max

2

2

22 AFFA cs da cui
2

2

2

max FAFc da cui 
mR

Fmgs

2

2

2

max 6.41 rad/s 

3. MOTO DI DISCESA DEL PENDOLO

Nel punto più basso della traiettoria il pendolo acquista la velocità vB che si calcola

imponendo la conservazione dell’energia meccanica tra i punti A e B 

L

O

A

L(1-cos )

vB

B

2

cos1

2

BmB

mA

mvE

mgLE
da cui cos12gLvB =1.51 m/s x

Dopo l’erogazione di un impulso contrario al moto si verifica un cambio istantaneo 

della velocità del pendolo da vB a vC in accordo con il teorema dell’impulso e 

dell’energia cinetica 12 pppI

Nel nostro caso proiettando l’equazione lungo l’asse del moto (x) si ottiene 

BC mvmvI    da cui mIgLmIvv BC cos12 -0.486 m/s 

(il pendolo inverte quindi il suo moto!)

MOTO DI SALITA DEL PENDOLO

Imponendo nuovamente la conservazione dell’energia meccanica tra i punti B e D 

dove il pendolo si arresta si può calcolare il nuovo angolo massimo di inclinazione 

L

O

vC

L(1-cos )B

D

2

cos1

2

CmB

mD

mvE

mgLE
da cui

gL

v
ar C

2
1cos

2

12° 36’ 

La tensione massima è nella posizione verticale
L

v
gmT C

2

max 5.14 N 

4. Il proiettile è dotato inizialmente di velocità
m

T
voA

02
28.3 m/s

il proiettile fuoriesce con energia cinetica dimezzata e con velocità
m

T
voA

02
20 m/s

infine fuoriesce anche dal secondo blocco con velocità finale
m

Tv
v oB

oC
22

0 14.1 m/s 

Dalla conservazione della quantità di moto durante i due urti ricaviamo le velocità dei due blocchi 

Blocco n. 1     da cui11vMmvmv oBoA oBoA vv
M

m
v

1

1 0.41 m/s 



Blocco n. 2     da cui22vMmvmv oCoB oCoB vv
M

m
v

2

2 0.146 m/s 

L’energia persa è
2

22

2

11
2

1

2

1

4
vMvM

T
TE o

o 7.45 J 

Facoltativo: il risultato dell’urto elastico fra i due blocchi fornisce velocità di uscita dopo l’urto 

smvvv
MM

MM
v

MM

M
V

smv
v

v
MM

M
v

MM

MM
V

/325.0
3

1

3

22

/057.0
3

4

3

2

212

21

12
1

21

1
2

2
1

2

21

2
1

21

21
1

L/2-d

BA

L/2L/2

D

P2 P1

C

5. Le forze agenti sul ponte sono: RA

la forza peso del ponte  P1=Mg     (applicata in C) RB

la forza peso dell’autobus P2=mg  (applicata in D) 

le reazioni dei due pilastri RA ed RB (applicate in A e B) 

Il sistema è in equilibrio quando sono nulle contemporaneamente la

1
a
 equazione cardinale e la 2

a
 equazione  cardinale.

In particolare dalla 2
a
 equazione  cardinale  applicata rispetto al punto C  si ottiene 

0
12 PPBRR MMMM

A
   da cui 0

222
2 d

L
P

L
R

L
R BA    (MP1=0 perché P1 è in C) 

Dalla 2
a
 equazione  cardinale otteniamo 021 PPRR BA ,

Combinando le equazioni si ottiene

N
L

d
mg

Mg
R

N
L

d
mg

Mg
R

B

A

5

5

1025.4
2

1057.41
2
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L1 L
1. Due buoni nuotatori decidono di attraversare un fiume in una regione 

dove le due sponde sono distanti d=15m, partendo entrambi dal punto A. 

Per compensare gli effetti della corrente i due nuotatori nuotano con una

velocità rispetto all’acqua inclinata di un angolo =10° controcorrente 

(come riportato in figura). Sapendo che il primo nuotatore si muove con 

una velocità relativa VrA=3m/s, mentre il secondo si muove con velocità 

ridotta VrB=2m/s, e sapendo che i due nuotatori giungono in punti diversi a 

distanza L=50m. Facoltativo: Determinare la posizione di arrivo L1 del

primo nuotatore. 

Vr

A

Vfiume

Traiettoria

nuotatori

d

m2

F

m1

k2. Due corpi di massa m1=4kg e m2=6kg collegati solidalmente da una

molla di costante elastica k=2·10
3
N/m e di massa trascurabile, poggiano su 

di un piano privo di attrito inclinato di un angolo =10° rispetto 

all’orizzontale. Essi vengono trascinati con accelerazione costante da una 

forza motrice parallela al piano inclinato di intensità F=20N applicata al

blocco m2. Calcolare l’accelerazione del sistema e l'allungamento della 

molla.

3. Un atleta corre ad una velocità di 5 m/s ed afferra una liana per 

oltrepassare uno specchio d’acqua. La liana, inizialmente disposta lungo la 

verticale, è di massa trascurabile e di lunghezza L=5m. L’atleta decide di 

staccarsi quando la liana si inclina di un angolo =30° rispetto alla

verticale. Al distacco segue un moto parabolico di caduta libera.

Determinare lo spazio totale percorso D alla fine del salto (quando l’atleta

atterra) ed il modulo e l’inclinazione della velocità di atterraggio. 
D

LL

D

LL

4. Una pallottola di m=15g, con velocità iniziale di v=100m/s attraversa 

completamente un blocco di massa M=1kg, come mostrato in figura. Il blocco, 

inizialmente in quiete su una piattaforma orizzontale, è connesso ad una molla 

di costante elastica k=500 N/m. Assumendo che il blocco proceda al massimo

di un tratto di lunghezza A=2cm dopo l’impatto calcolare la velocità di uscita

del proiettile e l’energia dissipata nell’urto.

m

M

v

A

k

k

5. Un dondolo è costituito da una barra incernierata sul fulcro O. 

Due piccoli orsetti ciascuno di massa m=20 kg sono disposti sulla 

barra alle distanze x1=2m, x2=1.5m dal fulcro. Un orso di massa

elevata M=60 kg è posizionato dalla parte opposta alla distanza 

D=1.2m dal fulcro O. Determinare la forza F1 che è necessario 

applicare alla distanza D/2 dal fulcro per bilanciare completamente il 

dondolo. Calcolare infine la forza di reazione esercitata dal fulcro O.

x1

F1

x2D

OD/2
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L
1.  Traiettoria del singolo nuotatore 

La velocità assoluta nel sistema fisso solidale alla terra è data dalla somma

rfiumea VVV che scomposta lungo x,y  dà luogo alle

cos

sin

)

)

rryay

rfiumerxfiumeax

VVV

VVVVV

y

x
  e 

cos

sin

tVtVty

tVVtVtx

ray

rfiumeax

il tempo di attraversamento si ottiene dalla dty *   da cui
cos

*
rV

d
t

Vay

Vax

Vfiume
d

Traiettoria

nuotatore

Vr

Va

A

Va

Vfiume

e la posizione di arrivo tg
V

V
dtxL

r

fiume

cos
*

I due nuotatori hanno velocità diverse ed arrivano quindi in punti diversi: 

rArB

fiume

VV

dV
LLL

11

cos
12    da cui

rBrA

rBrA
fiume

VV

VV

d

L
V

cos
19.7 m/s

Facoltativo:

la posizione L1 del primo nuotatore è dtg
VV

VL
tg

V

V
dL

rBrA

rB

rA

fiume

cos
1 97.3 m 

2.  Applicando il II principio sia per il blocco n.1 che per il n.2, e scomponendo le forze lungo gli 

assi n,t   si ottiene:

t FRn1

F
el

P1

n

F
el

Rn2

P2

blocco n.1
0cos

sin

)

)

11

11

PR

amPF

n

t

n

el

blocco n.2
0cos

sin

)

)

22

22

PR

amPFF

n

t

n

el

Sommando le due espressioni lungo l’asse t si ottiene l’accelerazione del sistema



sin
sin

2121

21 g
mm

F

mm

PPF
a 0.3 m

2
/s

e l’allungamento della molla
21

11 sin

mm

m

k

F

k

gam

k

F
l

el

4 mm 

3. La traiettoria complessiva è la risultante di un arco di circonferenza (fase 1) e di un arco di 

parabola (fase 2). 

L

Fase 1 

O

A
Lsin

L(1-cos )

Vo

VA

Fase 1:  calcolo della velocità al distacco:

Dalla conservazione dell’energia meccanica fra i punti O ed A 

cos1
2

1

2

1 22 mgLmVmV Ao     da cui

cos122 gLVV oA =3.44 m/s 

Fase 2: calcolo della gittata 

Lungo asse x Lungo asse y

0

cos

sincos

x

Ax

A

a

Vv

LtVtx

ga

gtVv

L
gt

tVty

y

Ay

A

sin

cos1
2

sin
2 L

O

A

x

VA

D

L(1-cos )

Fase 2 

B

y

Lsin

tempo di volo: da cui0*)(ty
g

gLVV
t

AA cos12sinsin
*

22

=0.585 s 

lo spazio totale percorso sincos**)( LtVtxD A 4.25 m 

la velocità di atterraggio
22222 *sincos gtVVVVV AAByBxB 5 m/s

(in assenza di attriti si ha conservazione dell’energia cinetica iniziale!)

angolo di atterraggio rispetto all’orizzontale
Bx

By

V

V
arctan 53°22’



4.  Il problema richiede l’analisi separata di due fenomeni fisici consecutivi:

a) il processo d’urto anelastico tra proiettile e blocco: si conserva della quantità di moto del sistema.

b) la susseguente compressione della molla: in assenza di attriti  si conserva l’energia meccanica,

m

M

v

prima  urto

m
vu

V
M

dopo urto

x

a) Conservazione della quantità di moto lungo l’asse x.

v: velocità del proiettile prima dell’urto

vu: velocità del proiettile dopo l’urto

V: velocità del blocco dopo l’urto 

MVmvmv u  da cui V
m

M
vvu

b) Conservazione dell’energia meccanica
M

k

A

k

max compressione

dopo urto

V

22

2

1

2

1
kAMV da cui MkAV

Combinando le espressioni si ottiene 

m

kM
Avvu =70.2 m/s; 222

2

1

2

1

2

1
ud mvkAmvE 38 J 

5. Per la statica del dondolo è necessario che siano contemporaneamente  nulle le due equazioni 

cardinali   (il momento viene  calcolato per semplicità rispetto ad un asse per il fulcro.

La convenzione adottata è che hanno momento positivo le forze che produrrebbero rotazioni

antiorarie rispetto al fulcro)

0

0

OM

F

x1
x2D

OD/2

F1

Rn

Mg
mgmg

02

0

211

1

mgxmgxDFMgD

mgmgMgFRn

da cui si ottiene

N

N

9472

7.322

1

21
1

FgmMR
D

xxmMD
gF

n



Università degli Studi di Roma ”La Sapienza”
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Esame di Fisica II - 28 Gennaio 2000

1. Si consideri una distribuzione di carica statica nel vuoto contenuta all’interno di un guscio
sferica di raggi R e 2R. La densità di carica varia con la distanza r dal centro del guscio sferico
secondo l’espressione ρ = ρ0 / r2 , dove ρ0 è una costante. Sapendo che V0 è il valore del
potenziale al centro del guscio, prendendo nullo il potenziale all’infinito, determinare la carica
totale contenuta nel guscio.
Soluzione:

V0 =

∫

∞

0

~E · ~dl =

∫

2R

R

E1 dr +

∫

∞

2R

E2 dr =

=
ρ0

ǫ0

ln 2 infatti per r < R E = 0

R 6 r < 2R : 4πr2E1 =
1

ǫ0

∫ r

R

ρ0

r′2
4πr′2 dr′ → E1 =

ρ0

ǫ0

(

1

r
− R

r2

)

r > 2R : 4πr2E2 =
1

ǫ0

∫

2R

R

ρ0

r′2
4πr′2 dr′ → E2 =

ρ0 R

ǫ0 r2

Q =

∫

2R

R

ρ0

r2
4πr2 dr =

4πǫ0 R V0

ln 2

2. Determinare il valore della resistenza equivalente tra i
punti A e B del sistema di resistenze mostrato in figura.
Calcolare anche la differenza di potenziale VC −VD, se tra
A e B esistesse una differenza di potenziale ∆V .

Soluzione:

Supponiamo di collegare tra i punti A e B un generatore
di forza elettromotrice f di resistenza interna trascurabile.
Per motivi di simmetria, la corrente I che fornisce il gener-
atore si divide nelle 4 resistenze R0 assumendo in ciascuna
di esse lo stesso valore I/2. Pertanto, nella resistenza R1

non scorre corrente: VC − VD = 0.
La resitenza equivalente del sistema, che può essere schema-
tizzato come nella figura, è R0.



Agli stessi risultati si giunge anche con semplici cal-
coli. Considerando le tre maglie indicate, percorse
dalle tre correnti I1, I2, I3 rispettivamente, si possono
scrivere le tre equazioni:
f = 2R0I − R0I1 − R0I2

0 = (2R0 + R1)I1 − R1I2 − R0I
0 = (2R0 + R1)I2 − R1I1 − R0I
Combinando la seconda con la terza equazione si ri-
cava I1 = I2, da cui in R1 non scorre corrente e
VC − VD = 0. Utilizzando questo risultato nella sec-
onda o nella terza equazione si trova che I1 = I2 =
I/2. Sostituendo nella prima equazione si ha f = R0I, da cui si vede che R0 è la resistenza
equivalente del sistema.

3. Un nastro conduttore infinitamente lungo, di larghezza 4a e
spessore trascurabile, è piegato a metà per tutta la sua lunghezza
ad angolo retto, come mostrato in figura. Il nastro è percorso
da una corrente I distribuita uniformemente su tutta la sua
superficie. Calcolare il campo magnetico nel punto O di inter-
sezione di due assi ai due lati del nastro. Il nastro è nel vuoto.

Soluzione:

Il campo magnetico generato da una delle due mezze
strisce è orientato come in figura; il suo modulo è
dato da:

dB0 = 2
µ0 cosα di

2πr
=

µ0 cosα (I/4a) dx

π (a / cosα)
=

µ0 I

4πa
dα

(

dx =
a

cos2α
dα

)

B0 =

∫ π/4

0

µ0 I

4πa
dα =

µ0I

16 a

Sommando i campi magnetici generati dalle due mezze strisce,
perpendicolarmente tra di loro, ~B0 forma un angolo di 45o

rispetto ai due assi e ha modulo:

B0 tot =

√
2µ0I

16 a

4. Una spira circolare di raggio a e resistenza R, avvolta in aria, ruota senza attrito meccanico
intorno ad un asse coincidente con un suo diametro con velocità angolare costante ω. La spira è



immersa in un campo di induzione magnetica ~B0 uniforme, costante nel tempo, perpendicolare
all’asse di rotazione. Calcolare il momento meccanico che agisce sulla spira quando la normale
~n alla sua superficie forma un angolo di 90o rispetto a ~B0. Si trascuri l’autoinduzione.

Soluzione:

~M = ~mi × ~B0

~mi = Iπa2~n

è il momento magnetico della spira generato dalla corrente indotta I:

I =
fi

R
= −dΦ( ~B0)

R dt
=

1

R
B0πa2ω sinωt

~M è parallelo all’asse di rotazione, orientato da opporsi alla rotazione della spira, e, per ω =
π / 2,

| ~M | =
π2a4ωB2

0

R

5. Calcolare, nell’origine di un sistema di riferiemnto, il vettore densità corrente di spostamento
per un’onda elettromagnetica piana, monocromatica di frequenza ν = 104 Hz, sinusoidale,
polarizzata lineramente, che si propaga in un mezzo omogeneo ed isotropo (µr = 1 ; ǫr = 2.5)
con intensità media ζ = 1 mW/cm2.

Soluzione:

Ponendo ~E = A ĵ cos(kx − ωt), si ha:

~Js(x = 0) = ǫ0ǫr
d ~E

dt
= −ǫ0ǫrωAĵ sen(ωt)

ζ =

√
ǫrA

2

2Z0

~J = −J0 ĵ sen(ωt) con J0 =

√

2Z0ζ√
ǫr

ǫ0ǫrω = 9.6 · 105 A/m2
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1. Nel vuoto, su una sottile sbarretta rettilinea di lunghezza 2a, è distribuita uniformemente una
carica Q. Sulla retta contenente la sbarretta,a distanza x dal suo centro O, si trova un dipolo
elettrico molto corto di momento ~p, disposto parallelamente alla sbarretta con il verso delle x
crescenti. Ricavare l’espressione della forza che si esercita sul dipolo.
Soluzione:

per x > a si ha :

E(x) = Ex(x) =

∫ a

−a

λ dx′

4πǫ0 (x − x′)2
=

λ 2a

4πǫ0 (x2
− a2)

=
Q

4πǫ0

1

(x2
− a2)

F = Fx = p
dEx

dx
= −

pQ

2πǫ0

x

(x2
− a2)2

2. Un sistema costituito da 3 cariche elettriche pun-
tiformi Q1, Q2 , Q3, posto nel vuoto ed abbastanza
lontano da altre sorgenti da potersi considerare iso-
lato, sotto l’azione di ooportune forze sterne passa
molto lentamente dalla configurazione iniziale a quella
finale, come indicato in figura. Ricavare l’espressione
del lavoro compiuto dalle forze esterne nella ipotesi
che siano note la distanza a e la carica Q = Q1 =
Q2 = Q3.
Soluzione:

Lest = UFIN − UIN

UIN =
1

4πǫ0

(

Q1Q2

a
+

Q1Q3

2a
+

Q2Q3

a

)

=
Q2

4πǫ0

5

2a

UFIN =
1

4πǫ0

(

Q1Q2

a
+

Q1Q3

a
+

Q2Q3

a

)

=
Q2

4πǫ0

3

a

Lest =
Q2

4πǫ0 a

1

2



3. Una parte di una rete complessa, in cui circolano
correnti stazionarie, è compresa tra i punti A e B,
come indicato in figura. Assumendo note le fem f1 e
f2, le cui resistenze interne possono essere consider-
ate trascurabili, la corrente entrante I e le resistenze
R1 e R2, ricavare l’espressione della potenza erogata
dal generatore f1.
Soluzione:

I = i1 + i2 ; (VA − VB) + f1 = i1R1 ; (VA − VB) − f2 = i2R2

da cui : f1 + f2 = i1R1 − i2R2 = i1R1 − IR2 + i1R2

i1 =
f1 + f2 + IR2

R1 + R2

→ Pg1 = f1i1 = f1

(

f1 + f2 + IR2

R1 + R2

)

4. Nel circuito mostrato in figura, il condensatore è
scarico quando, al tempo t=0, viene chiuso l’interruttore.
Assumendo trascurabile la resistenza interna del gen-
eratore, ricavare l’espressione dell’andamento nel tempo
della potenza erogata dal generatore.
Soluzione:

Teo.Thevenin : feq = f ; req = 0

V (t) = f(1 − e−t/τ ) ; τ = R2C

Q(t)− = CV (t) ; i2(t) =
dQ

dt
=

f

R2

e−t/τ

I = i1 + i2 =
f

R1

+
f

R2

e−t/τ
→ Pg = If = f 2

(

1

R1

+
1

R2

e−t/τ

)

5. Tre antenne uguali, disposte nel vuoto su una retta a distanza
D l’una dalla sua prima vicina, emettono isotropicamente onde
e.m. sferiche sinusoidali coerenti, aventi la stessa ampiezza,
lunghezza d’onda λ e differnze di fase nulle all’emissione. Le
onde sono polarizzate linearmente nella stessa direzione e la
intensità media di ciascuna, a distanza r, vale I. Ricavare
la espressione dell’intensità media totale a distanza r, I(tot)
in funzione dell’angolo θ mostrato in figura. (Nel calcolare
il campo elettrico risultante, può essere conveniente sommare
prima EA con EB, e poi aggiungere EC).



Soluzione:

EC = E0 cos(kr − ωt)

EA = E0 cos[k(r − s) − ωt] = E0 cos(kr − ωt − ∆)

EB = E0 cos[k(r + s) − ωt] = E0 cos(kr − ωt + ∆)

EB + EA = 2E0 cos(kr − ωt) cos∆ = (2 cos∆)EC

Etot = (EB + EA) + EC = EC(1 + 2cos∆)

I tot =
E2

0

2Z
(1 + 2cos∆)2 = I(1 + 2cos∆)2

con ∆ =
2π

λ
D sinθ

nota : cos α + cos β = 2 cos

(

α + β

2

)

cos

(

α − β

2

)
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1. Su una circonferenza è distribuita con densità lineica uniforme una carica elettrica. Si chiede
a quale valore del rapporto tra la distanza x sull’asse della circonferenza, a partire dal centro
di questa, e il suo raggio R il campo elettrico assume il suo valore massimo.

Soluzione:

V (x) =
Q

4πε0(x2 + R2)1/2

Ex(x) = −∂V

∂x

massimo
∂2V

∂x2
= 0 per

Xmax

R
=

1√
2

2. Una particella, con carica elettrica q e massa m, si muove di moto circolare uniforme su una trai-
ettoria di raggio R in una regione di spazio dove è uniformemente presente un campo di induzione
magnetica B. Si trovi l’espressione della variazione relativa ∆B/B del valore del campo di induzione
nel centro della traiettoria, dovuto alla presenza della carica in moto.

Soluzione:

da :
mv2

R
= qvB → B =

mv

qR

∆B =
µ0

4π
q|~vxr̂

r2
| =

µ0qv

4πR2

∆B

B
=

µ0q
2

4πmR

3. In un solenoide rettilineo,da pensarsi infinitamente esteso, con un numero di spire per unità di
lunghezza n=1000m−1,circola una corrente elettrica i=0.5A. La stessa corrente circola anche in un
filo conduttore rettilineo indefinito posto sull’asse del solenoide. Si determini, in funzione della dis-
tanza R dall’asse del solenoide, il valore del passo delle linee, di forma elicoidale, che assumono le
linee di forza del campo di induzione magnetica B all’interno del solenoide.



Soluzione:

Solenoide : Bs = µ0ni

F ilo : Bf =
µ0

2πR
i

Bs

Bf

=
P

2πR
→ p = (2πR)2n = 39.458 R2

4. Un anello conduttore di raggio r=10cm è costituito per una metà della sua intera circonferenza da un
sottilissimo filo omogeneo di resistenza R1 = 250Ω e per l’altra metà da un analogo filo di resistenza
R2 = 150Ω . Al variare continuo e costante del flusso di un campo di induzione elettromagnetica, a
simmetria cilindrica attorno all’asse dell’anello, attraverso l’area del cerchio delimitato dall’anello, si
genera una corrente continua i=0.5A. Si determini il valore del modulo del campo elettrostatico E0

che si genera in ciascuna delle due semicirconferenze di cui è costituito l’anello.

Soluzione:

i =
2πrEi

R1 + R2

πr(Ei + E0) = iR1

πr(Ei − E0) = iR2

E0 =
R1 − R2

2πr
i = 79.6 V/m

5. A distanza d=80cm da una parete piana è posta una sorgente puntiforme luminosa e a una distanza
pari a d/3 dalla parete, centrata coassialmente con la perpendicolare dalla sorgente alla parete, è
posta una lente sottile convergente di diametro D=20cm che rifrange i raggi uscenti dalla sorgente e
incidenti sulla lente tutti all’interno di una circonferenza di raggio δ = 16, 7cm tracciata sulla parete.
Si determini la distanza focale f della lente

Soluzione:

1

f
=

1

p
+

1

q

p =
2d

3
, q =

Dd

3(D − δ)

( da
D

q
=

δ

q − d0

)

f =
2Dd

9D − 6δ
= 40cm
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1. Due piastre metalliche quadrate parallele di lato a
sono disposte a distanza d << a e sono in contatto
elettrico tra loro. Una terza piastra quadrata di lato
a e di spessore h viene introdotta tra le precedenti,
parallelamente ed equidistante da esse, di una quan-
tità x. Determinare il valore della carica presente
sui tre conduttori in funzione di x, se un generatore
di f.e.m. f viene collegato fra essi come indicato in
figura. Dare il valore numerico per x=a.
Dati: a=l cm, d=1 mm, h=0.8 mm, f=10 V

Soluzione:

C1(x) = C2(x) = ǫ0
ax

(d − h)/2

CTOT = C1(x) + C2(x) = 4ǫ0
ax

d − l

QTOT = CTOT f =
4ǫ0ax

d − h
f

Lastre esterne

Q(1) = Q(2) =
QTOT

2
=

2ǫ0ax

d − h
f

Lastra interna

Q(3) = −QTOT =
−4ǫ0ax

d − h
f

per x=a

Q(1) = Q(2) = 8, 854 · 10−11 C

Q(3) = −1, 771 · 10−10 C

2. Sia data una distribuzione di carica uniforme e costante ρ0

all’interno di un volume pari ad un ottavo di una sfera di
raggio R0., come indicato in figura. Si determinino i valori
del potenziale elettrostatico e del campo elettrico (modulo, di-
rezione e verso) nell’origine O del sistema di riferimento indi-
cato.

Soluzione:

Per simmetria il campo ha componenti E0x = E0y = E0z

Calcoliamo E0z



dÊ0 =
1

4πǫ0

dq

r2
(−r̂)

dE0Z = − 1

4πǫ0

ρ0(r
2 sin ϑ dϑ dφ dr)

r2
cos ϑ

E0Z = − ρ0

4πǫ0

∫ R0

0

dr

∫ π/2

0

dφ

∫ π/2

0

1

2
d(sin2ϑ) = −ρ0R0

16ǫ0

~E0 = −ρ0R0

16ǫ0

(1, 1, 1)

| ~E0 |=
√

3

16

ρ0R0

ǫ0

V0 =
ρ0

4πǫ0

∫ R0

0

r dr

∫ π/2

0

dφ

∫ π/2

0

sin ϑ dϑ =
ρ0R

2
0

16ǫ0

3. Un sottile disco di plastica di raggio R0 è carico con
densità di carica superficiale σ costante ed uniforme e
viene mantenuto in rotazione intorno al proprio asse
con velocità angolare ω. Esso è immerso in un campo
B0 costante e perpendicolare all’asse di rotazione. Si
determini il modulo del momento meccanico che, in
questa condizione, agisce sul disco.

Soluzione:

Il disco può essere schematizzato come infinite spire
concentriche di momento magnetico:

d~m = di · S · n̂ =
2πr dr · σ

T
· πr2 · n̂ = π r3 σ ω dr n̂

Il momento totale è:

~m =

∫ R0

0

π r3 σ ω dr n̂ =
πωσR4

0

4
· n̂

| ~r |=| ~mx ~B0 |=
πωσR4

0

4
B0



4. Un sistema costituito da una bobina chiusa composta da N
spire circolari di raggio r0 e da una spira quadrata di lato
a << r0 è disposto come in figura. La bobina viene mantenuta
in rotazione con velocità angolore ω costante attorno ad un
diametro ed ha resistenza totale R. Si calcoli la corrente indotta
nella bobina se la spira quadrata è percorsa da una corrente I
costante. Si trascuri l’autoinduzione nella bobina.

Soluzione:

Calcoliamo il coeff. di mutua induzione supponendo che in 1
scorra I1:

Φ2( ~B1) = M21I1 =

∫
Z2

~B1 · n̂2 · dS = N
µ0I1

2r0

cos ϑ q2

M21 =
Nµ0a

2 cosϑ

2r0

ϑ := angolo fra le normali alle spire ϑ(t) = ωt + φ
Se circola I in 2 si ha:

φ1 = M12I2 = M12I
Nµ0a

2

2r0

cos ϑ I

fi = −dφ1

dt
= −Nµ0a

2I

2r0

d cos (ωt + φ)

dt
=

Nµ0a
2Iω

2r0

sin (ωt + φ)

I1(t) =
fi

t
=

Nµ0a
2Iω

2r0 R
sin (ωt + φ)

5. Due sorgenti puntiformi e coerenti sono a distanza d=1 mm
ed emettono onde monocromatiche alla lunghezza d’onda λ =
632.8 nm . Si calcoli la distanza dal piano contenete le sor-
genti alla quale è necessario disporre uno schermo di osser-
vazione affinchè si osservi una figura di interferenza con inter-
frangia pari a l0 = 1 mm. Dire quale dovrebbe essere l’indice
di rifrazione del liquido nel quale si dovrebbe immergere l’esperimento se si volesse osservare
un’interfrangia pari a due terzi di l0.
(Nel corso della soluzione supporre inizialmente che D >> d e poi verificare che tale approssi-
mazione è valida)

Soluzione :

Massimi : sin ϑ = ±m
λ0

n d
⇒ ϑ ≃ ±m

λ0

d n

ym = D tgϑ ≃ ±m
λ0 D

n d
Aria : n ≃ 1

l0 =
λ0 D

d
D =

d l0
λ0

≃ 1.58m (D >> d)



Università degli Studi di Roma ”La Sapienza”
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1. Lo spazio fra le piastre di un condensatore piano è riempito con un dielettrico la cui costante
dielettrica ǫ varia linearmente con la distanza x da una piastra secondo la legge ǫ = ǫ1+(ǫ2−ǫ1)

x

d

dove d è la separazione fra le piastre, di area S. Trovare la capacità.

Soluzione:

Se σ è la densità superficiale di carica, il campo elettrico in un punto a distanza x da una
piastra è:

E =
σ

ǫ
=

σ

ǫ1 + (ǫ2 − ǫ1)
x

d

Il potenziale fra le due piastre è:

V =

∫

d

0

E dx =

∫

d

0

σ dx

ǫ1 + (ǫ2 − ǫ1)
x

d

=
σ d

ǫ2 − ǫ1

ln
ǫ2

ǫ1

poichè σ = Q / S si ha:

C =
Q

V
=

S(ǫ2 − ǫ1)

d ln ǫ2

ǫ1

2. Un condensatore, che nel vuoto ha capacità C0 è costituito da
due conduttori di forma non regolare, l’uno interno all’altro
(vedi figura). Lo spazio fra i due conduttori viene riempito
con un mezzo omogeneo di resistività ρ. Calcolare la resistenza
elettrica esistente fra i due conduttori. (Si supponga di poter
trattare il campo elettrico come un campo elettrostatico).
Dati: C0 = 1 µF , ρ = 106 Ωm

Soluzione:

Considerata una generica superficie chiusa nello spazio fra i due condensatori si ha per il teorema
di Gauss:

∫

S

~E · n̂ dS =
Q

ǫ0ǫr

inoltre Q = CV = ǫr C0 V

ma anche ~E = ρ ~j per cui

∫

S

~E · n̂ dS = ρ

∫

S

~j · n̂ dS = ρ I

Ne risulta ρ I =
C0 V

ǫ0

Ma per definizione R =
V

I
=

ρ ǫ0

C0

Numericamente : R = 8.86 Ω



3. Un foro eccentrico di raggio a è praticato parallelamente all’asse di un cilindro conduttore di raggio
b (b > a). I due assi distano d fra di loro. Una corrente I passa nel cilindro con densità uniforme
entro il conduttore. Calcolare il campo magnetico al centro del foro.

Soluzione:

Il campo può essere pensato come prodotto dei contributi di
due correnti:
Una di densità j = I

π (b2−a2)
che passa in tutto il cilindro di

raggio b come se questo fosse tutto pieno, e
una di densità -j che passa nel cilindro di raggio a.
La somma delle due densità di corrente da la corrente nel cilin-
dro forato.
La prima corrente produce al centro del foro un campo mag-
netico dato da

∫

~H · d~l = 2πd H =

∫

~j · n̂ dS =

=
I

π (b2 − a2)
π d2

ossia H =
I d

2π (b2 − a2)

La seconda non produce alcun campo al centro del foro, quindi il campo totale al centro del
foro è proprio quello appena ricavato.

4. Una spira rigida rettanolare di lati a e b si muove con velocità ~v
costante in un piano che contiene un filo rettilineo indefinito per-
corso da una corrente costante I. Un lato della spira resti parallelo
al filo e la distanza al tempo t=0 della spira dal filo sia d0. Trovare
la f.e.m. indotta nella spira.

Soluzione:

Ad un istante generico t, sia x(t) la distanza della spira dal filo.
Il flusso concatenato sarà:

Φ(B) =

∫

~B · n̂ ds =

∫

x+a

x

B b dx′ =

=
µ0 I b

2 π

∫

x+a

x

dx′

x′
=

µ0 I b

2 π
ln

x + a

x

dove x(t) = d0 + vt, segue allora:

Φ(B) =
µ0 I b

2 π
ln

d0 + a + vt

d0 + vt

f = −
dΦ(b)

dt
=

µ0 I a b v

2 π

1

(d0 + a + vt) (d0 + vt)



5. Un circuito RLC è in risonanza. Conoscendo R,C,L e la tensione massima VM che si può ap-
plicare a C senza rischiare che il suo dielettrico si fori, si calcoli il valor massimo che può avere
l’ampiezza fM della f.e.m. del generatore sinusoidale che alimenta il circuito.
Dati: R = 2 Ω, L=10 mH, C=1 µF , VM=1000 V.

Soluzione:

In generale VC =
i

ω C

Alla risonanza inoltre i =
fM

R
e ω =

1
√

LC

Quindi VC =
fM

R

√

L

C
< VM

ovvero : fM < R

√

C

L
VM = 20 V
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1. Una superficie sferica di raggio a, posta nel vuoto e sulla quale è distribuita uniformemente
una carica Q, subisce una dilatazione che la porta ad avere raggio b > a. Ricavare l’espressione
del lavoro compiuto dalle forze elettriche.
Soluzione:

Lest = UFIN − UIN = −Lel

UIN =

∫

(
ε0E

2

2
)dτ in spazio esterno alla sfera di raggio a

UFIN =

∫

(
ε0E

2

2
)dτ in spazio esterno alla sfera di raggio b

Lel =

∫ b

a

ε0

2
(

Q

4πε0 r2
)2 4πr2 dr =

Q2

8πε0

(
1

a
−

1

b
)

2. Nel circuito mostrato in figura, in cui il generatore
ha resistenza interna trascurabile, si è in condizioni
di equilibrio quando l’interruttore T è aperto. Ad
un certo istante viene chiuso l’interruttore e, dopo
un certo tempo, si raggiunge una nuova condizione
di equilibrio. Ricavare l’espressione dell’energia ero-
gata dal generatore nel passaggio dalla situazione in-
iziale a quella finale.
Soluzione:

Situazione iniziale : ; CS =
C

2
=

QIN

f
→ QIN =

fC

2

Situazione finale : ; C =
QFIN

f
→ QFIN = fC

∆Q = QFIN − QIN =
fC

2

L = f ∆Q = f 2
C

2

3. L’avvolgimento di un solenoide rettilineo di sezione circolare di raggio R, nel vuoto, è percorso
da una corrente alternata sinusoidale di pulsazione ω. determinare il rappporto tra i valori
massimi delle energie elettrica e magnetica presenti all’interno del solenoide.
Soluzione:



B = µ0ni(t) = µ0nI cosωt
∮

~E · d~l = E(r) 2πr = −

d

dt
(πr2B)

E(r, t) =
µ0nIω

2
r sinωt

UM = uM τ =
µ2

0n
2I2 cos2ωt

2µ0

πR2h (con h lunghezza del solenoide)

UE =

∫ R

0

1

2
ǫ0E

2 2πrh dr =
ǫ0µ

2
0πn2I2ω2hR4

16
cos2ωt

UMAX
E

UMAX
M

=
ǫ0µ0R

2ω2

8

4. Due onde elettromagnetiche piane, sinusoidali e di uguale pulsazione, uguale fase iniziale e uguale
intensità media iniziale I0, si propahgano, nel vuoto, nel verso positivo dell’assex. Le due onde
sono polarizzate linearmente e l’angolo formato tra le direzioni dei campi elettrici è α. Ricavare
l’espressione dell’intensità medi risultante in un punto dello spazio.

Soluzione:

EZ = E1 + E2 cosα

Ey = E2 sinα

E2 = E2

z + E2

y = E2

1 + E2

2 + 2E1E2 cosα

I =
E2

2Z
=

E2
1

2Z
+

E2
2

2Z
+ 2E1E2

cos α

2Z
=

= I0 + I0 + 2
2I0Z

2Z
cos α = 2I0 (1 + cos α)

5. Una spira conduttrice quadrata di lato a e resistenza R si
muove nel vuoto su un piano contenente un lungo filo retti-
lineo percorso da corrente stazionaria I. La spira si allontana
dal filo con moto traslatorio con velocità costante v mante-
nendo uno dei suoi lati parallelo al filo stesso. Ricavare, in
funzione della distanza x(t) mostrata in figura, l’espressione
della corrente che circola nella spira.
Soluzione:

fi = −

dΦ(B)

dt



Φ(B) =

∫ x+a

x

µ0I

2πr
a dr =

µ0Ia

2π
ln

(

1 +
a

x

)

fi = −

µ0Ia

2π

(

1

1 + a/x
·

(

−

a

x2

)

·

dx

dt

)

=
µ0Ia2 v

2π (x2 + ax)

i =
fi

R
=

µ0Ia2 v

2π R (x2 + ax)
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1. Una spira circolare di raggio R, con densità di carica lineare
λ1 è centrata nell’origine sul piano z=0. Sull’asse di rotazione
della spira, a partire da z=0 fino a z=h, è posta una bacchetta
sottile carica con densità lineare λ2. Ricavare l’espressione
della forza che si esercita fra le due distribuzioni di carica.

Soluzione :

Fz =

∫ h

0

E1

zdq2 dq2 = λ2dz E1

z =
λ1Rz

2ǫ0(z2 + R2)3/2

Fz =
λ1λ2R

2ǫ0

∫ h

0

zdz

(z2 + R2)3/2
=

λ1λ2R

4ǫ0

∫ R2+h2

R2

dy

y3/2
=

λ1λ2

2ǫ0

(

1 − R√
h2 + R2

)

2. Nel circuito in figura il condensatore è scarico quando a t=0
il tasto T viene spostato dalla posizione A a quella B. Dopo
un intervallo di tempo ∆T il tasto viene riportato in posizione
A. Calcolare il valore della differenza di potenziale ai capi di C
agli istanti t = ∆T/2 e t = 3∆T/2. (C=3µF , R=2kΩ, f=20V
, ∆T=4 ms)

Soluzione :

0 < t < △T τ = RC △ VC(t) = f
(

1 − l−t/τ
)

△ VC(t =
△T

2
) = 5.7 V

t > △T QC(t = △T ) = Cf
(

1 − l−△T/τ
)

= Q′

0 Q(t) = Q′

0l
−

t−△T

τ

△VC(t =
3

2
△ T ) = f

(

1 − l−△t/τ
)

l−
3

2
△T−△T

τ = 2.7 V

3. Una corrente I=50mA scorre all’interno di un filo conduttore sagomato a forma di triangolo
equilatero di lato l=20cm. Considerando che il circuito è contenuto nel piano z=0 ricavare la
direzione e calcolare il valore del campo induzione magnetica al centro del triangolo.
Soluzione :



~B(0) ‖ ±K̂ Bz(0) = 3B1

z (0)

l = 2atgα0 α0 = 60o ∆r =
a

cosα
α =

π

2
− ϑ

dl =
a

cos2α
dα dB1

z =
µ0I

4π

dl

∆r2
senϑ =

µ0I

4πa
cosαdα

Bz(0) = 3B1

z (0) = 3

∫ α0

−α0

µ0I

4π a
cosα dα =

3µ0I

πl
tgα0 sinα0 = 9 · 10−3 Gauss

4. Nel circuito in figura la sbarretta di lunghezza l, massa m e
resistenza R, si muove su due guide metalliche parallele con
velocità iniziale v0 verso destra. Il circuito è immerso in un
campo B uniforme uscente dal foglio. Ricavare la quantità di
tempo necessaria perchè la sbarretta si fermi.

Soluzione:

f = −Blvx + RI Fx = −IlB m
dvx

dt
= −IlB = − lB

R
(f + Blvx)

α =
f

lB
τ =

mR

B2l2
τ
dvx

dt
= −(d + vx) vn = Ae−t/τ − α

vx(t = 0) = v0 ⇒ A = v0 + α vx(t) = (v0 + α)e−t/τ − α t0 = τ ln(1 +
v0

α
)

5. Una sorgente di onde elettromagnetiche emette isotropicamente
onde sferiche in aria con una potenza media di 10kW. Consid-
erato un ricevitore radio sensibile ad un campo elettrico os-
cillante di ampiezza Emin

0 = 10−3V/m calcolare la massima
distanza tra il ricevitore e la sorgente utile per l’ascolto.

Soluzione:

< P >= 4πR2

max < I > < I >=
E2

eff

Z0

=
E2

0MIN

2Z0

RM =

√

< P > Z0

2πE2
0MIN

= 7.7 · 105 m
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1. Due conduttori cilindrici di raggio a, rettilienei, paralleli tra loro, di lunghezza infinita, posti
nel vuoto, hanno carica uguale in modulo, ma di segno opposto. Se d è la distanza tra i due
assi e V0 è la differenza di potenziale tra i due conduttori, determinare il modulo della carica
per unità di lunghezza presente su ciascuno dei due conduttori.
Soluzione:

λ : carica per unità di lunghezza dei conduttori

(da calcolare)

E0(x) =
λ

2πε0

(
1

x
+

1

d − x
) a < x < d − a

V0 =

∫ d−a

a

E0(x)dx =
λ

πε0

ln(
d − a

a
)

2. La differenza di potenziale tra le armature di un condensatore
di capacità C inizialmente è V0. Ad un certo istante, chiu-
dendo l’interruttore T, il condensatore viene collegato ad un
generatore di forza elettromotrice f > V0. Per raggiungere la
nuova condizione di equilibrio il generatore compie un lavoro
W. Calcolare la quantità di carica fornita dal generatore al
condensatore ed il valore di V0.

Soluzione:

∆Q : variazione di carica del condensatore.

W = f ∆Q V0 =
Qi

C
=

Qf − ∆Q

C
= f −

W

fC

3. Su un anello di ferro di raggio medio R=20cm (con d << R,
vedi figura) sono avvolte N = 100 spire. Si determini la per-
meabilità magnetica relativa del ferro sapendo che l’intensità
media di magnetizzazione nell’anello è M=2x105 A/m e che la
corrente che scorre nelle spire è I=0.5A

Soluzione:

~M = χm
~H = (µr − 1) ~H ⇒ µr − 1 =

M

H∮
~H · ~dl = NI ⇒ H = NI/2πR ⇒ µr − 1 =

2πRM

NI
⇒ µr = 5 · 103



4. Si abbia una bobina di N=100 spire di forma circolare (raggio
a=10cm) avvolte in aria. La bobina ruota intorno ad un suo
diametro con velocità angolare costante, compiendo 50 giri/s,
ed è immersa in un campo magnetico uniforme perpendicolare
all’asse di rotazione della bobina. Calcolare il modulo del vet-
tore induzione magnetica affinchè il valore efficace della forza
elettromotrice indotta sia f0=220V.

Soluzione:

fi = −
dΦ( ~B0)

dt
; Φ( ~B0) = NπR2B0 coswt

fi = N π R2 B0 w senwt ⇒ f0 =
N π R2 B0 2πw

√
2

⇒ B0 = 0.32T

5. Calcolare la potenza media assorbita dal pavimento di una ter-
razza di 20 m2 di superficie, esposta al sole verso mezzogiorno
di una giornata estiva sapendo che: 1) i raggi solari formano
un angolo di 30 gradi con la verticale; 2) l’intensità media della
luce solare sulla terra è cirxca 1.1 kW/m2; 3) l’80% della luce
solare incidente in queste condizioni non è assorbita dal pavi-
mento della terrazza.

Soluzione:

~N : vettore di Poynting

Wass = 0.2 Φ( ~N) = 0.2 I S cos(ϑ) = 3.8 kW
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1. Lungo l’asse di un sottile disco isolante di raggio R e ad una certa distanza d da esso è posta, nel
vuoto, una particella di massa m e carica q. Sul disco è uniformemente distribuita una carica
Q. Determinare la minima velocità che è necessario imprimere alla particella, nella direzione
dell’asse, perchè questa possa raggiungere il disco.
Si trascuri la forza peso. (R=3cm, d=4cm, q/m=5 · 107C/Kg, Q=10−9C)
Soluzione:

mv2

2
= q(V (0) − V (d))

V (x) =

∫
disco

(
σ dS

4πε0r
) =

∫ R

0

(
Q

πR2

2πr′

4πε0(r′2 + x2)1/2
dr′) =

Q

2πε0R2
(
√

R2 + x2 − x).

v2 =
q

m

Q

πε0R2
(R −

√
R2 + d2 + d) ⇒ v = 2 · 105m/s

2. Un condensatore, costituito da due superfici sferiche di raggi R1 ed R2, è riempito con un
materiale elettrico la cui costante varia in funzione della distaza r dal centro comune delle due
sfere secondo la legge ǫ = ǫ0

R2

2

r2 . Tra le due armature esiste una differenza di potenziale V.
Calcolare la carica Q distribuita sulle armature del condensatore e le cariche di polarizzazione
QP1 e QP2 distribuite sulle superfici del dielettrico di raggio R1 e R2. (R2=3cm, R2-R1=1mm,
V=300volt).
Soluzione:

~E =
Q

4πεr2
r̂ =

Q

4πε0R2

2

r̂

V =

∫ R2

R1

~E · d~r =

∫ R2

R1

Q

4πε0R2

2

dr =
Q

4πε0R2

2

(R2 − R1) ⇒ Q =
4πε0R

2

2
V

R2 − R1

= 3 · 10−8C

~P = ε0(εr − 1) ~E =
R2

2
− r2

4πR2

2
r2

Qr̂

σp1 = Pn(r = R1) = −
R2

2
− R2

1

4πR2

1
R2

2

Q Qp1 = σp14πR2

1
= −

R2

2
− R2

1

R2

2

Q = −2 · 10−9C

σp2 = Pn(r = R2) = 0 Qp2 = 0

3. Una spira rettangolare rigida, di massa m e lati di lunghezza a e b, è vincolata a ruotare attorno
ad un asse orizzontale passante per uno dei due lati di lunghezza a. Essa è percorsa da una
corrente I e si trova in una regione dello spazio in cui è presente un campo di induzione ~B,
uniforme, diretto lungo la direzione verticale. Determinare l’angolo θ che il piano della spira



forma, all’equilibrio, con la direzione verticale.
(m=3g, a=10cm, I=3A, B=49mT)

Soluzione:

~Mm + ~Mp = 0

µB senα = mg
b

2
senθ

µ = Iab ; senα = cosθ

tgθ =
2IaB

mg
= 1 ; θ = 45o

4. Un solenoide cilindrico, di raggio r e lunghezza h, è costituito da N spire ottenuto avvolgendo
in modo compatto un filo di rame a sezione circolare di diametro d. Esso è riempito per metà
della sua lunghezza con un materiale di permeabilità magnetica relativa µr costante. Calcolare
la costante di tempo τ del circuito ottenuto collegando, tramite fili conduttori di resistenza
trascurabile, il solenoide ad un generatore di forza elettromotrice costante e resistenza interna
Ri.
(r=1cm, h=55cm, N=550, ρ = 1, 7 · 10−8Ω m, d=1mm, µr=900, Ri = 1.25 Ω)
Soluzione:

L = µ0µrn
2πr2

h

2
+ µ0n

2πr2
h

2
= µ0(µr + 1)n2πr2

h

2
= 9.8 · 10−2 H n =

N

h
= 103spire/m

R = ρ
l

π(d
2
)2

= ρ
N2πr

π(d
2
)2

= 0.75Ω

τ =
L

R + Ri

= 4.9 · 10−2 s

5. Un’onda piana di intensità I e lunghezza λ si propaga in un mezzo di indice di rifrazione n impe-
denza caratteristica Z. Calcolare l’ampiezza del campo elettrico ~Ee di quello di induzione ~B associati
all’onda sapendo che, se questa si propagasse nel vuoto, la sua lunghezza d’onda sarebbe λ0.
( Z=290 Ω, I=10 W/m2, λ=500nm, λ0=650nm).
Soluzione:

I =
E2

2Z
E =

√
2ZI = 76 V/m

B =
E

v
= nEc n =

λ0

λ
= 1.3 B = 3.3 · 10−7T
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1. Un campo elettrostatico ha, in una regione dello spazio, le componenti Ex = axr , Ey = ayr
, Ez = azr ,dove r è la distanza dall’origine. Trovare la densità di carica e la carica totale
contenuta in una sfera di raggio R con centro nell’origine.

Soluzione:

ρ = ǫ0 div ~E

Q =

∫
ρ dτ = ǫ0

∫
En dS = 4πaǫ0R

4

2. Un condensatore piano di capacità C = 0.6 µF viene caricato
a una d.d.p V = 100 V e quindi isolato. Lo spazio tra le arma-
ture viene riempito pr 1/3 con un liquido isolante di costante
dielettrica relativa ǫr = 25. Calcolare la variazione di energia
del condensatore.

Soluzione:

∆E =
1

2

Q2

C ′
−

1

2

Q2

C

(Condensatore isolato → carica costante)

C ′ = C1 + C2 con C1 = ǫ0

2

3

S

d
, C2 = ǫ0ǫr

1

3

S

d

∆E =
1 − ǫr

2 + ǫr

1

2
CV 2 = −2.67 mJ

3. Con riferimento alla figura si dia l’espressione
della differenza di potenziale V(t) ai capi del
condensatore.
Nota: Q0 = 0; interruttore aperto → chiuso.

Soluzione:

f = 2I1R − I2R ; −VC = 2I2R − I1R

VC =
Q(t)

C
; I2 =

dQ

dt
⇒

dQ

dt
= −

2

3 RC
Q +

f

3R

Q(t) =
fC

2
+ A e−

2

3RC
t



in cui A è una costante che dipende della carica iniziale sul condensatore

V (t) =
Q(t)

C
=

1

2
f +

A

C
e−

2

3RC
t =

f

2
(1 − e−t/τ ) +

Q0

C
e−t/τ

4. Un conduttore cilindrico di raggio R è percorso da una corrente stazionaria I=10 A di densità uni-
forme. Determinare l’energia magnetica per unità di lunghezza del conduttore.

Soluzione:

∮
~B · d~l = 2πr B = µ0 i = µ0 I

r2

R2
⇒ B =

µ0 I r

2πR2

U

l
=

1

l 2 µ0

∫ R

0

B2l2πr dr =
µ0I

2

16 π
= 2.5 µJ/m

5. Una spira rettanolare di lati a=1.5 m e b=1 m posta nel vuoto, viene investita da un’onda piana
monocromatica di lunghezza d’onda λ = 2a, di densità 10W/m2, polarizzata linarmente che si
propaga parallelamente alla direzione del lato a della spira. Determinare la polarizzazione dell’onda
affinchè sia massima la f.e.m. indotta nella spira e calcolarne il valore.

Soluzione:

Il piano di polarizzazione deve essere ortogonale al piano della spira
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1) Un condensatore piano isolato è costituito da due piastre di

sezione S=10cm
2
, distanti d=0.1mm. Le due piastre si trovano

inizialmente ad una differenza di potenziale ∆Vo=VA-VB=360π
V, che diminuisce del 20% quando viene inserita una lastra

omogenea di costante dielettrica relativa εr e di spessore δ=d/4.

Determinare i valori della costante εr, della carica libera Qlib

sulle piastre e di polarizzazione Qpol sulla lastra.

2) Nel circuito riportato in figura l’interruttore è lasciato per

lungo tempo nella posizione a. Dall’istante t=0 l’interruttore

viene spostato definitivamente nella posizione b. Determinare

le energie iniziale Uin e finale Ufin immagazzinate in ciascun

condensatore. [Dati del problema C1=1µF, C2=2µF, f=20 V]

3) Un sottile nastro conduttore, rettilineo, molto lungo è percorso

uniformemente dalla corrente I2=1A. Un filo rettilineo anch’esso

molto lungo, parallelo al nastro, è percorso da una corrente I1=1A.

Determinare la forza agente per unità di lunghezza sul filo [c=1m,

L=1cm]

4) Un lungo filo rettilineo è percorso dalla corrente alternata

I1(t)=I1maxcos(ωt). Una spira quadrata di lato a, di resistenza

elettrica R ed induttanza L, è disposta come rappresentato in

figura ad una distanza minima b dal filo. Determinare la corrente

I2(t) indotta nella spira. [Dati del problema: I1max=1A, ω=10
5

rad/s, R=30Ω, L=0.4mH, a=1cm, b=a/(e-1), e=2.718282]

5) L’intensità media della radiazione solare è IT=1400 W/m
2
 alla

distanza del raggio D dell’orbita di rivoluzione terrestre (distanza

Sole-Terra D=150x10
9
m). Ammettendo che tale radiazione venga

prodotta omogeneamente sulla superficie sferica del Sole, di

raggio RS=7x10
8
m, calcolare l’ampiezza massima del campo

elettrico sulla superficie del Sole.

I2(t)b

R

L

a

a

I1(t)

R

C2

t≥0

R

C1

b

R

f +

a

δ

A

d

B

εr

I1

L

I2

c
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1) In assenza del dielettrico il campo interno vale Eo=σlib/εo da cui

∆Vo=VA-VB= dEdxE o

d

=∫
0

0 . L’inserzione della lastra non

modifica σlib ma causa la riduzione del campo elettrico nella

lastra E=Eo/εr e della differenza di potenziale

∆V= ( ) 






 −
−=+−=++ ∫∫∫

+

+

r

r
oo

d

x

o

x

x

x

o dEEdEdxEEdxdxE
ε

ε
δδδ

δ

δ 1

0

Dal rapporto fra le due differenze di potenziale

abbiamo
r

r

dV

V

ε
εδ

∆
∆ 1

1
0

−−=  da cui 5

11

1

0

=







−−

=

V

Vd
r

∆
∆

δ

ε .

La carica libera sulla piastra A vale ⋅==
d

S
VCVQ o

oo
ε∆∆ Cµ

π
π 1.0

10

10

36

10
360

4

39

=⋅ −

−−
,

(opposta alla carica libera su B). Nella lastra dielettrica 
r

rDP
ε

ε 1−=  ove D=σlib da cui si può

determinare  la carica di polarizzazione sulla superficie superiore della lastra

CQSnPSSQ
r

r
lib

r

r
libpolpol µ

ε
ε

ε
εσσ 08.0

11
−=

−
−=

−
−=⋅==

rr
 (opposta alla carica di

polarizzazione sulla faccia inferiore della lastra).

2) Al tempo iniziale t=0 il condensatore C1 è carico: ai suoi capi c’è una differenza di potenziale

in

CV 1∆ = f = 20V, con energia immagazzinata == 1

2

1
2

1
CfU in

C 2⋅10
-4

 J, e carica elettrica in

CQ 1 = f C1,

mentre il condensatore C2 è inizialmente scarico. Nel transitorio il condensatore C1 carica C2.

All’equilibrio entrambi i condensatori si porteranno alla stessa differenza di potenziale
finfin

C

fin

C VVV ∆=∆=∆ 21 , ripartendo la carica iniziale in

CQ 1  opportunamente, a seconda delle loro

capacità, essendo fin

C

fin

C

in

C QQQ 211 += ,  da  cui ( )2122111 CCVCVCVfC finfin

C

fin

C +∆=∆+∆= . La

differenza di potenziale finale si abbassa quindi a 
21

1

CC

C
fV fin

+
=∆ , e l’energia immagazzinata

finale

( )
( )

( )
( )










⋅=
+

=
∆

=

⋅=
+

=
∆

=

−

−

J
CC

CC
f

CV
U

J
CC

C
f

CV
U

fin
fin

C

fin

fin

C

5

2

21

2

2

122

2

2

5

2

21

3

121

2

1

1044.4
22

1022.2
22

P

n
0

δ+x

A

x

B

εr

d

E

Eo

σpol

σlib

+

a

R R

C1 C2+

b

R

C1 +

t<0

R

f +

t≥0



3) Il nastro può venire decomposto in fili di spessore

infinitesimo dx percorsi dalla corrente infinitesima

L

dx
Idi 2=  che genera nel punto A un contributo dBo che

vale per Biot-Savart ( )xc

di
dB o

o +
=

π
µ

2
. Il vettore induzione

magnetica si ottiene integrando tutti i contributi prodotti

nel punto A dal nastro come segue






 +=

+
== ∫ ∫

c

L

L

I

cx

dx

L

I
dBB o

L
o

oo 1ln
22

2

0

2

π
µ

π
µ

. La forza

attrattiva che si esercita per unità di lunghezza sul filo vale







 +==

c

L

L

II
BI

dl

dF o
o 1ln

2

12
1 π

µ
=1.990 ⋅ 10

-7
 N/m

4) Il vettore induzione magnetica generato dal filo rettilineo è per

Biot-Savart ( ) ( )
x

tI
txB o

o π
µ

2
, 1= . Il flusso concatenato alla spira

vale
( )

==⋅=Φ ∫∫∫
+ba

b

a

o

S

o
x

dx
dy

tI
dSnB

0

1

2
ˆ

π
µr ( )






 +

b

a
a

tIo 1ln
2

1

π
µ

,

avendo scelto un verso di percorrenza della spira per cui

oB
r

ed n̂  sono equiversi. La forza elettromotrice indotta nella

spira ( )tsin
b

a
a

I

dt

d
f o

i ω
π

ωµ





 +=Φ−= 1ln

2

max1  è alternata e

produce una corrente nel circuito RL esprimibile con il

metodo dei numeri complessi come 
LjR

f
I i

ω+
=

ˆ
ˆ

2  e nel dominio del tempo

( ) ( )ϕω += tsinItI max22
 dove ( )

( )

( )





°−=−=

=⋅
+

⋅⋅=




 +

+
= −

−

1.53tan

4ln10
40302

110104
1ln

2

2

22

57

22

max1
max2

RLarc

Ae
b

a
a

LR

I
I o

ωϕ

µ
π
π

ωπ

ωµ
.

5) Chiamando IS e IT le intensità medie osservate rispettivamente sulla superficie del Sole ed in

prossimità della Terra, poiché la potenza media P uscente da una  qualunque superficie

contenente la sorgente è costante, possiamo scrivere TSS IDIRP 22 44 ππ ==  da cui

( )2

STS RDII = . Valendo nel vuoto 0

2

max 2ZEI = possiamo trovare il valore di picco del

campo elettrico sulla superficie solare ===
S

ToSoS
R

D
IZIZE 22max,  2.2⋅10

5
 V/m.

(assumendo Zo=377 Ω).

I1

di

c

0 x L

I2

dBo

A

I2(t)

b

R

L

x

a+b

I1(t)

Bo

y

n
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1. In un foglio isolante, piano, indefinito, carico con densità superficiale 

uniforme +σ, è praticato un foro circolare di raggio R. Sull’asse del foro 

in un punto P, distante x= 3 R dal centro O, è posta una sferetta di carica

+q. Calcolare il lavoro che occorre spendere per spostare la sfe retta, da P

ad O.  [Dati: σ = 1µC/m2, q=1µC, R = 10 cm]

2. Il circuito mostrato in figura è in condizioni stazionarie quando, al 

tempo t = 0, viene aperto l’interruttore T. Si chiede in quale istante 

t* la differenza di potenziale ∆VAB ai capi del condensatore è pari a 

∆V*=1.5 V. [Dati: Vo = 8 V; R1 = 2 kΩ; R2 =6 kΩ;  R3 = 4 kΩ;

C = 1µF]

3. Tre fili conduttori di lunghezza infinita sono tra loro paralleli e disposti  ai 
vertici di un triangolo equilatero di lato a. Essi sono percorsi dalla 

medesima corrente I, concorde all’asse z (uscente dal piano del foglio).

Calcolare il vettore induzione magnetica CB
r

 nel punto centrale C del 

triangolo, e la forza per unità di lunghezza sul filo passante per il punto P.
[Dati: a = 10 cm, I = 2A]

4. Una spira quadrata di lato L giace ad una distanza d=3L da un filo 
rettilineo indefinito percorso dalla corrente sinusoidale i(t)=imax

cos(ωt). Nota la resistenza elettrica R della spira, calcolare
l’intensità della corrente massima indotta. Si trascuri

l’autoinduzione presente nella spira [Dati: L = 10 cm, imax= 2mA,

ω=314rad/s, R=1Ω]

5. Una onda elettromagnetica piana polarizzata linearmente lungo l’asse x, di intensità media I, si 
propaga nel vuoto lungo l’asse z. Calcolare la massima forza elettromotrice indotta su di una

sottile asta metallica di lunghezza L disposta lungo l’asse x. [Dati: L = 10 cm, I=10µW/m2]

PO

+σ 

R ?+q

a

x

y

C

P

t≥0

C

R1
Vo

+

R3

T

R2

B

A

x

x
L3L

L

y

i(t)
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1. La distribuzione di carica indicata in figura può vedersi come la

sovrapposizione di due distribuzioni di carica: quella di una lastra piana 

indefinita carica con densità superficiale σ, e quella di un disco conduttore di 

raggio R uniformemente carico con densità superficiale -σ. Conseguentemente
la funzione potenziale potrà vedersi come somma dei due potenziali V1(x) e 

V2(x) prodotti dalle due distribuzioni. In particolare il potenziale di uno strato 

piano vale per x>0, ( ) xxV
oε

σ
2

1 −= , mentre il potenzia le del disco si può 

calcolare sommando nel generico punto P tutti i contributi dV2 di anelli sottili 

di spessore dr (come in figura) sui quali c’è la carica negativa drrdq σπ2−= .

Il contributo elementare vale
2222

2
24 xr

rdr

xr

dq
dV

oo +

−=
+

=
ε
σ

πε
, da cui 

( ) 


 +−=+
−

=
+

−
== ∫∫ 22

0

22

0
22

22
222

xRxxr
xr

rdr
dVxV

o

R

o

R

o ε
σ

ε
σ

ε
σ

.

Il potenziale somma vale quindi ( ) 22
21

2
)()( xRxVxVxV

o

+−=+=
ε
σ

. Il

lavoro che il campo elettrico compie per spostare la carica dal punto P al 

punto O vale ( ) ( )( ) R
q

RRR
q

VxVqL
oo

PO ε
σ

ε
σ

2
3

2
0 222

22 −=


 −+−=−= .

Esso è negativo e corrisponde ad una azione non spontanea. Il lavoro
compiuto esternamente deve essere quindi opposto pari a

=
⋅

⋅
== −

−

−−
1

9

66

10

10
36

1
2

1010

2

π
ε
σ

R
q

L
o

est 5.65mJ

2. Prima dell’apertura dell’interruttore per t<0 il circuito è in condizione 

stazionaria, il condensatore è carico e si comporta come un circuito

aperto (vedi fig.a). La corrente I vale ( )21 RRVI o += =1mA mentre la 

differenza di potenziale ai capi del condensatore VA-VB vale

V
RR

R
VIRVVV ooBA 6

21

2
2 =

+
==∆=− che rappresenta la tensione ai 

capi del condensatore all’apertura (t=0). Dopo l’apertura
dell’interruttore la batteria Vo viene scollegata ed il condensatore si

scarica sulle 3 resistenze (vedi figura b) che vengono viste dal
condensatore come una resistenza equivalente

( ) ( ) Ω=
++

+=+= k
RRR

RRR
RRRReq 3//

321

231
231 . La tensione ai capi del

condensatore per t>0 segue la legge ( ) [ ]τtVtV oAB −∆=∆ exp  dove il 

R1

+

R2

A B
C

R3
(b)

P

R3

R1

Vo
+

R2

T

I

(a)

A

B

P

PO

+σ 

R x

dr

r

x

22 xr +



tempo di scarica msCReq 3==τ  ed il tempo t* si trova dalla relazione 

( ) ( ) ms16.44ln*ln* ==∆∆= ττ VVt o

3. I vettori induzione magnetica prodotti dai tre fili conduttori nel centro C
sono uguali in modulo Bo1=Bo2=Bo3 e disposti simmetricamente a

formare un triangolo equilatero come in figura. La loro somma vettoriale 

è quindi nulla da cui la risposta al primo quesito è 0=CB
r

. Per calcolare 

invece la forza per unità di lunghezza agente sul conduttore n°3, bisogna 

sommare la forza 31F
r

 con cui viene attratto dal conduttore n°1 e quella 

32F
r

 con cui viene attratto dal conduttore n°2. Tali forze valgono in 

modulo: L
a

II
LBIF o

o π
µ

2

31
1331 ==  , e L

a

II
LBIF o

o π
µ

2

21
2332 == . Dal

momento che IIII === 321  le due forze sono uguali in modulo e pari 

a L
a

I
F o

π
µ
2

2

= . La somma vettoriale di tali forze dà luogo ad un vettore 

risultante R
r

diretto in verso opposto all’asse y. Il modulo di R
sommando le due proiezioni lungo l’asse y da cui

( ) FFFFR 33cos2coscos 3231 ==+= παα . Infine la forza per unità 

di lunghezza si ottiene =
⋅

⋅⋅==
−

−

1

72

102

41043

2

3

π
π

π
µ

a

I

L

R o 1.386*10-5 N/m

4. Il campo magnetico nonuniforme generato dal filo rettilineo vale, per la 

legge di Biot e Savart, ( ) ( )
x

ti
txB o

o π
µ
2

, =  con direzione e verso indicati in 

figura. Dopo aver scelto una opportuna orientazione per la spira quadrata 

in modo che la normale alla spira n̂  abbia la stessa direzione e verso di 

oB
r

, procediamo al calcolo del flusso concatenato con la spira Φc:

( ) ( ) ( )34ln
22

ˆ

4

3
π

µ
π

µ Lti

x

dx
dy

ti
dSBdSnB o

L

L

L

o

o
ooc ===⋅=Φ ∫∫∫∫

r
.

Applicando la legge di Faraday-Neuman-Lenz possiamo calcolare la forza elettromotrice

indotta nella spira con l’equazione ( ) ( )tsin
Li

ti
dt

dL

dt

d
f ooc
i ω

π
ωµ

π
µ







=






−=

Φ
−=

3

4
ln

23

4
ln

2

max

Infine l’intensità di corrente indotta nel circuito si ottiene ( ) Rfti i=2 . Tale corrente è alternata 

ed ha valore massimo 
12

31410210104

3

4
ln

2

317
max

max,2 ⋅
⋅⋅⋅=






=

−−−

π
π

π
ωµ

R

Li
i o  0.288=3.61nA.

L3L

L

y

Bo

x

ni(t)

a

x

y

C

Bo1

Bo2

Bo3

(1) (2)

(3)

a

P

F31

R

(1) (2)

(3)

F32α α 



5. L’intensità istantanea dell’onda piana monocromatica in esame è 

legata al campo elettrico secondo l’equazione

( ) ( ) ( ) ooox ZkztsinEZtzEtzI −== ω222 ,, , che mediata nel

tempo dà luogo alla intensità media oo ZEI 22= . Questa formula 

può essere invertita per trovare l’ampiezza massima di campo 

elettrico IZE oo 2= . La forza elettromotrice sull’antenna

rettilinea si ottiene integrando il campo elettrico lungo l’antenna 

( )kdtLsinEdxEldEf o

L

x −==⋅= ∫∫ ω
0

rr
 che ha valore massimo 

==== −5
max 10*377*21.02 IZLLEf oo 8.68 mV.

Ex

z

L

Ex

z=d
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Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Martedì 9 Maggio e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

Q,m
Q,m

L

+

+
B

+

+ +
+

++

O
A

R

+1. Si calcoli il vettore campo elettrico generato nel punto O da

una carica Q distribuita uniformemente sulla 

semicirconferenza di raggio R indicata in figura.

2. Due sfere aventi stessa massa m=15g e stessa carica Q,

sono sospese allo stesso punto C mediante due fili 

inestensibili di lunghezza L=40cm. Quando le sfere sono a 

riposo i due pendoli risultano inclinati dello stesso angolo 

=25° rispetto alla verticale (vedi figura). Determinare la 

carica su ciascuna sferetta

R
3. Calcolare il campo elettrico Eo(r) di una sfera di raggio R, in 

cui è disposta una carica con densità non uniforme dipendente 

dal raggio (r)=k*r
2
.

4. Due cilindri paralleli, infinitamente lunghi, di stesso raggio 

R=20cm sono disposti alla distanza d=60cm. Sapendo che sul 

primo è disposta una carica positiva distribuita uniformemente

con densità volumetrica 1=10
-6

C/m
3

e sapendo che non si 

registra alcun campo elettrico nel punto P posto a distanza 

f=6cm dall’asse del secondo cilindro, determinare la densità

di carica 2, supposta uniforme, che deve essere disposta nel 

secondo cilindro. 

f

d
R

R P

A B

5. Data una sfera di raggio R, il campo elettrostatico interno risulta radiale di intensità ,

dove r è la distanza dal centro della sfera. Calcolare la carica totale contenuta nella sfera e la 

relativa densità (r).

3raE oo
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Soluzioni della 1a prova

1. La carica Q è distribuita uniformemente sulla semicirconferenza  con

densità lineare RQBAQ .  La carica infinitesima dq= dl

disposta sull’elemento di lunghezza infinitesima dl, genera nel punto 

O (alla distanza R) un contributo di potenziale RdqdV oo 4  ed 

un contributo di campo elettrico 24 RdqdE oo  diretto come in 

figura. Per ottenere i valori totali di potenziale e campo elettrico

occorre sommare tutti i contributi infinitesimi integrando lungo tutta

la distribuzione di carica. In particolare RQRdqdVV oooo 44  essendo R

costante, mentre per il calcolo del campo elettrico è necessario fare la difficile somma vettoriale

di tutti i contributi elementari oo EdE . Per ragioni di simmetria della distribuzione di 

carica, il vettore risultante  è tutto diretto lungo l’asse delle x  ( ) per cui solo le

proiezioni dei contributi lungo l’asse x vanno integrati 

oE xoo EE ,

cos, oxo dEdE . Combinando tutte le 

espressioni si ottiene 
2,,

4

cos

R

dq
dEEE

o

xoxoo  dove purtroppo  è variabile durante

l’integrazione. Conviene quindi esprimere dq in funzione dell’angolo . Per la relazione fra 

archi ed angoli, l’ascissa curvilinea vale l=R   che differenziata permette di scrivere dl=R d  e 

quindi dq= dl= R d  =(Q/ ) d . che sostituito nell’espressione del campo permette di 

ottenere
22

2
222

2

2
2 244

cos

R

Q
sin

R

Q
d

R

Q
E

ooo

o

+

+

+

+

+

+

+

O

R

A
B

x

dll

dEx

dEo

C

L

Q,m

Q,m
d/2

R
P

T

d

2. Su ciascuna sferetta agiscono 3 forze: la forza peso P=mg, la 

forza elettrica repulsiva
22

2

2

2

164 sinL

Q

d

Q
F

oo

E   e la

tensione del filo T. All’equilibrio la somma vettoriale delle tre

forze deve annullarsi 0TFP E  e quindi la risultante 

parziale di peso e forza elettrica deve essere opposta alla tensione

del filo TFPR E  ossia anch’essa inclinata di un angolo 

 rispetto alla verticale. Questo avviene solo se PtgFE  da 

cui cossin44 32mgLQ o 0.93 C

FE

R

ext

Eo

n

n

Eo(r)

r

int

3. Per la simmetria del problema il campo elettrico Eo(r) è radiale e può

essere calcolato applicando la legge di Gauss. Per i punti interni che si 

trovano sulla superficie int di raggio r<R, il flusso uscente da int vale 

 che per Gauss deve valere QrErdSnE oo
2

int

int 4ˆ int/ o,

dove il valore della carica interna alla superficie int vale 

5

0

4

0

2

int
5

4
44 krdrrkdrrdVQ

rr



Combinando i due termini della legge di Gauss si ricava il campo interno 0

3

int 5krE . Per i punti 

esterni che si trovano sulla superficie ext di raggio r>R, il flusso uscente da ext vale 

 che per Gauss deve valere ancora QrErdSnE o

ext

oext
24ˆ int/ o. Ma questa volta la 

carica contenuta è tutta la carica 5

0

4

0

2

5

4
44 kRdrrkdrrdVQ

RR

. Combinando i 

due termini della legge di Gauss si ricava il campo esterno 2

0

5 5 rkREext .

4. Come primo passo conviene determinare, applicando la legge di Gauss, il 

campo elettrico generato da un cilindro infinitamente lungo uniformemente carico 

con densità 1. Il flusso uscente dalla superficie cilindrica generica  di raggio r e 

di altezza L  vale rrLEdSnE oo 2ˆ =Qint o dove

 da cui il campo elettrico 
Rr

Rr

LR

Lr
Q

2

1

2

1

int
Rr

Rr

rRE

rE

ooext

oo

2

2
2

1

1int

R

ext

E

n

n

Eo(r

r

int

Le stesse formule possono essere applicate per la seconda distribuzione 2.

Eo1

d-f

P

f

Eo2
La condizione di annullamento del campo elettrico nel punto P implica

Eo1(d-f)=Eo2(f) ossia 
oo

f

fd

R

22

2

2

1   da cui
fdf

R 2

12  1.23 C/m
3

5. Il calcolo di  si può effettuare a partire dalla 1
a
 equazione di Maxwell ooE  che 

invertita dà luogo a 
z

E

y

E

x

E
E ozoyox

ooo  dove . Il primo termine

della divergenza vale 

2

2

2

zraE

yraE

xraE

ooz

ooy

oox

x

r
xrr

x

x
a

x

xr
a

x

xra

x

E
oo

oox 22
22

 dove ovviamente

1
x

x
, mentre il valore

r

x

x

r
 si ricava differenziando l’espressione del raggio 

, tenendo costanti le variabili y,z così da ottenere2222 zyxr xxrr 22  e quindi 
r

x

x

r
.

Il primo termine della divergenza si scrive quindi 22 2xra
x

E
o

ox  mentre gli altri valgono 

22 2yra
y

E
o

oy
,  e 

22 2zra
z

E
o

oz
. Da ciò possiamo calcolare la densità di carica 

2222222 523 razyxra
z

E

y

E

x

E
oo

ozoyox
o

. Questa densità di carica integrata

nella sfera di raggio R (con il sistema dei gusci sferici di volume ) dà luogo alla carica 

interna alla sfera .

drrd 24

52

0

422

0

4204 RadrradrrdQ o

R

o

R
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3° prova del 5 Maggio 2006

Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Venerdì 25 Maggio e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

B

R

A

q, m 2R

wA

1. Data una sfera di raggio R=1m uniformemente carica con densità 

volumetrica =100 C/m
3
, determinate la velocità minima wA con cui deve

essere lanciata una particella di massa m=10g e di carica q=1 C distante 

2R dal centro della sfera (punto A) affinché possa raggiungere il centro 

della sfera (punto B). 

2. Una carica puntiforme positiva deve essere lanciata contro una sfera di

raggio  R=10cm, carica con densità volumetrica uniforme =300 C/m
3
. Il lancio 

viene inizialmente pensato in modo che la carica parta dal punto A (distante 2R

dal centro), penetri la sfera fino a raggiungere il centro C con velocità nulla. In 

un secondo momento si decide di porre uno schermo piano uniformemente

carico con densità  per evitare che la carica puntiforme penetri nella sfera. A 

parità di condizioni iniziali, quale dovrà essere il valore di  minimo affinché 

essa possa al più toccare la superficie della sfera (punto B) ma non penetrarla?

A

R

CB

2R

3. Una sfera cava di raggio esterno R2=1m e raggio interno R1=0.5 m è uniformemente carica 

con densità volumetrica =10 C/m
3
 nella regione interna individuata dalla condizione R1 r R2.

Determinare il lavoro necessario per trasportare una carica q=1 C dall’infinito nel centro della sfera

cava.

4. Date tre cariche ai vertici di un triangolo equilatero di lato l, calcolare il campo elettrico ed il 

potenziale al centro del triangolo. Dare il valore numerico per l=5cm,  q1 = q2= -q3= 1 C. Calcolare

l’energia configurazionale del sistema. 

5. Calcolare l’energia che si deve spendere per costruire un sistema di carica Q distribuito 

uniformemente all’interno di una sfera isolante di raggio R.
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Soluzioni 3° prova

1. Applicando la legge di Gauss, il flusso del campo elettrico uscente da una superficie sferica

centrata in B e di raggio generico r assume l’espressione ooextoo QErdSnEE int

24ˆ

dove Qint=
34

34
3

3

R

r

Rr

Rr
     da cui si ottiene il campo elettrico

23 3

3

rRE

rE

Rr

Rr

oo

oo

e, dopo integrazione, il potenziale 

r

R
drErV

rRRVdrErV

Rr

Rr

or

oo

o

R

r

ooo

3

3
6

3

22

 ove si è assunto 

nullo il potenziale all’infinito. La differenza di potenziale fra i punti B ed A assume quindi il valore 

0
3

20
2

o

ooBA

R
RVVV   valore che conferma la necessità di lanciare q alla velocità wA

B

R

A

q, m 2R

wA

Dalla conservazione dell’energia meccanica nei punti A,B quindi 

BBAA TqVTqV .  In questo caso la velocità iniziale minima wA

corrisponde al caso ideale di una velocità finale nulla wB=0, e quindi  TB=0.

Da questa condizione mVqw BAA 2 omRq 32 2 =27.5 m/s.

A
C

R

wA

2R

2. La prima parte del problema si imposta, come nel problema precedente, 

imponendo  la conservazione dell’energia durante il tragitto da A verso C 

sfera

C

sfera

AA qVqVT

dove TA è l’energia cinetica della particella nel punto A, mentre  è il potenziale elettrostatico

generato dalla distribuzione sferica. Nella seconda parte del problema compare una seconda 

distribuzione di carica (strato piano) che genera un potenziale elettrostatico  da aggiungere al 

precedente. Imponendo la conservazione dell’energia durante il tragitto da A verso B 

sferaV

pianoV

A B
C

xB

xA

R

piano

B

sfera

B

piano

A

sfera

AA qVqVqVqVT

Combinando le espressioni ed eliminando i termini comuni TA,
sfera

AV  si ottiene

sfera

B

sfera

C

piano

A

piano

B VVVV    ossia

R

o

x

x o

rdrdx
A

B 0
32

da cui
232

2R
R

oo

  e quindi 3R  = 10 C/m
2

3. Applicando la legge di Gauss, il flusso del campo elettrico uscente da una superficie sferica di 

raggio generico r assume l’espressione oo ErE 24 . Il campo elettrico Eo(r) ed il potenziale

Vo(r)  assumono le espressioni



2

3
1

3
2

2

3
1

2

21

1

3

3

0

r

RR
E

r

R
rE

E

Rr

RrR

Rr

o
o

o
o

o

 da cui 

r

RR
drErV

r

R
rRRVdrErV

RRRVrV

Rr

RrR

Rr

o
r

oo

o
o

R

r

oo

oo

2
1

2
2

3
122

22

2
1

2
2

0
1

2

21

1

3

2
3

6

2
2

Il lavoro esterno per spostare la carica q nel centro vale
2
1

2
2

2
0 RR

q
VVqL

o
ooext 0.42 J 

4. Il campo elettrico totale nel punto O è dato dalla somma vettoriale dei tre

campi elettrici generati da q1=q, q2=q, q3=-q. Tutti e tre i vettori hanno la

stessa intensità
2321

4 d

q
EEE

o

ooo  perché il punto O è equidistante 

dalle tre cariche. Per la simmetria del sistema il campo totale ETOT ha la 

direzione dell’asse x, e si ottiene proiettando i tre vettori lungo l’asse x: da

ciò 321 coscos oooTOT EEEE  dove /3 e per cui cos =1/2  e

3ld . Da cui 
22 4

6

4

2

l

q

d

q
E

oo

TOT

q1

mVmV 79

42

6

1016.2109
105

106
. Il potenziale totale si ottiene dalla somma algebrica dei tre 

potenziali VV
l

q

d

qqq
OV

oo

5

2

69

1012,3
105

310109

4

3

4
. Per l’energia

configurazionale J
l

qqq

l

qq

l

qq

l

qq
U

oooo

18.0
105

10109

4444 2

129222
323121

q3

O
l

d

Eo1

d Eo3

ETOT

x

Eo2

q2

5. Per calcolare l’energia configurazionale del sistema immaginiamo di costruire 

una sfera uniformemente carica con un raggio r via via crescente. Il lavoro dL
ext

che dobbiamo compiere contro le forze del campo per accrescere il raggio da r a 

r+dr  si calcola pensando di portare dall’infinito un guscio sferico di carica

drrdVdq 24  e di depositarlo sulla superficie della sfera che già si trova

al potenziale 0

23 34
3

4
4 rrrrqrV ooo  dove q è la carica 

interna a tale sfera. Tale lavoro esterno contrario al lavoro elettrostatico andrà ad

accrescere l’energia configurazionale del sistema della quantità dU=dL
ext

=-dL
el

=dqVo(r)= odrrrdrr 3434 42

0

22 .

Vo(r)

q

r

r
dq

Integrando tutti questi contributi energetici accrescendo il raggio della sfera da r=0 fino a 

raggiungere r=R (le dimensioni finali della sfera) si ottiene il valore finale dell’energia

configurazionale
o

R

o

R
drrU

15

4
34

52

0

42  o equivalentemente in termini della carica totale

3

3

4
RQtot , si ottiene

R

Q
U

o

tot
o

45

3 2

.
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2° prova del 12 Maggio 2006

Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Mercoledì 17 Maggio e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

x

+qR

O P

1. In un foglio isolante, piano, indefinito, carico con densità superficiale

uniforme + , è praticato un foro circolare di raggio R. Sull’asse del foro

in un punto P, distante x= 3 R dal centro O, è posta una sferetta di carica

+q. Calcolare il lavoro che occorre spendere per spostare la sferetta, da P

ad O.  [Dati: = 100 C/m
2
, q=2 C, R = 20 cm]

2. Una carica elettrica è distribuita, con densità volumetrica uniforme ,

nella regione di spazio limitata dai piani x=0 e x=a. Una carica

elettrica negativa è invece distribuita con densità superficiale

uniforme - , sul piano x=a+b. Si calcoli la relazione fra  e 

affinché il campo elettrico sia nullo nelle regioni x<0 ed x>a+b e si 

calcoli  l’andamento del campo elettrico e del potenziale in tutto lo 

spazio.
x=a+bx=ax=0

-

3. Descrivere la traiettoria di una carica puntiforme di massa m=1g e carica q=-1 C che viaggia 

con velocità iniziale vo=1cm/s parallela ad uno strato piano con densità superficiale costante

. Se la carica inizialmente si trova ad una altezza h=2cm, dopo quanto tempo, a

quale velocità e in quale posizione impatta sullo strato piano?

2/100 mC

4. Due elettroni inizialmente a distanza do=2cm prendono a muoversi sotto l’azione della mutua

repulsione. Calcolare l’espressione della velocità quando la distanza tra loro diviene d=10cm.

Calcolare inoltre la velocità limite di fuga verso l’infinito. (e=1.6 10
-19

 C, me=9 10
-31

 kg)

2R

R5. Determinate il campo elettrico Eo(r) ed il potenziale elettrico Vo(r), generato 

dal cilindro cavo infinitamente lungo riportato in figura. Si assuma che la

carica sia distribuita con densità  uniforme solo nella regione di spazio 

compresa tra il cilindro interno di raggio R e quello esterno di raggio 2R. 

Calcolare infine la velocità minima w che deve essere fornita ad una carica 

positiva q di massa m per poter spostarsi dal cilindro esterno al cilindro 

interno.
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Soluzioni della 8a prova

1. La distribuzione di carica indicata in figura può vedersi come la 

sovrapposizione di due distribuzioni di carica: quella di una lastra piana 

indefinita carica con densità superficiale , e quella di un disco conduttore di 

raggio R uniformemente carico con densità superficiale - Conseguentemente

la funzione potenziale potrà vedersi come somma dei due potenziali V1(x) e 

V2(x) prodotti dalle due distribuzioni. In particolare il potenziale di uno strato 

piano vale per x>0, xxV
o2

1 , mentre il potenziale del disco si può

calcolare sommando nel generico punto P tutti i contributi dV2 di anelli sottili 

di spessore dr (come in figura) sui quali c’è la carica negativa drrdq 2 .

Il contributo elementare vale 
2222

2
24 xr

rdr

xr

dq
dV

oo

, da cui 

22

0

22

0
22

22
222

xRxxr

xr

rdr
dVxV

o

R

o

R

o

.

Il potenziale somma vale quindi 22
21

2
)()( xRxVxVxV

o

.

Il lavoro che il campo elettrico compie per spostare la carica dal punto P al punto O vale 

R
q

RRR
q

VxVqL
oo

PO
2

3
2

0 222
22 . Esso è negativo e corrisponde 

ad una azione non spontanea. Il lavoro compiuto esternamente deve essere quindi opposto pari

a R
q

L
o

est
2

2.26 J. 

x

r

22 xr
dr

P

x
R

O

2. Il problema può essere risolto applicando il principio di sovrapposizione degli effetti alle due

distribuzioni di carica. Lo strato piano carico negativamente dà luogo ad un campo elettrico E
o1

simmetrico rispetto al piano x=a+b  che proiettato lungo l’asse x vale 
oo

oo

E

E

bax

bax

1

1

x=a+b

-

La carica positiva distribuita nel volume dà anch’essa un campo elettrico E
o2

simmetrico rispetto 

alla mediana in x=a/2. Il valore dell’intensità viene calcolato applicando la legge di Gauss alla

superficie laterale di un parallelepipedo, simmetrico rispetto alla mediana, di sezione S ed altezza 

2y. Il flusso di campo elettrico uscente vale sempre 22 2 oo SEE . Ovviamente quando y<a/2 la

carica interna è ySQ 2int  , mentre quando y>a/2 la carica interna è aSQint .  Si ottiene il 

campo elettrico interno ed esterno
oo

oo

aE

axE

ext 2

2int

2

2
 Sovrapponendo i campi Eo1 ed Eo2, il 

campo complessivo per x<0 e per x>a+b si annulla solo quando a . Il campo elettrico

complessivo nelle  varie regioni 



x=0 x=a

Eo2

Eo2

y

y

Eo2

Eo2

x=a/2

0

0

2

20

0

o

oo

oo

oo

o

E

E

axE

axE

E

bax

baxa

axa

ax

x

3. Il campo elettrico generato dallo strato piano è ooE 2

uniforme, diretto lungo l’asse delle y. La forza elettrica subita 

dalla carica negativa –q vale ooyyy qqEmaF 2  ed 

è diretta nel verso opposto dell’asse y. Tale forza elettrica 

essendo l’unica forza presente (la forza peso è trascurata) 

causa il moto parabolico della carica nel piano xy. Calcolando 

l’accelerazione secondo x ed y si ottiene 

0

2

x

oy

a

mqa
che corrisponde ad un moto rettilineo lungo l’asse x, e ad uno uniformemente

accelerato lungo y. Integrando si ottiene
ox

oy

vv

tmqv 2
 e

tvtx

tmqhty

o

o

24
 . Il 

tempo di volo della carica si ricava imponendo 0*ty  da cui sec66.24 mqhmt o , la 

posizione dell’impatto mtvtxL o 6.26* , e la velocità sm
m

hq
v

o

y 04.15 , per 

cui la velocità complessiva sm
m

hq
vv

o

o 04,152  (la velocità di impatto è praticamente

verticale)

+ + + + + ++

y Eoy

F

L

F

v

y=0

y=h

x

4 Quando i due elettroni sono inizialmente fermi a 

distanza do=2cm  (stato A) l’energia potenziale 

elettrostatica del sistema (energia configurazionale)

vale
oo

el
A

d

ee
U

4
. Quando cominciano ad 

allontanarsi l’energia elettrostatica diminuisce al

valore finale (stato B)
d

e
U

o

el
B

4

2

 (ciò corrisponde ad una azione spontanea tra le due

cariche).  Le due cariche hanno trasformato l’energia potenziale mancante nell’energia cinetica 

del sistema 2
1

2
2

2
1

2

1

2

1
vmvmvmT eeeB  visto che per ragioni di simmetria le velocità di fuga 

sono esattamente opposte. Dalla conservazione dell’energia meccanica B
el
B

el
A TUU  si può 

ricavare l’energia cinetica
o

o

ooo

el
B

el
AB

dd

dde

dd

e
UUT

4

11

4

22

 , e la velocità di

-e,me -e,medo

(B)

(A)

v1v2 d



fuga
o

o

eo dd

dd

m

e
v

4

2

1 101 m/s. Questa velocità cresce mano mano che le due cariche si 

allontanando sino a raggiungere il valore limite
oeo dm

e
v

4

2

lim 113 m/s quando d .

Allo stesso risultato si deve pervenire con lo studio delle forze. 

Durante il moto quando le due cariche sono distanti 2x (il centro di 

massa rimane in x=0) la forza di repulsione coulombiana vale 

dt

dv
mma

x

ee
F x

x

o

E 2
24

. La velocità di fuga vx(t) può pensarsi funzione del tempo per il 

tramite della posizione vx[x(t)]. Allora il secondo membro dell’equazione si scrive come

x
xxx v

dx

dv
m

dt

dx

dx

dv
m

dt

dv
m  e l’equazione differenziale può essere separata nelle due variabili

x, vx, così da poter scrivere xx

o

dvmvdx
x

e
2

2

24
, che integrata membro a membro

1

0

2

2

2

2

16

v

xx

d

d o

dvmvdx
x

e

o

 dà luogo all’espressione 2

1

2

2

122

16
mv

dd

e

oo

 con cui si 

ritrovano i valori precedenti. 

-e,me FE

x

-e,me x=0

5. Il campo elettrico Eo(r) viene calcolato applicando la legge di Gauss ad 

alla superficie cilindrica  di raggio r e di altezza L. Il flusso uscente dalla 

superficie laterale è rrLEdSnE oo 2ˆ =Qint o

dove Qint assume le diverse espressioni

     da cui si desumono campo elettrico e potenziale 

LRRdVQ

LRrdVQ

Q

Rr

RrR

Rr

22

int

22

int

int

4

0

2

2

rR

2R

r B A

Eo(r)

rRE

rRrE

E

Rr

RrR

Rr

oo

oo

o

23

2

0

2

2
2

2  ,

R

rR
drEV

R

r
R

rR
drEV

R
RVrV

Rr

RrR

Rr

o

R

r

oo

o

R

r

oo

o

oo

2
ln

2

3

2
ln

2

4

2

2ln23
4

2

2

22

2
222

2

ove si è assunto nullo il potenziale sulla superficie cilindrica esterna (r=2R). Dalla conservazione 

dell’energia meccanica nei punti A, B quindi BBAA TqVTqV .  In questo caso la velocità 

iniziale minima wA  corrisponde al caso ideale di una velocità finale nulla wB=0, e quindi  TB=0. Da

questa condizione mVqw BAA 2 mRVRVq /22 omRq 22ln232
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9° prova del 19 Maggio 2005

Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Martedì 24 Maggio e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

1. Date tre cariche ai vertici di un triangolo equilatero di lato l, calcolare il campo elettrico ed il 

potenziale al centro del triangolo. Dare il valore numerico per l=5cm,  q1 = q2= -q3= 1 C.

Calcolare l’energia configurazionale del sistema.

2. Calcolare l’energia che si deve spendere per costruire un sistema di carica Q distribuito 

uniformemente all’interno di una sfera isolante di raggio R.

2

1

L

d

3. In un piano giacciono un filo rettilineo infinitamente lungo ed una barretta di 

lunghezza L, entrambi di sezione trascurabile, carichi con densità lineare di

carica uniforme, rispettivamente pari a 1 e 2. La barretta, il cui centro si 

trova a distanza d dal filo, è inclinata rispetto al filo stesso di un angolo

(vedi figura). Calcolare la forza cui è sottoposta la barretta. [Dati: 1 = 10

nC/m, 2 = 100 nC/m, L = 5 cm, d = 20 cm, = 30°] 

4. Sul semiasse positivo delle ascisse è distribuita una carica con densità 

lineare uniforme 1>0. Sul semiasse negativo invece a distanza d

dall’origine è disposto un dipolo elettrico come in figura. Si determini

il vettore campo elettrico prodotto dalla distribuzione lineare in

prossimità del dipolo, e la conseguente forza attrattiva esercitata sul

dipolo. [Dati: 1 = 1 C/m, p=1nC*m, d=10 cm].

x
p

1O

d

(c)

P2

p2

P2

p1

p1

rr

r
(a)

5.   Fornire l’espressione dell’energia di interazione fra due dipoli 

elettrici p1 e p2 posti alla distanza r, ma nelle disposizioni differenti

indicate in figura (a),(b),(c). Commentare il risultato indicando la 

configurazione energeticamente più vantaggiosa. (Per energia di 

interazione si intende l’energia elettrostatica di un dipolo immerso 

nel campo elettrico generato dall’altro). 

(b)

p1
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Soluzioni della 9a prova

1. Il campo elettrico totale nel punto O è dato dalla somma vettoriale dei tre

campi elettrici generati da q1=q, q2=q, q3=-q. Tutti e tre i vettori hanno 

la stessa intensità
2321

4 d

q
EEE

o

ooo  perché il punto O è 

equidistante dalle tre cariche. Per la simmetria del sistema il campo totale

ETOT ha la direzione dell’asse x, e si ottiene proiettando i tre vettori lungo 

l’asse x: da ciò 321 coscos oooTOT EEEE  dove /3 e per cui 

cos =1/2  e 3ld . Da cui 
22 4

6

4

2

l

q

d

q
E

oo

TOT

mVmV 79

42

6

1016.2109
105

106
. Il potenziale totale si ottiene dalla somma algebrica dei 

tre potenziali VV
l

q

d

qqq
OV

oo

5

2

69

1012,3
105

310109

4

3

4
. Per l’energia

configurazionale J
l

qqq

l

qq

l

qq

l

qq
U

oooo

18.0
105

10109

4444 2

129222
323121

q1

q3

O
l

d

Eo1

d Eo3

ETOT

x

Eo2

q2

2. Per calcolare l’energia configurazionale del sistema immaginiamo di

costruire una sfera uniformemente carica con un raggio r via via crescente. Il 

lavoro dL
ext

 che dobbiamo compiere contro le forze del campo per accrescere il 

raggio da r a r+dr  si calcola pensando di portare dall’infinito un guscio sferico di 

carica drrdVdq 24  e di depositarlo sulla superficie della sfera che già si

trova al potenziale 0

23 34
3

4
4 rrrrqrV ooo  dove q è la

carica interna a tale sfera. Tale lavoro esterno contrario al lavoro elettrostatico 

andrà ad accrescere l’energia configurazionale del sistema della quantità 

dU=dL
ext

=-dL
el
 =dqVo(r)= odrrrdrr 3434 42

0

22 .

Vo(r)

q

r

r
dq

Integrando tutti questi contributi energetici accrescendo il raggio della sfera da r=0 fino a 

raggiungere r=R (le dimensioni finali della sfera) si ottiene il valore finale dell’energia

configurazionale
o

R

o

R
drrU

15

4
34

52

0

42  o equivalentemente in termini della carica totale

3

3

4
RQtot , si ottiene

R

Q
U

o

tot
o

45

3 2

.

1

R

2

dl

dFx

l= -L/2

l=+L/2

l=0

P

y

x

3.  Il campo elettrico generato dal filo infinitamente lungo può essere facilmente

determinato applicando la legge di Gauss. Nel punto generico P (sulla barretta), a 

distanza R dal filo, il campo vale 
R

RxE
o

o
2

1  con direzione lungo l’asse 

delle x. La forza elettrica cui è sottoposto l’elemento dl della barretta, sul quale è

presente una carica dldq 2 , vale quindi dl
R

dlEdqEdF
o

oox
2

21
2  con



direzione lungo l’asse x. La forza totale, dovuta al filo, e agente sulla barretta si 

ottiene integrando i contributi infinitesimi dFx su tutta la barretta. Si noti come R non 

sia costante ma vari con legge lsindlR  dove l è l’ascissa introdotta sulla 

barretta che varia da –L/2 ad L/2. La forza totale risulta quindi

2

2
ln

22

21

2

2

21

Lsind

Lsind

sinlsind

dl
dFF

o

L

Lo

xx = N6105.4

4.  Alla distanza generica x dall’origine O si trova la carica dq= 1dx che 

genera il contributo di campo elettrico 
2

1 4 yxdxdE oo  nel punto P

a distanza y dall’origine. Tale contributo diretto lungo l’asse y (contrario

all’asse x) quando integrato lungo tutto il semiasse positivo delle x fornisce

un valore complessivo di campo elettrico pari a

y
yxdxdEE

oo
oo

44

1

0

21 . La forza cui è sottoposto un 

dipolo p a distanza y dall’origine O si può determinare a partire dall’energia

dx x1O

P y

dEo

x

F
(-)

y- /2

p -q

y+ /2

q

y
O

F
(+)

Eo

configurazionale del dipolo 
y

p
EpU

o
o

4

1 , calcolandone il gradiente rispetto alla 

coordinata y libera del dipolo: N
y

p

y

p

dy

d
UgradF

oo

yy
4

21

969

2

11 109
10

1010109

44

La forza è quindi contraria all’asse y risultando quindi attrattiva diretta verso il filo uniformemente

carico. Alternativamente tale forza può essere determinata come risultante della forza agente sulla 

carica positiva del dipolo F
(+)

posizionata in y+ /2 e della forza agente sulla carica negativa del 

dipolo F
(-)

posizionata in y+ /2. La risultante delle due forze vale quindi )()( FFFy

(b)

(b)

=
2

1

22

111

4242424 y

p

y

q

y
q

y
q

oooo

5. Il campo elettrico E1 generato dal dipolo p1 a grande distanza r si

scompone nelle due componenti radiale e tangenziale 

3

1

3

1

4sin

4cos2

rpE

rpEr  in particolare nella posizione in verticale (a) ( =0)

il campo è solamente radiale e vale 3

1,1 2 rpE a , mentre il campo nella 

posizione in orizzontale (b) è solamente tangenziale ( = /2)  e vale 
3

1,1 4 rpE b . L’energia di interazione che nasce quando un secondo 

dipolo p2 è immerso nel campo generato dal primo dipolo vale in generale

1212 EpU . Nella posizione (a) E1,a è equiverso con p2 cosicché

p1

(b)

p2
E1,b

(a)

p2E1,a

E

Er

r

(c)

l’energia di interazione risulta minima 3

21 2 rppUa  (configurazione di minima energia, i 

dipoli si attraggono). Nella posizione (b) il campo E1,b è controverso con p2 e l’energia di 

interazione risulta massima 3

21 4 rppUb  (configurazione di massima energia, i dipoli si 

respingono). In questo secondo caso possiamo invertire il dipolo p2 ottenendo (configurazione c) 

una energia di interazione 3

21 4 rppUc  negativa (attrazione) ma non minima possibile. 

Concludiamo quindi che la configurazione (a) è quella energeticamente più vantaggiosa per il 

sistema.
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10  prova del 1Giugno 2005

Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Martedì 7 Giugno e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

a

d

1. Calcolare la capacità del condensatore descritto in figura. Le due armature

entrambe quadrate di lato a, ma non parallele, si trovano ad una distanza 

minima d. Indicando con  l’angolo fra le due armature, notiamo che esse

non si affacciano perfettamente. In questo caso possiamo assumere che

l’effetto di induzione completa tipico nei condensatori riguarda solo una 

parte dell’armatura inferiore corrispondente alla distanza L=a cos( ). L

A

d

(a)

r

1 2

R2

R1

r2r1

B

A

d/2

(b)

r2

r1

B

2. Un condensatore sferico è costituito da due conduttori sferici 

concentrici di raggi R1=2mm e R2=4mm. Le due armature si 

trovano inizialmente ad una differenza di potenziale Vo=V1-

V2=360  V, che diminuisce del 20% quando viene inserita una 

lastra omogenea di costante dielettrica relativa r e di spessore 

=1mm. Determinare i valori della costante r, della carica

libera Qlib  sulle piastre e di polarizzazione Qpol sulla lastra. 

3. Un condensatore a facce piane e parallele ha nel vuoto una 

capacità di Co=10 F. Successivamente viene riempito per metà

superficie con un dielettrico di costante r1=1.4 e per l’altra metà

con un altro dielettrico di costante dielettrica relativa r2=1.6

secondo lo schema in figura (a). Calcolare la nuova capacità ed il 

rapporto fra le cariche di polarizzazione sui due dielettrici.

Ripetere l’esercizio per il caso (b) in cui i due dielettrici sono 

disposti uno sull’altro. Dimostrare che il rapporto fra le capacità 

dei due condensatori nei due casi vale sempre Ca/Cb >1 per 

qualunque valore delle costanti dielettriche. d/2

4. Sia dato un condensatore cilindrico di raggio interno  R1=1cm,

esterno R2=2.7cm e lunghezza L=10cm, riempito totalmente di 

dielettrico di costante dielettrica relativa r=2. Si calcoli il campo 

elettrico in tutti i punti del dielettrico in funzione della carica 

libera Q sulle armature.  Si calcoli inoltre la carica massima Qmax

che è possibile allocare senza che il campo elettrico nel 

dielettrico ecceda il valore della rigidità Er=30KV/cm. Calcolare

l’energia massima immagazzinabile in questa situazione.

Eo

x=0 x=d

5. Una lastra dielettrica di spessore d ha una costante dielettrica 

relativa r=3d/(x+d) nell’intervallo (0<x<d) La lastra è immersa

in un campo elettrostatico Eo, perpendicolare alla lastra. Si 

calcolino il vettore polarizzazione, la densità di carica sulla 

superficie del dielettrico e la densità volumetrica nel suo interno. 
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B
L

x
y(x)

y A

dx

1. L’armatura obliqua superiore A può pensarsi scomponibile in una 

serie infinita di gradini di lunghezza dx ed altezza dy. Ciascun gradino 

forma con l’armatura inferiore B un condensatore piano (regione grigia) 

di sezione adx, e capacità yadxdC o , dove la distanza fra le 

armature è variabile tgxdxy . La capacità dell’intera struttura 

è data dalla somma di tutte le capacità dC di tutti gli infiniti

condensatori piani in parallelo, da cui si ottiene 

d

asin

tg

a
tgxd

tg

a

tgxd

dx
adx

y

a
dCC oao

a

o

L

o 1lnln
cos

0

cos

00

2. In un condensatore sferico in presenza o meno del dielettrico (casi a,b) le

linee di forza del campo elettrico E e dello spostamento elettrico D  sono 

sempre radiali dirette dalla carica positiva +Qlib verso la carica negativa -Qlib.

Di particolare interesse è il vettore spostamento elettrico D. Il suo flusso 

uscente dalla superficie sferica di raggio R1<r<R2 dipende dalla sola carica 

libere interna +Qlib Quindi libext QrDdSnDD 24ˆ , da cui si 

ricava l’espressione del vettore spostamento elettrico 24 rQrD lib valida

per tutti i punti interni del condensatore (R1<r<R2). Si noti come

l’espressione non risenta della presenza del dielettrico e sia valida in entrambi

i casi a,b. Il campo elettrico invece ha due valori diversi: nel vuoto vale 
24 rQrDrE oliboo mentre in presenza di dielettrico si abbassa al 

valore 24 rQrDrE rolibro . In generale la differenza di 

potenziale fra i due conduttori si ottiene integrando il campo elettrico lungo 

un percorso radiale da R1 ad R2; nel caso (a) in assenza di dielettrico si ottiene

21

12

221
44

2

1

2

1
RR

RRQ

r

drQ
drEVV

o

lib

R

Ro

lib

R

R

o  dove è stato integrato il campo

elettrico nel vuoto Eo. Nel caso (b) invece il valore di E nel dielettrico si

abbassa riducendo complessivamente la differenza di potenziale

2

(a)

R1

R2

1

D
Eo

2

r

S

Eo

(b)

E

D

1

R2

R1

21

12

11

2

1

2

1

1

2

2

1

0

1

1

21

1

4

1

4 RR

RR

RR

Q

r

dr

r

drQ
drEEdrVV

ro

lib

R

R

R

R ro

lib

R

R

R

R

.

Imponendo che il rapporto fra le due differenze di potenziale (caso b/caso a) debba valere 0.8 si 

ricava il valore di r:
212111

2
8.0

1

RRRRRRr

 da cui semplificando per ,

22

1

121

1
11

2121

11 6.16.0
6.16.016.11

RR

R

RRR

R
RR

RRRR
RR

r

0.7 da 

cui si ricava 43.1r . La carica libera si ricava dal valore di Vo=360  nel caso (a) da cui

2
4 21RR

VQ oolib 5.02 10
-10

 C. Per determinare la carica di polarizzazione bisogna prima

ricavare l’espressione del vettore intensità di polarizzazione nel dielettrico 

24

11

r

Q
DP lib

r

r

r

r . La carica di polarizzazione Qpol sulla superficie S esterna del dielettrico



si ottiene integrando su S la densità DnP
r

r
extpol

1
ˆ  ossia calcolando il flusso di P uscente 

da S che vale liblib

r

r

S

ext

r

r

S

extpol QQdSnDdSnPQ 3.0
1

ˆ
1

ˆ 1.67 10
-10

 C.

Ovviamente sulla superficie interna del dielettrico sarà posizionata una carica uguale e opposta

–Qpol che rende complessivamente neutro il dielettrico
A

d

S/2

B

A

d/2 r1

-Qlib

+Qlib

d/2

(b)

r2

E1
E2

B

r2

(a)
S/2

r13. Un condensatore a facce piane e parallele ha nel vuoto capacità

dSC oo  dove S è la sua sezione e d la distanza fra le armature.  Quando

viene riempito con due dielettrici di costanti dielettriche relative r1 r2 come

in figura a, la capacità complessiva può pensarsi come il parallelo delle due 

capacità che competono ai due condensatori di metà superficie S/2:

22

22 2121
2121

rr
o

rr
ororoa C

d

S

d

S

d

S
CCC =

=1.5 Co=15 F.  Nel caso (b), posta sul conduttore A la carica Qlib,, i campi

elettrici nei due dielettrici sono rispettivamente a 111 rolibrolib SQE

e 22 rolib SQE (campi uniformi). La differenza di potenziale che si 

instaura fra le due armature è
21

21
21

222 rr

rr

o

lib

B

A

BA
S

dQd
E

d
EEdlVV

e quindi la capacità si calcola dal rapporto

21

21

21

21 22

rr

rr
o

rr

rr
o

BA

lib
b C

d

S

VV

Q
C . Ovviamente Ca>Cb. Infatti ciò porta a

21

2121 2

2 rr

rrrr  ossia  (sempre vera se 0
2

21 rr 21 rr ).

4. Il campo elettrico è non nullo solo fra le armature per 21 RrR  e vale rLQrE ro2 . Il 

suo valore massimo (per  r=R1 ) non deve eccedere la rigidità dielettrica da cui . Questa 

disequazione porta a determinare la carica limite massima

rERE 1

rro LERQQ 1max 2 0.33 C.

Essendo la capacità C=11.2pF, l’energia massima immagazzinata diviene CQU 22

max 5mJ

5.  Il vettore spostamento elettrico D è uniforme in tutto lo spazio, sia dentro che fuori il dielettrico.

La sua espressione può essere calcolata facilmente fuori  D= oEo. Il vettore intensità di 

polarizzazione P è non nullo solo all’interno con valore oo

r

r

r

r E
x

x
D

x

x
xP

11
. Le 

densità di carica di polarizzazione di superficie e di volume sono (una volta calcolati rA=3, rB=1.5)

ooED

P

nB

+

+

+

+

+

-

-

-

-

-

nA

d

E
E

d

dx

dx

d

dx

dP
Pdiv

EEnPdx

EEnPx

oo
oopol

oooo

rB

rB
BBpol

oooo

rA

rA
AApol

33
1

3

11
ˆ

3

21
ˆ0

A (x=0) B (x=d)
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5 prova del 8 Giugno 2006

Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Mercoledì 14 Giugno e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

1. Nel circuito elettrico rappresentato in figura è presente un 

resistore a resistenza variabile R. Si calcoli l’espressione della

potenza dissipata su tale resistore, e si calcoli per quale valore di 

R essa sia massima. [f=10V, R1=2k , R2=3k , R3=5k ,

R4=8k R3

R2

R1

+

R4 R

f

R

C1

R

3f
+

C2

R

f

+

2R
R

2R

2. Supponendo che il circuito elettrico in figura sia lasciato in 

questa configurazione per un tempo sufficientemente lungo tale

da far ritenere completato il processo di carica dei condensatori, 

determinare il rapporto fra la carica Q1 e Q2 dei due condensatori 

[f=5V, C1=3 F, C2=5 F

3. Un condensatore cilindrico di raggio interno R1, raggio esterno R2 ed altezza L è interamente

riempito con un dielettrico omogeneo ed isotropo che ha costante dielettrica assoluta , ma

anche una resistività elettrica non nulla . Tale circostanza causa la presenza di una corrente di 

conduzione nel dielettrico rappresentabile con un opportuno resistore che scarica il

condensatore . Calcolare il tempo caratteristico di scarica .

2RR

C

t 0
b

R

+

a

R

f

4. Nel circuito riportato in figura l’interruttore è lasciato per lungo 

tempo nella posizione a. Dal tempo t=0 l’interruttore viene

spostato definitivamente nella posizione b. Determinare la

tensione ai capi del condensatore Vc(t) per t 0, le energie 

iniziale Uin e finale Ufin immagazzinate nel condensatore, il 

tempo to al quale il condensatore dimezza la sua energia

immagazzinata [Dati del problema  R=1k , C=1 F, f=20 V] 

t 0

C

R1+

A

B

R2

T

Vo

5. Il circuito mostrato in figura è in condizioni stazionarie quando, al 

tempo t = 0, viene aperto l’interruttore T. Si chiede in quale istante 

t* la differenza di potenziale VAB ai capi del condensatore è pari a 

V*=1.5 V. [Dati: Vo = 8 V; R1 = 2 k ; R2 =6 k R3 = 4 k ;

C = 1 F]

R3
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A

1. Il teorema di Thevenin viene applicato ai capi del resistore R sul quale si vuole 

calcolare la potenza dissipata. La rete a monte del resistore viene quindi ridotta ad 

un generatore equivalente di Thevenin Vth con in serie una resistenza di Thevenin

Rth (figura a). Il calcolo della tensione equivalente di Thevenin si ottiene dalla

differenza VA-VB a vuoto quando cioè A e B sono scollegati come in figura b. Le 

resistenze R4 ed R2+R3 sono in parallelo ed equivalgono alla resistenza complessiva 

432

111

RRRReq

da cui Req=4 k La corrente di questo circuito (figura c) 

costituito da una sola maglia è quindi 
eqRR

f
I

1

da cui si ricava la tensione di 

Thevenin 6.67 V. Il calcolo della resistenza equivalente di 

Thevenin si ottiene invece cortocircuitando il generatore di tensione ed inviando 

una corrente di prova al capo A per vedere come attraversa il circuito uscendo

infine da B (figura d). Si può notare come i tre rami di resistenze R

eqBAth IRVVV

1, R2+R3, R4

sono attraversati in parallelo da cui 
4321

1111

RRRRRth

e cioè Rth=1.33 k

Dopo aver trovato i valori di Vth ed Rth ricolleghiamo tra A e B il resistore variabile

R come in figura a. La corrente che attraversa il resistore è 
RR

V
RI

th

th  che 

come è evidente è funzione di R. Conseguentemente anche la potenza dissipata sul

resistore è funzione di R e vale 
2

22

RR

R
VRIRP

th

th . Dallo studio di

funzione si ricava che la potenza è massima quando R=Rth=1.33 k . Per questo 

valore la potenza vale thth RVP 42 8.34mW.

2. Il circuito è da lungo tempo nella configurazione in figura. Il processo di 

carica dei condensatori è da ritenersi completato; i condensatori possono 

essere assimilati a circuiti aperti dove non scorre corrente. Il circuito due 

maglie può essere risolto con il metodo delle correnti di maglia

f

f

I

I

RR

RR

m

m 2

62

24

2

1
 da cui

R

f
Im

10

7
1  , 

R

f
Im

10

4
2 . Le differenze di potenziale ai capi 

dei condensatori si ottengono calcolando la caduta ohmica sui resistori che si trovano in parallelo ad 

essi e valgono rispettivamente VfRIVV mBA 5.37.01 ai capi di C1, mentre

VfRIVV mDC 62.132  ai capi di C2.  Il rapporto di carica 
56

35.3

2

1

2

1

CVV

CVV

Q

Q

DC

BA 0.35.

R3

R2

R1 R4

A

B

R3

R2

R1

f +

R4

A

B

R1

f +

Req

A

B

I

(b)

(c)

(d)

Rth

Vth +

R (a)

B

R

R

3f +
C

BA

R

2Rf

+

2R

Im2Im1

R

D

3. All’interno del condensatore considerato sono presenti due correnti: la corrente di

conduzione ohmica a causa della resistività finita del dielettrico, e la corrente di 

spostamento che si avrebbe anche in un condensatore ideale.  Il condensatore è quindi

schematizzabile con un condensatore ideale con in parallelo un resistore a rappresentare 

le perdite ohmiche. Il circuito RC si scarica conun tempo caratteristico =RC dove per un 

condensatore cilindrico di lunghezza L e raggi delle armature R1 (interno) ed R2 (esterno)

B

R

Is

Ic

A

C



la capacità vale 
12ln

2

RR

L
C , la resistenza

2

1

2

1
2

ln

2

12

R

R

R

R
L

RR

rL

dr

S

dr
R . Il 

tempo caratteristico =   è quindi indipendente dai parametri geometrici.

4. Per lungo tempo, prima di t=0, la topologia del circuito è quella della 

configurazione (a). Il processo di carica nel condensatore procede con una

corrente di carica che diminuisce gradualmente fino ad annullarsi dopo 

lungo tempo. Quindi poco prima di t=0 non scorre corrente né nel 

condensatore né sulla resistenza 2R. La corrente circola quindi solo nella 

prima maglia dove RRfI . Tale corrente crea sul resistore del ramo 

centrale una caduta di tensione ohmica 2fRIVV DA . D’altra parte 

sul terzo ramo l’assenza di corrente fa sì che siano uguali i due potenziali

VB=VD. Conseguentemente la tensione ai capi del condensatore vale

2fVVVVV DABAc cui corrisponde il valore di energia 

immagazzinata 82 22
CfCVU c . Quando per t=0 la topologia del 

circuito diviene quella della configurazione (b) il condensatore subisce un 

processo di scarica che parte dal valore di energia immagazzinata del caso 

precedente 82CfUin =50 J e lo porta progressivamente a zero 0finU

per . La dinamica del processo di scarica avviene con un tempo

caratteristico

t

RC3 e con una legge di decadimento esponenziale della 

tensione sul condensatore t
c eftV 2  che partendo dal valore f/2

(a)

2RR

C

t<0

R

f +

A

+
I

D

B

(b)

R2R

C

t>0

2RR

C

t 0
b

R

+

a

R

f

+

tende progressivamente ad annullarsi. Al tempo to l’energia immagazzinata si dimezza divenendo

162CftU o cui corrisponde la tensione 8ftV oc . Il tempo tempo to si ricava come

segue: 82 feftV ot
oc ,  da cui 21ote , e quindi 

2ln32ln RCto 1.04ms.

5. Prima dell’apertura dell’interruttore per t<0 (figura a) il circuito è in 

condizione stazionaria, il condensatore è carico e si comporta come un 

circuito aperto. La batteria, posizionata fra i punti T e B, alimenta le due 

correnti 211 RRVI o =1mA ed 32 RVI o 2mA. La differenza di 

potenziale ai capi del condensatore BAc VVV coincide con la caduta di

potenziale ohmica ai capi della resistenza R2 da cui

4321221 ooBAc VRRRVRIVVV 6V che rappresenta la 

tensione ai capi del condensatore all’apertura Vo (t=0). Dopo l’apertura

dell’interruttore la batteria Vo viene scollegata ed il condensatore si scarica 

sulle 3 resistenze (vedi figura b) che vengono viste dal condensatore come

una resistenza equivalente k
RRR

RRR
RRRReq 3//

321

231
231

(Infatti la corrente del condensatore Ic si ripartisce in una corrente che 

attraversa R2 ed un’altra che attraversa in serie R1 ed R3). La tensione ai capi 

del condensatore per t>0 segue la legge tVtV oc exp  dove il

tempo di scarica msCReq 3  ed il tempo t* si trova dalla relazione 

ms16.44ln*ln* VVt o .

R3

(a) t<0

C

R1+

R2

B

A

I1

I2

Ic

C

R1

TR2

B

A

+

R3

C

Ic

+

A

B

(schema equivalente)

>0(b) t

Vo

T

Req
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Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Martedì 14 Giugno e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

1. Nel circuito elettrico rappresentato in figura è presente un 

resistore a resistenza variabile R. Si calcoli l’espressione della

potenza dissipata su tale resistore, e si calcoli per quale valore di 

R essa sia massima. [f=10V, R1=2k , R2=3k , R3=5k ,

R4=8k R3

R2

R1

+

R4 R

f

R

C1

R

3f
+

C2

R

f

+

2R
R

2R

2. Supponendo che il circuito elettrico in figura sia lasciato in 

questa configurazione per un tempo sufficientemente lungo tale

da far ritenere completato il processo di carica dei condensatori, 

determinare il rapporto fra la carica Q1 e Q2 dei due condensatori 

[f=5V, C1=3 F, C2=5 F

3. Un condensatore cilindrico di raggio interno R1, raggio esterno R2 ed altezza L è interamente

riempito con un dielettrico omogeneo ed isotropo che ha costante dielettrica assoluta , ma

anche una resistività elettrica non nulla . Tale circostanza causa la presenza di una corrente di 

conduzione nel dielettrico rappresentabile con un opportuno resistore che scarica il

condensatore . Calcolare il tempo caratteristico di scarica .

2RR

C

t 0
b

R

+

a

R

f

4. Nel circuito riportato in figura l’interruttore è lasciato per lungo 

tempo nella posizione a. Dal tempo t=0 l’interruttore viene

spostato definitivamente nella posizione b. Determinare la

tensione ai capi del condensatore Vc(t) per t 0, le energie 

iniziale Uin e finale Ufin immagazzinate nel condensatore, il 

tempo to al quale il condensatore dimezza la sua energia

immagazzinata [Dati del problema  R=1k , C=1 F, f=20 V] 

t 0

C

R1+

A

B

R2

T

Vo

5. Il circuito mostrato in figura è in condizioni stazionarie quando, al 

tempo t = 0, viene aperto l’interruttore T. Si chiede in quale istante 

t* la differenza di potenziale VAB ai capi del condensatore è pari a 

V*=1.5 V. [Dati: Vo = 8 V; R1 = 2 k ; R2 =6 k R3 = 4 k ;

C = 1 F]

R3
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A

1. Il teorema di Thevenin viene applicato ai capi del resistore R sul quale si vuole 

calcolare la potenza dissipata. La rete a monte del resistore viene quindi ridotta ad 

un generatore equivalente di Thevenin Vth con in serie una resistenza di Thevenin

Rth (figura a). Il calcolo della tensione equivalente di Thevenin si ottiene dalla

differenza VA-VB a vuoto quando cioè A e B sono scollegati come in figura b. Le 

resistenze R4 ed R2+R3 sono in parallelo ed equivalgono alla resistenza complessiva 

432

111

RRRReq

 da cui Req=4 k La corrente di questo circuito (figura c) 

costituito da una sola maglia è quindi 
eqRR

f
I

1

 da cui si ricava la tensione di 

Thevenin eqBAth IRVVV 6.67 V. Il calcolo della resistenza equivalente di 

Thevenin si ottiene invece cortocircuitando il generatore di tensione ed inviando 

una corrente di prova al capo A per vedere come attraversa il circuito uscendo

infine da B (figura d). Si può notare come i tre rami di resistenze R1, R2+R3, R4

sono attraversati in parallelo da cui 
4321

1111

RRRRRth

 e cioè Rth=1.33 k

Dopo aver trovato i valori di Vth ed Rth ricolleghiamo tra A e B il resistore variabile

R come in figura a. La corrente che attraversa il resistore è 
RR

V
RI

th

th  che 

come è evidente è funzione di R. Conseguentemente anche la potenza dissipata sul

resistore è funzione di R e vale 
2

22

RR

R
VRIRP

th

th . Dallo studio di 

funzione si ricava che la potenza è massima quando R=Rth=1.33 k . Per questo 

valore la potenza vale thth RVP 42 8.34mW.

2. Il circuito è da lungo tempo nella configurazione in figura. Il processo di

carica dei condensatori è da ritenersi completato; i condensatori possono 

essere assimilati a circuiti aperti dove non scorre corrente. Il circuito due 

maglie può essere risolto con il metodo delle correnti di maglia

f

f

I

I

RR

RR

m

m 2

62

24

2

1
 da cui 

R

f
Im

10

7
1  , 

R

f
Im

10

4
2  . Le differenze di potenziale ai capi

dei condensatori si ottengono calcolando la caduta ohmica sui resistori che si trovano in parallelo ad 

essi e valgono rispettivamente VfRIVV mBA 5.37.01  ai capi di C1, mentre

VfRIVV mDC 62.132  ai capi di C2.  Il rapporto di carica 
56

35.3

2

1

2

1

CVV

CVV

Q

Q

DC

BA 0.35.

R3

R2

R1 R4

A

B

R3

R2

R1

f +

R4

A

B

R1

f +

Req

A

B

I

(b)

(c)

(d)

Rth

Vth +

R (a)

B

R

R

3f +
C

BA

R

2Rf

+

2R

Im2Im1

R

D

3. All’interno del condensatore considerato sono presenti due correnti: la corrente di

conduzione ohmica a causa della resistività finita del dielettrico, e la corrente di 

spostamento che si avrebbe anche in un condensatore ideale.  Il condensatore è quindi

schematizzabile con un condensatore ideale con in parallelo un resistore a rappresentare 

le perdite ohmiche. Il circuito RC si scarica conun tempo caratteristico =RC dove per un 

condensatore cilindrico di lunghezza L e raggi delle armature R1 (interno) ed R2 (esterno)

B

R

Is

Ic

A

C



la capacità vale 
12ln

2

RR

L
C , la resistenza

2

1

2

1
2

ln

2

12

R

R

R

R
L

RR

rL

dr

S

dr
R . Il 

tempo caratteristico =   è quindi indipendente dai parametri geometrici.

4. Per lungo tempo, prima di t=0, la topologia del circuito è quella della 

configurazione (a). Il processo di carica nel condensatore procede con una

corrente di carica che diminuisce gradualmente fino ad annullarsi dopo 

lungo tempo. Quindi poco prima di t=0 non scorre corrente né nel 

condensatore né sulla resistenza 2R. La corrente circola quindi solo nella 

prima maglia dove RRfI . Tale corrente crea sul resistore del ramo 

centrale una caduta di tensione ohmica 2fRIVV DA . D’altra parte 

sul terzo ramo l’assenza di corrente fa sì che siano uguali i due potenziali

VB=VD. Conseguentemente la tensione ai capi del condensatore vale

2fVVVVV DABAc  cui corrisponde il valore di energia 

immagazzinata 82 22
CfCVU c . Quando per t=0 la topologia del 

circuito diviene quella della configurazione (b) il condensatore subisce un 

processo di scarica che parte dal valore di energia immagazzinata del caso 

precedente 82CfUin =50 J e lo porta progressivamente a zero 0finU

per . La dinamica del processo di scarica avviene con un tempo

caratteristico

t

RC3  e con una legge di decadimento esponenziale della 

tensione sul condensatore t
c eftV 2  che partendo dal valore f/2

(a)

2RR

C

t<0

R

f +

A

+
I

D

B

(b)

R2R

C

t>0

2RR

C

t 0
b

R

+

a

R

f

+

tende progressivamente ad annullarsi. Al tempo to l’energia immagazzinata si dimezza divenendo

162CftU o  cui corrisponde la tensione 8ftV oc  . Il tempo tempo to si ricava come 

segue: 82 feftV ot
oc ,  da cui 21ote , e quindi 

2ln32ln RCto 1.04ms.

5. Prima dell’apertura dell’interruttore per t<0 (figura a) il circuito è in 

condizione stazionaria, il condensatore è carico e si comporta come un 

circuito aperto. La batteria, posizionata fra i punti T e B, alimenta le due 

correnti 211 RRVI o =1mA ed 32 RVI o 2mA. La differenza di 

potenziale ai capi del condensatore BAc VVV  coincide con la caduta di 

potenziale ohmica ai capi della resistenza R2 da cui

4321221 ooBAc VRRRVRIVVV 6V che rappresenta la 

tensione ai capi del condensatore all’apertura Vo (t=0). Dopo l’apertura

dell’interruttore la batteria Vo viene scollegata ed il condensatore si scarica 

sulle 3 resistenze (vedi figura b) che vengono viste dal condensatore come

una resistenza equivalente k
RRR

RRR
RRRReq 3//

321

231
231

(Infatti la corrente del condensatore Ic si ripartisce in una corrente che 

attraversa R2 ed un’altra che attraversa in serie R1 ed R3). La tensione ai capi 

del condensatore per t>0 segue la legge tVtV oc exp  dove il

tempo di scarica msCReq 3  ed il tempo t* si trova dalla relazione 

ms16.44ln*ln* VVt o .

R3

(a) t<0

C

R1+

R2

B

A

I1

I2

Ic

C

R1

TR2

B

A

+

R3

C

Ic

+

A

B

(schema equivalente)

>0(b) t

Vo

T

Req
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Bo

I

1. Calcolare il vettore induzione magnetica Bo nel centro della spira

quadrata di lato a percorsa dalla corrente continua I. Confrontare il 

risultato con quello che si avrebbe nel caso di una spira circolare di

raggio R=a/2

a

L

I2. Un sottile nastro conduttore, rettilineo, infinito è percorso

uniformemente dalla corrente I. Calcolare il vettore induzione 

magnetica Bo in un punto generico P a distanza x dal bordo del 

nastro.

P

x

3. Due fili infinitamente lunghi paralleli sono percorsi dalle correnti I1

ed I2 disegnate in figura. Una spira rettangolare di lati a,b giace nel 

piano formato dai due fili paralleli ed è percorsa dalla corrente I3.

Determinare la forza agente sulla spira.

I3I1

b

a

b b

I2

4. Una spira quadrata di lato L giace ad una distanza d=3L da un filo 

rettilineo indefinito percorso dalla corrente sinusoidale i(t)=imax

cos( t). Nota la resistenza elettrica R della spira, calcolare 

l’intensità della corrente massima indotta. Si trascuri

l’autoinduzione presente nella spira [Dati: L = 10 cm, imax= 2mA,

=314rad/s, R=1 ]

y

L3L

L
i(t)

x

5. Siano date due spire metalliche concentriche rispettivamente di 

raggio a=1cm e b=1m. Sulla spira grande circola una corrente 

alternata Ib(t)=ibmaxcos( ft). Calcolare l’espressione della corrente

indotta nella spira piccola fornendone il valore massimo. Si assuma

R=5  la resistenza elettrica della spira piccola e si trascurino i 

fenomeni di autoinduzione. [ibmax= 2mA, f=50Hz]
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1. La spira quadrata è formata da 4 tratti rettilinei di lato a percorsi dalla comune

corrente I. Ciascun lato genera nel centro della spira un contributo di vettore 

induzione magnetica uscente dal piano del foglio. In generale il contributo Bo1

generato da un segmento rettilineo vale
R

I
B o coscos

4
01  dove nel nostro 

caso essendo = /4, =3 /4, R=a/2 si ottiene 
a

I
B o

4
2201 . Anche gli altri 

tre lati generano singolarmente lo stesso contributo (in modulo, direzione e 

verso). Il valore complessivo è quindi 
a

I
BB o

quadrato
22

4 01 . Esso è

inferiore al campo generato da una spira circolare di raggio R=a/2, che vale 

a

I
B o

cerchio  . Il loro rapporto infatti vale 22/ cerchioquadrato BB 0.9

2. Il nastro conduttore può pensarsi formato da un numero infinito di fili rettilinei

di spessore infinitesimo dy sui quali scorre la corrente infinitesima di. Il valore di

questa corrente si ottiene dalla proporzione di:I=dy:L da cui dyLIdi . Il 

vettore induzione magnetica infinitesimo dBo creato dal generico filo distante 

(x+y) dal punto di osservazione vale per Biot-Savart 
yx

dy

L

I

yx

di
dB oo

o
22

con direzione entrante nel piano del foglio. Il vettore induzione complessivo Bo si

ottiene integrando il contributo infinitesimo dBo al variare della posizione del filo

y nell’intervallo 0<y<L, da 

cui:
x

L

L

I

x

Lx

L

I

yx

dy

L

I
dBB oo

L
o

oo 1ln
2

ln
22

0

 con il verso indicato in figura. Si 

noti come facendo tendere le dimensioni trasversali del nastro a zero ( ), il termine

logaritmico tenda al valore

0L

x

L

x

L
1ln  , ed il vettore induzione tenda correttamente al campo di 

Biot-Savart generato da un filo infinito 
x

I
B o

o
2

 . 

L

x

dBo
dy

di

y

a/2

I
Bo1

I

a/2

Bo

3. La spira rettangolare ACDE è sottoposta a forze magnetiche interne ed 

esterne. Le forze magnetiche interne dovute al campo magnetico da essa 

stessa generato hanno risultante nulla e quindi nel caso di una spira rigida non 

danno alcun effetto. Le forze magnetiche esterne sono quelle dovute ai campi 

magnetici Bo1 generato dalla corrente I1 e Bo2 dalla I2. Tali forze esterne sono 

descritte in generale dalla 2
a
 formula di Laplace

231333231 oo BldIBldIFFF . Calcoliamo prima la forza 31F

che può pensarsi come somma la risultante delle 4 forze agenti sui 4 lati della 

spira rettangolar. Le 2 forze sui due lati AC ed ED sono uguali ed opposte e 

non danno alcun effetto, mentre sul lato AE c’è una forza attrattiva di valore

b

C

F31
CD

D

I1
I3

Bo1

E

A

F31
AE

b

b

CA

F32
CD

D

Bo2

F32
AE

E

I3
I2

b



aII
b

aIBF o
o

AE
313131

2
 maggiore della forza repulsiva sul lato CD che 

vale
24

31
313131

AE
o

o
CD F

aII
b

aIBF . La risultante
b

aII
F o

4

31
31  è

quindi attrattiva verso il primo filo. Ragionamento analogo deve essere fatto per trovare la forza

risultante , dove le forze che non compensate sono sul lato CD 32F aII
b

aIBF o
o

CD
323232

2

repulsiva e doppia rispetto a quella attrattiva sul lato AE aII
b

aIBF o
o

AE
323232

4
.  La risultante 

b

aII
F o

4

32
32 è quindi repulsiva ed ha ho stesso verso della F31. La risulatnte totale è quindi diretta

verso il primo filo con intensità 32313
4

IIII
b

a
F o

4.  Il campo magnetico nonuniforme generato dal filo rettilineo vale, per la 

legge di Biot e Savart, 
x

ti
txB o

o
2

,  con direzione e verso indicati in

figura. Dopo aver scelto una opportuna orientazione per la spira quadrata in 

modo che la normale alla spira  abbia la stessa direzione e verso di n̂ oB ,

procediamo al calcolo del flusso concatenato con la spira c:

i(t)

Bo

y

L3L

L
n

x

34ln
22

ˆ

4

3

Lti

x

dx
dy

ti
dSBdSnB o

L

L

L

o

o
ooc . Applicando la 

legge di Faraday-Neuman-Lenz possiamo calcolare la forza elettromotrice indotta nella spira con 

l’equazione tsin
Li

ti
dt

dL

dt

d
f ooc
i

3

4
ln

23

4
ln

2

max . Infine l’intensità di 

corrente indotta nel circuito si ottiene Rfti i2 . Tale corrente è alternata ed ha valore massimo

12

31410210104

3

4
ln

2

317
max

max,2
R

Li
i o  0.288=3.61nA. 

Bo

5.  La spira esterna genera un vettore induzione magnetica che nella regione 

dove è posta la spira interna può essere considerato praticamente uniforme di

intensità
b

I
B Bo

o
2

(campo al centro della spira). Il flusso concatenato è quindi

tI
b

a
aBdSBt B

o

ooc
2

2

2 . La corrente indotta nella spira interna si 
IB

calcola con la legge di Faraday-Neumann-Lenz
dt

d

R
tI c

A

1
ft

bR

fia bo 2sinmax

22

 ed ha

valore massimo
bR

fia
i bo

A

max

22

max 2.48 10
-11

 A. 
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6°prova del 16 Giugno 2006

Lo studente descriva il procedimento e la soluzione degli esercizi proposti. Gli elaborati verranno ritirati 

Mercoledì 21 Giugno e saranno valutati ai fini del superamento dell’esame finale. 

1. Per misurare le masse degli ioni, Dempster utilizzò il 

dispositivo in figura. Nella camera S viene prodotto uno ione 

di carica +q  e di massa m praticamente in quiete. Lo ione

viene quindi accelerato dalla differenza di potenziale V fino

ad entrare, da una fenditura, nella camera C dove è presente 

solo un vettore di induzione magnetica Bo , uniforme e diretto 

come in figura. Nella camera C lo ione descrive un arco di

circonferenza fino ad urtare la parete della camera a distanza L

dalla fenditura. Note le quantità q, Bo, L, V, trovare il valore 

della massa m dello ione.

C

Bo

q

S

V
+

L

Bo

I
2. Calcolare il vettore induzione magnetica Bo nel centro della

spira quadrata di lato a percorsa dalla corrente continua I.

Confrontare il risultato con quello che si avrebbe nel caso di una 

spira circolare di raggio R=a/2
a

L

I

3. Un sottile nastro conduttore, rettilineo, infinito è percorso

uniformemente dalla corrente I. Calcolare il vettore 

induzione magnetica Bo in un punto generico P a distanza x

dal bordo del nastro.

P

x

Bo

R

+Q

h

4. Sulla superficie laterale di un cono di base circolare R ed altezza h, è 

disposta uniformemente la carica Q. Se il cono viene messo in rotazione 

intorno al suo asse di simmetria con velocità angolare costante ,

calcolare il campo di induzione magnetica nel vertice. 

5. Una particella di carica –e, massa m incide al centro di una 

faccia piana di un solenoide molto lungo costituito da un filo 

conduttore avvolto in aria con densità di spire uniforme n=N/L

percorso da una corrente I. La velocità vo forma un angolo  con 

l’asse del solenoide. Calcolare il valore minimo della corrente I

necessaria per far sì che la particella non urti la superficie

laterale del solenoide una volta entrata in esso. Si trascurino gli 

effetti di bordo. [e=1.6 10
-19

 C, m=9 10
-31

 kg, R=1cm, vo= 3 10
5

m/s, n=1000 m
-1

, =30°]

-e, m 

vo RI
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Soluzioni della 6a prova

1. Lo ione prodotto nella camera S ed accelerato dalla differenza di potenziale

V, descrive inizialmente un moto rettilineo acquistando energia cinetica dalla 

posizione (1),  alla posizione (2) di ingresso alla camera C (fig.a). Applicando la 

legge di conservazione dell’energia nelle due posizioni si ottiene 

 dove U=qV  è l’energia potenziale dello ione. Essendo la sua 

energia cinetica iniziale nulla T

2211 UTUT

1=0, l’equazione diventa VqVVqT 212

da cui si ricava la velocità di ingresso mVqmTv 22 22 .  Una volta 

entrato nella camera C lo ione subisce una forza di Lorentz oL BvqF ,

centripeta, che gli fa descrivere un moto circolare uniforme (fig.b). Applicando il 

II principio la forza di Lorentz deve produrre l’accelerazione normale del moto

rmvmaqvBF noL
2 , da cui si ricava il diametro della circonferenza 

oqBmvrL 22 . La velocità v all’interno della camera C è in modulo

costante e pari alla velocità di ingresso v2 da cui 
2

8

oqB

Vm
L  e

V

LqB
m o

8

22

.

S

V
(1)

v2

q

+

(2)
(a)

L=2r

q BoFL

v

O r

(b)

2. La spira quadrata è formata da 4 tratti rettilinei di lato a percorsi dalla comune

corrente I. Ciascun lato genera nel centro della spira un contributo di vettore 

induzione magnetica uscente dal piano del foglio. In generale il contributo Bo1

generato da un segmento rettilineo vale
R

I
B o coscos

4
01  dove nel nostro 

caso essendo = /4, =3 /4, R=a/2 si ottiene 
a

I
B o

4
2201 . Anche gli altri 

tre lati generano singolarmente lo stesso contributo (in modulo, direzione e 

verso). Il valore complessivo è quindi 
a

I
BB o

quadrato
22

4 01 . Esso è

inferiore al campo generato da una spira circolare di raggio R=a/2, che vale 

a

I
B o

cerchio  . Il loro rapporto infatti vale 22/ cerchioquadrato BB 0.9

3. Il nastro conduttore può pensarsi formato da un numero infinito di fili rettilinei 

di spessore infinitesimo dy sui quali scorre la corrente infinitesima di. Il valore di

questa corrente si ottiene dalla proporzione di:I=dy:L da cui dyLIdi . Il 

vettore induzione magnetica infinitesimo dBo creato dal generico filo distante 

(x+y) dal punto di osservazione vale per Biot-Savart 
yx

dy

L

I

yx

di
dB oo

o
22

con direzione entrante nel piano del foglio. Il vettore induzione complessivo Bo si

ottiene integrando il contributo infinitesimo dBo al variare della posizione del filo

y nell’intervallo 0<y<L, da 

cui:
x

L

L

I

x

Lx

L

I

yx

dy

L

I
dBB oo

L
o

oo 1ln
2

ln
22

0

 con il verso indicato in figura. Si 

noti come facendo tendere le dimensioni trasversali del nastro a zero ( ), il termine0L

L

x

dBo
dy

di

y

a/2

I
Bo1

I

a/2

Bo



logaritmico tenda al valore
x

L

x

L
1ln  , ed il vettore induzione tenda correttamente al campo di 

Biot-Savart generato da un filo infinito 
x

I
B o

o
2

 . 

4. Sulla spira di altezza dx in figura 1, la carica in moto rdxSdq 2

crea una corrente rdxdqTdqdi 2  . Tale corrente genera un 

contributo al campo di induzione nel vertice pari a 

dx

xr

r

xr

dir
dB oo

o 2/322

3

2/322

2

2
2

 diretto lungo l’asse. Sfruttando 

la relazione tgxr , si ottiene 

dx
sin

dx

tgx

tgx
dB oo

o
2

12

3

2/322

33

, che integrato su tutte

le spire infinitesimi da 0 ad h dà luogo al campo
2/322

3

2
hR

Rh
B o

o  o 

equivalentemente in termini di 
2

2 22 hRR
Q  si ottiene 

222

2

2
hR

RhQ
B o

o

r(x)

dx

di

Bo

x

R

5. All’interno del solenoide è presente un vettore induzione magnetica

uniforme di intensità nIB oo , diretto lungo l’asse del solenoide. 

L’elettrone entra nel solenoide con una velocità ov  che forma un 

angolo  con . Il moto elicoidale dell’elettrone può essere 

scomposto in un moto rettilineo uniforme lungo l’asse con velocità 

oB

cosov , ed un moto circolare uniforme nel piano ortogonale all’asse 

con velocità iniziale sinvo . In questo piano l’elettrone a causa della 

forza di Lorenz sinBevF ooL , responsabile dell’accelerazione

normale, parte dal punto dell’asse O e descrive un moto circolare 

uniforme orario di raggio r intorno al centro C. Applicando il II

principio
r

sinv
mmaF o

nL

2

 si ricava il raggio di curvatura 

nIe

sinmv

eB

sinmv
r

o

o

o

o . Affinchè l’elettrone non impatti con la

vo
RI

Bovocos

Bo

vosin

O C
-e

R

r

I

superficie laterale del solenoide si deve avere 2Rr  che combinata con la precedente equazione

fornisce il valore minimo della corrente
nRe

sinmv
II

o

o2
min  0.134 A 



FFIISSIICCAA IIII
A.A. 2005-2006

Ingegneria Gestionale 

7  prova del 23 Giugno 2006

1. Due fili infinitamente lunghi paralleli sono percorsi dalle correnti I1

ed I2 disegnate in figura. Una spira rettangolare di lati a,b giace nel 

piano formato dai due fili paralleli ed è percorsa dalla corrente I3.

Determinare la forza agente sulla spira.

I3I1

b

a

b b

I2

2. Una spira quadrata di lato L giace ad una distanza d=3L da un filo 

rettilineo indefinito percorso dalla corrente sinusoidale i(t)=imax

cos( t). Nota la resistenza elettrica R della spira, calcolare 

l’intensità della corrente massima indotta. Si trascuri

l’autoinduzione presente nella spira [Dati: L = 10 cm, imax= 2mA,

=314rad/s, R=1 ]

y

L3L

L
i(t)

x

3. Siano date due spire metalliche concentriche rispettivamente di 

raggio a=1cm e b=1m. Sulla spira grande circola una corrente 

alternata Ib(t)=ibmaxcos( ft). Calcolare l’espressione della corrente

indotta nella spira piccola fornendone il valore massimo. Si assuma

R=5  la resistenza elettrica della spira piccola e si trascurino i 

fenomeni di autoinduzione. [ibmax= 2mA, f=50Hz]

4. Una spira rigida quadrata di lato a e di resistenza elettrica R si muove nel vuoto su di un piano 

contenente un lungo filo rettilineo percorso dalla corrente I, con velocità costante v, mantenendo

uno dei suoi lati parallelo al filo stesso. Ricavare in funzione della distanza L(t) l’espressione 

della forza esterna che occorre applicare alla spira per mantenere costante la velocità di

traslazione.

5. Una barretta cilindrica di rame di resistività  e densità  può 

scorrere mediante contatti striscianti su due guide metalliche

verticali connesse elettricamente fra di loro (come in figura).

Calcolare la velocità limite di caduta quando la barretta è lasciata 

cadere per gravità in un campo magnetico orizzontale uniforme Bo.

v

Bo



FFIISSIICCAA IIII
A.A. 2005-2006

Ingegneria Gestionale 

Soluzioni della 7a prova

1. La spira rettangolare ACDE è sottoposta a forze magnetiche interne ed 

esterne. Le forze magnetiche interne dovute al campo magnetico da essa 

stessa generato hanno risultante nulla e quindi nel caso di una spira rigida non 

danno alcun effetto. Le forze magnetiche esterne sono quelle dovute ai campi 

magnetici Bo1 generato dalla corrente I1 e Bo2 dalla I2. Tali forze esterne sono 

descritte in generale dalla 2
a
 formula di Laplace

231333231 oo BldIBldIFFF . Calcoliamo prima la forza 31F

che può pensarsi come somma la risultante delle 4 forze agenti sui 4 lati della 

spira rettangolar. Le 2 forze sui due lati AC ed ED sono uguali ed opposte e 

non danno alcun effetto, mentre sul lato AE c’è una forza attrattiva di valore 

aII
b

aIBF o
o

AE
313131

2
 maggiore della forza repulsiva sul lato CD che

vale
24

31
313131

AE
o

o
CD F

aII
b

aIBF . La risultante
b

aII
F o

4

31
31  è

b

C

F31
CD

D

I1
I3

Bo1

E

A

F31
AE

b

quindi attrattiva verso il primo filo. Ragionamento analogo deve essere fatto per trovare la forza

risultante , dove le forze che non compensate sono sul lato CD 32F aII
b

aIBF o
o

CD
323232

2

repulsiva e doppia rispetto a quella attrattiva sul lato AE aII
b

aIBF o
o

AE
323232

4
.  La risultante 

b

aII
F o

4

32
32 è quindi repulsiva ed ha ho stesso verso della F31. La risulatnte totale è quindi diretta

verso il primo filo con intensità 32313
4

IIII
b

a
F o

b

CA

F32
CD

D

Bo2

F32
AE

E

I3
I2

b

2.  Il campo magnetico nonuniforme generato dal filo rettilineo vale, per la 

legge di Biot e Savart, 
x

ti
txB o

o
2

,  con direzione e verso indicati in

figura. Dopo aver scelto una opportuna orientazione per la spira quadrata in 

modo che la normale alla spira  abbia la stessa direzione e verso di n̂ oB ,

procediamo al calcolo del flusso concatenato con la spira c:

i(t)

Bo

y

L3L

L
n

x

34ln
22

ˆ

4

3

Lti

x

dx
dy

ti
dSBdSnB o

L

L

L

o

o
ooc . Applicando la 

legge di Faraday-Neuman-Lenz possiamo calcolare la forza elettromotrice indotta nella spira con 

l’equazione tsin
Li

ti
dt

dL

dt

d
f ooc
i

3

4
ln

23

4
ln

2

max . Infine l’intensità di 

corrente indotta nel circuito si ottiene Rfti i2 . Tale corrente è alternata ed ha valore massimo

12

31410210104

3

4
ln

2

317
max

max,2
R

Li
i o  0.288=3.61nA. 



Bo

3.  La spira esterna genera un vettore induzione magnetica che nella regione 

dove è posta la spira interna può essere considerato praticamente uniforme di

intensità
b

I
B Bo

o
2

(campo al centro della spira). Il flusso concatenato è quindi

tI
b

a
aBdSBt B

o

ooc
2

2

2 . La corrente indotta nella spira interna si 
IB

calcola con la legge di Faraday-Neumann-Lenz
dt

d

R
tI c

A

1
ft

bR

fia bo 2sinmax

22

 ed ha

valore massimo
bR

fia
i bo

A

max

22

max 2.48 10
-11

 A. 

4. Il campo magnetico nonuniforme generato dal filo rettilineo vale, per la 

legge di Biot e Savart, 
x

I
xB o

o
2

 con direzione e verso indicati in figura. 

Dopo aver scelto una opportuna orientazione per la spira quadrata in modo che 

la normale alla spira n  abbia la stessa direzione e verso di ˆ oB , procediamo al 

calcolo del flusso concatenato con la spira c:

v, F2n

aL(t)

x

y Bo

I F1

tL

aIa

x

dx
dy

I
dSBdSnBt o

aL

L

L

o

o

ooc 1ln
22

ˆ . Applicando

la legge di Faraday-Neumann-Lenz  possiamo calcolare la corrente indotta nella spira 

aLL

v

R

Ia

dt

d

R
i oc

2

1
2

. Infine applicando la 2 formula di Laplace si ottengono le forze 

aLL

v

R

aI
aiBF o

o 22

322

11
2

 e 
22

322

22
2 aLL

v

R

aI
aiBF o

o . La risultante è quindi attrattiva

222

422

21
2 aLL

v

R

aI
FF o e tende a rallentare il movimento della spira. Per mantenere la spira a 

velocità uniforme è quindi necessario applicare una forza esterna uguale e contraria alla risultante.

l

E
++

++

Bo

vx

A C

FL

i

D
--
--

5. Il movimento della barretta DE causa una variazione di flusso di Bo nel 

circuito ACDE generando una forza elettromotrice indotta xoi lvBf  in accordo

alla legge di Faraday-Neumann-Lenz, dove l è la lunghezza della barretta e v la

sua velocità di caduta. La corrente circola nel verso indicato in figura con valore 

RlvBRfi xoi / . In accordo alla seconda formula di Laplace, sui 4 lati del 

circuito si generano forze attrattive. In particolare sull’unico lato mobile DE si

genera una forza RvlBilBF xooL
22  proporzionale alla velocità di caduta e 

contraria al moto (asse x) ed alla forza peso P=mg. Proiettando il II principio 
x

 sull’asse di caduta x, si ottiene Lx Fmgma  che rappresenta un moto verticale in cui la velocità,

inizialmente nulla, cresce tendendo ad un valore limite asintotico vlim. Tale valore si ottiene

equilibrando le forze  da cui si ottiene LFP 22
lim lBmgRv o . Se esprimiamo la massa della

barretta in funzione della sua densità Slm  e la resistenza elettrica in funzione della resistività

SlR  si ottiene l’espressione finale 2
lim oBgv .
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1. Una piccola sfera di massa m, dotata di carica positiva q, è sospesa

mediante un filo inestensibile di massa trascurabile fra le due armature di 

un condensatore piano disposto in verticale. Dopo aver caricato il 

condensatore, il pendolo si dispone in una nuova posizione di equilibrio 

inclinata di un angolo  rispetto alla verticale. Conoscendo il diametro d

delle sue armature circolari distanziate tra loro di L, determinare per quale 

valore della carica Q il pendolo si inclina di un angolo .

Facoltativo: determinare il valore della tensione del filo.  [Dati: m=10g,

d=10cm, q=1nC]

L

+q+  + 

+  + 

+ + 

d
+ + 

2. Sia data una sfera di centro in B e di raggio R=1m disposta nel vuoto. 

All’interno di tale sfera sia distrbuita  una carica con densità volumetrica

non uniforme in accordo alla legge 

2

1
R

r
r o dove r 

rappresenta la distanza del generico punto dal centro B, essendo 

=10 C/m
3
. Determinate la velocità minima wA con cui deve essere 

lanciata una particella di massa m=10g e di carica q=1 C dal punto A 

distante 2R dal centro della sfera affinché possa raggiungere il centro B. 

B

R

A
r

q, m 2R

wA

3. Il circuito elettrico si trova da lungo tempo nella configurazione 

riportata in figura. Determinate la carica presente sulle armature di 

ciascun condensatore. [Dati: f=8V, R=5k , C1,=4nF, C2,=1nF,

C3,=10nF

4. Un conduttore cilindrico infinitamente lungo di raggio R=5cm è percorso da

una densità di corrente uniforme j=10A/m
2
. Determinare il vettore induzione

magnetica nel punto P1 interno al cilindro e posto alla distanza a=3cm dall’asse

del conduttore. Calcolare anche in quale altro punto P2 esterno al cilindro si 

registra lo stesso vettore di induzione magnetica.

R

2Rf

6R
C3

R

+

C1

4R

C2

aR P1
P2

b

5. Una barretta cilindrica di resistenza elettrica R=20 può scorrere su

contatti elettrici striscianti disposti, sul piano orizzontale, su due guide 

metalliche convergenti con inclinazione  come riportato in figura. 

Assumendo che il moto della barretta sia forzato ad essere rettilineo

uniforme con velocità wo=3m/s, e che sia presente un vettore induzione 

magnetica verticale uniforme  di valore Bo=0.1 T, determinare il verso e 

l’andamento temporale della corrente indotta nel circuito e calcolare il suo

valore dopo t=3ms [Dati: L=3cm, =10°. Si trascurino i fenomeni di 

autoinduzione]

L
wo

do

Bo
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T

+q

P

Fel

1. Nell’ipotesi di distanza fra le armature molto inferiore rispetto al diametro di 

armatura ossia L«d,  il campo elettrico interno al condensatore piano può essere 

assimilato ad un campo uniforme di valore 
2

2d

Q

S

Q
E

oo

o

Il pendolo è soggetto alla forza peso P=mg, alla forza elettrica Fel=qEo e alla sua tensione T

All’equilibrio  vale
mgd

qQ

mg

qE

P

F
tg

o

oel

2

4
  da cui tg

q

mgd
Q

4

2

0 1.82 C

Facoltativo: la tensione è cosPT 0.1 N 

2. Applicando la legge di Gauss, il flusso del campo elettrico uscente da una superficie sferica 

centrata in B e di raggio generico r  vale sempre ooextoo QErdSnEE int

24ˆ  dove 

Qint= =d
3

0

2

2

53

0

2

15

8
44

53
44

RdrrrRr

R

rr
drrrRr

o

R

o

r

  ed il campo Eo

2

3

2

3

int

15

8

53

r

R
E

R

rr
E

Rr

Rr

o

o

ext

o

o

da cui

R

R

ext

R

AB drEdrEVV
2

0

int
RR

R

R

RR

o

o

2

11

15

8

206

3

2

42

o

o R

60

29 2

B

R

A

q, m 2R

wA

Dalla conservazione dell’energia nei punti A,B essendo nulla la 

velocità finale wB=0  si ha    da cui laBAA qVTqV

velocità in A mVqw BAA 2 oo mRq 3029 2
=10.46 m/s.

X Y

WR

2R

Rp

f

C3

R

+

C1

C2

I

Z

3. In condizioni stazionarie la corrente non scorre nei tre condensatori che in 

figura vengono pertanto tratteggiati. La corrente scorre solo nell’unica maglia

secondo il percorso ZWYXZ (i due resistori in parallelo collegati nel ramo

YW sono stati sostituiti da Rp=4R//6R=2.4R=12k ).

La corrente di maglia è
RRRR

f

R

f
I

24.2
0.25mA



Le cariche ai capi dei condensatori 

nC6

3.4nC

5.7333

21

21

21

21
21

CIRfCVVQ

CC

CC
RRI

CC

CC
VVQQ

XZC

pYZcc

4. Il calcolo del vettore induzione magnetica Bo si ottiene a partire dalla legge di circuitazione di

Ampere applicato ad una circonferenza di raggio r concentrica al conduttore. 

Per punti interni al conduttore r<R

R

r

Bext

S

j

Sint int

ext

Bint

a P1

P2

b

2

int
int

ˆ2 rjdSnjrBldB o

S

ooo  da cui
2

int

jr
rB o

Quindi nel punto P1 si ha
2

int

ja
aB o 0.19 T

Per punti esterni al conduttore r>R

2ˆ2 RjdSnjrBldB o

S

oo
ext

o    da cui
r

jR
rB o

ext
2

2

Quindi dalla aBbBext int)(   si ottiene quando aRb 2
8.3 cm

L wo
Bo

do wot

bn

5. Scelto il verso di percorrenza del circuito elettrico come indicato in figura, 

il vettore induzione magnetica Bo risulta equiverso alla normale n del dominio

sul quale viene calcolato il flusso conacatenato. Il flusso vale quindi 

SBdSBdSnB oooc
ˆ

dove la superficie complessiva S si ottiene sommando l’area del rettangolo iniziale So=doL,

all’area del trapezio Strap=(L+b)wot/2   ove la base minore vale b=L- 2 wot tg

L’area totale è quindi  data dalla relazione S=So+Strap=doL+(L-wot tg )wot

La forza elettromotrice indotta vale quindi tgtwLwB
dt

dS
B

dt

d
f oooo

c
i 2

L’andamento temporale della corrente indotta è tgtwL
R

wB

R

f
i o

ooi 2

che calcolata al tempo t*=3ms  dà luogo alla corrente indotta i(t*)= - 0.402 mA

circolante quindi nel verso opposto a quello indicato in figura. 
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'

O’

O

P

R’

A

B

R

x
1. Una sfera di centro O’ e di raggio R’=3cm è uniformemente carica con 

distribuzione volumetrica ’=30 C/m
3
. Questa sfera si trova all’interno di una 

sfera più grande di centro O e di raggio R=4cm. Le due sfere si trovano in 

condizione di tangenza nel punto B. Lo spazio fra le due superfici sferiche è 

riempito con un a densità di carica volumetrica =10 C/m
3
. Determinare il 

campo elettrico in un punto P interno al segmento AB a distanza x=2cm da O 

come in figura . Facoltativo: calcolare la differenza di potenziale VA-VB

2. Calcolare l’energia che sarebbe necessaria per costruire un elettrone, ipotizzando che la carica 

negativa di valore assoluto e=1.6·10
-19

 C  sia distribuita uniformemente all’interno di una sfera di

raggio R=2.8·10
-15

m. Dare inoltre una stima della massa a riposo dell’elettrone eguagliando 

l’energia elettrostatica precedentemente calcolata con la nota formula di Einstein E=mc
2
 dove 

c 300000 km/s rappresenta la velocità della luce. 

L23. Il circuito RC in figura è costituito da un 

condensatore cilindrico di lunghezza L1=1m le cui 

armature si trovano rispettivamente alle distanze

a=9.95cm e b=10cm dall’asse. Il condensatore è 

completamente riempito con un dielettrico di costante 

dielettrica relativa r=65. Il resistore è invece formato

da un cilindro conduttore cavo di piombo di resistività

=20.7·10
-8

m, di lunghezza L2=2m dove scorre una 

corrente uniforme attraverso la sezione metallica

delimitata fra il cerchio interno di raggio c=0.45mm e 

quello esterno di raggio d=0.5mm. Sapendo che la batteria f=15V comincia a caricare il 

condensatore, inizialmente scarico, dopo la chiusura dell’interruttore al tempo t=0, determinare la

carica sul condensatore dopo l’intervallo t=3 s. Facoltativo: determinare il lavoro compiuto dal

generatore e l’energia persa per effetto Joule fino al tempo t.

R

C

f

+

T

cd

a

b

L1

G

D

aa

=30°

I
4. Il circuito elettrico mistilineo DEFG descritto in figura è percorso da una 

corrente I=25mA circolante in senso orario. Sapendo che i tratti DE ed FG 

sono archi di circonferenze concentriche di medesima apertura angolare 

30° e di raggi rispettivamente  a=3cm e a+ a=5cm, calcolare il vettore

induzione magnetica generato nel centro C 

E

C
F

L

c

I2
I1

5. Un sottile nastro conduttore, rettilineo, molto lungo è percorso 

uniformemente dalla corrente I2=1A. Un filo rettilineo anch’esso

molto lungo, parallelo al nastro, è percorso da una corrente I1=1A.

Determinare la forza agente per unità di lunghezza sul filo [c=1m, 

L=10cm]
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1. La distribuzione in esame può pensarsi come sovrapposizione di due distribuzioni sferiche 

uniformi: (1) una distribuzione sferica di raggio R e centro in O con densità uniforme 

     (2) una distribuzione sferica di raggio R’ e centro in O’ con densità uniforme '

Si noti che le due sfere sono eccentriche poiché OO’=d=R-R’=1cm  e che il punto P richiesto si 

trova all’interno di entrambe le sfere. 

Campo elettrico interno alla prima sfera (1):

Per calcolare il campo elettrico E1 in P si applica

la legge di Gauss alla sfera di raggio OP=x 

oo

x
Q

ExE

3

int
1

2

1

3

4

4

da cui xxE
o3

1

(se x<0 viene E1<0 ossia in verso opposto all’asse x)

x

O

P

x

R
A

B
(1)

E1

(2)

B

O’

O '-

P

x-d

A

E2

d

R

R’

Campo elettrico interno alla seconda sfera (2):

Per calcolare il campo elettrico E2 in P si applica a legge di Gauss alla sfera di raggio O’P=x-d 

da cui dxxE
o3

'
2 .  Il campo totale è quindi

o

tot

xd
EEE

3

''
21

Il campo elettrico calcolato in P  vale quindi 
o

P
tot

xd
PE

3

''
1.5 ·10

4
 V/m

Facoltativo: il punto A si trova in xA= d-R’ = R-2R’. Il punto B si trova in xB=R. La differenza di 

potenziale vale

xB

xA

totBA dxEVV
o

AB
AB

xx
xxd

3

2
''

22

o

RRR

3

''2
=226 V 

2. L’energia spesa per costruire un elettrone, pensato come una sfera uniformemente carica,

coincide con il calcolo dell’energia elettrostatica di una sfera di raggio R con una carica distribuita

uniformemente nel volume
3

3

4
R

e

dV

dq
. Applicando la legge di Gauss è possibile ottenere il 

modulo del campo elettrico interno 
3int

43 R

re
rE

oo

o , ed esterno 
22

3

43 r

e

r

R
E

oo

oext

La densità di energia elettrostatica
62

222

int

int
422 R

reE
w

o

ooo  , 
42

22

422 r

eE
w

o

ooexto
ext

Che integrata da luogo alla energia elettrostatica



R

e
drrwdrrwU

oR

ext

R

o
45

3
44

2
22

int = 4.9· 10
-14

 J. Una stima della massa dell’elettrone

si ottiene quindi eguagliando U=E=mec
2
  da cui

R

e

c

U
m o

e
45

3
2

2
5.5· 10

-31
 kg    che dà  una

idea dell’ordine di grandezza di tale massa.

3.  Nel circuito elettrico descritto in figura la resistenza vale 
22

22

cd

L

S

L
R 2.78

la capacità del condensatore cilindrico vale
ab

L
C ro

ln
2 1 0.72 F ,

ed il tempo di carica del condensatore, risultante dal loro prodotto è quindi RC 2 s

L’espressione della carica sul condensatore  è quindi tfCtq exp1  con fC=10.8 C

che calcolata in t=3 s  fornisce il valore tfCtq exp1 8.4 C

4. Guardando attentamente la 2°  formula di Laplace per la generazione del vettore induzione

magnetica
34 r

r
lIdBd o

o  ci accorgiamo che i tratti EF e GD non contribuiscono al 

vettore induzione magnetica nel punto C poiché rld // .  Sui tratti FG e DE invece ld r  ed i

contributi elementari hanno valore massimo
24 r

Idl
dB o

o .I contributi degli interi tratti sono 

FGB
G

F

o

G

F

o dl
a

I
dB

24 a

Io

4
  con verso uscente dal piano del foglio 

DEB
E

D

o

E

D

o dl
aa

I
dB

24 aa

Io

4
 entrante nel piano del foglio 

il vettore totale in C vale quindi
aaa

aI
BBCB o

DEFGo
4

1.75· 10
-8

 T

G

D

=30°

aa

I

E

C
F

con verso uscente dal piano del foglio 

5. Il nastro può venire decomposto in fili di spessore infinitesimo dx 

percorsi dalla corrente infinitesima
L

dx
Idi 2 che genera nel punto A 

un contributo dBo che vale per Biot-Savart
xc

di
dB o

o
2

. Il vettore 

induzione magnetica si ottiene integrando tutti i contributi prodotti nel 

punto A dal nastro come

segue
c

L

L

I

cx

dx

L

I
dBB o

L
o

oo 1ln
22

2

0

2 . La forza attrattiva che si esercita per unità di 

lunghezza sul filo vale 
c

L

L

II
BI

dl

dF o
o 1ln

2

12

1 =1.9  10
-7

 N/m

I1

di

c

0

A

dBo

x

I2

L
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R

C

+

+
+

+
+

+

+

+
+

+
+

1. Una carica Q=10 C è distribuita uniformemente lungo la spezzata a 

forma di lettera D indicata in figura dove la semicirconferenza è di raggio 

R=10cm mentre il tratto rettilineo viene interrotto per una lunghezza =2cm.

Determinare il lavoro necessario per portare una carica q=2 C nel centro C 

della distribuzione 

2.  Calcolare la capacità del condensatore piano costituito da due 

armature  quadrate di lato a=5cm poste alla distanza d=3mm come

riportato in figura. All’interno del condensatore è inserito un dielettrico 

parallelepipedo di costante dielettrica relativa r=5 spessore b=1mm

inserito per una lunghezza x=2cm (la terza dimensione non evidenziata in 

figura è ancora a=5cm). Facoltativo: supponendo che la carica presente 

nel condensatore sia costante Q=30 C calcolare la forza di risucchio 

subita inizialmente dal dielettrico quando esso si trova inserito di x

d b

+ + + + + + + +

- - - - - - - - - - - - - - - -- - -- -x

+ + + + + + + + + + + + + + +
- - - - - - -- - - 

a

3. Un ponte di Wheatstone è da lungo tempo alimentato da una batteria 

f=10V collegata con una resistenza interna Rint=1.8k e con le quattro 

resistenze del ponte R1=2k ,  R2=4k , R3=2k , R4=12k  come descritto

in figura.  A causa dello sbilanciamento del ponte il condensatore di 

capacità C=20 F sul ramo AB ha accumulato una energia elettrostatica Eo.

Supponendo di aprire l’interrutore T al tempo t=0, determinare l’energia 

residua dopo un tempo t=5ms e le quote di energia dissipata per effetto 

Joule su ciascuna delle 4 resistenze del ponte.

t 0

C

R1
f +

Rint

R2

R4R3

A B

T

4. Il circuito in figura è costituito da una batteria di forza

elettromotrice f=1V e da un cilindro conduttore cavo di 

piombo di resistività =20.7·10
-8

m, di lunghezza L=5m dove

scorre una corrente uniforme attraverso la sezione metallica

delimitata fra il cerchio interno di raggio a=0.8mm e quello 

esterno di raggio b=1mm. Determinare il vettore induzione 

magnetica  interna al cilindro in un punto A a distanza (a+b)/2

dall’asse. Si trascurino le cadure ohmiche sugli altri tratti di 

circuito ed i rispettivi contributi magnetici. Facoltativo:

Determinare in quale punto D esterno al cilindro (a distanza

r>b) si osserva la stessa intensità dell’induzione magnetica.

L

Rf

+ ab

A

b

a

r

D

I2

c

R
I2

I1

5. Un filo rettilineo, molto lungo è percorso uniformemente dalla 

corrente I1=1A. Una spira a forma di lettera D con un tratto 

circolare di raggio R=1m ed un tratto rettilineo distante c=50cm

dal primo filo è percorso dalla corrente I2=0.5A. Determinare la 

forza agente su tutta la spira.



UUnniivveerrssiittàà ddii RRoommaa ““LLaa SSaappiieennzzaa””

FFaaccoollttàà ddii IInnggeeggnneerriiaa

FFIISSIICCAA IIII
A.A. 2006-2007 

Ingegneria Gestionale  (M-Z) 

2° appello  del 20 Luglio  2007 

(b)

D

C

+

+
+

+

+
+

+

R

dqB

+
+

+
+

(a)

dq

x

R1. Calcolo del potenziale elettrico nel punto C

 La carica Q è distribuita con una densità lineare 

R

Q

DEBDAB

Q

2
=20.2 C/m

Il potenziale elettrico può scomporsi nei potenziali 

elettrici delle due distribuzioni (a) e (b) 

2R

D

B

E

R
+

+

+
+

+
+

+

+
+

+
+

A

(a)

R

o

R

ooR o

a R

x

dx

x

dx

x

dx
CV

2 2

2
2

ln
24

2
44

(b)
D

B o

D

Boo

D

B

bb dl
RR

dq
dVCV

44

1

4

da cui
R

CVCVCV
o

ba 2
ln

2
1

4
1.41·10

6
 V

il lavoro esterno necessario per portare la carica q dall’infinito al punto C  vale quindi

CqVVCVqLL elext
2.82 J

2. Il dispositivo può essere visto come la composizione di un

condensatore di capacità 
d

xaa
C o1 locato nel semispazio sinistro, 

in parallelo con la serie dei due condensatori del semispazio destro 

bd

ax
C o2   e  quello relativo alla lastra dielettrica

b

ax
C ro3 .

La capacità complessiva dei condensatori in serie è
r

roserie
bdb

ax

CC

CC
C

23

23 .

B

A

d

x

C
a-x

F

ax

d-b

bC

C

a(a-x)

La capacità totale del dispositivo è invece data dal parallelo di C1 e Cserie

r

rr
oserietot

bdbd

xbbdba
aCCxC

1
1 =8.44 pF   e dipende dal grado di inserzione x 

Facoltativo: La forza di risucchio può venire calcolata dal gradiente dell’energia elettrostatica 

U(x) che dipende dal grado di inserzione x 

r

ro

tot

tot

tottot

x
bdbd

ab

C

Q

dx

dC

C

Q

xC

Q

dx

d

dx

dU
F

1

222

2

2

22

339 N  (lungo asse x)



T

R2

R4

R1f +

R3

(a)

A B

P

Rint

Rp

f +

T

I2

Im

(b) P

I1

Rint

3.  Fase di carica del condensatore: 

Prima dell’apertura dell’interruttore per t<0 il circuito è in condizione 

stazionaria. Il condensatore è carico e si comporta come un circuito

aperto (vedi fig.a). Il circuito può essere riportato ad una maglia unica. 

La corrente I1 attraversa in serie R1, R3 riassunte in Rs1=R1+R3=4k

La corrente I2 attraversa in serie R2, R4 riassunte in Rs2=R2+R4=16k

Le due resistenze Rs1 ed Rs2 sono equivalenti ad una unica resistenza 

parallelo (fig.b) 
21

21

ss

ss
p

RR

RR
R 3.2k

La corrente di maglia erogata dal generatore è 
p

m
RR

f
I

int

2mA

In fig.(a)  le correnti nei due rami PA e PB si calcolano con il partitore di corrente: 

m

ss

s
m

s

p

m I
RR

R
I

R

R
II

5

4

21

2

1

1 1.6 mA, m

ss

s
m

s

p

m I
RR

R
I

R

R
II

5

1

21

1

2

2 0.4 mA 

Tensione sul condensatore 
1122 RIRIVVVVVVV APBPBAC

-1.6 V 

Energia iniziale condensatore: 
22

22 CV

C

q
E co

o 25.6 J

(c)
R1

+A B
C

R3

R2

R4

Fase di scarica del condensatore:

quando l’interruttore viene aperto e la batteria disinserita il 

condensatore si scarica attraverso le quattro resistenze come riportato 

in figura (c). La resistenza equivalente di scarica si ottiene effettuando

il parallelo 6k //14k  k4321 // RRRRReq

da cui il tempo caratteristico di scarica CReqsc  84ms 

(d)

Req

+A B
C

La carica sul condensatore è quindi sco tqtq exp

e l’ energia scosc
o tEt
C

q

C

tq
tE 2exp2exp

22

22

22.7 J

la corrente complessiva erogata da C è sc

sc

o t
q

ti exp

la corrente che attraversa R1 ed R2 è invece sc

eq

o

i

i

R t
CR

q
ti

R

RR
ti exp

10

743

1

da cui l’energia dissipata su R1 è sco

i

i

t

o

RR tE
RR

R

R

RR
dtRiP 2exp1

21

143

1

2

11 0.67 J

analogamente per le altre resistenze si trova 2RP 1.34 J, 3RP 0.12 J, 0.74 J2RP



4. Calcolo della resistenza elettrica:
22 ab

L

S

L
R

Calcolo dell’intensità di corrente elettrica: 22 ab
L

f

R

f
I =1.09 A

L

Rf

+ ab

Calcolo della densità di corrente elettrica:
L

f

S

I
j 9.66·10

5
 A/m

2

Calcolo vettore induzione magnetica B1 interno: applicando la legge 

di circuitazione di Ampere sulla circonferenza L1  di raggio  r1=(a+b)/2

r2

b

a

L1

r1 B1

L2

22

1int11

1

1

1

1 2 arjIrBdlBldB oo

LL
B2

da cui
1

2

1

1

22

1
1

22 r

a
r

L

f

r

arj
B oo 1.15·10

-4
 T

Facoltativo: Calcolo vettore induzione magnetica B2 esterno: applicando la legge di circuitazione 

di Ampere sulla circonferenza L2  di raggio  r2

22

22

2

2

2

2 2 abjIrBdlBldB ototo

LL

       da cui
2

22

2
2 r

abj
B o

5. La spira può venire decomposta in un tratto rettilineo di lunghezza 2R 

(caso a in figura)  ed una semicirconferenza di raggio R (caso b in figura) 

(a)

x

c

I2

B1

F21a

I1

Calcolo della forza agente F21a  sul tratto rettilineo (a)

Applicando la 2 formula di Laplace 1221 BldIFd a
2R

dalla legge di Biot-Savart,
c

I
B o

2

1

1  con verso entrante come in figura 

quindi dl
c

II
dF o

a
2

21

21  con verso attrattivo (diretto nel verso -x) 

La forza totale lungo x si ottiene integrando i contributi elementari
c

RII
F o

a
21

21 = -4·10
-7

 N

I2

(b)
dF21b

dFx

dFy

dFy

dFx

I2

I1

B1

R

Rsinc

Calcolo della forza agente F21b  sul tratto semicircolare (b)

Applicando la 2 formula di Laplace 1221 BldIFd b

dl
Rc

II
dF o

b
sin2

21

21  con verso radiale esterno, dove Rddl



A causa della simmetria del problema la forza complessiva cui è soggetto il tratto semicircolare è 

solo lungo l’asse x poiché è sempre individuabile un elemento di corrente che subisce una forza 

complementare che annulla la componente y.

Quindi
0

21

2121
sin

sin

2
sin d

Rc

RII
dFdFF o

bxb

Sapendo che l’integrale  ha soluzione in forma chiusa

22

22

22

0

22

22

220

0

ln
2

2
ln

sin

sin

cRR

cRR

cR

c

cRRxctg

cRRxctg

cR

c
xd

Rc

R

possiamo concludere 
22

22

22

21

21 ln
2 cRR

cRR

cR

cII
F o

b
1.62·10

-7
 N

La forza complessiva lungo x è baxtot FFF 2121, - 2.38·10
-7

 N  (attrattiva verso opposto asse x).



1. Una carica è distribuita uniformemente lungo la linea descritta in figura 
costituita da due semirette parallele distanti d=10cm raccordate esattamente 
ad una semicirconferenza di raggio R=d/2 con distribuzione lineare 
λ=15µC/m. Determinare il vettore campo elettrico nel centro O della 
semicirconferenza. 

2. Un sistema di tre cariche è disposto lungo l’asse riportato in figura. 
Determinare l’espressione dell’energia elettrostatica che compete alla 
configurazione descritta. Al variare della posizione della carica negativa 
lungo l’asse x determinare il valore dell’energia configurazionale massima 
e far notare come esso corrisponda ad una posizione di equilibrio xeq per la 
carica negativa. [Dati: d=5cm, q1=1µC, q2=3µC, q=2µC]. 
Facoltativo: dare l’espressione dell’energia configurazionale quando la 
carica negativa viene disposta nel punto P(xeq, y=3cm)  

3. Un ponte elettrico formato da sole capacità è alimentato da una batteria che 
mantiene costante la differenza di potenziale VD-VE=10V. Calcolare la carica 
presente su ciascun condensatore e la differenza di potenziale VA-VB. 
Facoltativo: determinare quale nuovo valore della capacità C3 realizza un 
bilanciamento del ponte (VA=VB). [Dati: C1=2µF C2=6µF, C3=10µF, C4=8µF]  

4. Il circuito descritto in figura è costituito da due fili conduttori, semi infiniti,  
paralleli, distanti d=15cm, raccordati esattamente ad un filo conduttore a 
forma di semicirconferenza di raggio R=d/2. Il circuito è percorso da una 
corrente costante I=3A. Determinare il vettore induzione magnetica ed il 
vettore campo magnetico nel centro O della semicirconferenza. 

5. Una spira quadrata di lato a e di massa trascurabile è vincolata a ruotare 
senza attrito attorno all’asse passante per il punto O ortogonale al piano del 
foglio. La spira è immersa in un campo di induzione magnetica B uniforme 
diretto come in figura. Ad un estremo della spira è appeso un blocco di 
massa m che deve essere sollevato dalla macchina. Si stabilisca il minimo 
valore della corrente Imin che deve circolare nella spira per riuscire a far 
ruotare la spira in senso orario e sollevare così il blocco. [Dati: B=1T, 
m=200g, a=10cm]  
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1a) campo elettrico generato dai due fili rettilinei:

Il contributo elementare al campo elettrico in O è
224 Rx

dx
dE

o

o

Per ragioni di simmetria il campo è diretto lungo l’asse x ed il contributo 

elementare utile è quindi
22224

cos
Rx

x

Rx

dx
dEdE

o

oox
dx

O

x

2R

R

dx

x

dEo

dEox

dEo
sim

Il campo totale si ottiene integrando in dx lungo tutto il filo e raddoppiando il risultato

0 0

222/322 2

1

4
2

4
2

RRxRx

xdx
E

ooo

fili

ox
dove

12

122
22

n

Rx
xdxRx

n
n

con  n = -3/2  -1 

1b) campo elettrico generato dalla semicirconferenza:

Il contributo elementare al campo elettrico in O è
24 R

Rd
dE

o

o

Per ragioni di simmetria il campo è diretto lungo l’asse x ed il contributo 

elementare utile è quindi
R

d
dEdE

o

oox
4

cos
cos

d = Rd

+

+
+

+
+

O

dEo

dEo
sim

R

dEox

x

+

dx

(il contributo è contrario asse x). Il campo totale si ottiene integrando in d

R
d

R
dEE

oo

ox

circ

ox
2

cos
4

2

2

    da cui il campo totale 0circ

ox

fili

ox

tot

o EEE

2. Energia configurazionale del sistema:
xd

qq

x

qq

d

qq
U

o

config 2121

4

1

L’energia raggiunge il valore minimo -  quando x=0 o x=d. Entrambe sono posizioni di equilibrio 

stabile verso le quali  la carica negativa è attratta. La ricerca sistematica di punti di massima energia 

configurazionale si effettua annullando la derivata prima:

per  x<0 0
4 2

2

2

1

0 xd

q

x

qq

dx

dU config

senza soluzione 

per  0<x<d 0
4 2

2

2

1

0 xd

q

x

qq

dx

dU config

   da cui 02 2

11

2

21 dqdxqxqq

per  x>d 0
4

2

2

2

1

0 xd

q

x

qq

dx

dU config

senza soluzione



La soluzione dell’equazione di 2° grado porta d
qq

qqq
x

21

211

2/1   di cui una non è accettabile 

perché esterna all’intervallo ipotizzato. d
qq

qqq
xeq

12

121
1.83 cm per il quale U

el
= -2.15J

Tale punto è di equilibrio instabile, ossia in esso si annullano le forze sulla carica –q, ma

nell’intorno di tale punto nascono forze che tendono a farla allontanare definitivamente.

Facoltativo: nel punto P(xeq=1.83cm, y=3cm) l’energia elettrostatica vale

22

2

22

121

4

1

yxd

qq

yx

qq

d

qq
PU

o

config -0.71 J 

D

C1

C4

C3

E

A B
C2

+QB

+QB

+QA

+QA3. Lo stato di carica dei condensatori è determinato dal processo di carica che 

avviene dai capi D ed E del ponte. In questo caso la coppia di condensatori 

(C1 , C3 ) è in serie come anche la coppia (C2 , C4 ). 

La carica su ciascuna coppia è quindi:

31

31

CC

CC
VVQ EDA 16.7 C  ,

42

42

CC

CC
VVQ EDB 34.3 C

31

3

42

4

12 CC

C

CC

C
VV

C

Q

C

Q
VVVVVV ED

AB
ADBDBA -2.62 V 

Facoltativo:

il ponte è in equilibrio quando 
31

3

42

4

CC

C

CC

C
ossia

2

41
3

C

CC
C 2.67 F

4a) Induzione magnetica generata dal filo rettilineo:

contributo infinitesimo d
R

I
dx

r

I

r

rldI
dB ooofilo

o sin
4

sin

44 23

O

R

dBo

x

r

x

Idx
induzione magnetica

R

I
d

R

I
dBB oofilo

o

filo

o
4

sin
4

2

0

Induzione magnetica generata dai due fili rettilinei:  per simmetria
R

I
BB ofilo

o

fili

o
2

2

4b) Induzione magnetica generata dalla semicirconferenza:

dBo
O

 Idl

R

contributo infinitesimo dl
R

I

r

rldI
dB oosemi

o 23 44



induzione magnetica
R

I
dl

R

I
dBB oosemi

o

semi

o
44 2

Induzione magnetica complessivo: 2
4 R

I
BBB ofili

o

semi

o

tot

o =2.06·10
-5

 T 

Campo magnetico complessivo: 2
4 R

I
BH o

tot

o =16.4 A/m 

5. Al passaggio della corrente si registra una forza magnetica su 

ciascun dei 4 lati della spira. La forza totale è complessivamente

nulla (le forze sui lati opposti si controbilanciano), ma il momento

meccanico generato dalle forze F=IaB sui lati UV e WZ tende a far 

ruotare la spira in senso orario sollevando il blocco m.

P=mg B

V

O

z

U

F=IaB

m=Ia
2

c

W

c

F=IaB

BmM mecc

)1(
  che proiettato lungo z sinsin 2)1( BIamBM z

o alternativamente sin
2

22)1( a
IaBFcFcFcM z

Z

(dove la distanza di O dalla linea di azione della forza è sin
2

a
c )

Il peso del blocco di massa m genera però un momento meccanico resistente positivo che

tenderebbe a far ruotare il sistema in senso antiorario sin
2

)2( a
mgPcM z

La condizione di sollevamento si ha quando 

0)2()1(

zz

tot

z MMM  (rotazione antioraria) ossia
aB

mg
I

2
9.8 A
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4° appello del 17 Dicembre  2007
2a

1. Della carica elettrica è distribuita lungo due segmenti contigui mutuamente

ortogonali di medesima lunghezza 2a=10cm, ma con densità lineica

differente 1=30 C/m e 2=40 C/m. Determinare il vettore campo elettrico

(modulo, direzione e verso) generato dalla distribuzione nel punto O che si 

trova alla medesima distanza a=5cm dai due segmenti.

1

2a

2

+

+++

+
+ +

+ O

+
+

a

a

Eo

2. Sia data una sfera di centro in O e di raggio R disposta nel vuoto. 

All’interno di tale sfera sia distribuita  una carica con densità volumetrica

non uniforme in accordo alla legge BrAr dove r rappresenta la 

distanza del generico punto dal centro O. Calcolare il modulo del campo 

elettrico Eo(r) in tutto lo spazio. 

I
a

c

O

C

=50°

D

E F

G
=30° H

b

4R

4R

+ 3f

2R

C

T t 0

+

O

R

3. Il circuito in figura è da lungo tempo nella configurazione riportata con 

l’interruttore T chiuso. Determinate la carica presente sulle armature del 

condensatore. Nell’istante t=0 l’interruttore T viene aperto. Determinare

il nuovo valore della carica che si instaurerà permanentemente fra le

armature del condensatore dopo lungo tempo. Facoltativo: dare

l’espressione della carica sul condensatore q(t) per t>0 e fornirne il valore 

dopo un tempo t=2ms [f=5V, R=2k , C=2 F

f

4. Il circuito elettrico mistilineo CDEFGH descritto in figura è percorso da 

una corrente I=25mA circolante in senso orario. Sapendo che i tratti DE, 

FG ed HC sono archi di circonferenze concentriche rispettivamente di 

aperture angolari 0°, 0°, 0° e di raggi rispettivamente

b=4cm, c=5cm, a=3cm, calcolare il vettore induzione magnetica generato 

nel centro O. Si noti come i tratti CD, EF, GH sono tutti radiali.

L

c

I2

I1

5 Un sottile nastro conduttore, rettilineo, molto lungo è percorso

uniformemente dalla corrente I2=1A. Un filo rettilineo anch’esso

molto lungo, parallelo al nastro, è percorso da una corrente I1=1A.

Determinare la forza agente per unità di lunghezza sul filo [c=1m,

L=15cm]
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1. Calcolo del campo elettrico generato da una carica uniformemente 

distribuita lungo un segmento rettilineo. Calcolo lungo la mediana 

B

A
2

2a

+
+

+
+ O

+
+

x Eo2

Per ragioni di simmetria il campo elettrico generato dalla seconda distribuzione 

in tutti i punti della mediana del segmento AB risulta ortogonale al segmento

stesso e con un modulo

22

2
2

2 xa

a

x
xE

o

o   che per  x=a
a

OE
o

o
22

2
2

Calcolo analogo per la prima distribuzione lungo il segmento BC porta a 

1

C+++ +

O

+B

y

2a

Eo1

22

1
1

2 ya

a

y
yE

o

o  che per  y=a
a

OE
o

o
22

1
1

Componendo i due contributi di campo si ha 
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+
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+ O
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+
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Eo1 Etot
2

1

aa
EEE

o
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tot

o
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2

2

1 =1.27·10
7
V/m

con inclinazione (rispetto orizz.)
2

1

02

1 arctanarctan
E

Eo 36°52’

2. Per la simmetria del problema Eo(r) è radiale e viene calcolato applicando la legge di Gauss.

R

int

Eo

n
r

Per i punti interni  r<R

il flusso uscente da int vale 
o

oo

Q
rErdSnE int2

int

int 4ˆ

ove
43

444
43

0

32

0

2

int

BrAr
drBrArdrrdVQ

rr

Combinando si ricava il campo interno
oo

o

BrAr
rE

43

2

int,

R

n

Eo(r)

r

ext

Per i punti esterni  r>R

il flusso uscente da ext vale 
o

tot
o

ext

oext

Q
rErdSnE 24ˆ
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43

0
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0

2 BRAR
drBrArdrrdVQ

RR

tot .

Combinando si ricava il campo esterno
2

43

,
12

34

r

BRAR
rE

o

exto

3. Analisi del circuito per t<0 

Prima dell’apertura del circuito la carica nel condensatore ha raggiunto da 

lungo tempo il suo valore asintotico di regime Qo. Per determinare tale 

valore è sufficiente ipotizzare che nel ramo contenente il condensatore e la 

resistenza R non scorra corrente. La corrente scorre solo nella prima maglia:

4R

4R

+
3f

2R

C

t<0

+

E

+

A

B

D

I
f

R

f

RR

ff

R

f

I

h

h

k

k

444

3

La differenza di potenziale sul ramo AD vale:

fIRfVVVVVV DBBADA 243

Tale differenza è anche quella che si instaura ai capi del condensatore Vc, infatti

fVVVVVVV CDEEADA 20     da cui fCVCQ co 2 20 C

Analisi del circuito per t 0 t 0
Dopo l’apertura dell’interruttore nel circuito si disattiva la prima maglia e si attiva 

la seconda. Il condensatore si carica ulteriormente fino a Qf  ossia fino a quando il 

flusso di corrente nel nuovo circuito RC non termini. A quel tempo il

condensatore ha eguagliato la differenza di potenziale della batteria che lo carica 

4R

3f +

2R

C+

fVc 3   da cui fCVCQ cf 3 30 C

Facoltativo:  il processo di carica di un condensatore già parzialmente carico si ottiene imponendo

q(t=0)=Qo alla soluzione dell’equazione differenziale di carica. L’espressione della carica diviene 

quindi

tQtQtq fo exp1exp   dove RC6 24ms

La carica totale presente sul condensatore al tempo t*=2ms è quindi

12/1exp112/1exp* fo QQtq 20.8 C

4. Applicando la 2°  formula di Laplace
34 r

r
lIdBd o

o  è subito evidente che i tratti radiali

EF,  GH, CD non contribuiscono al vettore induzione magnetica nel punto O poiché rld // .



Sugli archi DE, FG, HC invece ld r ed i contributi elementari hanno valore massimo

24 r

Idl
dB o

o con direzione ortogonale al piano del foglio e verso uscente se la corrente 

sull’arco gira in verso antiorario.  I  3 contributi sono quindi: 
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4

l’induzione magnetica totale è
cba

I
BBBOB o

HCFGDEo
2121

4
3.56· 10

-8
 T 

5. Il nastro viene scomposto in fili di spessore infinitesimo dx percorsi

dalla corrente infinitesima
L

dx
Idi 2  che genera nel punto A, in accordo

alla legge di  Biot-Savart, un contributo 
xc

di
dB o

o
2

.

Integrando tutti i contributi prodotti nel punto A dal nastro

si ottiene il vettore induzione complessivo
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L
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dx

L

I
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L
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oo 1ln
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La forza attrattiva che si esercita per unità di lunghezza sul filo vale
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1 =1.86  10
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