
Auteri e Quartapelle: FLUIDODINAMICA. Capitolo 1 – pagina 1 Settembre 28, 2007

1

CAPITOLO 1

Statica dei fluidi

Introduzione Come sovente accade, anche in questa trattazione introduttiva alla
meccanica dei fluidi partiremo dallo studio della statica, cioè dei fenomeni che caratte-
rizzano i fluidi in quiete. Questo approccio ci consentirà infatti di introdurre il concetto
di fluido come unmezzo continuo e di familiarizzare con alcuni operatori differenziali
e con alcune tecniche matematiche che verranno utilizzate anche in seguito.

Dopo la parte introduttiva,enunceremo la legge fondamentale della statica dei fluidi
illustrandone alcuni corollari, costituiti dalle leggi diStevino, di Pascal e di Archimede,
assieme ad alcune applicazioni significative come il calcolo della distribuzione di
pressione nell’atmosfera o il funzionamento degli strumenti per la misura di pressione
in un fluido. Pur nella loro apparente semplicità, le leggi della statica dei fluidi
rivestono un enorme interesse dal punto di vista tecnico e applicativo: l’importanza del
loro studio e di una loro adeguata comprensione non deve quindi essere sottovalutata.

1.1 Proprietà dei fluidi

Nella nostra introduzione alla dinamica dei fluidi considereremo il fluido come un
continuo. Questa assunzione significa che tutte proprietà del fluido che saranno oggetto
della nostra analisi sono riferite al comportamento macroscopico e fenomenologico del
fluido. In realt̀a, a causa della struttura discreta della materia, il fluidoè costituito da
un numero molto grande di particelle microscopiche: gli atomi e le molecole. Tutte
queste particelle interagiscono fra loro conformementeaiprincipi della meccanica di un
sistema di punti materiali, ma l’enorme grandezza del loro numero rende praticamente
impossibile procedere a una descrizione individuale dettagliata del loro movimento.

Comeè proprio della descrizione di sistemi macroscopici nell’ambito della ter-
modinamica, limitiamo allora l’analisi a variabili che rappresentano ilvalore medio
delle grandezze: la mediaè effettuata su un numero molto grande di atomi o molecole.
Il nostro studio dei fluidi sia in condizioni di equilibrio sia in movimento sar̀a pertanto
valido solo fino a una scala spaziale che risulti molto maggiore della distanza che
caratterizza i vari fenomeni che si verificano a livello microscopico.

Per stabilire in modo più preciso questa condizione di applicabilità del modello del
fluido come continuo, si deve introdurre illibero cammino medio. Questa grandezza
rappresenta la distanza media percorsa dalle molecole fra due urti successivi ed̀e
indicata conλ. Tipicamente, nell’aria in condizioni standard (temperaturaT = 300 K
e pressione atmosfericaP = 1.01 × 105 Pa) il valore del libero cammino mediòe
λ = 10−7 m, mentre nell’acqua alle stesse condizioni, con le molecole che si muovono
rimanendo sempre molto vicine, essoè più difficile da definire e viene arbitrariamento
assunto uguale ad alcune distanze intermolecolari, per cuiil libero cammino mediòe
dell’ordine di 10−10m.

Il valore di λ nelle condizioni termodinamiche della corrente in esameè poi
confrontato con unalunghezza caratteristicadel problema studiato, che indichiamo
conL, ad esempio la dimensione di un corpo immerso nel fluido. Il rapporto fra queste
due grandezze, cioè

Kn =
λ

L
,

si chiamanumero di Knudsen della corrente in esame. La descrizione secondo il
modello continuo di tale corrente sarà valida a condizione di avere Kn≪ 1. In caso



Auteri e Quartapelle: FLUIDODINAMICA. Capitolo 1 – pagina 2 Settembre 28, 2007

2 CAPITOLO 1 Statica dei fluidi ISBN XX-abc-defg-h

contrario, sar̀a necessario ricorrere a un descrizione molto più dettagliata del fenomeno
nella quale dovrannonecessariamente giocare un ruolo anche aspetti legati alla struttura
microscopica del fluido (teoria cineticadei gas e dei liquidi).

Il fluido come mezzo continuo

Con queste premesse, definiamofluido un mezzo continuomobile e deformabile
quando esso, in condizioni di quiete o di moto rigido, nonè in grado di esercitare al suo
interno alcuna azione ditaglio, ma esclusivamente azioni di tipo normale. Ciò significa
che le forze interne agiscono su ogni superficie nella stessadirezione della sua normale.
In questa definizione per moto rigido si intende il moto che risulta dalla combinazione
di una traslazione lungo una direzione qualunque e di una rotazione attorno a un asse
qualunque.

Pressione

La conseguenza immediata di questa proprietà del fluidoè che, sotto le condizioni di
moto indicate, la forza internas, per unit̀a di area, agente su ogni superficie elementare
può essere espressa come il prodotto di una grandezza scalareP, chiamatapressione,
e del versorên normale alla superficie∆S considerata. Scriveremo pertanto

s = −P n̂,

dove il segno menòe necessario in quantos indica la forza (per unit̀a di area) esercitata
dal fluido che si trova nella parte verso cuipunta n̂, sul fluido cheè dall’altra parte
(ovviamenteP > 0), come mostrato in figura 1.1. Il valore della pressioneP risulta
dipendere in generale dalla posizioner in cui si trova la superficie∆S, per cui la
pressione sarà in realt̀a una funzione dir , ossia avremo

P

n̂
∆S

Figura 1.1 Azione della pressione del
fluido su una superficie elementare∆S
con normalên

P = P(r ).

In effetti il problema fondamentale della statica dei fluidiconsiste nel determinare
l’andamento delcampo di pressioneP(r ) nelle condizioni specifiche del problema
considerato.

In base alla definizione, la grandezza pressione ha le dimensioni di una forza per
unità di superficie e quindi le pressioni sono misurate in newton per metro quadro.
L’unit à di misura della pressione si chiamapascaledè indicata dal simbolo Pa, ovvero
si ha

Pa=
N

m2 .

Notare che la pressionèe una grandezzascalare per cuinon è una forza per unità di
superficie, dato che la forzaè un vettore, ma ha solo ledimensioni di una forza per unit̀a
di superficie. In effetti, nota la pressione in un punto, esistono infinite forze dovute
alla pressione che agiscono in quel punto a seconda della superficie elementare scelta
passante per il punto. Infatti, per ciascuna di tali superfici, ad esempio la superficie∆S
con normalên, si avr̀a una forza dovuta alla pressione, data daf = −P∆S n̂. Se si
cambia la giacitura della superficie e con essa la direzione della sua normalên, come
mostrato nella figura 1.2 considerando ad esempio un’altra direzionen̂′, allora la forza,
sempre nello stesso punto, sarà data daf ′ = −P∆S n̂′, cheè quindi diversa daf tranne
quandon̂′ coincide con̂n.

n̂′

n̂
∆S

∆S

f ′
f

Figura 1.2 La pressione esercita una
forza su ogni superficie con normale
diretta in qualunque direzione

Fissata l’area∆S della superficie avremo comunque sempre|f ′| = |f |, qualun-
que sia la direzione dîn. Questa indipendenza dell’intensità della forza dovuta alla
pressione dalla direzione della normale alla superficie attraverso la quale la forza
si esercitàe indicata talvolta come “principio di isotropia della pressione”. Questa
dizioneè scorretta dato che la pressioneè una grandezzascalare e quindi non ha senso
collegare a essa l’idea di una direzione. La proposizione deve quindi essere intesa nel
senso che ogni forza associabile alla pressione ha la medesimaintensità qualunque sia
la direzionen̂ della normale alla superficie∆S. Potremo dunque a ragione parlare di
isotropia degli sforzi dovuti alla pressione.
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Densità

Oltre alla pressione, le proprietà del fluido sono caratterizzate anche da un’altra
grandezza macroscopica: ladensità (di massa), detta anchemassa volumicao massa
specifica, che rappresenta il rapporto fra la massa e il volume di una particella di fluido,
ossia di una sua porzione sufficientemente piccola. La densità è indicata conρ e le
sue dimensioni sono una massa per unità di volume, per cui nelle unità del Sistema
Internazionale il valore diρ sar̀a espresso in kg/m3. Naturalmente, anche la densità
dipende in generale dalla posizioner in cui si trova la porzione di fluido, per cui la den-
sità è una funzione dello spazio e scriveremo quindiρ(r ). In effetti, la risoluzione dei
problemi della statica dei fluidi richiederà di determinare anche l’andamento spaziale
della densit̀a ovvero di calcolare la funzione

ρ = ρ(r ).

Nella tabella 1 sono riportati i valori della densitàρ di alcuni fluidi tipici in condizioni
termodinamiche standard, ovvero alla temperatura diT = 300 K e alla pressione
atmosfericaP = 1.01× 105 Pa: il mercurio (simbolo chimico Hg), l’acqua (H2O)
allo stato liquido e di vapore, e l’aria. Nella stessa tabella sono indicati anche i valori
delle grandezze viscosità dinamicaµ e della viscosit̀a cinematicaν ≡ µ/ρ delle
varie sostanze nelle condizioni termodinamiche indicate.La viscosit̀a dinamicaµ sar̀a
definita pìu avanti nel paragrafo 5.1.

Tabella 1. Propriet̀a meccaniche di alcuni fluidi alla temperatura diT = 300 K e
alla pressione atmosfericaP = 1.01× 105 Pa, a meno che non sia
diversamente specificato

ρ densit̀a µ viscosit̀a dinam. ν viscosit̀a cinem.

Fluido kg/m3 kg/(m · s) m2/s

mercurio, Hg 13 550 1.56× 10−3 0.115× 10−6

acqua, H2O 998 1.0 × 10−3 1.0 × 10−6

vapore, H2O a 100◦C 0.60 12.3 × 10−6 20.5 × 10−6

aria 1.18 18.5 × 10−6 15.6 × 10−6

Nelle applicazioni, si utilizza sovente la grandezzaγ = ρg chiamatapeso specificodel
fluido, doveg = 9.81 N/kg, che rappresenta la forza peso per unità divolume del fluido
vicino alla superficie terrestre. Ad esempio, il peso specifico dell’acqua e dell’aria in
condizioni standard valgono rispettivamenteγH2O = 998× 9.81 = 9790.4 N/m3 e

γaria = 1.18× 9.81 = 11.58 N/m3.

1.2 Equazione di equilibrio di un fluido

Per determinare il comportamento di un fluido in condizioni di equilibrio sono ne-
cessari i principi della statica dei fluidi espressi in formadi relazioni matematiche.
Dalle leggi della statica dei corpi solidi,è evidente che la condizione di equilibrio
di un fluido che occupa una determinata regione dello spazio richieder̀a che sia in
equilibrioogni particella del fluido. Conformemente all’ipotesi del modello continuo,
perparticella di fluido intendiamo qui e nel seguito una porzione piccola del fluido,di
dimensioni comunque macroscopiche, ovvero che contiene ungrandissimo numero di
atomi o molecole del liquido o gas considerato. In un sistemadi riferimento inerziale,
l’equilibrio di ogni particella del fluido richiede che la risultante di tutte le forze agenti
su di essa sia nulla. Come noto, questa condizione non basta per garantire che la
particella non si muova: infatti, affinché un corpo, su cui agisce una forza risultante
nulla, rimanga fermòe necessario che anche la suavelocità iniziale sia nulla. La statica
dei fluidi è interessata allo studio dei fluidi a riposo, per cui in tale ambito si suppone
implicitamente che la condizione di quiete iniziale sia sempre soddisfatta, come sarà
fatto in tutto il capitolo.
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In realt̀a, ogni moto rigido pùo essere visto come stato di quiete rispetto a un osservatore
opportuno. I ragionamenti che seguono sono pertanto validiper fluidi in moto rigido,
avendo per̀o l’accortezza di includere fra le forze di volume anche le forze apparenti
qualore il sistema di riferimento sia non inerziale.

Per formulare la condizione di equilibrio di ogni particella di fluido dobbiamo
considerare le forze che agiscono su di essa. Nel caso dei fluidi tali forze comprendono
le forze esterne, che sono causate da azioni a distanza (come, per esempio, laforza
gravitazionale o la forza elettrica), leforze interne che sono causate dall’azione delle
parti di fluido adiacenti alla particella considerata. e infine le forze di contatto che
sono causate dalle superfici di corpi in contatto con il fluido. Le forze esterne sono
dette ancheforze di volume mentre le forze di interne e di contatto sono dette anche
forze di superficie, per i motivi che risulteranno chiari fra un momento.

Supponiamo allora che sulla particella di fluido posta nellaposizioner agiscano
delle forze esterne di volume la cui risultanteè espressa dal campo di forzeg(r ): per
essere precisig(r ) rappresenta la forzaper unità di massa, per cui il prodottoρ(r ) g(r )
rappresenterà laforza per unità di volume e laforza agente su una particella di volume
elementaredV che si trova inr sar̀a data daρ(r ) g(r ) dV . Ad esempio,g(r ) potrebbe
rappresentare ilcampo di gravità in prossimit̀a della superficie terrestre e in tal casoV

FV
dF

Figura 1.3 Forza di volumeFV

esercitata dal campo di forzeg(r ) sul
fluido nella regioneV

avremmo pìu in dettagliog(r ) = g = −g ẑ, doveg = 9.81 N/m, l’asse verticalez
essendo diretto verso l’alto.

Consideriamo un volume determinatoV di fluido. Per quanto detto, la forza
di volume complessiva dovuta al campo di forzeg(r ) esterne che agisce su questa
porzione finita di fluidòe data da

FV =

∫∫∫

V
ρ(r ) g(r ) dV ,

dove l’elemento di volume infinitesimodV potrà eventualmente essere espresso in
coordinate cartesiane(x, y, z) in termini degli infinitesimi dei tre integrali, ovvero
dV = dx dy dz.

Accanto alla forza di volume, abbiamo l’azione dovuta alle forze, interne o di
contatto, che agiscono sulla particella di fluido attraverso la superficieS = ∂V che
racchiude il volumeV . In condizioni di equilibrio, ovvero quando la velocità del fluido
è nulla in ogni punto, le forze interne sono dovute alla sola azione della pressione e
quindi la forza interna totale agente attraverso tutta la superficie che delimita la porzione
di fluido sar̀a ottenuta sommando i contributi dovuti a ciascun elemento di superficie
d S, come mostrato nella figura 1.4,

FS =

∫

©

∫

S
−P(r ) n̂(r ) d S,

doven̂(r ) indica il versore normale nel puntod S uscente dal volumeV . Le presenza
del segno menòe dovuta chiaramente al fatto che la relazione esprime la forza dovuta
alla pressione che il fluido all’esterno diV esercita sul quello che si trova all’interno
di V (P > 0).

S

n̂

P(r)

FS

Figura 1.4 Forza di superficieFS che il
fluido esterno esercita sul fluido nella
regioneV

La condizione di equilibrio per la porzione di fluido considerata si scrive quindi

FV + FS = 0

e corrisponde alla relazione seguente
∫∫∫

V
ρ(r ) g(r ) dV −

∫

©

∫

S
P(r ) n̂(r ) d S = 0.

Consideriamo ora ilteorema del gradiente
∫∫∫

V
∇ f dV =

∫

©

∫

S
f n̂ d S,
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che riduce il calcolo dell’integrale di volume del gradiente di una funzione qualsiasi
(derivabile) al calcolo dell’integrale della funzione sulla superficie del contorno del
volume (notare la presenza del versore normalen̂ uscente dalla superficie chiusa).
Utilizzando questo teorema in senso inverso, l’integrale di superficie che compare
nella condizione di equilibrio pùo essere trasformato in integrale di volume e potremo
quindi scrivere, invertendo l’ordine dei due termini,

∫∫∫

V

[

−∇P(r ) + ρ(r ) g(r )
]

dV = 0.

D’altra parte, il volumeV può essere scelto in modo arbitrario, per cui l’annullamento
dell’integrale per ogni scelta diV richiede che sia nulla la funzione integranda.

Infatti, se una funzione continuaf soddisfa
∫∫∫

V f (r ) dV = 0 per qualunque
dominioV , allora f (r ) = 0 in tutti i punti r di V , in quanto, se esistesse un puntor0
tale che f (r0) 6= 0, ad esempiof (r0) > 0, allora, per la continuità della funzionef ,
essa sarebbe positiva in tutti i punti appartenenti a un intorno B con centro inr0 suffi-
cientemente piccolo, per cui

∫∫∫

B f (r ) dV sarebbe maggiore di zero, contraddicendo
l’ipotesi.

In altre parole, l’equazione diequilibrio in forma globale espressa dalla relazione
precedentèe equivalente alla seguente equazione diequilibrio in forma locale

−∇P(r ) + ρ(r ) g(r ) = 0,

che deve essere soddisfatta in tutti i puntir del fluido. In questa equazione il campo
vettorialeg(r ) è noto mentre le due funzioni scalariP(r ) e ρ(r ) sono le variabili
incognite da determinare.

Adottiamo ora una convenzione assai frequente nel calcolo differenziale per la
quale si indicano le variabili indipendenti delle funzionisolo per lefunzioni note
mentre levariabili incognite sono indicate senza alcun argomento. In base a tale
convenzione, l’equazione che esprime l’equilibrio del fluido in forma locale si scrive
nel modo seguente

−∇P + ρ g(r ) = 0.

Questaè una equazionedifferenziale del primo ordine, contenente derivate parziali,
nella quale compaionodue funzioni incognite, la pressione e la densità. Essendo
l’equazione di carattere vettoriale, si hannotre equazioni scalari. Essendovi un numero
di equazioni maggiore di quello delle incognite l’equazione potrebbe non ammettere
soluzione. Ciòe, per un campo di forze arbitrariamenteassegnato, l’equilibrio del fluido
potrebbe essereimpossibile. In effetti, notando che risulta∇P = ρ g(r ) e ricordando
che∇×∇ f = 0 per qualunque funzionef (derivabile), si ricava che potranno esistere
soluzioni solo se∇×[ρ g(r )] = 0.

Fluido in un campo di forze conservative

Consideriamo ora il caso particolare di un campo di forzeg(r ) tale per cui

∇×g(r ) = 0.

Un campo vettoriale che soddisfa questa condizione si diceirrotazionale e, nel caso in
cui rappresenti un campo di forze, essoè dettoconservativo. Dall’identità differenziale

∇×

(

∇P

ρ

)

= ∇

(

1

ρ

)

×∇P +
1

ρ
∇×∇P = −

1

ρ2∇ρ ×∇P,

e dall’equazione di equilibrio∇P/ρ = g(r ) segue che, in un campo di forze con-
servative, ossia tali che∇×g(r ) = 0, deve essere soddisfatta la seguente relazione
vettoriale
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∇ρ ×∇P = 0.

Per la definizione di prodotto vettoriale, questa equazionedice che i due campi vettoriali
∇ρ e ∇P sono paralleli in ogni punto del fluido in equilibrio, oppurecheè nullo uno
dei due o lo sono entrambi. Escludiamo ovviamente questi ultimi casi banali. Dato che
il vettore gradiente di qualunque funzioneè sempre perpendicolare alle sue superfici
di livello, la condizione∇ρ ×∇P = 0 equivale a dire che le superfici di livello della
densit̀a e della pressione sono le stesse e quindi, essendo∇P parallelo ag(r ), anche le
superfici di livello della densità sono perpendicolari alla direzione del campo di forze
g(r ) in ogni punto del fluido, come mostrato nella figura 1.5.

Figura 1.5 In un fluido in quiete in un
campo di forze esterne conservative, le
superfici di livello della densità e quelle
della pressione sono entrambe
perpendicolari alle linee del campo e
quindi coincidono

g(r)

ρ1

ρ2

ρ3

P1
P2

P3

Di conseguenza entrambe le funzioniρ = ρ(r ) e P = P(r ) varieranno solo muoven-
dosi lungo le linee del campo vettorialeg(r ). Pertanto esisterà un legame fra queste
due variabili e potremo scrivereP = P(ρ) ovveroρ = ρ(P). L’implicazione di
questo risultatòe che l’equazione di equilibrio nel campo di forze conservative assume
la forma pìu chiara

∇P

ρ(P)
= g(r ), se ∇×g(r ) = 0,

che ha una sola variabile incognita,P = P(r ).

Quando il campo di forzeg(r ) è conservativo, allora esiste un potenzialeφ(r ) che
permette di esprimere il campo come gradiente, secondo la nota relazione

g(r ) = −∇φ(r ),

e l’equazione di equilibrio diventa

∇P

ρ(P)
= −∇φ(r ).

Quindi sulle superfici di livello della densità e della pressione anche il potenziale
assume un valore costante, come mostrato nella figura 1.6.

ρ1, P1

ρ2, P2
ρ3, P3

φ′

φ′′

φ′′′

g(r)

Figura 1.6 In un fluido in quiete in un
campo di forze esterne conservative, le
superfici equipotenziali coincidono con le
superfici di livello sia della densità sia
della pressione

Approfondimento 1 Integrazione dell’equazione di equilibrio

È interessante notare che l’equazione di equilibrio può essere integrata formalmente in
virtù del seguente ragionamento. Vale la seguente identità differenziale

d

ds

∫ p(s)

f (q) dq = f (p(s))
dp(s)

ds
.

Infatti, considerando la funzione primitivaF(p) di f (p), ossia l’integrale indefinito
F(p) =

∫ p f (q) dq, risulta

d

ds

∫ p(s)

f (q) dq =
d

ds
F(p(s)) =

d F(p(s))

dp

dp(s)

ds
= f (p(s))

dp(s)

ds
.
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L’identità si generalizza in modo ovvio al caso in cui la variabile scalares è sostituita
dal vettore posizioner e la derivata diventa il gradiente:

∇

∫ p(r)
f (q) dq = f (p(r )) ∇p(r ).

Se applichiamo questa relazione con la sostituzionef (q) → 1
ρ(q)

→ 1
ρ(Q)

, otteniamo

∇

∫ P(r) d Q

ρ(Q)
=

1

ρ(P(r ))
∇P(r ) =

∇P(r )
ρ(P(r ))

.

In virtù di questa identit̀a, l’equazione di equilibrio del fluido nel campo di forze esterne
conservative si integra immediatamente e fornisce:

∫ P(r) d Q

ρ(Q)
+ φ(r ) = costante,

dove la costante può essere presa nulla, dato che può essere inglobata inφ cheè definita
a meno di una costante. Se introduciamo la funzione primitiva F(P) =

∫ P d Q/ρ(Q),
allora la relazione precedente dice che

F(P(r )) = −φ(r ) ovvero P(r ) = F−1(−φ(r )),

dove F−1 indica la funzione inversa diF = F(P). Questa relazione fornisce la
distribuzione della pressione del fluido in quiete nel campodi forze conservative
descritto dal potenzialeφ(r ). È evidente che le superfici equipotenziali sono anche
superfici di livello della pressione: precisamente, alla superficie equipotenzialeφ(r ) =

C corrisponde la superficie isobaraP(r ) = F−1(−C). In altre parole, abbiamo
ricavato il legame diretto fre le due variabiliP eφ, cheè semplicemente

P = P(φ) = F−1(−φ).

Osservazione Le condizioni di equilibro di un fluido richiederebbero di considerare
anche l’equazione di bilancio dell’energia interna del fluido. Infatti, se la temperatura
nel fluidoè disuniforme esiste un flusso di energia sotto forma di calore fra le particelle
del fluido che si trovano a temperature diverse. Questo flussoè governato dalle legge
di conservazione dell’energia, la cui versione per un fluidofermo dovrebbe essere
inclusa assieme all’equazione di equilibro che abbiamo quidiscusso. In questo primo
capitolo preferiamo tuttavia non formulare il problema dell’equilibrio del fluido in
modo completo perch́e l’equazione di bilancio dell’energia, anche nel caso di fluido in
quiete, ha una natura matematica che intendiamo affrontaresolo pìu avanti.

1.3 Fluido in equilibrio vicino alla superficie terrestre

Consideriamo ora la situazione particolare di un fluido che si trova nel campo di
gravitazione della Terra in prossimità della sua superficie. In questo caso, il campo
di forzag(r ) è, con buona approssimazione, un campo uniforme diretto verticalmente
verso il basso, come mostrato nella figura 1.7. Il campo assume allora la forma molto
sempliceg = −g ẑ, dove la direzione positiva dell’asse verticalez è stata presa verso
l’alto e dove g = 9.81 N/kg è il valore delcampo di gravità terrestre al livello
del mare. Questo campo uniformeè irrotazionale e pùo essere espresso in termini
dell’energia potenziale gravitazionaleφ(r ) = φ(z) = gz per unit̀a di massa, per cui
avremog = −∇φ = −∇(gz) = −g ẑ. L’equazione di equilibrio del fluido diventa
allora

∇P + ρg ẑ = 0.

z

x

g = −g ẑ

Figura 1.7 Campo di gravit̀a uniforme
che agisce su un fluido vicino alla
superficie della Terra
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Quindi la pressioneP potrà variare solo conz, ovveroP(r ) = P(z) e la condizione
∇ρ ×∇P = 0 impone anche alla densità di essere funzione della solaz, ovvero
ρ(r ) = ρ(z). Pertanto, l’equazione vettoriale di equilibrio si riducea una semplice
relazione scalare

d P

dz
+ ρ(z) g = 0,

in cui la derivata parzialèe sostituita dalla derivata ordinaria. Questa equazione
differenziale del primo ordine potrà essere integrata per determinare la soluzioneP(z)
solo se l’andamento della densità con la quotaz è noto oppure se si può almeno
ipotizzare l’esistenza di un legame fraρ e la variabile incognitaP.

L’equazionescritta deve comunqueessere completata da unaopportunacondizione
al contorno. Tale condizione determina il valore della costante di integrazione che si
incontra nel procedimento di risoluzione, come si vedrà fra un momento.

Equilibrio di un fluido con densità uniforme

Il caso p̀u semplice di fluido in equilibrio vicino alla superficie terrestreè quello di
un liquido la cui densit̀a è indipendente dalla quota, per cui l’equazione scalare di
equilibrio si riduce a

d P

dz
= −ρg,

doveρ rappresenta la densità uniforme del fluido. Ad esempio, possiamo conside-
rare il problema molto importante dell’equilibrio dell’acqua sulla superficie terrestre.
L’integrazione dell’equazione precedenteè immediata

P(z) = P0 −

∫ z

0
ρg dz per z < 0,

doveP0 rappresenta la pressione alla quotaz = 0. L’integraleè ovvio e la relazione
diventa

P(z) = P0 − ρg z, per z < 0,

cheè nota con il nome dilegge di Stevino. Quindi la pressione nel fluido che si trova
nel campo gravitazionale uniforme vicino alla superficie della Terra assume lo stesso
valore in tutti i punti di ogni superficie orizzontale. Questo principioè noto comelegge
di Pascale costituisce il principio dell’idrostatica. In particolare, la superficie libera
di un liquido chèe in contatto con l’aria deve essere orizzontale.

Se consideriamo, ad esempio, una piscina e scegliamo il sistema di riferimento
con l’origine sulla superficie libera dell’acqua, il valoredi P0 sar̀a allora coincidente
con quello della pressione atmosferica esternaPatm alla quotaz = 0, che valePatm =

1.0325× 105 Pa. Notiamo che, in accordo con l’intuizione e con l’esperienza di chi
nuota sott’acqua, scendendo in profondità (z < 0) la pressione aumenta rispetto al
valore della pressione esterna e tale crescitaè lineare con la profondit̀a.

In base alla legge di Stevino, la pressione in un fluido in quiete nel campo di gravità
dipende solo dalla profondità, qualunque sia la forma del recipiente, a condizione che
le varie regioni del fluido siano fra loro comunicanti:è questo il cosiddettoprincipio
dei vasi comunicanti. Questo fattòe illustrato nella figura 1.8 che mostra come la
pressione ha lo stesso valore in tutti puntia, b, c e d che si trovano allo stesso livello,
e ha ha un valore (maggiore) nei puntiA, B e C che sono sul fondo del recipiente
bagnato dal fluido. Invece, dato che il fluido nell’ultimo settore a destra del recipiente
è di densit̀a maggiore di quello che riempie il resto del recipiente, la pressione nel
puntoD è maggiore di quella negli altri punti sul fondo del recipiente.
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Figura 1.8 In tutti i punti che sono alla
stessa quota di un fluido in quiete, la
pressionèe uguale. Invece, in fluidi
diversi la pressionèe differente anche in
punti aventi la stessa quota

pressione atmosferica

A B C

D

a b c d

La relazione che esprime la legge di Stevino può essere estesa facilmente anche nella
zona al di sopra della superficie libera del liquido doveè presente l’aria. Se con-
sideriamo una regione sufficientemente bassa da potere ritenere uniforme la densità
dell’aria, perz > 0 avremoρ(z) = ρaria e quindi l’integrazione dell’equazione di
equilibrio nell’aria conduce alla soluzione:

P(z) =

{

P0 − ρH2O g z, z < 0,

P0 − ρariag z, z > 0.

L’andamento qualitativo della pressioneP(z) nell’aria e dentro l’acqua vicino alla
superficie terrestrèe mostrato nella figura 1.9. Nell’aria quindi la pressione diminuisce
con la quota(z > 0). In base ai valori della densità in condizioni standardρH2O =

998 kg/m3 e ρaria = 1.2 kg/m3, la rapidit̀a di variazione diP con la quota nell’ariàe
circa un millesimo di quella nell’acqua.

La soluzione nell’aria basata sull’ipotesi di densità uniforme diventa tuttavia inac-
cettabile perz grande in quanto la pressione diventerebbe negativa, il cheè impossibile.
In realt̀a, il nostro modello di fluido con densità uniforme noǹe adeguato a descrivere
l’aria su grandi distanze, dell’ordine dei chilometri. Inoltre, anche l’ipotesi di consid-
erare il campo di gravità costante, con il valore dig preso al livello del mare, deve
essere abbandonata se vogliamo studiare l’equilibrio dell’atmosfera attorno alla Terra.

z

PP0

acqua

aria

Figura 1.9 Pressione nell’aria e dentro
l’acqua sulla superficie terrestre
(qualitativo, non in scala)

1.4 Misura della pressione nei fluidi in quiete

Un’applicazione importante della relazione che lega la pressione con la quota e con
la densit̀a uniforme del fluido in un campo di forze pure uniformeè quella degli
strumenti per la misurazione della pressione basati su colonne di liquido. Il principio
di funzionamento su cui si fondano questi strumentiè piuttosto semplice.

Lo strumento pìu sempliceè costituito da un tubo pieno di mercurio, che viene
rovesciato in una vaschetta contenente lo stesso liquido, facendo in modo che si formi
il vuoto nella parte superiore chiusa del tubo, come mostrato nella figura 1.10. Essendo
la tensione di vapore del mercurio a temperatura ambiente molto bassa, si pùo ritenere
nulla la pressione nell’estremità superiore chiusa del tubo per cui l’altezzah della
colonnina di mercurio nel tubo rispetto alla sua superficie libera nella vaschetta permette
di misurare la pressione dell’ariaParia all’esterno. Questo strumento si basa quindi sul
fatto che il valore di una delle due pressioniè nota e gli strumenti di questo tipo sono
chiamatibarometri .

Patm

h

P ≈ 0

Figura 1.10

Barometro a colonna di mercurio

Il legame fra la pressione esternaParia e l’altezzah della colonnina di mercurio
nel barometròe

Paria = ρHggh.

Quando la pressione esterna valeParia = 1.013× 105 Pa, la colonna di mercurio
raggiunge un’altezzah = Paria/(ρHgg) = 1.013× 105/(13 550× 9.81) = 0.762 m.

In relazione all’impiego di questo strumento sono introdotte delle unit̀a di misura
delle pressioni che sono molto usate in pratica. Una di queste è l’atmosfera, indicata
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con atm, chèe la pressione media dell’aria al livello del mare e corrisponde al valore
1 atm= 1.013× 105 Pa. Un’altra unit̀a della pressionèe il millimetro di di mercurio
che si indica conmmHg edè uguale alla differenza di pressione pari a un mm di Hg,
cioè 1 mmHG= 133 Pa. Questa unità è detta anchetorr , in onore di Torrricelli che
fu l’inventore del barometro. Infine un’ultima unità per le pressioni che si incontraè il
bar, cheè semplicemente una “versione intera” di 1 atm edè definita da 1 bar= 105 Pa.

Una seconda categoria di strumenti per misurare le pressioni nei fluidi in qui-
ete è costituita da un tubo a forma di U, riempito di un liquido, come mostrato
nella figura 1.11. Agli estremi del tubo esistono due pressioni, entrambe sconosciute,
di cui si vuole misurare la differenza. Gli strumenti di questo tipo sono chiamati
manometri e il liquido che si trova al loro internòe dettoliquido manometrico. Gra-
zie alla legge vista nel paragrafo 1.3, la differenza di pressione∆P misurata alle due
superfici liberèe pari a

∆P = γ ∆z,

doveγ è il peso specifico del fluido utilizzato nello strumento mentre∆z è la differenza
di altezza fra i due peli liberi. La pressione sarà chiaramente maggiore laddove il pelo
liberoè più basso e minore in corrispondenza dell’altro pelo libero. Più precisamente, se
indichiamo rispettivamente conP1, z1 e P2, z2 la pressione e la quota in corrispondenza
dei due peli liberi, possiamo scrivere che

PA

PB

z2

z1

h

Figura 1.11 Manometro con tubo a U

P2 − P1 = γ (z1 − z2),

da cui

P2 + γ z2 = P1 + γ z1.

Esistono numerose versioni di questo tipo di strumenti sia in funzione della geometria
del tubo, sia del sistema utilizzato per la lettura, sia del liquido manometrico utilizzato.
Un esempio importante, per la sensibilità caratteristica dello strumento,è quello del
manometro di Betz, in cui all’interno di uno dei due rami del tubo a Ùe presente
un galleggiante cuìe appesa una scala graduata opportunamente tarata. La lettura
viene effettuata attraverso un oculare che ingrandisce la scala graduata permettendo di
apprezzare variazioni di altezza dell’ordine dei due decimi di millimetro. Se il liquido
manometricòe acqua in condizioni normali, la sensibilità dello strumentòe pari a
γ H2O ∆z = 9.81× 998× 0.0002= 2 Pa.

Due sono i difetti principali dei manometri a liquido rispetto ai più diffusi tras-
duttori di pressione: da una parte la lentezza intrinseca della risposta, dall’altra
l’impossibilità di asservirli a un calcolatore digitale.

1.5 Equilibrio dell’atmosfera terrestre

Il campo di gravit̀a della Terra all’esterno della sua superficie, che supporremo per
semplicit̀a sferica e di raggioa = 6 400 km, deriva dalla celebrelegge di gravitazione
universale di Newtonedè dato dalla relazione

g(r ) = −
ga2

r2 r̂ , r > a,

doveg = 9.81 N/kg è sempre il campo di gravità sulla superficie della Terra mentrer̂
rappresenta il versore radiale diretto verso l’esterno.

La condizione di equilibrio di un fluido in questo campo di gravità si scriver̀a
quindi

∇P + ρ
ga2

r2 r̂ = 0.

a g(r)

r

Figura 1.12

Campo di gravit̀a attorno alla Terra
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Data la simmetria sferica del campo di forze,è conveniente riscrivere questa relazione
in coordinate sferiche, per cui la relazione vettoriale si riduce all’equazione scalare

d P

dr
+ ρ

ga2

r2 = 0,

dove entrambe le variabiliP e ρ dipenderanno solo dalla distanzar dal centro della
Terra. Ricordiamo che il problema studiatoè comunque all’esterno della Terra, ossia
perr > a.

La soluzione del problema dell’equilibrio dell’aria dipende inoltre dalla legge con
cui varia la temperatura dell’atmosfera con la quota. In unaprima approssimazione
si può ritenere che la temperatura sia costante mentre una seconda approssimazione,
valida in alcuni intervalli di quota limitati, consiste nell’assumere un andamento della
temperatura lineare con la quota.

Atmosfera con temperatura uniforme

Se la temperatura dell’atmosfera può essere considerata uniforme, abbiamo la cosid-
dettaatmosfera isoterma. Supponendo che il comportamento termodinamico del gas
costituente l’atmosfera sia descritto in modo adeguato dall’equazione di stato dei gas
ideali, avremo

Pv = P/ρ = RariaT,

dovev indica il volume specifico (massa per unità di volume) eRaria = 280 m2/(s2K)

è la costante dei gas perfetti dell’aria. Nel caso di temperatura costante, ciòe seT = T ,
questa legge dei gas fornisce un legame diretto fra le due variabili P e ρ per cui
potremo ricavare immediatamenteρ(P) = P/(RariaT ). Sostituendo nell’equazione di
equilibrio si ottiene

d P

dr
+

ga2

RariaT

P

r2 = 0.

La costante ga2

RariaT
ha necessariamente le dimensioni di una lunghezza e per semplicit à

conviene indicarla sinteticamente comeb = ga2

RariaT
. L’equazione diventa allora

d P

dr
= −b

P

r2 ,

edè a variabili separabili, per cui,

d P

P
= −b

dr

r2 .

La sua integrazionèe immediata e fornisce

(ln P)
∣

∣

P
Patm

=
b

r

∣

∣

∣

∣

r

a
,

dove Patm indica la pressione atmosferica sulla superficie della Terra. Valutando le
funzioni agli estremi si ottiene

ln
P

Patm
=

b

r
−

b

a
,

da cui, risolvendo rispetto aP:

P(r) = Patme
b
r − b

a = Patme−
b(r−a)

ar , per r > a.

r

P(r)Patm

a

Figura 1.13 Andamento della pressione
nell’atmosfera con temperatura assunta
uniforme
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Si vede che la pressione decresce dal valorePatm sulla superficie terrestre al valore

Patme−b/a = Patme−ga/RariaT (positivo) perr → ∞, ossia a grande distanza dalla
Terra.

Se si considera una regione limitata vicina alla superficie terrestre, allora con-
viene introdurre la quotaz = r − a ≪ a, cos̀ı che nel denominatore dell’argomento
dell’esponenzialesi potrà approssimarer con il raggioa della Terra. In tal caso risulterà

P(z) = Patme−z/zs , per 0< z ≪ a,

dove zs = a2

b = RariaT
g rappresenta lascala delle altezzetipiche per cui si hanno

variazioni apprezzabili della pressione nell’atmosfera isoterma vicino alla superficie
terrestre. La diminuzione esponenziale della pressione nell’atmosfera isoterma con la
quotaz è all’origine della denominazione diatmosfera esponenziale.

Atmosfera con temperatura lineare con la quota

Più complicatòe l’andamento della pressione nelle zone in cui la temperatura dell’aria
varia con la quota. In certe zone dell’atmosfera la temperatura dipende in modo
all’incirca lineare con la distanzar dal centro, per cui si pùo considerare un’approssima-
zione locale del tipo

T (r) = T1[1 + α(r − r1)],

dove T1 è il valore della temperatura a una determinata distanzar = r1 mentre
α è proporzionale al gradiente verticale della temperatura nella zona considerata.
Utilizzando allora l’equazione di stato

ρ(P, r) =
P

RariaT (r)
=

P

RariaT1[1 + α(r − r1)]
,

nell’equazione di equilibrio in direzione radiale si ottiene

d P

dr
= −b1

P

[1 + α(r − r1)] r2 ,

doveb1 = ga2/(RariaT1). L’equazionèe ancora a variabili separabili per cui

d P

P
= −b1

dr

[1 + α(r − r1)] r2

e l’integrazione dei due membri conduce alla soluzione

ln
P

P1
= −b1

∫ r

r1

dr

[1 + α(r − r1)] r2 ,

dove P1 è il valore della pressione perr = r1. Il calcolo dell’integrale nel secondo
membro pùo essere affrontato ricorrendo alla tecnica didecomposizione in frazioni
parziali i cui dettagli analitici sono descritti nel prossimo esempio. In ogni caso,
risolvendo rispetto aP si ottiene

P(r) = P1 e
−b1

∫ r

r1

dr
[1+α(r−r1)] r2

.

Approfondimento 1 Metodo di decomposizione in frazioni parziali

Calcolare l’integrale
∫ r

r1

dr

[1 + α(r − r1)] r2

mediante il metodo di decomposizione in frazioni parziali.
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Soluzione Questo metodo si basa nella riduzione di un rapporto fra polinomi il
cui denominatorèe almeno di secondo grado, ma fattorizzato in polinomi di grado
inferiore, alla somma di frazioni di polinomi con denominatore di grado inferiore. Nel
caso considerato, un fattore del denominatoreè un quadrato per cui la somma delle
frazioni della riduzione deve contenere due termini e sarà del tipo

1

[1 + α(r − r1)] r2 =
A

1 + α(r − r1)
+

B

r
+

C

r2 ,

doveA, B eC sono delle costanti da determinare in modo che l’uguaglianza precedente
sia verificata identicamente. Facendo denominatore comunesi ottiene l’equazione

Ar2 + B[1 + α(r − r1)]r + C[1 + α(r − r1)] = 1,

che si riduce alla seguente forma

(A + αB)r2 + [(1 − αr1)B + αC]r + (1 − αr1)C − 1 = 0.

Affinché questo polinomio di secondo grado inr sia identicamente nullo devono essere
soddisfatte le seguenti tre equazioni















A + αB = 0

(1 − αr1)B + αC = 0

(1 − αr1)C = 1

La soluzione si ottiene facilmente edè

A =
α2

(1 − αr1)2 , B = −
α

(1 − αr1)2 , C =
1

1 − αr1
.

Introducendo la costantek ≡ 1
1−αr1

, la decomposizione ricercata si potrà scrivere

1

[1 + α(r − r1)] r2
=

α2k2

1
k + αr

−
αk2

r
+

k

r2
,

e quindi l’integrale richiesto sarà calcolato come

∫ r

r1

dr

[1 + α(r − r1)] r2 =

∫ r

r1

[

α2k2

1
k + αr

−
αk2

r
+

k

r2

]

dr

= αk2
[

ln
∣

∣

1
k + αk

∣

∣ − ln r
]
∣

∣

∣

r

r1
−

k

r

∣

∣

∣

r

r1
.

Valutando le funzioni agli estremi si ricava

∫ r

r1

dr

[1 + α(r − r1)] r2 =
−α

(1 − αr1)2 ln
∣

∣

∣
αr1 + (1 − αr1)

r1

r

∣

∣

∣
−

1 − r1
r

(1 − αr1)r1
.

L’andamento della pressione nel tratto di atmosfera in cui la temperatura varia in modo
lineareè quindi:

P(r) = P1

∣

∣

∣
αr1 + (1 − αr1)

r1

r

∣

∣

∣

b1α

(1−αr1)2 exp

[

b1
(

1 − r1
r

)

(1 − αr1)r1

]

.
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1.6 Caratteristiche dell’atmosfera terrestre

Abbiamo fin qui esaminato le proprietà che caratterizzano uno strato di gas perfetto
soggetto a un campo gravitazionale come quello terrestre,quando siano soddisfatte certe
propriet̀a sulla distribuzione della temperatura con la quota. Può essere interessante, a
questo punto, una breve panoramica sulla struttura dell’atmosferadella Terra.

L’atmosferaè quel sottile strato di gas, una miscela composta principalmente di
azoto e ossigeno, che circonda la Terra. Lo spessore dell’atmosferaè dell’ordine di
100 km edè quindi molto piccolo rispetto al diametro della Terra. L’atmosfera non
è, come si potrebbe pensare, un tutt’uno omogeneo ma presenta una struttura a strati
caratterizzata sia dall’andamento della temperatura sia dalla distribuzione delle varie
componenti chimiche presenti alle varie quote.

Lo strato pìu vicino alla superficie terrestre, quello all’interno del quale avviene
la maggior parte dei fenomeni meteorologici,è dettotroposfera. Essa si estende dal
suolo fino a un’altezza di circa 11 km. In questo strato la temperatura ha un andamento
approssimativamente lineare e decresce con la quota con un rateo di circa 6.5 K/km.

All’altezza di circa 11 km inizia uno strato caratterizzatoda una temperatura
all’incirca costante con la quota chiamatotropopausa. La temperatura nella tropopausa
assume il valore di circa 216 K= −57◦C.

Per altezze maggiori, la temperatura inizia ad aumentare fino a una quota di circa
50 km. Questo stratòe denominatostratosfera. A cavallo fra la tropopausa e la
stratosfera si trova lo strato di ozono, anche dettoozonosfera, una fascia di gas ricca di
una molecola composta da tre atomi di ossigeno, detta appunto ozono. L’ozonosferàe
importante per la vita e per la salute umana poichéè in grado di schermare la superficie
terrestre dai raggi ultravioletti provenienti dal Sole.

Figura 1.14 Andamento della
temperatura (sinistra) e della pressione
(destra) nell’atmosfera terrestre in
funzione della quotaz
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Al di sopra della stratosfera abbiamo un sottile strato in cui la temperaturàe uni-
forme, edè chiamatostratopausa. La stratopausa si trova a circa 50 km dal livello
del mare. Successivamente la temperatura riprende a diminuire nellamesosferafino a
un’altitudine di circa 80 km. La mesosferaè il più freddo degli strati dell’atmosfera. A
sua voltàe suddivisa in due zone: in quella sottostante la temperatura diminuisce con un
rateo di 2.8 K/km, nell’altra con un rateo di 2 K/km. Al di sopra della mesosfera viè un
ulteriore strato di gas in cui la temperaturaè approssimativamentecostante con la quota,
la mesopausa. Successivamente la temperatura riprende a salire nellatermosfera. Se
negli strati inferiori dell’atmosfera la concentrazione di azoto e ossigenòe all’incirca
costante con la quota, nella termosfera si ha un effetto di stratificazione che rende le
concentrazioni non uniformemente distribuite. Occorre aggiungere inoltre che, a causa
della forte concentrazione di molecole ionizzate, la partesuperiore dell’atmosferàe
detta ancheionosfera. La struttura dell’atmosfera terrestreè riassunta nella tabella
seguente.
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Tabella 2. Caratteristiche dell’atmosfera terrestre.

Strato z [km]
dT

dz

[ K

km

]

T [K]

Ionosfera 400

Termosfera
86 180

−2.0
Mesosfera 71

−2.8
51

Stratopausa 0
47 271

2.8
Stratosfera 32

(Ozono) 1
20

Tropopausa 0
11 216

Troposfera −6.5
0 288

1.7 Forze di galleggiamento: legge di Archimede

È molto frequente l’esperienza di osservare corpi che galleggiano all’interno di un
fluido, si pensi ad esempio a una nave in porto oppure a un palloncino nell’aria. Poich́e
questi corpi, in quanto dotati di massa, sono soggetti alla forza peso, la loro condizione
di equilibrio indica la presenza di un’altra forza che equilibra il peso, dettaforza di
galleggiamento, cheè nota anche con il nome dispinta idrostatica. È anche esperienza
comune il fatto che la spinta idrostatica dipenda dalla natura del fluido in cuìe immerso
il corpo. Un tronco d’albero galleggia nell’acqua ma non nell’aria, pur essendo il suo
peso sempre lo stesso.

Il problema che abbiamo di frontèe quello di determinare l’entità della spinta
idrostatica esercitata da un fluido su un corpo immerso, problema cui Archimede diede
risposta pìu di duemila anni fa.

Consideriamo un fluido soggetto alla forza peso per unità di volume, dovuta al
campo di gravit̀a, data daρ(r ) g(r ). Supponiamo che nel fluido sia immerso un corpo
di volumeVc e di superficieSc e che esso sia in condizioni di equilibrio, come mostrato
nella figura 1.15.

P(r)

Vc

Figura 1.15 Corpo solido di volumeVc

immerso in un fluido in equilibrio

Detta alloraP(r ) la distribuzione della pressione all’interno del fluido, laforza
agente sul corpo sarà data dall’integrale esteso alla superficie chiusaSc del corpo,
interamente bagnato dal fluido, della forza causata dalla pressione agente su ogni
elemento di superficie, ovverosia:

Fidro
c =

∫

©

∫

Sc

P(r ) n̂(r ) d S,

dove n̂ indica il versore normale alla superficieSc del corpo, diretto verso il suo
interno, e quindi diretto verso l’esterno della regione occupata dal fluido, in accordo
con la convenzione standard della direzione verso l’esterno per ogni superficie chiusa
cheè il contorno di una regione.
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La distribuzione della pressione all’interno del fluido dipende solamente dalla po-
sizione. In altre parole, in condizioni di equilibrio la pressione noǹe influenzata dal
fatto che nel fluido sia presente il corpo oppure che esso sia tolto e il suo posto sia
riempito da una determinata quantità del medesimo fluido supposto ugualmente in
equilibrio.

Per risolvere questo problema conviene allora procedere alseguente esperimento
concettuale. Supponiamo di sostituire il corpo immerso conun volume uguale di
fluido della stessa natura di quello circostante, come mostrato nella figura 1.16. La dis-
tribuzione della densità e della pressione nel fluido aggiunto saranno analoghe a quelle
del fluido circostante in condizioni di equilibrio per quanto appena detto. Indichiamo
conρ̃(r ) la densit̀a e conP̃(r ) la pressione nel fluido in questa configurazione virtuale
da noi immaginata. Con essaè stata quindi ripristinata virtualmente la continuità del
fluido che era inizialmente violata dalla presenza del corpo. Ovviamente, in ogni punto
r all’esterno del volumeVc del corpo risulter̀a P̃(r ) = P(r ) e ρ̃(r ) = ρ(r ).

P(r) = P̃(r)

P̃(r)

Vc

Figura 1.16 Il corpo solidoVc è tolto dal
fluido e il suo postòe riempito da fluido in
quiete come in tutta la regione

Nel nostro esperimento immaginario possiamo applicare l’equazione della statica
dei fluidi in ogni punto del fluido, anche all’interno della regioneVc originariamente
occupata dal corpo. Possiamo perciò scrivere l’equazione di equilibrio, sia in forma
locale

−∇P̃(r ) + ρ̃(r ) g(r ) = 0.

sia in forma globale che, nel caso particolare del volumeVc, sar̀a data dall’equazione
seguente

−

∫

©

∫

Sc

P̃(r ) n̂c(r ) d S +

∫∫∫

Vc

ρ̃(r ) g(r ) dV = 0,

doven̂c(r ) è il versore normaleuscente dalla superficieSc del corpo.

A questo punto ricordiamo quanto osservato in precedenza, ecioè che la distribuzione
di pressione nel fluido in condizioni statiche all’esterno del volumeVc non dipende
dalla presenza o meno del corpo e quindi il suo valore sulla superficie Sc di Vc sar̀a
lo stesso nel caso reale e nell’esperimento immaginario in cui è stata ripristinata la
continuit̀a del fluido. Avremo pertanto:

Fidro
c =

∫

©

∫

Sc

P(r ) n̂(r ) d S =

∫

©

∫

Sc

P̃(r ) n̂(r ) d S = −

∫

©

∫

Sc

P̃(r ) n̂c(r ) d S,

essendo ovviamentên = −n̂c. Ricavando l’integrale di superficie dall’equazione di
equilibrio relativa al volumeVc del fluido virtuale e sostituendo nell’ultima relazione,
si ottiene quindi

Fidro
c = −

∫∫∫

Vc

ρ̃(r ) g(r ) dV .

Pertanto il fluido esercita sul corpo immerso una forza cheè opposta (e ha lo stesso
punto di applicazione) del peso agente su una quantità dello stesso fluido atta a riempire
il volume del corpo considerato. Questa leggeè nota con il nome diprincipio di
Archimede.

Un caso particolarmente importante di questa legge si ha quando la densit̀a del
fluido è uniforme, ossiaρ(r ) = ρ, edè uniforme anche il campo di gravità, come ad
esempio il campo di gravità terrestre vicino alla superficie della Terra, di modo che
g(r ) = −g ẑ. In questo caso risulta

Fidro
c = −

∫∫∫

Vc

ρ (−g ẑ) dV = ρ g
∫∫∫

Vc

dV ẑ = ρ Vc g ẑ.
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Se introduciamo la massa di fluido spostata dal corpo di volumeVc, cioè m.f .Vc
= ρ Vc,

e il peso della massa di fluido spostata dal corpoVc, che indichiamo con p.m.f .Vc
=

m.f .Vc
g, otteniamo

Fidro
c = p.m.f .Vc

ẑ,

dove si deve notare che il verso della spinta idrostatica agente sul corpòe verso l’alto.
Quindi, la spinta di Archimede dipende solo dal volume del corpo e non dalla forma
né dall’orientazione del corpo nel fluido, come illustrato nella figura accanto.

FcFc Fc

Figura 1.17 La spinta di galleggiamento
non dipende dall’orientazione del corpo
nel fluido
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CAPITOLO 2

Equazioni della
dinamica dei fluidi
Introduzione In questo capitolo si introducono inizialmente i concetti cinematici
fondamentali per lo studio del moto dei fluidi. Successivamente, a partire da determinati
principi fisici si deducono le leggi fondamentali della dinamica dei fluidi, esprimendole
in forma matematica mediante gli strumenti del calcolo differenziale vettoriale.

2.1 Rappresentazione del moto di un fluido

Supponiamo che una regione dello spazio tridimensionale sia riempita da un fluido,
un liquido o un gas, il qualèe in movimento. Tale moto può essere descritto in due
modi diversi. Si potrebbe tentare di determinare la posizione R = R(a, b, c, t) in
ogni istante di tempot di una “particella” del fluido che si trovava nel punto(a, b, c)
all’istante inizialet = 0. Questòe il punto di vista lagrangiano. In alternativa, si
potrebbe tentare di determinare la velocità u(r , t), la densit̀a ρ(r , t) e altre variabili
fisiche come la pressioneP(r , t), in ogni istantet e in ogni puntor = (x, y, z) della
regione occupata dal fluido. Questoè il punto di vista euleriano.

Noi considereremo il secondo metodo e descriveremo pertanto il moto del fluido
mediante la funzione (vettoriale)

u = u(r , t)

che fornisce la velocità del fluido in ogni puntor = (x, y, z) della regione.

Il campo della velocit̀a u(r , t) ci dice quindi come si muovono tutte le particelle
del fluido in ogni istante. Di solito la determinazione di questo campoè il nostro
obbiettivo principale, che in generale risulta essere alquanto difficile. Nel sistema di
coordinate cartesianexyz le componenti della velocitàu saranno indicate conu, v,w,
ovverou = u x̂+ v ŷ +w ẑ, per cui l’espressione precedenteè una forma compatta per
rappresentare le tre relazioni seguenti

u = u(x, y, z, t), v = v(x, y, z, t), w = w(x, y, z, t).

Correnti di tipo particolare

Esistono alcune classi di correnti con caratteristiche particolari, che sono pìu semplici
del caso generale fin qui considerato.

Una correntèe chiamatastazionariase risulta
∂u(r , t)

∂ t
= 0

per cuiu dipende solo dar , ovvero

u = u(r ).

In altre parole, fissato un punto qualsiasi dello spazio, la velocit̀a è costante sia in
modulo sia in direzione.

Una correntèe dettapiana o bidimensionalese il campo della velocità è della forma

u = [u(x, y, t), v(x, y, t), 0],

ovvero seu è indipendente da una coordinata spaziale (qui la coordinata z) e non ha
componente in quella direzione.

Infine una correntèe stazionaria e bidimensionaleseè della forma

u = [u(x, y), v(x, y), 0].
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Esempio 1 Campo di velocità della rotazione rigida

Come semplice esempio di moto stazionario consideriamo un fluido in moto con una
velocit̀a di rotazione angolare costanteΩ attorno all’assez. Se il moto rotatoriòe
come quello di un solido in rotazione, allora il campo della velocit̀a del fluido rotante
con velocit̀a angolareΩ = Ω ẑ sar̀a

u(r ) = Ω×r = u(x, y) = −Ωy x̂ + Ωx ŷ.

Siccome la velocit̀aè la stessa in tutti i piani normali all’assez e la componentez della
velocit̀a è nulla, il campou può essere considerato come un campo vettoriale piano.
Alcuni vettori di questo campo sono mostrati nella figura 2.1.

Figura 2.1

Campo della velocit̀a del moto di
rotazione rigida attorno all’assez

y

x

Tutti gli esempi mostrati sono idealizzazioni. Nessuna corrente reale pùo essere esatta-
mente bidimensionale o perfettamente stazionaria. Tuttavia, considerando ad esempio
la corrente attorno a un’ala di grande apertura e sezione trasversale uniforme, potremo
ritenere che essa sia approssimata in modo adeguato da una corrente bidimensionale
attorno alla sezione tranne che in prossimità delle estremit̀a alari.

Esempio 2 Velocità della rotazione rigida in coordinate cilindriche

A causa della sua “struttura cilindrica” il campo di velocità della rotazione rigida
considerato nell’esempio 1̀e descritto in modo naturale utilizzando le coordinate
cilindriche (R, θ, z), dove R indica la distanza del puntor dall’asse di rotazionez.
In queste coordinate un generico vettorev è espresso mediante la relazione

v = vR R̂ + vθ θ̂ + vz ẑ.

Il campo della velocit̀a della rotazione rigida sarà allora dato da

u(r ) = uθ (r ) θ̂ = uθ (R) θ̂ = Ω R θ̂ ,

dove si deve ricordare che il versoreθ̂ (come pureR̂) non è costante poich́e la sua
direzione dipende dall’angoloθ , ovveroθ̂ = θ̂(θ).

Linee di corrente

Per descrivere le correntiè utile introdurre il concetto di linea di corrente. Unalinea
di corrente di un campo di velocit̀a u(r , t) è una curva avente la stessa direzione del
vettoreu in ogni puntor del fluido in un istante di tempo determinatot. In altre parole,
le linee di corrente sono semplicemente le linee del campo vettoriale nel caso particolare
del campo di velocit̀a istantaneou(r , t). Allora, dal punto di vista matematico, una
linea di correnteS(p) = [X (p), Y (p), Z(p)] del campo di velocit̀au(r , t) può essere
ottenuta risolvendo l’equazione differenziale ordinaria

dS
dp

= λ(p) u(S, t)
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nella funzione incognitaS(p), doveλ(p) è una funzione arbitraria la cui forma de-
termina la scelta della parametrizzazione della curva. Questa equazione vettoriale
esprime la condizione che la curvaS = S(p) sia parallela in ogni punto al campo
di velocit̀a u(r , t). Esplicitando le componenti cartesiane, si hanno le seguenti tre
equazioni differenziali scalari

d X

dp
= λ(p) u(X, Y, Z , t),

dY

dp
= λ(p) v(X, Y, Z , t),

d Z

dp
= λ(p) w(X, Y, Z , t),

che sono accoppiate fra loro. Una scelta possibile del parametro per descrivere la
curvaè prendere come variabile indipendente del sistema differenziale una delle tre
coordinate, ad esempiox , supponendo che siau 6= 0. In questo modo si pùo eliminare
la funzione arbitrariaλ(p) dal problema dividendo fra loro le equazioni e ottenendo il
seguente sistema di due equazioni

dY

dx
=

v(x, Y, Z , t)

u(x, Y, Z , t)
,

d Z

dx
=

w(x, Y, Z , t)

u(x, Y, Z , t)
,

nelle due incogniteY = Y (x) e Z = Z(x). La risoluzione di questo sistema in un
determinato istantet fornisce le linee di corrente in quell’istante.

Nel caso di campo di velocità stazionariou = u(r ) le linee di corrente non
dipendono dal tempo e sono anche chiamatecurve integrali del campo vettoriale.
Esse sono definite dal sistema

dS
dp

= λ(p) u(S)

che, espanso nelle componenti cartesiane, assume la forma

d X

dp
= λ(p) u(X, Y, Z),

dY

dp
= λ(p) v(X, Y, Z),

d Z

dp
= λ(p) w(X, Y, Z).

Nel caso di correnti in due dimensioni conu(r , t) = u(x, y, t) x̂ + v(x, y, t) ŷ
(problemi piani) le linee di corrente sono definite daS(p) = [X (p), Y (p)] e si otten-
gono risolvendo il sistema di due equazioni

d X

dp
= λ(p) u(X, Y, t),

dY

dp
= λ(p) v(X, Y, t).

L’eliminazione della funzione arbitrariaλ(p) legata alla parametrizzazione conduce a
una singola equazione differerenziale:

dY

dx
=

v(x, Y, t)

u(x, Y, t)
.

nella sola funzione incognitaY = Y (x). Nel caso di corrente stazionariau = u(r ) =

u(x, y) x̂ + v(x, y) ŷ questa equazione si semplifica in

dY

dx
=

v(x, Y )

u(x, Y )
.

Un esempio delle linee di corrente (di una sezione) del campodi velocit̀a del vento che
soffia in modo stazionario sopra una collinaè mostrato nella figura 2.2.
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Figura 2.2 Il campo di velocit̀a del vento
che soffia sopra una collina

Esempio 3 Linee di corrente del campo di velocit̀a di rotazione

Determinare le linee del campo di velocità della rotazione rigidau = Ω(−y x̂ + x ŷ)

dell’esempio 1.

Soluzione Le linee del campo soddisfano l’equazione differenziale

dY

dx
=

v(x, Y )

u(x, Y )
=

Ωx

−ΩY
= −

x

Y
.

Possiamo separare le variabili di questa equazione per ottenere

Y dY = −x dx .

L’integrazione allora fornisceY 2/2 = −x2/2 + C, ossiaY 2 + x2 = 2C. Quindi le
linee del campo sono dei cerchi con centro nell’origine nel piano xy, come si vede
chiaramente dal disegno del campo dei vettori nella figura 2.1 e comèe mostrato nella
figura 2.3. Se si considerau come campo vettoriale nello spazio tridimensionale, le
linee del campo sono circonferenze nei piani orizzontali con centro sull’assez:

x2 + y2 = C1, z = C2.

Figura 2.3 Linee di corrente del campo
di moto della rotazione rigida

y

x
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Traiettorie

Un modo semplice di seguire le correnti non stazionare consiste nel marcare una
particella del fluido in modo da poterla riconoscere da tuttele altre e seguire poi il
suo moto registrando la sua posizione negli istanti successivi. Esistono diversi modi
per realizzare la marcatura ma ciò che rende utile questa tecnicaè la possibilit̀a di
registrare agevolmente la posizione della particella marcata, ad esempio mediante una
macchina fotografica o addirittura una videocamera. Dal punto di vista matematico le
posizioni successive della particella costituiscono la sua traiettoria R = R(t) che si
ottiene risolvendo il seguente problema del moto

dR
dt

= u(R, t),

R(0) = R0,

con la velocit̀a della particella data dal campo di velocità u(r , t) del fluido. Nel caso
di corrente non stazionaria, le traiettorie delle varie particelle p = 1, 2, 3, . . . che
passano nello stesso puntoR0 in istanti diversit1 < t2 < t3 . . . sono differenti in
quanto le funzioniRp(t) corrispondenti soddisfano la medesima equazione differen-
zialedRp/dt = u(Rp, t) ma la loro condizione inizialèe specificata in istanti di tempo
diversi: R1(t1) = R0, R2(t2) = R0, R3(t3) = R0, . . . .

Nel caso di corrente stazionaria, l’equazione della traiettoria è soluzione del prob-
lema

dR
dt

= u(R),

R(0) = R0,

e quindi, fissato il punto di partenzaR0, la stessa funzioneR(t) caratterizza la sola
traiettoria passante perR0, indipendentemente dall’istante di tempo iniziale sceltoper
la sua rappresentazione parametrica. Si noti che la direzione tangente alla curvaR(t)
è parallela alla direzione della velocità in ogni punto, per cui nelle correnti stazionarie
le traiettorie coincidono con le linee di corrente.

Curve di emissione (streakline)

Un terzo modo utile per descrivere il moto dei fluidi consistenel marcare in istanti
di tempo successivi le particelle del fluido che passano per un unico punto fissor e,
chiamatopunto di emissione. Il rilevamento delle loro diverse posizioniè poi eseguito
collettivamente a uno stesso istante di tempo. La descrizione matematica di questo
procedimentòe la seguente.

Supponiamo di marcare in vari istanti di tempo successivit1, t2, . . . , tk le particelle
di fluido che passano per uno stesso puntor e. Nel caso di una corrente non stazionaria,
le particelle marcate si muoveranno percorrendo ciascuna una traiettoria diversa. In-
dicando le traiettorie delle varie particelle con le funzioni R1(t), R2(t), . . . Rk(t),
queste saranno soluzione dei seguenti problemi ai valori iniziali

dR1

dt
= u(R1, t),

R1(t1) = r e;

dR2

dt
= u(R2, t),

R2(t2) = r e;

. . .

dRk

dt
= u(Rk, t),

Rk(tk) = r e;

La curva di emissione, chiamata in inglesestreakline, è la curva formata dalla po-
sizione delle particelle in un determinato istante di tempot > tk cheè lo stesso per
tutte le particelle. Quindi la curva di emissione all’istante t è data dall’insieme delle
posizioni

{

Rk(t), Rk−1(t), . . . , R2(t), R1(t)
}
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Nel caso di correnti stazionarie, le particelle marcate nelpuntor e si muoveranno tutte
sulla medesima traiettoria. Infatti, indicando sempre conR1(t), R2(t), . . . Rk(t) le
traiettorie delle varie particelle marcate nel puntor e negli istanti di tempo successivi,
queste funzioni saranno soluzione dei seguenti problemi aivalori iniziali, per p =

1, 2, . . . , k,

dRp

dt
= u(Rp), Rp(tp) = r e.

Siccome il campo di velocità u(r ) non dipende dal tempo, tutte le soluzioni possono
essere ricavate dalla primaR1(t) mediante un semplice cambiamento dell’origine del
tempo e avremo

R2(t) = R1(t − (t2 − t1))

R3(t) = R1(t − (t3 − t1))

· · ·

Rk−1(t) = R1(t − (tk−1 − t1))

Rk(t) = R1(t − (tk − t1))

Di conseguenza la curva di emissione della corrente stazionaria sar̀a data da

{

R1(t−(tk −t1)), R1(t−(tk−1−t1)), . . . , R1(t−(t3−t1)), R1(t−(t2−t1)), R1(t)
}

ovvero

{

R1((t−tk)+t1), R1((t−tk−1)+t1), . . . , R1((t−t3)+t1), R1((t−t2)+t1), R1(t)
}

Queste posizioni sono semplicemente i punti in istanti di tempo successivi della traiet-
toria passante perr e al tempot1. Pertanto nelle correnti stazionarie le linee di emissione
coincidono con le traiettorie e quindi anche con le linee di corrente.

2.2 Equazione di conservazione della massa

Mostriamo ora come alcune leggi fisiche fondamentali relative al moto di un fluido
possano essere tradotte in equazioni matematiche equivalenti per mezzo del teorema
della divergenza. In tutta la nostra analisi supporremo chela velocit̀a u, la densit̀a ρ

e la pressioneP siano funzione della posizioner e del tempot, ovvero,u = u(r , t),
ρ = ρ(r , t), etc., e che dipendano con regolarità da tutte queste variabili. Supporremo
che il fluido sia costituito da una sola sostanza caratterizzata da propriet̀a definite, nel
senso che escludiamo dalla nostra analisi miscele di fluidi diversi e fluidi nei quali si
possono verificare reazioni chimiche.

Consideriamo una superficie chiusa immaginariaS dentro il fluido e che delimita
una determinata regioneV dello spazio, come mostrato nella figura 2.4. La superficie
S è detta “immaginaria” in quanto non costituisce in nessun modo una barriera al
movimento del fluido. Tale superficièe fissa nello spazio e non si muove con il fluido.
Il moto del fluido è in generale instazionario per cui il campo di velocità u(r , t ′)
all’istantet ′ > t, mostrato nella figura 2.5 sarà in generale diverso da quello all’istante
t, u(r , t), mostrato nella precedente figura 2.4.

Figura 2.4 Volume di controllo le linee
istantanee di corrente del moto del fluido
al tempot

La legge diconservazione della massaafferma che un fluido non può essere ńe
creato ńe distrutto da nessuna parte, ovvero che non esistono né sorgenti ńe pozzi per
la massa del fluido. In termini quantitativi tale legge potrà allora essere espressa nel
modo seguente: la rapidità di variazione della massa di fluido contenuta nella regione
V è uguale alla rapidità con cui il fluido entra inV attraversoS. Per fluidoentrante
intendiamo la quantitànetta di fluido che entra inV .
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La massa di fluido in un elemento di volumedV nella posizioner = (x, y, z) al tempo
t è ρ(x, y, z, t) dV = ρ(r , t) dV , doveρ è la densit̀a (di massa), ovvero la massa per
unità di volume. Allora la massa contenuta inV al tempot è data da

MV (t) =

∫∫∫

V
ρ(r , t) dV .

Se l’integraleè calcolato in coordinate cartesiane, naturalmente risulta ρ(r , t) dV =

ρ(x, y, z, t) dx dy dz. L’integrale sul volumeV è un integrale triplo, ma la presenza
dei tre simboli per indicare tale integrazione rende l’espressione precedente piuttosto
pesante. Pùo essere quindi conveniente semplificare la notazione utilizzando un solo
simbolo di integrazione per cui scriveremo

Figura 2.5 Volume di controllo e
andamento delle linee di corrente
istantanee in un istante di tempot ′ 6= t

∫∫∫

V
dV −→

∫

V
dV .

L’integrazione su un volumeV di una funzione dir significa scomporreV in tanti piccoli
volumi elementari∆V1, ∆V2, . . . , posti rispettivamente nei puntir1, r2, . . . , in ognuno
dei quali la densit̀a al tempot può avere valor diversi, ad esempioρ1 = ρ(r1, t), ρ2 =

ρ(r2, t), . . . , come mostrato nella figura 2.6. In altre parole, l’integralesulla regioneV
significa calcolare la somma di tutte le masse elementariρ(r1, t)∆V1 +ρ(r2, t)∆V2 +

. . . . Notiamo che solo nel caso particolare di densità uniforme, indipendente dalla
posizione (e per semplicità anche dal tempo)ρ(r , t) = ρ, la funzione integrandaρ può
uscire dal segno di integrale e quindi risultaMV =

∫

V ρ(r , t) dV =
∫

V ρ dV = ρ V ,
doveV indica il volume della regioneV .

Figura 2.6 Corrente di un fluido la cui
densit̀aρ(r ) è non uniforme, ma pùo
dipendere dalla posizione

r1 ρ1 r2
ρ2

r3
ρ3

Introduciamo ora una convenzione per semplificare l’espressione degli integrali che
risulter̀a molto comoda nel seguito, dove dovremo considerare integrali di funzioni
alquanto complicate. Stabiliamo di scrivere gli integraliomettendo l’elemento di inte-
grazione infinitesimo a condizione di indicare esplicitamente il dominio di integrazione
come pedice del simbolo di integrale stesso. Useremo pertanto la ulteriore semplifi-
cazione notazionale

∫

V
dV −→

∫

V
.

Combinando assieme le due semplificazioni introdotte, avremo allora la riduzione

∫∫∫

V
dV −→

∫

V
.

Ricorrendo a questa notazione semplificata, la massa di fluido contenuta nel dominio
V al tempot sar̀a scritta nella forma sintetica

MV (t) =

∫

V
ρ(r , t).



Auteri e Quartapelle: FLUIDODINAMICA. Capitolo 2 – pagina 26 Settembre 28, 2007

26 CAPITOLO 2 Equazioni della dinamica dei fluidi ISBN XX-abc-defg-h

È importante ricordare che l’eliminazione del volume infinitesimo di integrazionèe
solo un espediente per scrivere delle espressioni più facilmente leggibili. In ogni caso,
siccome il dominio di integrazioneV compare di fianco al simbolo d’integrale, la
presenza didV a moltiplicare la funzione integrandaè comunque sottintesa. Questa
presenza sottintesàe ovviamente richiesta per potere garantire anche la correttezza
dimensionale della relazione. Ad esempio, il primo membro della relazione precedente
è una massa e il secondo membro sembra essere una densità (massa per unità di volume)
solo se dimentichiamo cheè sottintesa la presenza dell’elemento di volume infinitesimo
dV di fianco alla funzione integrandaρ(r , t).

La massa contenuta nella regione fissaV considerata cambia con una rapidità che
è espressa dalla sua derivata rispetto al tempo, cioè,

d MV (t)

dt
=

d

dt

∫

V
ρ(r , t) =

∫

V

∂ρ(r , t)

∂ t
.

Si noti che la derivata ordinaria rispetto at, passando sotto il segno d’integrale, diventa
parziale perch́e la massaMV (t) contenuta nel volumeV è dipende solo dal tempot,
mentre la funzione integrandaρ(r , t) dipende anche dalla posizioner .

Il volume netto di fluidouscente da V attraverso l’elemento di aread S, nella
posizioner , nell’intervallo di tempo dat a t + dt, è dato da

u(r , t) · n̂(r ) d S dt,

doven̂(r ) è la normale unitaria inr suS uscente daV (vedi figura 2.7).

Figura 2.7 Il fluido che attraversad S
nell’intervallo di tempodt riempie il
volume del tubo disegnato

x

y

z

θ

n̂
u dt

S

P
dS

Di conseguenza la massa che attraversad S, andando verso l’esterno, nell’intervallo di
tempo consideratòe ρ(r , t) u(r , t) · n̂(r ) d S dt e la rapidità con cui la massa esce da
V attraversoS al tempot è

∫

©

∫

S
ρ(r , t) u(r , t) · n̂(r ) d S.

Il cerchio sul simbolo di integrale doppio significa che la superficie S consideratàe
chiusanel senso che essaè il contorno di un volumeV finito, ossia contenuto in una
regione limitata. Anche il simbolo dell’integrale doppio può essere scritto in modo
semplificato utilizzando un solo segno di integrale, ovverol’integrale su una superficie
chiusa pùo essere indicato anche nel modo più semplice

∫

©

∫

S
n̂(r ) d S −→

∮

S
n̂(r ) d S.
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Infine, sempre per migliorare la leggibilità delle espressioni, proprio come nel caso
dell’integrale di volume, si adotta la convenzione diomettere l’elemento di superficie
infinitesimo d S, a condizione che la superficie di integrazioneS sia esplicitamente in-
dicata ponendo questo simbolo come pedice dell’integrale,ovvero si adotta la seguente
notazione semplificata

∫

©

∫

S
n̂(r ) d S −→

∮

S
n̂(r ) d S −→

∮

S
n̂(r ).

Ricorrendo a questa notazione, la rapidità con cui la massa esce daV attraversoS al
tempot sar̀a indicata pìu semplicemente con

∮

S
ρ(r , t) u(r , t) · n̂(r ).

La rapidit̀a con cui la massaentra in V è l’opposto della rapidit̀a appena scritta dato
che la direzione del versorên(r ) normale a qualunque superficie chiusaS è, per
convenzione, sempre uscente dal volumeV racchiuso daS.

L’espressione matematica della legge di conservazione della massa relativamente
al volumeV è quindi che l’aumento per unità di tempo della massa contenuta inV deve
essere uguale alla massa che nell’unità di tempo entra inV attraverso la sua frontiera
S, ovverosia

∫

V

∂ρ(r , t)

∂ t
= −

∮

S
ρ(r , t) u(r , t) · n̂(r ).

Possiamo riscrivere la legge di conservazione della massa in una forma pìu facile da
leggere eliminando le variabili indipendentir e t dalle funzioni che si integrano, e
quindi scriveremo:

∫

V

∂ρ

∂ t
= −

∮

S
ρu · n̂.

Si dovrebbe comunque essere sempre in grado di ricostruire la presenza delle variabili
da cui dipendono le varie funzioni in base agli operatori differenziali presenti nella
relazione e ai domini di integrazione indicati.

Utilizziamo ora il teorema della divergenza per sostituirel’integrale di superficie
del secondo membro con un integrale di volume:

∫

V

∂ρ

∂ t
= −

∫

V
∇· (ρu).

Quindi risulta
∫

V

[

∂ρ

∂ t
+ ∇· (ρu)

]

= 0.

Questa equazione deve valere perqualunque dominioV nel fluido.

D’altra parte, come già visto nel capitolo 1 per la forma locale e la forma globale
della condizione di equilibrio, se una funzione continuaf soddisfa

∫

V f (r ) = 0 per
qualunque dominioV , allora f (r ) = 0 in tutti i puntir , in quanto, se esistesse un punto
r0 tale che f (r0) 6= 0, ad esempiof (r0) > 0, allora, per la continuità della funzione
f , essa sarebbe positiva in tutti i punti appartenenti a un intorno sfericoI con centro in
r0 sufficientemente piccola ma con raggio positivo, per cui

∫

I f (r ) sarebbe maggiore
di zero. Applicando questo principio, si deve avere

∂ρ

∂ t
+ ∇· (ρu) = 0

in tutto il fluido. Questàe chiamataequazione di continuit̀a del fluido. Essa esprime
la conservazione della massa in forma locale edè valida sempre, per ogni tipo di fluido
e di corrente, nell’ipotesi di regolarità delle funzioniρ e u.
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2.3 Equazione della quantità di moto

Esaminiamo ora l’equazione che governa il moto del fluido. Essa deriva dall’applica-
zione dellaseconda legge di Newtona ogni particella di fluido. In questo paragrafo
supporremo che il fluido sianon viscoso. Tale ipotesi rappresenta solo una prima
approssimazionedelle proprietà osservate negli esperimenti, per cui avremo un modello
matematico semplificato, ossia idealizzato, del reale comportamento del fluido.

La seconda legge di Newton, detta anchelegge fondamentale della dinamica
afferma che in qualunque sistema di riferimentoinerziale la rapidit̀a di variazione della
quantit̀a di moto (chiamata nei testi inglesilinear momentum o anche pìu semplice-
mentemomentum) di una particellàe uguale alla somma delle forze agenti su di essa.
L’applicazione diretta di tale legge a una determinata porzione di fluido in movimentòe
un po’ complicata poich́e la sua quantità di motoè data dell’integrale sul volume della
particella e questosi muove nello spazio: di conseguenza il calcolo della rapidità di
variazione della quantità di moto della porzione di fluido considerata richiede di sapere
calcolare la derivata di un integrale su un volume in movimento e di forma variabile.
Questo argomento sarà affrontato solo nel paragrafo 9.1; in particolare nel paragrafo
9.4 la seconda legge di Newton sarà utilizzata in modo diretto per ricavare l’equazione
di moto del fluido.

In questo paragrafo seguiamo un procedimento leggermente diverso considerando
invece il fluido contenuto in un volumeV fisso nello spazio. In ogni istantet la quantit̀a
di moto del fluido contenuto inV è

QV (t) =

∫

V
ρ(r , t) u(r , t) =

∫

V
ρu.

La quantit̀a di moto del fluido contenuto nella regioneV varia con una rapidità

dQV (t)

dt
=

d

dt

∫

V
ρu =

∫

V

∂

∂ t
(ρu),

essendo la regioneV fissa. Siccome il fluido contenuto inV è costituito da porzioni di
fluido sempre diverse, la rapidità di variazione diQV (t) è causata in parte dalla quantità
di moto che entra inV o esce daV attraverso la sua superficieS (la quantit̀a di moto
del fluido che attraversaS) e in parte da tutte le forze agenti sul fluido contenuto in
V . Queste forze comprendono: leforze di superficieagenti sul fluido inV attraverso
la superficieS le quali, essendo il fluido non viscoso, sono dovute all’azione della
sola pressione [le forze dovute alla viscosità del fluido saranno descritte e incluse nei
capitoli 5 e 10] e tutte leforze di volumeesterne (come la forza gravitazionale o quella
elettromagnetica) agenti sul fluido. Esaminiamo separatamente ciascuna di queste
cause di variazione diQV (t).

La quantit̀a di moto entra inV attraversoS con una rapidit̀a

−

∮

S
ρu (u · n̂).

La pressione agente sul fluido contenuto inV si esercita attraversoS nella direzione
della normale interna−n̂. Quindi questa parte della forza agente sul fluido non viscoso
contenuto inV è

−

∮

S
P n̂.

Le forze di volume dovute a campi esterni (ad esempio il campodi gravit̀a) sono
espresse in termini dellaforza specifica g, cheè la forza per unit̀a di massa. La forza
di volume totale agente sul fluido contenuto inV è pertanto

∫

V
ρg.
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La seconda legge di Newton implica che

∫

V

∂

∂ t
(ρu) = −

∮

S
ρu (u · n̂) −

∮

S
P n̂ +

∫

V
ρg.

Questaè l’equazione di bilancio della quantità di moto del fluido in forma globale,
riferita a una regione geometricaV fissa. Come per la conservazione della massa,
vogliamo ora ricavare la forma locale del bilancio della quantità di moto, per cuìe
necessario trasformare i due integrali di superficie (doppi) in integrali sul volumeV
(tripli). A tale fine, il teorema del gradiente fornisce immediatamente

∮

S
P n̂ =

∫

V
∇P.

Per quanto riguarda invece l’integrale contenenteρu (u · n̂), nonè possibile applicare
direttamente il teorema della divergenza come abbiamo fatto per la conservazione
della massa, dato cheρu è una quantit̀a vettoriale. Possiamo tuttavia prendere le
sue componenti cartesiane e applicare il teorema della divergenza a ciascuna di esse,
separatamente. Considerando, ad esempio, la componentex , ovveroρu (u · n̂), il
teorema della divergenza implica

∮

S
ρu (u · n̂) =

∫

V
∇· (ρu u) =

∫

V
∇· (u ρu)

=

∫

V

[

ρu ·∇u + u ∇· (ρu)
]

.

Sommiamo ora vettorialmente le relazioni relative alle trecomponenti cartesiane della
velocit̀au, v ew, e otteniamo

∮

S
ρu (u · n̂) =

∫

V

[(

ρu ·∇u + u ∇· (ρu)
)

x̂

+
(

ρu ·∇v + v ∇· (ρu)
)

ŷ

+
(

ρu ·∇w + w ∇· (ρu)
)

ẑ
]

=

∫

V

[

ρu ·∇u x̂ + ρu ·∇v ŷ + ρu ·∇w ẑ

+ u x̂ ∇· (ρu) + v ŷ ∇· (ρu) + w ẑ∇· (ρu)
]

.

Abbiamo pertanto

∮

S
ρu (u · n̂) =

∫

V

[

ρ(u ·∇)u + u ∇· (ρu)
]

.

La trasformazione dei due integrali di superficie in integrali di volume conduce alla
relazione

∫

V

[

∂

∂ t
(ρu) + u ∇· (ρu) + ρ(u ·∇)u + ∇P − ρg

]

= 0.

Sviluppando la derivata temporale del prodottoρu si ottiene

∫

V

[

ρ
∂u
∂ t

+ u
∂ρ

∂ t
+ u ∇· (ρu) + ρ(u ·∇)u + ∇P − ρg

]

= 0,

che permette di eliminare il secondo e il terzo termine dell’integrando in virt̀udell’equazione
di continuit̀a, per cui abbiamo

∫

V

[

ρ
∂u
∂ t

+ ρ(u ·∇)u + ∇P − ρg
]

= 0.
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Poich́e la regioneV è completamente arbitraria, dobbiamo allora avere

ρ
∂u 
∂ t

+ ρ(u ·∇)u + ∇P = ρg.

Dividendo questa relazione perρ si ottiene infine

∂u
∂ t

+ (u ·∇)u +
∇P

ρ
= g.

Questàe l’equazione di motodi un fluido che sìe supposto idealmente non viscoso,
edè detta ancheequazione della quantit̀a di moto. Si osservi che essaè un’equazione
differenziale alle derivate parzialinon lineare: il termine (u ·∇)u quadratico inu
mentre il termine(∇P)/ρ è non lineare a causa della presenza della variabile incognita
ρ nel denominatore.

2.4 Sulle ipotesi di incomprimibilità e di viscosità nulla

L’obbiettivo principale delle discipline scientifichèe di costruire modelli matematici
della realt̀a. Anche in fluidodinamica, come abbiamo visto nelle pagine precedenti,
si introduce un certo numero di versioni approssimate o ridotte delle equazioni che
governano il movimento dei fluidi. In particolare, sono state considerate correnti di
tipo incomprimibile, oppure sono stati considerati moti di fluidi suppostiideali nel
senso che sìe supposto che la loro viscosità e conducibilit̀a termica possano essere
trascurate.

Queste due ipotesi di lavoro, da una parte l’incomprimibilità e dall’altra viscosit̀a
conducibilit̀a termica nulle, hanno una natura fondamentalmente diversa edè im-
portante comprendere questa differenza per potere utilizzare i corrispondenti modelli
matematici entro i loro ristretti domini di validità.

Fluidi ideali

L’ipotesi di potere trascurare la viscosità del fluido e anche la sua conducibilità termica
è normalmente indicata come ipotesi di ‘fluido ideale’, dal momento che qualunque
fluido ha viscosit̀a e conducibilit̀a termica diverse da zero, per quanto piccole, per cui
nella realt̀a non esistono fluidi non viscosi e non conduttori del calore.1 

L’ipotesi di viscosit̀a e conducibilit̀a termica nulle implica iltrascurare alcuni termini
presenti nelle equazioni di Navier–Stokes complete che governano il moto del fluido
reale. Siamo di fronte quindi a unariduzione di un modello teorico chèe in partenza
sufficientemente comprensivo da rappresentare un gran numero di fenomeni che si
verificano nei fluidi, sia liquidi sia gassosi. Precisamente, questa riduzione del modello
matematico corrisponde alla sostituzione del sistema di equazioni di Navier–Stokes
comprimibili introdotte nel paragrafo precedente con le equazioni di Eulero della
gasdinamica descritte nel paragrafo 2.5.

Come conseguenza dell’omissione di alcunitermini delle equazioni costituenti il
modello, esso non riuscirà più a descrivere i fenomeni reali in modo completamente
soddisfacente. Nel caso considerato, questa inadeguatezza può manifestarsi indue
maniere differenti: in alcuni casi il modello ridotto risulta fornire dei valori teorici
non sufficientemente accurati rispetto ai risultati delle misure sperimentali, mentre in
altri casi il modello conduce addirittura a soluzioni completamente sbagliate, cioè in
contrasto con i risultati ottenuti in laboratorio.

In ogni modo, la caratteristica saliente dell’ipotesi di fluido ideale consiste nel
considerare una situazionelimite, puramente immaginaria — appunto l’assenza di

1 Il comportamento superfluido che alcune sostanze allo stato liquido manifestano per temperature

vicine allo zero assoluto va oltre gli scopi della presente trattazione.
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viscosit̀a — come utile per cogliere alcuni aspetti importanti, seppure parziali, del
comportamento dei fluidi reali basandosi su un modello metematicamente pìu semplice
e quindi fisicamente incompleto del comportamento reale delfluido.

Può essere utile ricordare che sfortunatamente l’aggettivo ‘ideale’è usato spesso in
ambito fluididinamico anche per contraddistinguere un comportamento termodinamico
particolare di ungas, appunto quello delgas ideale o perfetto, associato alla ben nota
equazione termodinamica di statoPv = RT , con ovvio significato dei simboli. In
questo caso, il significato dell’aggettivo ‘ideale’ non ha alcun rapporto con le proprietà
viscose e di conducibilità termica del gas, che potrà quindi essere trattato come viscoso
oppure no, in base a considerazioni di altra natura.

Correnti incomprimibili

L’ipotesi di incomprimibilit̀a di una corrente corrisponde ad assumere che il suo
campo di velocit̀a abbiadivergenza nulla in ogni punto del fluido (campo vettori-
ale solenoidale) e in ogni istante e quindi che il moto del fluido sia governato dalla
equazioni di Navier–Stokes incomprimibili introdotte nelparagrafo 2.7. D’altra parte,
noi sappiamo che il moto del fluidòe governato da un sistema chiuso di equazioni, le
equazioni di Navier–Stokes complete appena ricordate. Sotto opportune condizioni,
questo sistema ammette una soluzione, non neccessariamente unica, per cui il campo
di moto risulta essere determinato da tali equazioni e la divergenza della velocità sar̀a,
in generale, diversa da zero, ovverosia la corrente risulterà non essere incomprimibile.

Supporre che una corrente sia incomprimible rappresenta pertanto un’assunzione
in più, per cos̀ı dire esterna, rispetto alle leggi che governano il moto del fluido. Si
tratta quindi di una richiesta che costituisce unaviolazione delle leggi generali della
dinamica dei fluidi. Di conseguenza, non sarà possibile accettare una tale ipotesi se non
al prezzo di rinunciare a qualche elemento costituitivo della teoria stessa. In effetti, la
forzata intromissione dell’ipotesi d’incomprimibilità pùo essere accettata solo a con-
dizione di attribuire un significatonuovo alla variabilepressione. Nello studio delle
correnti incomprimibili questa grandezza viene deprivatadella sua ordinaria conno-
tazione termodinamica, propria delle equazioni complete delle correnti comprimibili,
e assume il ruolo, e quindi anche il significato, di semplice grado di libert̀a messo a
disposizione per potere soddisfare il vincolo d’incomprimibilit à. Da questo punto di
vista, l’ipotesi d’incomprimibilit̀a della corrente rappresenta un’autenticaviolazione
dei principi termodinamici perch́e li estromette del tutto dallo studio del moto del fluido
supposto incomprimibile. Possiamo allora dire che nessunacorrentereale potrà mai
essere incomprimibile e qualunque corrente incomprimibile è inevitabilmenteirreale.

L’approssimazione di corrente incomprimibileè certamente ‘irrealistica’. Infatti,
il nuovo modello matematicòe privato di alcune equazioni e la variabile pressione che
compare in esso deve esserereinterpretata in senso non termodinamico. Nonostante
questo, il modello incomprimibile ha un notevole interessepratico, poich́e è in grado
di descrivere in modo sufficientemente accurato un gran numero di fenomeni fluidodi-
namici, seppure nell’ambito ristretto delle correnti a numero di Mach molto minorie di
1. Questo significa che esiste un’ampia categoria di fenomeni fluidodinamici nei quali
le propriet̀a termodinamiche del fluido non entrano in gioco in maniera determinante,
per cui esse possono essere ignorate senza pregiudicare la correttezza della descrizione
teorica dei fenomeni, se non in modo marginale.

In conclusione, la caratteristica saliente dell’ipotesi di corrente incomprimibile
consiste nell’immaginare una situazione fisicamenteimpossibile — appunto l’incompri-
mibilit à — come utile per cogliere alcuni fenomeni fluidodinamici, basandosi su un
modello esterno al sistema di equazioni complete che descrivono il comportamento
effettivo dei fluidi reali.
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CAPITOLO 3

Correnti incomprimibili
non viscose
Introduzione In questo capitolo studieremo le equazioni che governano lecorrenti
incomprimibili, supponendo di potere trascurare gli effetti causati dalla viscosità del
fluido. Percìo, laddove si parlerà per concisione di “fluido non viscoso” si deve inten-
dere una corrente in cui gli effetti della viscosità sono trascurabili. Dopo avere alcuni
concetti preliminari riguardanti i campi di velocità variabili nel tempo, ricaveremo
le equazioni di Eulero incomprimibili seguendo un procedimento diverso da quello
adottato nel paragrafo 2.5. Infatti, supporremo fin dall’inizio che la corrente sia in-
comprimibile e che la densità del fluido sia uniforme. Applicheremo poi la legge
fondamentale della dinamica alle particelle del fluido nella corrente considerata. Per
seguire il nuovo procedimentòe necessaria l’espressione dell’accelerazione delle par-
ticelle del fluido e quest’ultima pùo essere ricavata a partire dal concetto di rapidità di
variazione seguendo il moto del fluido.

Dopo avere riottenuto le equazioni di Eulero che governano le correnti incom-
primibili del fluido supposto non viscoso, introdurremo le condizioni supplementari,
iniziali e al contorno, per formulare un problema matematicamente completo, da cui
è possibile partire per risolvere le equazioni di moto dei fluidi. Analizzeremo poi il
caso di correnti stazionarie per ricavare il teorema di Bernoulli, considerando le sue
due versioni valide per correnti rotazionali e irrotazionali.

Nell’ultima parte del capitolo, si introducono alcune variabili utili per la de-
scrizione del moto dei fluidi. In particolare, si definisce lavorticità per le correnti in
due e tre dimensioni e si introduce la funzione di corrente che permette di rappresentare
il campo della velocit̀a nelle correnti incomprimibili piane. In termini di questedue
nuove variabiliè possibile riformulare le equazioni di Eulero incomprimibili in due
dimensioni come un sistema di due sole equazioni con due incognite scalari nel quale
non compare più il vincolo di incomprimibilit̀a.

3.1 Rapidità di variazione “seguendo il fluido”

Sia f (r , t) una propriet̀a riguardante un fluido in movimento. Ad esempiof potrebbe
essere la densitàρ o la pressioneP del fluido oppure una componente cartesiana della
sua velocit̀au. Al variare del tempo, in ogni puntor fissato il valore della grandezzaf
cambia, ossiaf assumer̀a valori in generali diversi, come illustrato dalla superficie di
livello f (r , t) = C in per due istanti successivit = t1 e t = t2 nelle figure 3.1–3.2.

x

y

z

x
y

z

f (r , t1) = C
f (r , t2) = C

t = t1 t = t2 > t1

Figura 3.1 Superficie di livello f (r , t1) = C a un
istantet1 determinato

x

y

z

x
y

z

f (r , t1) = C
f (r , t2) = C

t = t1 t = t2 > t1

Figura 3.2 Superficie di livello f (r , t2) = C a un
istante successivot2 > t1
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La derivata parziale∂ f/∂ t rappresenta la rapidità di variazione dif in un punto fissato
r , cioè in una determinata posizione dello spazio.

Consideriamo ora un corpo di dimensioni molto piccole, idealmente un punto
materiale, immerso nel fluido, che si muove dentro di esso (senza perturbarne in alcun
modo il campo di velocit̀a) in base a una legge del moto assegnata, ad esempio,
R(t) = [X (t),Y (t), Z(t)], come mostrato in figura 3.3. Le tre funzioniX (t),Y (t) e
Z(t) sono note e il moto di tale corpo nonè in alcun modo legato a quello del fluido
circostante. Come esempio possiamo immaginare che il corposia un insetto che vola
liberamente nell’aria, la quale si muove a sua volta come descritto dal campo di velocit̀a
u = u(r , t).

Se si vuole determinare come varia la grandezzaf per un osservatore solidale con
il corpo (nell’esempio considerato, l’insetto) occorre introdurre la funzionecomposta
(funzione di funzione)

F(t) ≡ f (R(t), t).

Questa (nuova) funzione di una sola variabile descrive comevaria la grandezzaf per
l’osservatore in moto. La rapidità di variazione dif percepita dall’osservatore sarà
allora data dalla derivata della funzioneF(t)

x y

z

R(t1)

R(t)

R(t2)

Figura 3.3 Traiettoria di un punto che si
muove nello spazio secondo una legge del
motoR = R(t) assegnata

d F(t)

dt
= d f (R(t), t)

dt
.

La derivata (ordinaria) pùo essere calcolata mediante la regola di derivazione delle
funzioni composte che fornisce

d F(t)

dt
= d f (R(t), t)

dt
= d f (X (t),Y (t), Z(t), t)

dt

= ∂ f

∂ t
+ ∂ f

∂x

d X (t)

dt
+ ∂ f

∂y

dY (t)

dt
+ ∂ f

∂z

d Z(t)

dt

= ∂ f (R(t), t)

∂ t
+ [∇f (R(t), t)] ·

dR(t)
dt

,

dove nella seconda riga della formulaf è un’abbreviazione dif (X (t),Y (t), Z(t), t).
Introducendo la velocità istantanea della particella

V(t) ≡ dR(t)
dt

,

e sfruttando la simmetria del prodotto scalare, la rapidità di variazione considerata si
scrive anche come

d F(t)

dt
= ∂ f (R(t), t)

∂ t
+ V(t) · ∇ f (R(t), t).

I due termini del membro di destra rappresentano la rapidità di variazione dif per-
cepita dall’osservatore in conseguenza, rispettivamente, della variazione temporale del
campo scalaref (r , t) nel puntor e del movimento proprio dell’osservatore, che ha la
velocit̀a V(t) all’istantet. L’effetto complessivo di queste due variazioniè illustrato
nelle figure 3.4–3.5.
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R(t1)

R(t2)

x

y

z

x
y

z

f (r , t1) = C
f (r , t2) = C

t = t1 t = t2 > t1

Figura 3.4 La variazione nel tempo dif percepita da
un osservatore in motoR = R(t)

R(t1)

R(t2)

x

y

z

x
y

z

f (r , t1) = C
f (r , t2) = C

t = t1 t = t2 > t1

Figura 3.5 La variazione dif dipende sia dal moto
dell’osservatore sia dal cambiamento della superficie
di livello

Consideriamo ora un osservatore che si muove con lastessa velocit̀au(r , t) del fluido
nel puntor . In questo caso, potremo interpretare la somma dei due termini

∂ f (r , t)

∂ t
+ u(r , t) ·∇ f (r , t)

come larapidit à di variazione di f “seguendo il fluido” nel puntor all’istante t.
Questo argomento mostra l’opportunità di definire il seguente operatore differenziale
composito

D

Dt
≡ ∂

∂ t
+ u ·∇ ,

mediante il quale intenderemo, per definizione,

D f

Dt
≡ ∂ f

∂ t
+ u ·∇ f.

L’espressione

D f (r , t)

Dt

è talvolta chiamata“derivata” materiale o anche“derivata” sostanziale. Si tratta
di una denominazione impropria, in quanto l’operatoreD

Dt non è affatto una derivata.
Infatti le derivate possono essere di due tipi: ordinarie o parziali. Il simbolo D

Dt
rappresenta solo unacombinazione di due derivate parziali, una rispetto al tempo
e l’altra rispetto allo spazio. Quest’ultimaè proporzionale alla derivata direzionale
nella direzione della velocitàu(r , t); infatti, come noto, la derivata direzionaleè definita
in relazione a un versorêv tramite l’espressionêv ·∇ , mentre inu ·∇ compare il
vettore velocit̀a, che noǹe un versore.

Come vedremo, l’operatoreDDt permette di scrivere in modo leggermente più com-
patto alcune equazioni della dinamica dei fluidi. Tuttavia questo operatore sottintende
sempre la presenza di un campo di velocità u(r , t), in assenza del quale essoè privo
di significato. In altre parole, una notazione più corretta richiederebbe di precisare il
campo della velocit̀au(r , t) e potrebbe quindi essere la seguente

Du

Dt
≡ ∂

∂ t
+ u ·∇ .
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In virtù della sua definizione, l’operatoreDDt risulta comodo nei casi in cui una
grandezza fisica relativa a una proprietà del fluido in movimento, indicata ad esempio
con f , rimanga costanteper un determinato elemento di fluido. Quando cìo accade, la
funzione f (r , t) soddisfa l’equazione

D f

Dt
= 0.

Questa equazione significa solo che il valore dif relativo a ciascun elemento di fluido
rimane sempre lo stesso, mentre elementi differenti del fluido possono comunque avere
valori differenti di f .

Un caso particolare del mantenimento dello stesso valore diuna propriet̀a del
fluido da parte delle sue particelle si ha quando la correnteè stazionaria. In questo caso
risulter̀a ovviamenteu = u(r ) come puref = f (r ), per cui∂ f/∂ t = 0. In questo
caso, l’equazione∂ f

∂t + u ·∇ f = 0, che esprime la costanza dif per ogni particella del
fluido, diventa la seguente equazione stazionaria

u(r ) ·∇f (r ) = 0.

Siccome il membro di sinistràe proporzionale alla derivata direzionale, il suo an-
nullamento significa chef non varia lungo tutta la linea di corrente passante perr .
Quindi, se la grandezzaf soddisfa l’equazione appena scritta, tutte le particelle di
fluido relative a una linea di corrente del moto stazionario hanno lo stesso valore dif .

Osservazione L’equazioneu(r ) ·∇ f (r ) = 0 non comporta che tutte le linee di
corrente debbano avere lo stesso valore dif e in generalef avrà valori differenti su
linee di corrente differenti. Supponiamo, ad esempio, che la corrente sia in direzionex
ovunque per cui l’equazione precedente diventau ∂ f/∂x = 0, per cui, seu 6= 0, deve
essere∂ f/∂x = 0. Questa equazione dice chef è indipendente dax ma non d̀a alcuna
indicazione su comef possa dipendere day o z o da entrambi.

f = f2

f = f1

∇f

Figura 3.6 Quandou ·∇ f = 0
la grandezzaf ha lo stesso valore in tutti i
punti di ogni linea di corrente, ma su linee
di corrente differentif assume valori in
generale diversi,f1 6= f2

Accelerazione del fluido

Il concetto di rapidit̀a di variazione seguendo il fluido può essere applicato anche
alla velocit̀a stessa del fluido per definire l’accelerazione delle sue particelle in moto
qualsiasi. Consideriamo una corrente di un fluido che a un certo istantet è rappresentata
dal campo di velocit̀au = u(r , t)mostrato in figura 3.7. Notiamo che le curve disegnate
sono le linee di correnteistantanee e non devono essere confuse con le traiettorie
percorse dalle particelle del fluido, tranne nel caso particolare di corrente stazionaria.

In generale, se la correnteè instazionaria, in un istante di tempot2 successivo at1
il campo di moto sar̀a diverso, come mostrato, ad esempio. nella figura 3.8. Ovverosia,
fissato un puntor qualunque, la velocità in quel punto al tempot2 sar̀a in generale
diversa dalla velocit̀a nello stesso punto al tempot1, sia in direzione sia in modulo,
cioèu(r , t2) 6= u(r , t1).

x

y

z

u(r , t1)

Figura 3.7 Campo di velocit̀a a un istantet1

x

y

z

u(r , t2)

Figura 3.8 Campo di velocit̀a a un istantet2 > t1
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Applichiamo ora la definizione di rapidità di variazione della funzionef

∂ f

∂ t
+ u ·∇ f

a ciascuna delle componenti cartesiane del vettore velocità, che indichiamo conu, v e
w, ossiau = u x̂ + v ŷ + w ẑ. Ad esempio possiamo considerare la rapidità con cui
varia la componentex della velocit̀a, ciòeu, seguendo il fluido, che sarà data da

∂u

∂ t
+ u ·∇u,

e analogamente per le altre due componentiv ew:

∂v

∂ t
+ u ·∇v e

∂w

∂ t
+ u ·∇w.

Sommando vettorialmente le tre espressioni si ottiene l’espressione vettoriale

∂u
∂ t

+ (u ·∇)u.

che rappresenta la rapidità di variazione del vettore velocità u seguendo la particella
di fluido, ovverosia l’accelerazionedel fluido nel puntor e all’istantet. Scriveremo
quindi

a ≡ ∂u
∂ t

+ (u ·∇)u.

L’accelerazioneadefinita da questa espressione rappresenta quindi un campo vettoriale,
ovveroa = a(r , t), proprio come accade per la velocità u = u(r , t). La figura 3.9
mostra il campo dell’accelelerazione del fluido relativo almoto del fluido rappresentato
nelle figure 3.7–3.8.

Figura 3.9

Campo di accelerazione istantaneo
x

y

z

a(r , t)

Naturalmente il campo di accelerazione non può essere stabilito in base all’andamento
del solo campo di velocità istantaneo, tranne nel caso particolare di corrente stazionaria.
Infatti, nella definizione dia(r , t) è presente il contributo della derivata parziale
∂u(r , t)/∂ t, che rappresenta la rapidità di variazionedella velocità in un punto fisso. Se,
ad esempio, nell’istante di tempot = t1 il campo di velocit̀aè lo stesso della figura 3.7,
ma nell’istantet = t2 il campo di velocit̀a è quello mostrato nella figura 3.11, dif-
ferente da quello considerato nella precedente figura 3.8, l’accelerazione all’istantet2
sar̀a diversa dal caso precedente.
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x

y

z

u(r , t1)

Figura 3.10 Campo di velocit̀a a un istantet1

x

y

z

u(r , t2)

Figura 3.11 Campo di velocit̀a a un istantet2 > t1

Al contrario, nel caso di correnti stazionarie il campo dell’accelerazione del fluidòe
determinato dalla sola derivata spaziale del campo di moto ed è dato semplicemente da

a(r ) = (u(r ) · ∇)u(r ), corrente stazionaria.

Esempio 1 Accelerazione del campo di velocit̀a della rotazione rigida

Come semplice verifica della relazione dell’accelerazioneappena ottenuta conside-
riamo un fluido in moto con la velocità di rotazione rigida e velocità angolare costante,

u(r ) = −Ωy x̂ +Ωx ŷ,

studiato negli esempi 1 e 2 del paragrafo 2.1.

In questo caso il campou(r ) è stazionario e quindi∂u/∂ t = 0, per cui risulta

(u ·∇)u =
(

−Ωy
∂

∂x
+Ωx

∂

∂y

)

(−Ωy,Ωx,0)

= −Ω2(x, y,0) = −Ω2 r⊥,

dover⊥ rappresenta il componente del vettore posizioner normale all’assez, ovvero

r⊥ = x x̂ + y ŷ.

Questòe proprio quanto ci attendevamo: il vettore−Ω2 r⊥, o meglio il campo vettoriale

a(r ) = −Ω2 r⊥,

rappresenta la ben nota accelerazione centripeta, che in modulo valeΩ2 r⊥ edè diretta
verso l’asse di rotazionez.
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Esempio 2 Accelerazione della rotazione rigida in coordinate cilindriche

Il termine (u ·∇)u può essere calcolato anche partendo dal campo di velocità della
rotazione rigida espresso in coordinate cilindriche:

u(r ) = ΩR θ̂,

e ricorrendo all’operatore∇espresso nelle stesse coordinate:

∇= R̂
∂

∂R
+ θ̂

1

R

∂

∂θ
+ ẑ

∂

∂z
.

Risulta

(u ·∇)u = uθ (R)
1

R

∂

∂θ

(

uθ (R) θ̂(θ)
)

= [uθ(R)]2

R

d θ̂(θ)

dθ
.

Ricordando ora la ben nota proprietà

d θ̂(θ)

dθ
= −R̂(θ)

del versorêθ(θ) variabile ma tale che|θ̂(θ)| = 1, si ottiene

(u ·∇)u = [ΩR]2

R

d θ̂(θ)

dθ
= −Ω2R R̂(θ).

Quindi siè ottenuta la stessa accelerazione centripeta calcolata mediante le coordinate
cartesiane nell’esempio precedente.

θ
θ1

θ̂ (θ)

θ̂ (θ1)

∆θ̂

∆θ

Figura 3.12 Ad illustrazione della
derivatad θ̂(θ)/dθ = −R̂(θ): notare che
|∆θ̂ | = ∆θ , per cui|d θ̂/dθ | = 1

Esempio 3 Accelerazione in coordinate cartesiane

Le componenti cartesiane del vettore accelerazionea= ax x̂+ay ŷ+az ẑdelle particelle
di fluido sono date dalle relazioni

ax = ∂u

∂ t
+ u ·∇u

ay = ∂v

∂ t
+ u ·∇v

az = ∂w

∂ t
+ u ·∇w

dove l’operatore di advezione scalare in coordinate cartesianeè definito da

u ·∇u = u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
.
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P = (x, y, z)
= [ R, θ, z]
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θ

Figura 3.13

Coordinate cilindriche di un punto

x

y

z
cilindro R = costante

piano orizzontale
z = costante

semi-piano verticale
θ = costante

P = [ R, θ, z]

Figura 3.14

Superfici coordinate delle coordinate cilindriche

Approfondimento 1 Accelerazione in coordinate cilindriche

Il vettore accelerazione delle particelle del fluido

a = ∂u
∂ t

+ (u ·∇)u

espresso nelle sue componenti in coordinate cilindriche (vedi figure 3.13–3.14)

a = aR R̂ + aθ θ̂ + az ẑ,

può essere calcolato ricordando l’espressione del termine diadvezione vettoriale sem-
pre in coordinate cilindriche

(c ·∇)u =
[

c ·∇u R − cθuθ
R

]

R̂ +
[

c ·∇uθ + cθu R

R

]

θ̂ +
[

c ·∇uz
]

ẑ.

Sostituendo in essa l’operatore di advezione scalare

c ·∇ f = cR
∂ f

∂R
+ cθ

R

∂ f

∂θ
+ cz

∂ f

∂z
si ottiene

(c ·∇)u =
[

cR
∂u R

∂R
+ cθ

R

∂u R

∂θ
+ cz

∂u R

∂z
− cθuθ

R

]

R̂

+
[

cR
∂uθ
∂R

+ cθ
R

∂uθ
∂θ

+ cz
∂uθ
∂z

+ cθu R

R

]

θ̂

+
[

cR
∂uz

∂R
+ cθ

R

∂uz

∂θ
+ cz

∂uz

∂z

]

ẑ,

ovverosia, riordinando alcuni termini,

(c ·∇)u =
[

cR
∂u R

∂R
+ cθ

R

(

∂u R

∂θ
− uθ

)

+ cz
∂u R

∂z

]

R̂

+
[

cR
∂uθ
∂R

+ cθ
R

(

∂uθ
∂θ

+ u R

)

+ cz
∂uθ
∂z

]

θ̂

+
[

cR
∂uz

∂R
+ cθ

R

∂uz

∂θ
+ cz

∂uz

∂z

]

ẑ.

Le componenti dell’accelerazione del fluido in coordinate cilindriche sono quindi

aR = ∂u R

∂ t
+ u R

∂u R

∂R
+ uθ

R

(

∂u R

∂θ
− uθ

)

+ uz
∂u R

∂z
,

aθ = ∂uθ
∂ t

+ u R
∂uθ
∂R

+ uθ
R

(

∂uθ
∂θ

+ u R

)

+ uz
∂uθ
∂z
,

az = ∂uz

∂ t
+ u R

∂uz

∂R
+ uθ

R

∂uz

∂θ
+ uz

∂uz

∂z
.
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Figura 3.15

Coordinate sferiche di un punto

x

y

z

θ = costante
cono

r = costante
sfera

φ = costante
semi-piano verticale

P = [r, θ, φ]

Figura 3.16

Superfici coordinate delle coordinate sferiche

Approfondimento 2 Accelerazione in coordinate sferiche

Le componenti sferiche (vedi figure 3.15–3.16) del vettore accelerazione

a = ar r̂ + aθ θ̂ + aφ φ̂ = ∂u
∂ t

+ (u ·∇)u

delle particelle di fluido si ottengono utilizzando l’espressione in coordinate sferiche
del termine di advezione vettoriale(c ·∇)u

(c ·∇)u =
[

c ·∇ur − cθuθ + cφuφ
r

]

r̂

+
[

c ·∇uθ + cθur − cotθ cφuφ
r

]

θ̂

+
[

c ·∇uφ + cφ(ur + cotθ uθ )

r

]

φ̂

dove il termine scalare di advezionec ·∇f è definito da

c ·∇ f = cr
∂ f

∂r
+ cθ

r

∂ f

∂θ
+ cφ

r sinθ

∂ f

∂φ
.

Le componenti sferiche dell’accelerazione si ottengono usando questa espressione con
c = u, per cui

ar = ∂ur

∂ t
+ u ·∇ur −

u2
θ + u2

φ

r
,

aθ = ∂uθ
∂ t

+ u ·∇uθ + ur uθ
r

−
cotθ u2

φ

r
,

aφ = ∂uφ
∂ t

+ u ·∇uφ + ur uφ
r

+ cotθ uθ uφ
r

.

Sostituendo infine l’espressione in coordinate sferiche del termine di advezione scalare
si ha

ar = ∂ur

∂ t
+ ur

∂ur

∂r
+ uθ

r

(

∂ur

∂θ
− uθ

)

+ uφ
r

(

1

sinθ

∂ur

∂φ
− uφ

)

,

aθ = ∂uθ
∂ t

+ ur
∂uθ
∂r

+ uθ
r

(

∂uθ
∂θ

+ ur

)

+ uφ
r sinθ

(

∂uθ
∂φ

− cosθ uφ

)

,

aφ = ∂uφ
∂ t

+ ur
∂uφ
∂r

+ uθ
r

∂uφ
∂θ

+ uφ
r

[

1

sinθ

(

∂uφ
∂φ

+ cosθ uθ

)

+ ur

]

.
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3.2 Vincolo di incomprimibilità

Supponiamo che la corrente siaincomprimibile nel senso che la densitàρ del fluido
può essere supposta costante,2 indipendente sia dal tempo sia dalla posizione spaziale,
ovveroρ = ρ, doveρ indica una costante (positiva) determinata. Come abbiamo visto
nel paragrafo 2.5, in questo caso particolare la legge di conservazione della massa si
riduce semplicemente alla condizione d’incomprimibilità ∇· u = 0 che deve essere
soddisfatta dal campo della velocitàu(r , t) in ogni puntor e in ogni istantet.

Vogliamo ora ricavare la stessa equazione utilizzando il principio di conservazione
della massa e sfruttando immediatamente l’ipotesi che la densit̀a del fluidoè costante.
Consideriamo come nel paragrafo 2.2 una superficie chiusaS che delimita una regione
fissaV contenuta nello spazio in cui si muove il fluido. Il fluido entra nella regioneV
attraverso alcune parti della superficieS e ne esce da altre. Indicando conn̂ la normale
uscente daV in un punto generico diS, la componente della velocità u normale
alla superficie sarà data dau · n̂. Pertanto la quantità di volume di fluido che esce
dall’elemento di superficied S per unit̀a di tempoè u · n̂ d S. La rapidit̀a con cui il
volume (netto) di fluido esce daV attraversoS è quindi

∮

S
u · n̂,

usando sempre la convenzione di omettere l’elemento infinitesimo di superficied S
dell’integrale. Ma, nel caso di corrente incomprimibile con densit̀a del fluido uniforme
in ogni suo punto, questa quantità, una volta moltiplicata per la densità costanteρ è
semplicemente la rapidità con cui la massa (netta) del fluido esce daV

ρ

∮

S
u · n̂.

La legge di conservazione della massa dice che questa quantità è necessariamente
nulla perch́e il fluido, essendo la sua densità sempre la stessa in ogni istante e in ogni
punto, deve avere un flusso netto di massa nullo attraverso lasuperficie chiusaS.
Pertanto, dividendo per la costanteρ > 0, la conservazione della massa per la corrente
incomprimibileè espressa dalla condizione

∮

S
u · n̂ = 0

valida per qualunque superficie chiusaS. L’applicazione del teorema della divergenza
fornisce immediatamente

∫

V
∇· u = 0.

Per l’arbitrariet̀a della regioneV e supponendo che la funzione integranda sia continua,
si deduce immediatamente che la funzione∇·u deve essere nulla in ogni punto, ovvero:

∇· u = 0

per ognir ∈ V e ognit. Come gìa indicato, questa equazione costituisce lacondizione
di incomprimibilit à e rappresenta un vincolo che il campo della velocitàu(r , t) deve
soddisfare in ogni puntor e, nel caso di corrente effettivamente variabile nel tempo,
per ogni istantet.

2 Le difficoltà che presenta l’introduzione di tale ipotesi e le sue effettive conseguenze saranno

discusse solo molto più avanti, nel paragrafo 9.3.
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3.3 Equazioni di Eulero incomprimibili

Nel caso di corrente incomprimibilecon un fluido di densitàuniforme, l’equazionedella
quantit̀a di moto del fluido pùo essere ricavata in una maniera semplificata dalla seconda
legge della dinamica considerando un elemento infinitesimodi fluido contenuto nel
volumeδV e quindi avente massa elementareδm = ρ δV . La seconda legge di Newton
applicata a questo elemento di fluido permette allora di scrivereδm a = ρ δV a = δf ,
dovea è l’accelerazione dell’elementino di fluido eδf rappresenta la risultante delle
forze agenti su di esso.

Come gìa visto nel caso statico discusso nel capitolo 1 e nel caso dinamico discusso
nel paragrafo 2.3, per un fluido non viscoso la forza agente sull’elemento di fluido
contenuto inδV comprender̀a la forza dovuta alla pressione esercitata sulla superficie
dell’elemento di fluido da parte del fluido all’esterno e le forze di volume agenti
sull’elemento di fluido, come ad esempio la forza gravitazionale. La risultanteδf di
queste forze elementariè quindi data dalla seguente somma vettoriale

δf = −(∇P) δV + ρ δV g.

Ricordando l’espressione dell’accelerazione delle particelle del fluido ricavata nel
paragrafo 3.1, la legge fondamentale della dinamica applicata all’elemento di fluido
considerato fornisce

ρ δV

(

∂u
∂ t

+ (u ·∇)u
)

= (−∇P + ρ g) δV .

Semplificando il fattore comuneδV e dividendo per la costanteρ si ottiene l’equazione
contenente la velocità e la pressione

∂u
∂ t

+ (u ·∇)u + ∇P

ρ
= g,

valida per una corrente incomprimibile di un fluido suppostodi densit̀a uniforme e
viscosit̀a nulla. Il termine con∇P è scritto nel primo membro dell’equazione perché
la pressioneP è una variabile incognita.

Questa equazione deve essere messa a sistema con la condizione d’incomprimibi-
lit à dedotta dal principio di conservazionedella massa, supponendo la densità uniforme,
nel paragrafo precedente. Otteniamo quindi il sistema di equazioni

∂u
∂ t

+ (u ·∇)u + ∇P

ρ
= g,

∇· u = 0,

note con il nome diequazioni di Eulero per le correnti incomprimibili . Le incognite
del sistema sono il campo vettoriale della velocità u(r , t) e il campo della pressione

Queste equazioni di Eulero
incomprimibili sono coincidenti
con quelle gìa ricavate nel
paragrafo 2.5

con il nomeP(r , t), mentre la densitàρ è una costante nota. Il sistemaè costituito da
due equazioni, la prima vettoriale e la seconda scalare, percui abbiamo un numero di
equazioni uguale al numero di incognite. Il campo della forza esternag potrà anche
essere diverso dal campo gravitazionale e in generale potrà dipendere dallo spazio ed
eventualmente anche dal tempo, ovvero,g = g(r , t).

Approfondimento 1 Equazioni di Eulero in coordinate cilindriche

Se la regione in cui si muove il fluidòe assisimmetrica, ossiaè invariante per rotazioni
attorno a un asse che chiameremo assez, allora è conveniente utilizzare un sistema
di cordinate cilindriche per descrivere il moto del fluido. Ricordando l’espressione
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dell’accelerazione in coordinate cilindriche vista nell’esempio<undefined> del para-
grafo 3.1, le equazioni di Eulero per le correnti incomprimibili assumono la forma
seguente

∂u R

∂ t
+ u R

∂u R

∂R
+ uθ

R

(

∂u R

∂θ
− uθ

)

+ uz
∂u R

∂z
+ 1

ρ

∂P

∂R
= gR(R, θ, z),

∂uθ
∂ t

+ u R
∂uθ
∂R

+ uθ
R

(

∂uθ
∂θ

+ u R

)

+ uz
∂uθ
∂z

+ 1

ρ R

∂P

∂θ
= gθ (R, θ, z),

∂uz

∂ t
+ u R

∂uz

∂R
+ uθ

R

∂uz

∂θ
+ uz

∂uz

∂z
+ 1

ρ

∂P

∂z
= gz(R, θ, z),

1

R

∂(Ru R)

∂R
+ 1

R

∂uθ
∂θ

+ ∂uz

∂z
= 0.

La forza di volume esternag è stata espressa in termini delle sue componenti in
coordinate cilindriche.

Nel caso particolare in cui il campo di forzag, il campo di velocit̀a inizialeu0
e le condizioni al contorno siano assisimmetrici, ossia indipendenti daθ , per cui
g = g(R, z) e u0 = u0(R, z), sono possibili soluzioni aventi la stessa invarianza per
rotazioni attorno all’asse, del tipou = u(R, z, t) e P = P(R, z, t). Questi campi sono
allora governati dalle equazioni di Eulero per le correnti incomprimibili assisimmet-
riche ottenute dalle precedenti eliminando tutti i terminicontenenti la derivata rispetto
aθ , ovvero,

∂u R

∂ t
+ u R

∂u R

∂R
+ uz

∂u R

∂z
− u2

θ

R
+ 1

ρ

∂P

∂R
= gR(R, z),

∂uθ
∂ t

+ u R
∂uθ
∂R

+ uz
∂uθ
∂z

+ uθu R

R
= gθ (R, z),

∂uz

∂ t
+ u R

∂uz

∂R
+ uz

∂uz

∂z
+ 1

ρ

∂P

∂z
= gz(R, z),

1

R

∂(Ru R)

∂R
+ ∂uz

∂z
= 0.

Approfondimento 2 Equazioni di Eulero in coordinate sferiche

Se la regione in cui si muove il fluidòe delimitata da due superfici sferiche concentriche,
alloraè conveniente utilizzare un sistema di cordinate sferiche per descrivere il moto
del fluido. Ricordando l’espressione dell’accelerazione in coordinate sferiche vista
nell’esempio<undefined> del paragrafo 3.1, le equazioni di Eulero per le correnti
incomprimibili assumono la forma seguente

∂ur

∂ t
+ ur

∂ur

∂r
+ uθ

r

(

∂ur

∂θ
− uθ

)

+ uφ
r

(

1

sinθ

∂ur

∂φ
− uφ

)

+ 1

ρ

∂P

∂r
= gr

∂uθ
∂ t

+ ur
∂uθ
∂r

+ uθ
r

(

∂uθ
∂θ

+ ur

)

+ uφ
r sinθ

(

∂uθ
∂φ

− cosθ uφ

)

+ 1

ρ r

∂P

∂θ
= gθ

∂uφ
∂ t

+ ur
∂uφ
∂r

+ uθ
r

∂uφ
∂θ

+ uφ
r

[

1

sinθ

(

∂uφ
∂φ

+ cosθ uθ

)

+ ur

]

+ 1

ρ r sinθ

∂P

∂φ
= gφ

1

r2

∂

∂r

(

r2ur
)

+ 1

r sinθ

∂

∂θ

(

sinθ uθ
)

+ 1

r sinθ

∂uφ
∂φ

= 0.

Naturalmente la forza di volume esternag è stata espressa in termini delle sue com-
ponenti in coordinate sferiche, e tali componenti saranno aloro volta funzione delle
stesse variabili, ossiag = g(r, θ, φ).
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Nel caso particolare in cui il campo di forzag, il campo di velocit̀a inizialeu0 e le
condizionial contornosiano assisimmetrici, ossia indipendenti daφ, per cuig = g(r, θ)
eu0 = u0(r, θ), sono possibili soluzioni aventi la stessa invarianza per rotazioni attorno
all’assez, del tipo u = u(r, θ, t) e P = P(r, θ, t). Questi campi sono governati
dalle equazioni di Eulero per le correnti incomprimibili assisimmetriche ottenute dalle
precedenti eliminando tutti i termini contenenti la derivata rispetto aφ, ovvero,

∂ur

∂ t
+ ur

∂ur

∂r
+ uθ

r

(

∂ur

∂θ
− uθ

)

−
u2
φ

r
+ 1

ρ

∂P

∂r
= gr (r, θ),

∂uθ
∂ t

+ ur
∂uθ
∂r

+ uθ
r

(

∂uθ
∂θ

+ ur

)

−
cotθ u2

φ

r
+ 1

ρ r

∂P

∂θ
= gθ(r, θ),

∂uφ
∂ t

+ ur
∂uφ
∂r

+ uθ
r

∂uφ
∂θ

+ uφ
r
(cotθ uθ + ur ) = gφ(r, θ),

1

r2

∂

∂r

(

r2ur
)

+ 1

r sinθ

∂

∂θ

(

sinθ uθ
)

= 0.

3.4 Condizione iniziale e condizione al contorno

Le equazioni di Eulero sono delle equazioni differenziali alle derivate parziali e da
sole non costituiscono ancora un problema completo. Infatti, come in qualunque
problema differenziale,̀e necessario specificare determinate condizioni supplementari
per ottenere un problema ben posto, avente una sola soluzione (in un senso opportuno)
almeno nei casi più semplici.

La stessa necessità di introdurre condizioni supplementari si incontra nellarisoluzione
dei problemi di dinamica di un punto materiale. Infatti la legge fondamentale della
dinamica

d2r
dt2 = f (r , v) = f

(

r , dr
dt

)

richiede di specificare le duecondizioni iniziali r (0) = r0 e v(0) = v0 per potere
determinare il moto del corpo.

Nel caso delle equazioni di Euleroè invece necessario specificare unasola con-
dizione iniziale: lavelocità iniziale del fluido in ogni punto, ovvero,

u(r ,0) = u0(r ),

doveu0(r ) è un campo di velocità noto. In effetti, l’equazione evolutiva della velocità
è del primo ordine nel tempo, dato che la posizione delle particelle del fluidoè es-
tranea alla descrizione euleriana del suo moto. Non esiste invece nessuna condizione
iniziale per la pressione dato che non c’è alcuna equazione d’evoluzione per questa
variabile, che sappiamo essere nelle correnti incomprimibili un semplice moltiplicatore
di Lagrange.

Ma il sistema delle equazioni di Euleròe differenziale anche dal punto di vista
spaziale dato che contiene derivate rispetto alle coordinate spaziali: il gradiente e la
divergenza, oltre all’operatore di derivata direzionale.Come conseguenza, per ottenere
un problema che possa avere una sola soluzione occorre specificare dellecondizioni al
contorno. Il tipo di condizioni che possono o debbono essere fornite dipende dal tipo
di equazioni e dalla natura del contorno nel problema in esame.

Senza alcuna pretesa di analizzare questo aspetto in modo completo, nel caso delle
equazioni per correnti incomprimibili non viscose abbiamouna sola condizione al
contorno scalare da imporre su tutta la frontiera del dominio V in cui si studia il moto
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del fluido. La condizione consiste nello specificare il valore della componente della
velocit̀a normale alla frontieraS = ∂V . Questa condizione al contorno per l’incognita
u sar̀a scritta allora nel modo seguente

n̂ · u(r , t)|S = bn(r S, t)

con r S ∈ S. Il valore al contorno bn(r S, t) della componente normale della velocità
deve essere specificato per ogni puntor S ∈ S e ogni istantet > 0. Notare chebn(r S, t)
rappresenta una funzione scalare e che la sua variabile spaziale è indicata conr S per
evidenziare che il dominio della funzioneè limitato alla sola frontieraS.

È importante osservare che nel caso di problemi con una corrente non viscosa la
condizione al contorno della velocità riguarda solo la componente normale. Questo
non significa per̀o che la velocit̀au della soluzione debba essere normale al contorno.
Infatti il campo di moto che si ottiene dalla risoluzione delle equazioni di Eulero
avrà in generale la componente tangente al contorno diversa da zero, come illustrato
in figura 3.17.

bn
S

u
bn

utang

Figura 3.17 Nei fluidi non viscosi solo la
componente normale della velocità pùo
essere imposta sul contorno (figura
superiore): la velocit̀a della soluzione avrà
in generale anche una componente
tangente al contorno diversa da zero
(figura inferiore)

Nel caso particolare in cui una parte del contorno coincide con un corpo solido
fermo, che non permette il passaggio del fluido attraverso lasua superficie, la condizione
su questa superficie diventa omogenea

n̂ · u(r , t)|solido fermo= 0

e si chiama condizione al contorno dinon penetrabilità. Questa condizione lascia
comunque la velocità libera di avere componenti tangenti al contorno diverse dazero,
per cui il modello fisico descritto dalle equazioni di Euleropermette uno slittamento
del fluido sulle pareti dei corpi solidi, ovverosia potrà risultare, in generale,

n̂ × u(r , t)|solido fermo 6= 0.

È necessario sottolineare che tutte le condizioni supplementari sono altrettanto impor-
tanti quanto le equazioni differenziali che governano il moto del fluido. In realt̀a, il tipo
di condizioni chèe lecito e necessario imporreè legato strettamente alla natura delle
equazioni differenziali stesse, sicché le condizioni iniziali e al contorno possono essere
considerate come una parte integrante delle equazioni medesime. Ad esempio, un
elemento distintivo delle due equazioni di Euleroè l’assenza di un termine con derivata
temporale (prima) nella seconda equazione, cioè nella condizione d’incomprimibilità.
Corrispondentemente, in questo sistema la pressione iniziale non pùo essere imposta,
anzi sarebbe sbagliato pensare di farlo.

Una volta introdotte le condizioni supplementari inizialie al contorno, il sistema
delle equazioni di Eulero costituirà il seguenteproblema completo

∂u
∂ t

+ (u ·∇)u + ∇P

ρ
= g,

∇· u = 0,

u(r ,0) = u0(r ),

n̂ · u(r , t)|S = bn(r S, t).

Questo problema presenta una particolarità che sembra costituire un paradosso. Se i
campiu(r , t) e P(r , t) soddisfano le equazioni e le condizioni del problema, e quindi
fornisconouna sua soluzione, allora anche la coppia [u(r , t), P(r , t)+C(t)], doveC(t)
è una funzione arbitraria,è soluzione delle medesime equazioni e condizioni. Questo
si verifica facilmente sostituendo questi campi nelle equazioni e nelle condizioni e
osservando che∇C(t) = 0, poich́eC(t) non dipende dar .
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Pertanto, data una soluzione del problema delle equazioni di Eulero incomprimibili,
esistono infinite altre soluzioni che differiscono soltanto per il valore di riferimento
della pressione, che può essere scelto arbitrariamente in ogni istante. Questa situazione
è conseguenza dell’ipotesi d’incomprimibilità, alla base delle equazioni in esame,
e deriva dall’avere anche considerato un problema nel qualela velocit̀a normaleè
prescritta sututto il contornoS, come richiesto tipicamente se il fluido si muove in
una regione delimitata completamente da pareti rigide. Le correnti di questo tipo sono
dettecorrenti confinate.

Dal punto di vista fisico, un cambiamento del valoreassoluto della pressione in-
fluisce sul valore di altre variabili termodinamiche del fluido,per cui esiste un’incongurenza
fra la descrizione teorica fornita dalle equazioni di Eulero incomprimibili e i prin-
cipi della termodinamica. In effetti, come già accennato nei paragrafi 2.4 e 2.5,
l’introduzionedell’ipotesi di incomprimibilit̀a ha comportato l’esclusione di qualunque
considerazione termodinamica dal quadro matematico adottato per descrivere il moto
del fluido. Pertanto il paradosso dell’arbitrarietà del livello della pressione nelle correnti
incomprimibili in regioni confinatèe una conseguenza dell’ipotesi di incomprimibilità
e scomparir̀a nella dinamica dei fluidi comprimibili, dove la termodinamica risulter̀a
giocare un ruolo fondamentale.

Le condizioni al contorno considerate, con la velocità normale specificata su tutto
il contorno, sono le pìu semplici dal punto di vista matematico nella teoria delle
equazioni incomprimibili: in questo caso l’unicità dalla soluzione delle equazioni di
Eulero (possibile in certi casi, sotto opportune condizioni) è da intendersi nel senso che
la pressionèe definita a meno di una funzione additivaC(t) del tutto arbitraria. Tale
funzione non ha comunque alcuna conseguenza sul moto del fluido perch́e la forza (per
unità di volume) causata dalla pressioneè data da∇P.

Notiamo infine che nei problemi in cui il fluido entra nel domino (correnti aperte
e correnti esterne)̀e possibile e si deve specificare il valore della pressione suuna parte
del contorno al posto della velocità normale. In questi casi il campo di pressione della
soluzione delle equazioni incomprimibili non ha più l’arbitrariet̀a caratteristica delle
correnti confinate e la pressioneè definita univocamente in modo assoluto poiché la
variabileP compare anche in qualche condizione al contorno,oltre che come argomento
dell’operatore gradiente.

Condizioni di compatibilità dei e fra i dati

La presenza del vincolo d’incomprimibilità implica che i dati delle condizioni iniziale
e al contornou0(r ) e bn(r S, t) delle equazioni di Eulero incomprimibili non possono
essere assegnati in modo del tutto libero e indipendentemente l’uno dall’altro. Gli
effetti di questa limitazione riguardano direttamente il campo della velocit̀a iniziale
u0 che dovr̀a essere necessariamente a divergenza nulla, a causa dell’incomprimibilit̀a
della corrente. In altre parole la velocità inizialeu0 deve soddisfare la condizione di
compatibilit̀a

∇· u0 = 0.

Ma anche il dato al contornobn(r S, t) non pùo essere scelto in modo completamente
arbitrario. Infatti, integrando la condizione al contornosu tutta la superficieS, si ottiene
immediatamente

∮

S
n̂ · u(r , t)|S =

∮

S
bn(r S, t),

per ogni istante di tempot > 0. D’altra parte, in virt̀u del teorema della divergenza
l’integrale al primo membro si pùo trasformare in un integrale di volume, ovvero,

∫

V
∇· u(r , t) =

∮

S
bn(r S, t).
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Siccome il campo della velocità deve essere a divergenza nulla per∀t > 0, l’integrale
al primo membròe nullo e quindi deve necessariamente essere

∮

S
bn(r S, t) = 0

per ognit > 0. Questàe una condizione di compatibilità globale che il dato al contorno
bn(r S, t) deve rispettare per ognit > 0 affinch́e il campo di velocit̀a possa soddisfare
sempre il vincolo d’incomprimibilit̀a.

Esiste infine un’ulteriore condizione che esprime la compatibilit àfra il dato iniziale
e il dato al contorno, suS e pert = 0. Quest’ultima condizione di compatibilità ha la
forma seguente

n̂ · u0(r )|S = bn(r S,0).

L’insieme delle tre condizioni di compatibilità è quindi dato da

∇· u0 = 0,
∮

S
bn(r S, t) = 0,

n̂ · u0(r )|S = bn(r S,0).

Nel caso dei problemistazionari, non esiste alcun dato iniziale e il valore prescritto sul
contorno per la velocità normale non dipende dal tempo, abbiamo cioè bn = bn(r S).
Allora vi sar̀a la sola condizione di compatibilità globale

∮

S
bn(r S) = 0.

3.5 Equazione della quantità di moto con la vorticità

L’equazione della quantità di moto per una corrente incomprimibile può essere scritta
in una forma alternativa, ma del tutto equivalente, introducendo il rotore del campo di
velocit̀a, cui si d̀a il nome divorticit à e che si indica conω:

ω ≡ ∇×u,

Questa forma dell’equazioneè particolarmente utile nel caso di correnti stazionarie e
irrotazionali. Mediante l’identit̀a vettoriale2

∇
(

|u|2
)

= 2u×∇×u + 2 (u ·∇)u = 2u×ω + 2 (u ·∇)u

il termine non lineare(u ·∇)u dell’equazione della quantità di moto pùo essere riscritto
nella forma seguente

(u ·∇)u = (∇×u)×u + 1
2∇

(

|u|2
)

= ω×u + 1
2∇

(

|u|2
)

.

Il termine(∇×u)×u ≡ ω×u che compare nell’identità vettoriale in esame si chiama
forma rotazionale del termine non lineare in quanto contiene ilrotore della velocit̀a.

2 Questa identit̀a vettorialeè semplicemente il caso particolare pera = b della seguente identità

∇(a · b) = a×∇×b + b×∇×a + (a ·∇)b + (b ·∇)a, che è riportata nel paragrafo A.10

dell’appendice A.
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Figura 3.18 Rappresentazione
geometrica dell’identit̀a vettoriale
(u ·∇)u = (∇×u)×u + ∇

( 1
2 |u|2

)

:
il termine rotazionale(∇×u)×u è
normale alle linee di corrente in ogni
punto del campo di moto

u

∇×u

∇
( 1

2 |u|2
)

(∇×u)×u

(u ·∇)u

L’interpretazione geometrica di questa identità vettorialeè mostrata nella figura 3.18.
L’identità esprime il termine non lineare(u ·∇)u come somma di due vettori, di cui
il primo (∇×u)×u è diretto perpendicolarmente sia alla velocità, e quindi alla linea
di corrente, sia alla vorticità. Notiamo che il secondo termine ha invece componenti
non nulle in direzione sia tangente sia normale alla linea dicorrente. Quindi questa
decomposizionenon è una decomposizione ortogonale.

Per mezzo della forma rotazionale, l’equazione della quantità di moto per correnti
incomprimibili vista nel paragrafo 3.4 può essere scritta nella forma seguente

∂u
∂ t

+ (∇×u)×u + ∇

( |u|2
2

+ P

ρ

)

= g.

Supponiamo ora che la forza specifica esterna dovuta al campogsia conservativa e possa
quindi essere espressa mediante un’energia potenziale specificaχ , ovverog = −∇χ .
L’esempio tipicoè quando il campo esternog è il campo di gravit̀a terrestre, per cui
risultag = −gẑ = −∇(gz), cong = 9.81 N/kg, e quindiχ = gz, avendo scelto l’asse
z verticale e con verso positivo diretto verso l’alto. Utilizzando l’energia potenzialeχ ,
l’operatore gradiente potrà includere tre termini e l’equazione della quantità di moto
diventa

∂u
∂ t

+ (∇×u)×u = −∇

(

P

ρ
+ |u|2

2
+ χ

)

,

e vale per una corrente incomprimibile di un fluido non viscoso sottoposto a un campo
di forze di volume esterne conservative.

3.6 Correnti stazionarie e teorema di Bernoulli

Se esaminiamo ora il caso di una corrente stazionaria, l’equazione della quantità di
moto precedente in forma rotazionale si semplifica in

(∇×u)×u = −∇

(

P

ρ
+ |u|2

2
+ χ

)

corrente stazionaria,

dove, nel caso in cui la forza di volume conservativaè dovuta solo al campo di gravità,
risultaχ(r ) = gz. Prendendo il prodotto scalare di questa equazione per la velocità u
e sfruttando la proprietà ovviau · (∇×u)×u = 0, si ottiene

u · ∇

(

P

ρ
+ |u|2

2
+ χ

)

= 0,
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cioè il campo della velocit̀a in ogni puntòeperpendicolare al gradiente della funzione
fra parentesi. Cìo è equivalente a dire che la funzione dentro l’operatore gradiente non
cambia per spostamenti locali lungo ogni linea di corrente.Pertanto lungo una linea di

Le linee di corrente di un campo
di velocit̀a stazionario sono
definite nel paragrafo 2.1.

corrente risulta

P

ρ
+ |u|2

2
+ χ = Clinea di corrente,

doveClinea di correntèe una costante il cui valore dipende dalla linea di corrente consid-
erata. Questa relazione si chiamateorema di Bernoulli o, più estesamente,teorema
della linea di corrente di Bernoulli. Esso permette di determinare la pressioneP
lungo ciascuna linea di corrente mediante la relazione, valida perr appartenente alla
linea di corrente,

P(r )
ρ

= −|u(r )|2
2

− χ(r )+ Clinea di corrente,

quandoè nota la velocit̀a lungo la linea considerata. Questa relazione deve essere
correttamente interpretata nel senso che il vettore posizioner è vincolato a percorrere
una determinata linea di corrente e che la costanteClinea di correntein generale assume
valori diversi per le diverse linee di corrente, come mostrato nella figura 3.19. In altre
parole, se una determinata linea di correnteè indicata conr = r (s), doves rappresenta
una parametrizzazione qualunque della curva, il teorema della linea di corrente di
Bernoulli pùo essere scritto più precisamente come

P(r (s))
ρ

+ |u(r (s))|2
2

+ χ(r (s)) = Clinea di corrente.

Nel caso particolareχ(r ) = gz si introduce il cosiddettotrinomio di Bernoulli

P(r )
ρ

+ |u(r )|2
2

+ gz,

e il teorema di Bernoulli esprime la costanza di detto trinomio lungo una linea di

x y

z

P(s)

ρ
+ |u(s)|2

2
+ χ(s) = C1

C2

C3

u = u(r)

Figura 3.19 In una corrente
incomprimibile non viscosa stazionaria,
ogni linea di corrente ha in generale un
valore differente del trinomio di Bernoulli:
C1 6= C2 6= C3

corrente nel modo seguente

P(r (s))
ρ

+ |u(r (s))|2
2

+ gz(s) = P0

ρ
+ |u0|2

2
+ gz0,

doveP0 = P(r (0)), u0 = u(r (0)) e z0 = z(0), r (0) essendo un punto di riferimento
sulla linea di corrente considerata. Dalla costanza della somma dei tre termini del
trinomio di Bernoulli consegue che un aumento di una delle tre grandezze, pressione
P, modulo della velocit̀a|u| e quotaz, deve essere compensata lungo la linea di corrente
da una diminuzione della somma delle altre due. In particolare, se la linea di corrente
è in un piano orizzontale (z(s) = costante), allora un aumento della pressione lungo
la linea comporta una diminuzione della velocità in modulo mentre una diminuzione
della pressione comporta un aumento della velocità.

Versione irrotazionale del teorema di Bernoulli

Un caso particolare del teorema di Bernoulli si verifica quando il campo di velocit̀a è
irrotazionale, ovvero quando la vorticità è sempre nulla in tutto il fluido:ω = ∇×u =
0. In questo caso l’identità vettoriale esaminata nel paragrafo 3.5 si riduce a

(u ·∇)u = 1
2∇

(

|u|2
)

corrente irrotazionale :∇×u = 0.

ovverosia il campo di accelerazione della corrente stazionaria irrotazionale è dato
dal gradiente dell’energia cinetica (per unità di massa) del fluido, come mostrato
nella figura 3.20.

(u ·∇)u = ∇
( 1

2 |u|2
)

u

Corrente irrotazionale

Figura 3.20 Il campo di accelerazione
(u ·∇)u di una corrente stazionaria
irrotazionale è esprimibile come
gradiente dell’energia cinetica (per unità
di massa) del fluido
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Per una corrente irrotazionale la versione stazionaria dell’equazione della quantità di
moto da cui siamo partiti si pùo allora scrivere come

∇

(

P

ρ
+ |u|2

2
+ gz

)

= 0,

che si integra immediatamente fornendo

P(r )
ρ

+ |u(r )|2
2

+ gz = C,

dove C è una costante che non dipende dalla linea di corrente. Il valore di C è
determinato se in un punto del campo di moto, diciamor1, sono note la pressioneP1
e il modulo della velocit̀a |u1| = |u(r1)| del fluido. Avremo allora

P(r )
ρ

+ |u(r )|2
2

+ gz = P1

ρ
+ |u1|2

2
+ gz1, corrente stazionaria irrotazionale.

Questa equazionèe laversione del teorema di Bernoulli per correnti irrotazionali .

x y

z

∇×u = 0

P(r)
ρ

+ |u(r)|2
2

+ χ(r) = C

Figura 3.21 In una corrente
(incomprimibile e stazionaria)
irrotazionale il trinomio di Bernoulli
assume lo stesso valore in tutto il campo
di moto

Ricordiamo che entrambi i teoremi di Bernoulli dimostrati in questo paragrafo valgono
quando

• la correntèe stazionaria,

• la correntèe incomprimibile e con densità uniforme,

• il fluido è non viscoso,

• le forze di volume agenti sul fluido sono conservative.

Il teorema di Bernoulli permette di calcolare il campo dellapressione se il campo di
velocit̀a è stato gìa determinato. Infatti, l’equazione di Bernoulli precedente risolta
rispetto aP(r ) fornisce la funzione esplicita

P(r )
ρ

= P1

ρ
+ 1

2

[

|u1|2 − |u(r )|2
]

+ g(z1 − z).

Un’applicazione banale del teorema di Bernoulli si ha nel caso di un condotto rettilineo
di sezione costante. Prendiamo l’assex parallelo al condotto. Essendo la sezione
del condotto costante risultau = u(x) x̂. La condizione di incomprimibilit̀a diventa
du(x)/dx = 0 e quindiu = costante= U . Se il tubo giace in un piano orizzontale,
allora la legge di Bernoulli fornisceP = costante, contrariamente all’intuizione.
Questo fatto apparentemente sorprendenteè dovuto all’assenza di frenamento in virtù
del carattere non viscoso nel fluido.

Pressione in un condotto di sezione variabile

Più interessante del condotto a sezione costanteè il caso di un condotto sempre rettilineo
ma la cui sezione abbia un’areaA(x) che varia lentamente con l’ascissax lungo il
canale. Consideriamo una corrente stazionaria in questo condotto e cerchiamo di
determinare l’andamento della pressione lungo di esso. La velocit̀a e la pressione
del fluido dipenderanno dalla posizioner nel condotto, ma a causa della geometria
lentamente variabile del condotto siamo interessati all’andamento della pressionemedia
su ogni sezione del condotto. Indichiamo allora con〈φ〉(x) il valoremedio sulla sezione
A(x) di qualunque variabileφ = φ(x, y, z):

〈φ〉(x) ≡ 1

A(x)

∫

A(x)
φ(x, y, z) dy dz,

e determiniamo〈P〉(x).
La portata volumetrica P.V.A(x) del fluido attraverso la sezione di areaA(x) è data

dall’integrale

P.V.A(x) =
∫

A(x)
u(x, y, z) · x̂ dy dz =

∫

A(x)
ux(x, y, z) dy dz,
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per cui si pùo esprimere tramite il valore medio della componenteux della velocit̀a
lungo l’asse del condotto: P.V.A(x) = 〈ux 〉(x) A(x). Essendo la densità del fluido
uniforme, la legge di conservazione della massa implica chela portata volumetrica
della corrente stazionariàe la stessa in ogni sezione, ossia P.V. è una costante nota e
quindi risulta

〈u〉(x) = P.V.

A(x)
.

Scriviamo ora il teorema di Bernoulli relativamente alla corrente considerata

P(r )
ρ

+ |u(r )|2
2

= C,

e valutiamo il suo integrale sull’areaA(x), ottenendo

〈P〉(x)
ρ

+ 〈|u(r )|2〉(x)
2

= C.

Il quadrato della velocit̀a si pùo scrivere come|u|2 = u2
x + u2

⊥. Supponendo che la
sezione sia lentamente variabile, ossia che risulti

1√
A(x)

d A(x)

dx
≪ 1,

la componente della velocità perpendicolare all’assèe trascurabile rispetto alla quella
assiale,|u⊥| ≪ |ux |, per cui nel teorema di Bernoulli si può considerare con buona
approssimazione la sola componente assiale della velocità e quindi scrivere

〈P〉(x)
ρ

+ 〈u2
x 〉(x)
2

= C.

D’altra parte, sempre in virtù della sezione lentamente variabile del condotto e del
carattere non viscoso della corrente, su ogni sezione la componente assialeux(x, y, z)
della velocit̀a ha una distribuzione quasi costante, cioè che non dipende dalle coordinate
y e z, per cui la media del quadratòe praticamente uguale al quadrato della media,
ovvero si pùo ritenere

〈u2
x 〉(x) ≈ [〈ux〉(x)]2.

Sotto queste condizioniè pertanto possibile utilizzare la relazione (esatta) derivante
dalla coservazione della massa nella forma (approssimata)del teorema di Bernoulli
appena ricavata, ottenendo

〈P〉(x)
ρ

= −1

2

(

P.V.

A(x)

)2

+ C.

Questa relazione rappresenta l’andamento della pressionemedia lungo il condotto con
sezioneA(x) lentamente variabile.

Nel caso particolare in cui la sezione del condottoè circolare per ognix (condotto
assisimmetrico), l’area della sezione si scriveA(x) = π [a(x)]2, dovea(x) è il rag-
gio della sezione, e l’andamento della pressione media lungo il condotto lentamente
variabile dipende dal raggio secondo la relazione

〈P〉(x)
ρ

= − 1

2π2

(P.V.)2

[a(x)]4 + C.
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Questa relazione mostra che quando il raggio del condotto aumenta la pressione cresce
e che essa diminuisce dove il raggio diventa maggiore. Pertanto, se il condotto ha un
restringimento locale dopo il quale si allarga di nuovo, la pressione media nella corrente
a monteè maggiore di quella nella gola, dove raggiunge un minimo locale, per poi
aumentare nella corrente a valle. L’interpretazione dinamica di questo andamento
della pressione nel condottoè evidente. La sovrapressione a monteè necessaria per
accelerare la corrente stazionaria del fluido (di densità costante) nella zona dove il
condotto si restringe mentre la sovrapressione a monte, rispetto alla pressione minima
nella gola, causa il rallentamento del moto fluido nella zonadopo il restringimento,
dove la sezione del condotto aumenta. Questo andamento della pressione (media)
nel condotto lentamente variabile si basa sull’ipotesi di corrente non viscosa. Nelle
correnti reali, l’effetto della viscosità del fluido non pùo essere trascurato e in un
tubo di sezione circolarecostante richiede, come sarà mostrato nel paragrafo 5.6, che
la pressione abbia un gradiente lungo l’asse del tubo per potere avere una corrente
stazionaria in presenza della forza viscosa di attrito. Quindi nel moto stazionario di un
fluido reale la pressione nel condotto di sezione variabile varier̀a lungo il condotto in
modo da includere sia le variazioni appena dedotte sulla base del modello di corrente
non viscosa sia quelle che dedurremo sulla base del modello di fluido viscoso.

3.7 Vorticità

Riprendendo quanto detto in precedenza, dato un campo di velocità u, il suo rotore si
chiamacampo di vorticit à e si indica di solito conω:

ω = ∇×u.

La vorticitàω è una grandezza molto importante in dinamica dei fluidi. Ad esempio, la
vorticità è nulla nellecorrenti irrotazionali , le quali sono pertanto definite attraverso
il soddisfacimento della condizione∇×u = 0 in tutti i punti della regione del fluido.

Nel caso di correnti piane, ovvero se il campo della velocità ha la forma propria
dei moti bidimensionali, rappresentata da

u(x, y, t) = [u(x, y, t), v(x, y, t),0],

allora la sola componente non nulla del vettoreω è quella normale al piano del moto,
cioèω = (0,0, ω), dove

ω = ∂v

∂x
− ∂u

∂y
.

Interpretazione cinematica della vorticità in correnti 2D

Il rotore∇×u(r )misura quanto una paricella di fluido “stia ruotando” attorno al punto
r . Questa interpretazione cinematicaè facile da verificare nel caso di correnti piane.
Consideriamo una particella di fluido con centro inA e due piccoli segmentiAB e
AC al suo interno, perpendicolari tra loro in un certo istante.Senza alcuna perdita di
generalit̀a, la direzione di questi elementi può essere scelta parallela agli assix e y per
cui la loro lunghezza sarà indicata conδx e δy, come mostrato nella figura 3.22.

Determiniamo la velocit̀a angolareΩloc di rotazione locale della particella cal-
colando il valore medio della velocità di rotazione nelle due direzioni perpendicolari.
Per spostamenti in direzionex , la variazione della componente trasversale della velocità
(v) fra gli estremi dell’elementoδx è data dalla quantità

v(x + δx, y, t)− v(x, y, t) ≈ ∂v

∂x
δx,
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per cui ∂v/∂x rappresenta la velocità angolare istantanea valutata in direzionex .
In modo analogo, per spostamenti in direzioney la variazione della componente
trasversale della velocità (u) fra gli estremi diδy è data da

u(x, y + δy, t)− u(x, y, t) ≈ ∂u

∂y
δy,

per cui∂u/∂y rappresenta la velocità angolare istantanea, ma con verso di rotazione
opposto, valutata in direzioney. La velocit̀a angolare localeΩloc della particella
consideratàe data dalla media dei valori nelle due direzioni, ovvero:

Ωloc = 1

2

(

∂v

∂x
+

(

−∂u

∂y

))

= 1

2

(

∂v

∂x
− ∂u

∂y

)

= ω

2

per cuiω = 2Ωloc, ovvero la vorticit̀a è il doppio della velocit̀a angolarelocale della
particella di fluido.

δx

δy

A B

C

∂u

∂x
δx

∂v

∂x
δx

∂v

∂y
δy

∂u

∂y
δy

Figura 3.22 Le frecce rappresentano le
variazioni delle componenti della velocità
nei puntiB e C rispetto ai valori nel punto
A

Esempio 1 Consideriamo il campo di velocità corrispondente a una rotazione
rigida attorno all’assez con velocit̀a angolareΩ costante. Il vettore velocità angolare
sar̀aΩ = Ω ẑ e quindi la velocit̀a sar̀a

u(x, y) = −Ωy x̂ +Ωx ŷ.

Si veda la figura 2.1 del paragrafo 2.1 e si determini la vorticità ω di questo campo
piano.

Soluzione In base alla definizione, la vorticità (scalare)̀e data da

ω = ∂(Ωx)

∂x
− ∂(−Ωy)

∂y
= 2Ω,

per cui il campo di velocit̀a relativo alla rotazione rigidàe caratterizzato da una velocità
angolare localeuniforme.

Il campo di velocit̀a della rotazione rigida appena visto non deve trarre in inganno
facendo credere che una vorticità diversa da zero implichi la curvatura delle linee di
corrente. Infatti esistono campi di velocità con rotore non nullo che sembrano privi di
moto rotatorio, avendo linee di corrente diritte. Viceversa esistono campi di velocità
con linee di corrente curve e con vorticità nulla. In altre parole non vìe alcun legame
fra la vorticit̀a e la forma delle linee di corrente.

I due esempi che seguono illustrano questi due casi. Il primoesempio studia il
campo di velocit̀a di un fluido le cui linee di corrente sonolinee rette, pur avendo un
rotore non nullo e quindi una velocità angolare locale diversa da zero.

Esempio 2 Consideriamo il campo di velocità piano di un fluido

u(x, y) = x

τ
ŷ

doveτ è una costante avente le dimensioni del tempo.È evidente che le particelle del
fluido si muovono lungo rette parallele all’assey. Tuttavia risulta

ω = ∇×u(x, y) = 1

τ
ẑ

e

Ω(x, y) = 1

2
ω(x, y) ẑ = 1

2τ
ẑ.

Una rotellina di raggioǫ munita di palette, posta con il suo centro nella posizione(x, y)
nel fluido (vedi figura 3.23), sarà trasportata dal fluido alla velocità x

τ
ŷ, ma sar̀a anche

messa in rotazione con velocità angolareΩ(x, y) = 1
2τ ẑ, cheè indipendente dalla

posizione. Questa velocità angolarèe causata dal fatto che il modulo della velocità del
fluido alla destra della rotellinàe maggiore del modulo della velocità alla sua sinistra.
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Figura 3.23 La corrente non solo
trascina la rotellina ma la fa anche ruotare
attorno al suo centro

y

x

(x,y)

L’esempio che segue illustra invece come un campo di velocità possa avere linee di
corrente curve pur avendo vorticità nulla in tutti i punti in cuìe definito. Si tratta della
corrente delvortice rettilineo , cheè un campo di velocità avente la simmetria cilindrica
di un fluido le cui particelle si muovono su traiettorie circolari attorno a un asse fisso e
con modulo della velocità inversamente proporzionale alla distanza dall’asse.

Esempio 3 Vortice rettilineo e sua irrotazionalit à

Supponiamo di descrivere il campo di velocità di un vortice rettilineo utilizzando le
coordinate cartesiane e scegliamo l’assez del sistema di riferimento coincidente con
l’asse del vortice. Allora la distanza di ogni puntor = (x, y, z) dall’asse del vortice
sar̀a

√

x2 + y2 e il modulo della velocit̀a in r sar̀a dato dalla relazione|u(r )| =
A/

√

x2 + y2 , doveA è una costante avente le dimensioni di un’area diviso il tempo.

Per scrivere l’espressione vettoriale del campo di velocità del vortice rettilineo
occorre introdurre il vettore unitariôτ tangente alle circonferenze con centro sull’asse.
Si vede facilmente che in ogni puntor = (x, y, z) tale versorèe dato da

τ̂ = −y x̂ + x ŷ
√

x2 + y2
,

per cui il campo di velocit̀a del vortice rettilineòe espresso dalla relazione

u(r ) = −Ay x̂ + Ax ŷ
x2 + y2 ,

edè mostrato nella figura 3.24. Calcoliamo la vorticità di tale campo:

ω(x, y) = ∂

∂x

(

Ax

x2 + y2

)

− ∂

∂y

( −Ay

x2 + y2

)

= A
x2 + y2 − 2x2

(x2 + y2)2
+ A

x2 + y2 − 2y2

(x2 + y2)2
= 0.
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y

x

Figura 3.24

Campo di velocit̀a del vortice rettilineo

y

x

Figura 3.25

Linee di corrente del vortice rettilineo

Pertanto la vorticit̀a nel vortice rettilineòe nulla ovunque tranne nei punti conR = 0,
ovvero tranne che in tutti i punti del suo asse,dove néu néω sono definiti. Quindi, anche
se le particelle di fluido da un punto di vista globale percorrono traiettorie circolari, la
correntèe irrotazionale, poich́e∇×u = 0 tranne che sull’asse. Di fatto ogni particella
ha un movimento traslatorio lungo una traiettoria circolare. Nella figura 3.25 sono
mostrate le linee di corrente del campo di velocità del vortice rettilineo.

Esempio 4 Vortice rettilineo in coordinate cilindriche

Data la struttura cilindrica, il campo della velocità del vortice rettilineo dell’esempio 3
è descritto in modo particolarmente semplice impiegando lecoordinate cilindriche
(R, θ, z). Abbiamo infatti

u(r ) = uθ (R) θ̂(θ) = A

R
θ̂(θ),

per cui la sua vorticit̀a (scalare)̀e data da

ω = [∇×u]z = 1

R

∂

∂R

(

Ruθ
)

− 1

R

∂u R

∂θ
= 1

R

∂

∂R

(

A
)

= 0.

Circolazione

Si definisce con il terminecircolazionela circuitazione della velocità lungo il percorso
chiusoC, ovvero:

ΓC =
∮

C
u(r ) · dr .

La vorticità e la circolazione sono legate dal teorema di Gauss che stabilisce la seguente
relazione fra due integrali, uno di superficie e l’altro di linea,

∫∫

S
∇×F(r ) · n̂ d S =

∮

C=∂S
F(r ) · dr ,

doveS è una qualunque superficie dello spazio tridimensionale avente come contorno
C, interamente contenuta nel dominio di definizione del campovettorialeF.

Quindi la circolazionèe legata al flusso della vorticità dalla seguente relazione

ΓC =
∮

C
u(r ) · dr =

∫∫

S
∇×ω(r ) · n̂ d S,
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che possiamo scrivere anche lasciando sottintesa la presenza degli elementi infinitesi
d’integrazione nel modo seguente

ΓC =
∮

C
u(r ) · τ̂ =

∫∫

S
∇×ω(r ) · n̂,

doveτ̂ è il versore tangete allla linea chiusaC.

Esempio 5 Circolazione del vortice rettilineo

Il vortice rettilineo considerato nell’esempio 3 e nell’esempio 4 ha un’intensità data dal
valore del parametroA. Esiste tuttavia un altro parametro per caratterizzare l’intensit̀a
del vortice.

Nei due precedenti esempi siè dimostrato che la vorticità relativa al campo di
velocit̀a del vortice rettilineòe nulla in tutti i punti tranne che sul suo asse,doveu eωnon
sono nemmeno definiti. Questo significa che la circolazioneΓC =

∮

C u(r ) · dr lungo
ogni percorso chiusoC chenon concatena l’asse del vorticeè nulla. La circolazione
può invece essere diversa da zero quando il percorso concatenatale asse. In questo caso,
ogni superficieS avente come contorno il (solo) percorsoC interseca necessariamente
l’asse del vortice dove ńe il campo di velocit̀a ńe la vorticit̀a sono definiti, di modo che
il teorema di Gauss non può essere applicato.

z

C

Figura 3.26 Percorso chiusoC che non
concatena l’assez del vortice

Consideriamo una circonferenzaCa di raggioa con centro sull’asse e calcoliamo
lungoCa la circolazioneΓCa del campo di velocit̀a del vortice rettilineo:

ΓCa
=

∮

Ca

u(r ) · dr =
∮

Ca

A

R
θ̂(θ) · dr =

∫ 2π

0

A

R
R dθ = 2π A.

La circolazionèe la stessa qualunque sia il raggioa della circonferenza. Essendou
irrotazionale, il valore della circolazioneΓ = 2π A è lo stesso per ogni percorso chiuso
di forma qualsiasi purch́e esso concateni l’asse del vortice una sola volta. Il parametro
A che caratterizza l’intensità del vortice pùo allora essere sostituito dalla grandezzaΓ

in base alla relazione

A = Γ

2π
.

In termini della circolazioneΓ il campo di velocit̀a del vortice rettilineòe scritto come:

u(r ) = Γ

2πR
θ̂(θ).

Vortice di Rankine

Il campo di velocit̀a della rotazione rigida definito negli esempi 1 e 2 del paragrafo
2.1 e il campo di velocit̀a del vortice rettilineo definito negli esempi 3 e 4 del presente
paragrafo possono essere combinati assieme nel modo seguente

uθ (R) =







ΩR, R < a

Ωa2

R
, R > a

Il campo di velocit̀a di rotazione cos̀ı definito si chiamavortice di Rankine e il suo
andamentòe mostrato nella figura 3.27
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Figura 3.27 Dipendenza della velocità
uθ nel vortice di Rankine con la distanza
R dall’asse del vortice

uθ

Ra

La vorticità ω di tale vortice si calcola facilmente usando le coordinate cilindriche e
vale

ω(R) =
{

2Ω, R < a

0, R > a

La circolazioneΓ (R) lungo una circonferenzaCR di raggioR con il centro sull’asse
z si ottiene con il semplice calcolo

Γ (R) =
∮

CR

uθ (R)R dθ = uθ (R)R
∫ 2π

0
dθ = 2π







ΩRR, R < a

Ωa2

R
R, R > a

da cui

Γ (R) =
{

2πΩR2, R < a

2πΩa2, R > a

Il vortice di Rankine costituisce un modello semplice di un vortice reale. Tipicamente
i vortici reali hanno unnucleo centrale molto piccolo nel quale, per definizione,è
concentrata la vorticità, mentre all’esterno del nucleo la correnteè essenzialmente
irrotazionale. Di solito il nucleo noǹe esattamente circolare e la vorticità al suo interno
non è proprio uniforme. Il vortice di Rankine rappresenta quindi solo un modello
idealizzato del vortice reale.

3.8 Equazione della vorticità

L’equazione di Eulero della quantità di moto pùo essere scritta

∂u
∂ t

+ ω×u = −∇H,

doveω = ∇×u e dove sìe introdotta la funzione scalare

H ≡ P

ρ
+ |u|2

2
+ χ.

Prendendo il rotore dell’equazioneè possibile eliminare il gradiente e fare cosı̀ scom-
parire la quantit̀a H che contiene la pressione ottenendo

∂ω

∂ t
+ ∇×(ω×u) = 0.
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Consideriamo ora l’identità ∇×(a×b) = (b ·∇)a − (a ·∇)b + a∇· b − b ∇· a e
usiamola prendendoa = ω e b = u. Il terzo termineè nullo per l’incomprimibilit̀a
(∇· u = 0) e il quartoè nullo in virtù dell’identit̀a di vorticit̀a, (∇· ω = ∇· ∇×u = 0)
per cui otteniamo∇× (ω ×u) = (u ·∇)ω − (ω ·∇)u. Sostituendo questo risultato
nell’equazione precedente si ottiene

∂ω

∂ t
+ (u ·∇)ω = (ω ·∇)u,

oppure, se si vuole ricorrere al simbolo di “derivata” materiale introdotto nel paragrafo
3.1,

Dω

Dt
= (ω ·∇)u.

L’equazione trovatàe l’equazione della vorticit̀a per correnti incomprimibili in as-
senza di viscosità. Si noti che il termine contenente la pressioneè scomparso; tuttavia
l’equazione coinvolge i due campi vettorialiu e ω che sono collegati fra loro anche
dall’equazione

ω = ∇×u.

Consideriamo ora una particella di fluido caratterizzata dall’avere vorticit̀a nulla in
un determinato istante iniziale. L’equazione vettoriale di trasporto della vorticit̀a
appena dedotta ci dice che tale particella mantiene nulla lapropria vorticit̀a. In altre
parole, possiamo dire che in una corrente incomprimibile non viscosa non esiste alcun
meccanismo che permetta il trasferimento di vorticità fra particelle diverse del fluido.

Equazione della vorticità in 2D

Nel caso particolare di correnti in due dimensioni, cioè tali che

u = u(x, y, t) x̂ + v(x, y, t) ŷ e ω = ω(x, y, t) ẑ,

allora

(ω ·∇)u = ω
∂u
∂z

= 0.

Di conseguenza l’equazione della vorticità per correnti piane sarà

∂ω

∂ t
+ u ·∇ω = 0

oppure, ricorrendo ancora alla notazione della “derivata”materiale,

Dω

Dt
= 0.

Si può quindi concludere che nelle correnti incomprimibili non viscose in due dimen-
sioni, quando le forze di volume presenti sono conservative, la vorticità (scalare)ω di
ciascuna particella di fluido si conserva. Nel caso particolare di correnti stazionarie
l’equazione precedente si riduce a

u ·∇ω = 0

per cui la vorticit̀aω è costante lungo ciascuna linea di corrente.
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Irrotazionalità delle correnti 2D uniformi all’infinito

Un’applicazione interessante dell’equazioneu ·∇ω = 0 si ha nel caso di una corrente
piana stazionaria incomprimibile di un fluido supposto non viscoso che investe un
corpo cilindro, provenendo da una regione lontana dove essaè uniforme. Il corpo
cilindro è supposto idealmente di lunghezza infinita, in modo che la corrente possa
essere descritta con buona approssimazione da un campo di velocità 2D in un piano
perpendicolare all’asse del cilindro, ma la sezione del cilindro è di forma qualsiasi.
In tale caso vale l’equazione della vorticità 2D appena scritta. Pertanto, visto che
tutte le linee di corrente provengono dall’infinito dove la velocit̀a u è uniforme e il
fluido ha vorticit̀a nulla, alloraω = 0 in qualunque altro punto e quindi la corrente 2D
consideratàe irrotazionale.

3.9 Flussi piani incomprimibili e funzione di corrente

Il campo della velocit̀a di una correnteincomprimibile in due dimensioni può essere
descritto mediante una funzione scalare chiamatafunzione di corrente. Si tratta di una
grandezza molto utile in quanto, come indica lo stesso nome,questa funzione ha una
relazione molto stretta con le linee di corrente del fluido.

Consideriamo un campo di velocità bidimensionale piano,

u(x, y) = u(x, y) x̂ + v(x, y) ŷ

e supponiamo che la corrente descritta da esso sia incomprimibile. In tale casòe
possibile introdurre una funzioneψ = ψ(x, y), che si chiamafunzione di corrente, e
scrivere

u = ∂ψ

∂y
e v = −∂ψ

∂x
.

Le componenti della velocità cos̀ı definite soddisfano automaticamente la condizione
di incomprimibilità in due dimensioni in quanto si verifica immediatamente

∂u

∂x
+ ∂v

∂y
= ∂

∂x

∂ψ

∂y
+ ∂

∂y

(

−∂ψ
∂x

)

= ∂2ψ

∂x ∂y
+ ∂2ψ

∂y ∂x
= 0,

in virtù del teorema di uguaglianza delle derivate seconde miste. Una propriet̀a im-
portante della funzione di correnteψ è conseguenza immediata della definizione della
velocit̀au in termini della stessaψ:

u ·∇ψ = u
∂ψ

∂x
+ v

∂ψ

∂y
= ∂ψ

∂y

∂ψ

∂x
− ∂ψ

∂x

∂ψ

∂y
= 0,

per cui ψ è costante lungo una linea di corrente. Questo significa che le curve
ψ = costante sono semplicemente le linee di corrente del moto incomprimibile piano
del fluido rappresentato daψ.

Definizione della funzione di corrente

La funzione di correnteψ(r , t) di un campo di velocit̀a incomprimibile pianou(r , t) è
definita come la portata volumetrica del fluido che, in un determinato istantet, passa
fra un punto di riferimentor ⋆ = (x⋆, y⋆) (scelto arbitrariamente) e il punto considerato
r = (x, y). In realt̀a, essendo il campo di moto considerato piano, la portataè da
intendersi per unit̀a di lunghezza normale al piano del moto. In termini matematici, la
portata volumetrica di fluido che passa fra i puntir ⋆ e r (per unit̀a di lunghezza)̀e data
dall’integrale di linea

ψ(r , t) =
∫ r

r⋆
u(s, t) · n̂(s),
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doven̂(s) è il versore normale alla curva nel punto di integrazionese dove sìe omesso
l’elemento infinitesimods nell’integrale, come usuale in questo testo. Se il campo
di velocit̀a u è a divergenza nulla, l’integrale considerato non dipenderà dal percorso
scelto ma solo dal punto inizialer ⋆ e dal punto finaler . Infatti, se consideriamo
due percorsi diversiL1 e L2 che partono dallo stesso puntor ⋆ e terminano nello
stesso puntor , come mostrato in figura 3.28, possiamo prendere il percorsochiuso
L1 + (−L2) ottenuto percorrendo primaL1 e poi L2 in senso inverso al suo senso
originario. Calcolando l’integrale di linea lungo tale percorso chiuso avremo, in virtù
del teorema della divergenza in due dimensioni,

∮

L1+(−L2)

u(s, t) · n̂(s) =
∫

V
∇· u

a condizione che la curvaL1 + (−L2) costituisca l’intero contorno della regioneV
(ovvero se tutta la regione del piano compresa fraL1 e L2 appartiene al dominio di
definizione del campo vettorialeu). In questo caso, essendou a divergenza nulla,
l’integrale di volumèe nullo e quindi

r⋆

r

L1

L2

−L2

Figura 3.28 Il percorsoL1 + (−L2) è
una curva chiusa

∮

L1+(−L2)

u(s, t) · n̂(s) = 0

da cui si ricava subito
∫ r

r⋆; L1

u(s1, t) · n̂(s1) =
∫ r

r⋆; L2

u(s2, t) · n̂(s2)

con ovvio significato dei simboli.

Nel caso in cui invece la regione del piano compresa fraL1eL2 contiene un’“isola”
inaccessibile al fluido, ovvero se il dominio occupato dal fluido è molteplicemente
connesso, allora si deve tenere conto che il contorno della regione in cui si applica il

Per una definizione di dominio
molteplicemente connesso si
veda il paragrafo B.3
dell’appendice B.

teorema della divergenza comprende anche la curva chiusa che rappresenta la “costa
dell’isola”. Ma la componente diu normale a questa parte del contornoè nulla per
la condizione di non penetrazione, per cui si ha ancora l’uguaglianza fra l’integrale di
linea lungoL1 + (−L2) e l’integrale di volume suV . Pertanto anche nel secondo caso
l’integrale di linea della componente normale della velocità dipende solo dal punto
iniziale r ⋆ e dal punto finaler .

Una volta dimostrato che la definizione diψ(x, y, t) identifica una vera funzione
della posizione(x, y)dei punti del piano, in ogni istante di tempot, rimane da verificare
che questa definizione implica le due relazioni esprimenti le componenti cartesianeu
ev della velocit̀a in termini diψ, che sono state scritte all’inizio del paragrafo.

Nella definizione diψ(r , t) possiamo esprimere il versore normalen̂(s) in termini
del versorêτ (s) tangente alla curva di integrazione tenendo conto che i tre versorin̂(s),
τ̂ (s) e ẑ costituiscono una terna ortogonale destra, per cuin̂(s) = τ̂ (s)× ẑ. Un calcolo
diretto mostra allora

ψ(r , t) =
∫ r

r⋆
u(s, t) · τ̂ (s)× ẑ =

∫ r

r⋆
u(s, t) × τ̂ (s) · ẑ =

∫ r

r⋆
[u(s, t) × ds]z,

doveè stato reintrodotto l’elemento infinitesimovettoriale ds la cui direzionèe essen-
ziale per la correttezza dell’espressione. Poiché u = (u, v,0) e ds = (dx, dy,0), il
prodotto vettoriale sotto il segno d’integrazione si calcola immediatamente

ψ(x, y, t) =
∫ (x,y)

(x⋆,y⋆)
[u(x, y, t) dy − v(x, y, t) dx ]

per cui risulta:

u(x, y, t) = ∂ψ(x, y, t)

∂y
e v(x, y, t) = −∂ψ(x, y, t)

∂x
.
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Un modo molto conveniente di scrivere le due relazioni che definiscono il campo della
velocit̀a in termini della funzione di correntèe

u = (∇ψ)×ẑ.

Questa relazione vettoriale può essere interpretata geometricamente: essa mostra che
il campo di velocit̀a pianou è ottenuto, in ogni punto, facendo ruotare di 90 gradi il
vettore gradiente∇ψ in senso orario attorno a un asse normale al piano.

Il vantaggio di questa relazionèe il suo carattere vettoriale intrinseco che ne
permette l’uso anche in un sistema di coordinate del piano diverso da quello cartesiano.
Ad esempio, se si considerano le coordinate polari(r, θ) e si ricorda l’espressione del

x
y

z

ẑ
∇ψ

u

Figura 3.29 Campo di velocit̀a
incomprimibile pianou(x, y) espresso
mediante∇ψ

gradiente in tali coordinate,∇ = r̂ ∂
∂r + θ̂ 1

r
∂
∂θ

, dalla relazione vettorialèe immediato
dedurre che le componenti polari della velocità ur e uθ sono espresse in termini della
funzione di correnteψ(r, θ) dalle relazioni

ur = 1

r

∂ψ

∂θ
e uθ = −∂ψ

∂r
.

Un campo di velocit̀a piano cos̀ı definito soddisfa automaticamente la condizione di
incomprimibilità che in coordinate polari si scrive

1

r

∂

∂r
(rur )+

1

r

∂uθ
∂θ

= 0.

Infatti risulta

1

r

∂

∂r

(

∂ψ

∂θ

)

+ 1

r

∂

∂θ

(

− ∂ψ

∂r

)

= 0,

per l’uguaglianza delle derivate seconde miste. La medesima rappresentazione vale per
un campo di velocit̀a incomprimibile piano descritto in coordinate cilindriche (R, θ),
nel quale caso la funzione di correnteψ(R, θ) permette di esprimere le componenti
cilindriche non nulle della velocità tramite le relazioni

u R = 1

R

∂ψ

∂θ
e uθ = −∂ψ

∂R
.

Osservazione La funzione di corrente pùo essere definita anche nel caso di correnti
viscose, purch́e siano sempre incomprimibili e bidimensionali.

Equazione della funzione di corrente

La variabile funzione di correnteψ è governata da un’equazione che interviene in
certe formulazioni alternative delle equazioni delle correnti incomprimibili in due
dimensioni. L’equazione si ottiene semplicemente calcolando la vorticit̀a scalareω a
partire dalla definizione diu ev in termini diψ. Un calcolo diretto fornisce

ω = ∂v

∂x
− ∂u

∂y
= ∂

∂x

(

−∂ψ
∂x

)

− ∂

∂y

∂ψ

∂y
= −∂

2ψ

∂x2 − ∂2ψ

∂y2

e quindi avremo l’equazione di Poisson bidimensionale

∇ 2ψ = −ω,

dove∇ 2 è l’operatore di Laplace nel pianox-y. Questa equazione di Poisson per
ψ può essere risolta soltanto se la vorticità del moto bidimensionalèe nota, ovvero
se si conosce la funzione scalareω = ω(x, y, t). Sfortunatamente questa variabile
deve essere calcolata risolvendo l’equazione della vorticità 2D introdotta nel paragrafo
precedente.̀E quindi necessario considerare le due equazioni assieme e costruire un
sistema di due equazioni che dovranno essere soddisfatte contemporanemente.
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Sistema vorticità–funzione di corrente

Nell’equazione della vorticit̀a per correnti incomprimibili pianèe presente il termine
advettivou ·∇ω. Se velocit̀a u a divergenza nullàe espressa mediante la funzione di
correnteψ, un calcolo diretto mostra che

u ·∇ω = [(∇ψ)×ẑ] ·∇ω = ∂ω

∂x

∂ψ

∂y
− ∂ω

∂y

∂ψ

∂x
.

La combinazione quadratica delle derivate prime cheè stata ottenutàe semplicemente
il determinante della matrice jacobiana

∂(ω,ψ)

∂(x, y)
=









∂ω

∂x

∂ω

∂y

∂ψ

∂x

∂ψ

∂y









,

in quanto

∣

∣

∣

∣

∂(ω,ψ)

∂(x, y)

∣

∣

∣

∣

= ∂ω

∂x

∂ψ

∂y
− ∂ω

∂y

∂ψ

∂x
.

Questo determinante si chiamajacobiano della coppia di funzioniω(x, y) eψ(x, y)
e si indica sinteticamente con

J (ω,ψ) = ∂ω

∂x

∂ψ

∂y
− ∂ω

∂y

∂ψ

∂x
,

per cui il termine advettivo pùo essere scritto nel modo seguente

u ·∇ω = J (ω,ψ).

Quindi le correnti piane incomprimibili di un fluido non viscoso possono essere rapp-
resentati dalle variabili scalariω(x, y, t) eψ(x, y, t). Questevariabili non primitive
sono governate dall’equazione scalare della vorticità e dall’equazione di Poisson della
funzione di corrente: queste due equazioni costituiscono infatti il seguente sistema di
equazioni accoppiate:

∂ω

∂ t
+ J (ω,ψ) = 0,

∇ 2ψ + ω = 0.

Il sistema di equazioni deve poi essere corredato dalle necessarie condizioni iniziale e
al contorno per costituire un problema completo.

Nelle correnti non viscose la vorticità rimane nulla sèe nulla all’istante iniziale,
per cui la funzione di correnteψ è soluzione della semplice equazione diLaplace

∇ 2ψ = 0

completata da opportune condizioni al contorno.
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CAPITOLO 4

Correnti incomprimibili
non viscose irrotazionali
Introduzione In questo capitolo studieremo il caso particolare delle correnti incom-
primibili dei fluidi supposti non viscosi quando la vorticità è ovunque nulla. Queste
correnti sono chiamate irrotazionali e, sotto una determinata condizione, il loro campo
di moto pùo essere descritto attraverso una opportuna funzione scalare, chiamata poten-
ziale cinetico. Ricaveremo l’equazione che governa questavariabile ausiliaria e mos-
treremo come l’equazione della quantità di moto, una volta determinata la velocità,
diventi un’equazione per la sola incognita pressione che può essere risolta in modo
esplicito anche nel caso generale di correnti non stazionarie.

4.1 Irrotazionalità della corrente e potenziale della velocità

Le correnti incomprimibili di un fluido supposto non viscososono governate dalle
equazioni di Eulero descritte nel paragrafo 3.3, che sono riscritte qui per comodità:

∂u
∂ t

+ (u ·∇)u +
∇P

ρ
= −∇χ,

∇· u = 0,

dove χ rappresenta l’energia potenziale per unità di massa del campo di forze di
volume esterne, che siè supposto conservativo. Come siè visto nel paragrafo 3.5, il
termine(u ·∇)u dell’equazione della quantità di moto pùo essere sempre riscritto come
(u ·∇)u = (∇×u) ×u + 1

2∇
(

|u|2
)

per cui l’equazione precedente si potrà scrivere
anche nella forma seguente:

∂u
∂ t

+ (∇×u)×u = −∇

(

P

ρ
+

|u|2

2
+ χ

)

.

Supponiamo ora che la corrente siairrotazionale, ovvero che il campo della vorticità
ω ≡ ∇×u sia sempre nullo ovunque:

∇×u = 0,

ossia in ogni puntor del campo di moto e per ogni istantet > 0. In realt̀a nonè
necessario assumere per ipotesi questa condizione nella sua interezza màe sufficiente
che la vorticit̀a sia nulla nell’istante inizialet = 0, ovverosia

∇×u0 = 0,

doveu0 è il campo di velocit̀a iniziale. Infattìe possibile dimostrare che, in condizioni di
regolarit̀a, la forma dell’equazione della quantità moto per la corrente incomprimibile di
un fluido non viscoso garantisce che la vorticità rimarr̀a nulla in ogni istante successivo
t > 0.

In virtù dell’ipotesi di irrotazionalit̀a della corrente,∇×u = 0, l’equazione della
quantit̀a di moto si semplificherà allora in

∂u
∂ t

= −∇

(

P

ρ
+

|u|2

2
+ χ

)

.
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Inoltre la condizione d’irrotazionalità ∇×u = 0 permette un’altra semplificazione
ancora pìu importante nella descrizione matematica del moto del fluido. Tale sem-
plificazione del modello matematicòe sempre permessa quando la regione in cui si
muove il fluido è un dominiosemplicemente connesso, ovverosia privo di fori che
trapassano la regione stessa, vedi appendice B. Sotto questa ipotesi il campo della
velocit̀a irrotazionaleu(r , t) può essere espresso, ad ogni istantet, come il gradiente
di una funzione scalareφ(r , t) mediante la relazione

u = ∇φ,

e la funzioneφ(r , t) è chiamatapotenziale cinetico, o potenziale della velocit̀a
oppure pìu semplicementepotenziale. L’introduzione del potenziale corrisponde a un
cambiamento di variabile nel senso cheφ è una nuova incognita che si può usare al
posto della velocit̀au. Il vantaggio di sostituireu conφ sta nel passare da un’incognita
vettoriale a un’incognitascalare. Vedremo fra un momento che il costo di questa
semplificazione sarà un aumento dell’ordine del problema differenziale da risolvere.

4.2 Corrente incomprimibile ed equazione di Laplace

Sfruttando la rappresentazione della velocità irrotazionaleu in termini del potenziale,
la condizione di incomprimibilit̀a∇· u = 0 diventa

∇· u = ∇· ∇φ = ∇ 2φ = 0.

Questaè l’equazione di Laplaceper il potenzialeφ che deve essere completata da
opportunecondizionial contorno. Nel paragrafo 3.4 abbiamo visto che per una corrente
incomprimibile di un fluido supposto non viscoso la condizione al contorno da imporre
sulla velocit̀a è n̂ · u(r , t)|S = bn(r S, t), dove bn è la componente normale della
velocit̀a specificata suS. Scrivendo questa condizione come condizione al contorno
per il potenzialeφ si ottiene

∂φ(r , t)

∂n |S
= bn(r S, t),

dove ∂
∂n indica laderivata normale sulla frontieraS, ovvero la componente del gradi-

ente normale alla superficie in ogni suo punto:∂
∂n ≡ n̂ ·∇ . Questo tipo di condizione

al contorno che impone il valore della derivata normale si chiamacondizione di Neu-
mann. La condizione che impone invece il valore dell’incognita sul contorno si chiama
condizione di Dirichlet, ma essa non interviene nel caso del potenziale della velocità.

L’equazione di Laplace completata della condizione di Neumann conduce al
seguenteproblema di Neumann(funzione del tempo)

∇ 2φ = 0,

∂φ

∂n |S
= bn(r S, t).

Si tratta di unproblema ellittico e più precisamente di unproblema armonico in
quanto l’operatore∇ 2 è il laplaciano e l’equazionèe omogenea, ossia il suo termine
notoè nullo. In realt̀a, ad ogni istante di tempot, abbiamo un diverso problema di questo
tipo poich́e la velocit̀a normalebn(r S, t) imposta sul contorno dipende in generale dal
tempo. Si ricorda che, come mostrato nel paragrafo 3.5, il dato al contornobn(r S, t)
deve soddisfare la condizione di compatibilità globale

∮

S
bn(r S, t) = 0
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affinch́e una soluzione possa esistere. Inoltre il potenzialeφ nel problema di Neumann
nonè definito univocamente,proprio come la pressioneP nelle equazioni per le correnti
incomprimibili (con o senza viscosità). Infatti data una soluzioneφ(r , t) del problema
appena scritto, tutte le funzioniφ(r , t)+ A(t), conA(t) funzione arbitraria, soddisfano
ugualmente l’equazione e la condizione di Neumann, perché l’incognitaφ compare
in esse solo come argomento di operatori di derivazione spaziale. Questa arbitrarietà
non pone tuttavia alcun problema dal punto di vista della determinazione del campo
di velocit̀a dal momento cheu = ∇φ e quindi la soluzione della velocità non dipende
dalla funzioneA(t) e sar̀a sempre unica.

4.3 Teorema di Bernoulli per correnti non stazionarie

Supponiamo ora che il problema di Neumann per il potenziale della velocit̀a sia stato
risolto, per cuiφ = φ(r , t) è un campo noto. Potremo allora sostituire il campo
vettoriale∇φ nell’equazione della quantità di moto per correnti irrotazionali al posto
di u, ottenendo

∂∇φ

∂ t
= −∇

(

P

ρ
+

|∇φ|2

2
+ χ

)

.

Ma gli operatori differenziali∂
∂t e ∇ commutano per cui il termine nel membro di

sinistraè il gradiente di∂φ
∂t . L’equazione si potr̀a allora scrivere nella forma

∇

(

∂φ

∂ t
+

P

ρ
+

|∇φ|2

2
+ χ

)

= 0,

la cui integrazione (in senso spaziale) fornisce immediatamente

∂φ

∂ t
+

P

ρ
+

|∇φ|2

2
+ χ = C(t),

dove C(t) è una funzione arbitraria del tempo. Questa relazioneè detta talvolta
teorema di Bernoulli per le correnti irrotazionali potenzi ali dipendenti dal tempo.
La funzione arbitrariaC(t) potrebbe essere fatta sparire dall’equazione assorbendola
nel potenzialeφ, cheè definito a meno di una funzione arbitraria del tempo: basterebbe
infatti aggiungere aφ la funzione di una sola variabileΦ(t) =

∫ t C(t ′) dt ′, visto che in
ogni casou = ∇φ. L’eliminazione della funzione arbitraria (e del tutto irrilevante)C(t)
è per̀o impossibile nel caso stazionario, per cui conviene lasciare inalterato il membro
di destra dell’equazione appena trovata. Cosı̀ essa potr̀a essere specializzata al caso
stazionario sostituendo semplicemente la funzione arbitrariaC(t) con una costanteC.

Quando il potenzialeφ = φ(r , t) è gìa stato determinato, possiamo risolvere
l’equazione di Bernoulli per correnti incomprimibili irrotazionali non stazionarie
rispetto alla funzione incognitaP ottenendo la seguente espressione esplicita della
soluzione

P(r , t)

ρ
= −

∂φ(r , t)

∂ t
−

|∇φ(r , t)|2

2
− χ(r ) + C(t).

Pertanto, nelle correnti incomprimibili irrotazionali, la dipendenza dal tempo sia del
campo della velocit̀a u(r , t) = ∇φ(r , t) che del campo della pressioneP = P(r , t)
è determinata completamente dalla dipendenza temporale della componente normale
della velocit̀abn(r S, t) imposta sul contorno del campo di moto.
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L’equazione di Laplace per il potenziale della velocità assieme alla relazione prece-
dente per la pressione permettono di determinare le correnti incomprimibili irrotazion-
ali mediante un procedimento che affronta in successione due problemidisaccoppiati:
prima si risolve il problema di Neumann perφ(r , t) e poi si calcola la pressioneP(r , t)
tramite l’espressione esplicita scritta. Questo metodo consente quindi una grande
semplificazione rispetto al procedimento da seguire nel caso più generale di correnti
incomprimibili non viscose con vorticità. Infatti queste ultime sono governate dal
sistema costituito dalle due equazioniaccoppiate scritte all’inizio del paragrafo 4.1.
La soluzione di tale coppia di equazioniè molto difficile a causa della naturavincolata
del problema e della presenza del termine non lineare(u ·∇)u nell’equazione della
quantit̀a di moto.

Ritorno al teorema di Bernoulli per correnti stazionarie

Nel caso particolare di una corrente stazionaria, la velocità normale imposta sul con-
torno S della regione del fluido non dipende dal tempo, ovverobn = bn(r S). Ne
consegue che anche il potenziale non dipende dat, ovveroφ = φ(r ) che sar̀a soluzione
del seguente problema di Neumann

∇ 2φ = 0,

∂φ

∂n |S
= bn(r S),

con il dato al contorno soggetto alla condizione globale
∮

bn(r S) = 0. La soluzione di
questo problema armonico sarà ovviamente definita a meno di una costante additiva.
In altri termini, se la funzioneφ(r ) è una soluzione, lo sarà anche la funzioneφ(r )+ A,
doveA è una costante qualsiasi.

Nel caso stazionario l’equazione di Bernoulli precedente si semplifica in

P

ρ
+

|∇φ|2

2
+ χ = C,

dove il valore della costanteC è determinato dal valore diP, |∇φ| eχ in un punto del
fluido, diciamo nel puntor1. In altre parole, il teorema di Bernoulli nel caso di una
corrente irrotazionale potenziale stazionaria significa che

P(r )
ρ

+
|∇φ(r )|2

2
+ χ(r ) = C,

per qualunque puntor nel fluido, doveC = (P(r1)/ρ) + 1
2|∇φ(r1)|

2 + χ(r1). Questo
risultato rappresenta una versione particolare del teorema di Bernoulli per correnti
irrotazionali valida quandòe possibile scrivereu = ∇φ. Una tale rappresentazione
di una corrente irrotazionalèe sempre permessa se il fluido si muove in una regione
semplicemente connessa mentre può essere impossibile per certi campi di moto in
domini molteplicemente connessi.È utile ricordare che la presenteversione potenziale
del teorema di Bernoulli per correnti irrotazionali richiede quindi che

• la corrente sia stazionaria,

• la regione occupata dal fluido siasemplicemente connessa,

• il campo di velocit̀a sia irrotazionale,

• il fluido sia non viscoso,

• la corrente sia incomprimibile di densità uniforme,

• le forze di volume agenti sul fluido siano conservative.
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Risolvendo la relazione di Bernoulli rispetto aP(r ) si ottiene il campo della pressione
della corrente incomprimibile irrotazionale potenziale:

P(r )
ρ

=
P1

ρ
+

1

2

[

|∇φ1|
2 − |∇φ(r )|2

]

+ χ1 − χ(r ),

dove P1 = P(r1), φ1 = φ(r1) e χ1 = χ(r1). Se il campo di velocit̀a u(r ) è ir-
rotazionale ma noǹe rappresentabile come gradiente di un potenziale (corrente ir-
rotazionale con circolazione non nulla in un dominio molteplicemente connesso), la
pressione potr̀a comunque essere calcolata in termini diu(r ) mediante la relazione

P(r )
ρ

=
P1

ρ
+

1

2

[

|u(r1)|
2 − |u(r )|2

]

+ χ1 − χ(r ).

Coefficiente di pressione (incomprimibile)

Un’applicazione importante del teorema di Bernoulli riguarda le correnti attorno a un
corpo fisso quando il campo di moto e la pressione a grande distanza dal esso possono
essere considerati uniformi. In tale caso il valore della pressione in tutti i punti del
fluido può essere espresso in forma adimensionale considerando la differenza fra la
pressione nel punto e la pressione lontano dal corpo, dove lavelocit̀a è uniforme.

Indichiamo conP∞ il valore della pressione del fluido nella regione lontana
dal corpo e conU = U x̂ la velocit̀a uniforme del fluido, sempre in tale zona. Si
definisce alloracoefficiente di pressioneCP (r ) in un punto generico del fluido come
la differenza fra la pressioneP(r ) e la pressioneP∞ lontano dal corpo, normalizzata
rispetto al valore dell’energia cinetica per unità di volume del fluido in tale regione,
ovvero, si pone

CP (r ) =
P(r ) − P∞

1
2ρU2

.

Il coefficiente di pressionèe quindi unafunzione adimensionale i cui valori sono
proporzionali alla differenza fra la pressione in un punto del fluido e la pressione a
grande distanza dal corpo.

In particolare, se non esistono forze esterne,per cuiχ ≡ 0, la relazione di Bernoulli
si può scrivere

P(r )
ρ

=
P∞

ρ
+

1

2

[

U2 − |u(r )|2
]

.

Sostituendo il campo di pressione cosı̀ ricavato dalla legge di Bernoulli nella definizione
del coefficiente di pressione si ottiene la classica formula

CP (r ) = 1 −
|u(r )|2

U2 ,

che è molto utilizzata nello studio delle correnti incomprimibili stazionarie e che
dimostra che il coefficiente di pressioneè sempre minore di 1 o al più uguale a 1 nei
punti in cui la velocit̀a è nulla, detti punti diristagno.
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CAPITOLO 5

Correnti incomprimibili
viscose
Introduzione Questo capitolo `e dedicato allo studio delle correnti incomprimibili
di un fluido viscoso. Nel primo paragrafo si descrive il fenomeno della viscosità nel
caso semplice di una corrente che si muove in una sola direzione. Nel paragrafo 5.2
questa nozione primitiva di viscosit`aè estesa al caso generale per ricavare l’espressione
della forza agente sulle particelle del fluido dovuta alla sua viscosità in una corrente
tridimensionale, sempre incomprimibile. Nel paragrafo 5.3 il nuovo termine della
forza viscosa `e aggiunto nell’equazione della quantit`a di moto,cosı̀ da potere scrivere
il sistema delle equazioni di Navier–Stokes che governano le correnti incomprimibili
viscose. Le condizioni supplementari, iniziali e al contorno, necessarie per ottenere un
problema matematicamente completo sono presentate nel paragrafo 5.4, assieme alle
loro condizioni di compatibilit`a, analogamente a quanto visto nel capitolo 3 per il caso
non viscoso e le equazioni di Eulero incomprimibili.

Nel paragrafo 5.5 si introduce la forma adimensionale delle equazioni di Navier–
Stokes e si definisce il numero di Reynolds. Nei paragrafi successivi si ricavano alcune
soluzioni analitiche delle equazioni in regioni dalla geometria molto semplice, per
correnti incomprimibili viscose, sia stazionarie sia variabili.

Per quanto riguarda le correnti stazionarie, il paragrafo 5.6 `e dedicato allo studio
della corrente unidirezionale di un fluido che riempie lo spazio fra due pareti piane
parallele, di cui una eventualmente in moto con velocit`a costante, in presenza o meno di
un gradiente di pressione uniforme in tutta la regione occupata dal fluido. Si considera
anche la corrente di un fluido all’interno di un tubo causata della presenza di un
gradiente di pressione parallelo all’asse del tubo. Si analizza inoltre il moto di uno
strato di fluido che scorre su un piano inclinato a causa del campo di gravità terrestre.

Per quanto riguarda i problemi dipendenti dal tempo, nel paragrafo 5.7 si studia
come un fluido inizia a muoversi in virt`u dell’attrito viscoso a causa della traslazione
improvvisa di una parete piana; di questo tipo di correnti unidirezionali considereremo
due esempi particolari. Nel primo caso la regione occupata dal fluido è un semispazio,
nel secondo caso `e lo spazio compreso fra due lastre parallele.

Il paragrafo 5.8 è dedicato ad alcune soluzioni esatte delle equazioni incomprimibili
in coordinate cilindriche quando il fluido si muove lungo traiettorie circolari. Si esamina
dapprima la corrente stazionaria generata in una regione compresa fra due superfici
cilindriche che possono ruotare con velocit`a angolari costanti diverse attorno allo stesso
asse. Si analizza inoltre l’evoluzione di una colonna di fluido che all’istante iniziale
ruota in modo rigido e che `e frenata dall’arresto improvviso della parete cilindrica
delimitante il fluido e infine il decadimento nel tempo di un vortice rettilineo e di un
vortice attorno a un cilindro rigido la cui rotazione `e arrestata istantaneamente.

Il paragrafo 5.9 `e dedicato a una descrizione pi`u articolata del fenomeno della
viscosità. Per capire il meccanismo frenante dell’attrito interno in un fluido `e necessario
considerare la situazione pi`u generale in cui esso pu`o essere anchecomprimibile.
Presenteremo pertanto un’analisi che va oltre i confini stabiliti dall’ipotesi di corrente
incomprimibile, per cui il paragrafo in questione pu`o essere considerato un intruso
in questo capitolo. Tuttavia le equazioni di Navier–Stokes incomprimbili sono molto
importanti edè necessario ricavare l’espressione della forza di attrito viscoso agente
su un corpo fermo in una corrente incomprimibile secondo il procedimento rigoroso
mostrato nel paragrafo 5.12.

Nel paragrafo 5.13 si studia invece come varia l’energia cinetica in una corrente
incomprimibile viscosa. Inoltre si considera l’equazione che governa l’evoluzione
dell’energia interna nelle correnti di questo tipo e che deriva dalla forma generale della
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legge di conservazione dell’energia che sarà introdotta solo nel capitolo 9.

Gli ultimi due paragrafi del capitolo sono infine dedicati alla presentazione delle
equazioni che governano la convezione naturale nei liquidie le correnti incomprimibili
nei sistemi di riferimento rotanti.

5.1 Viscosità dinamica e viscosità cinematica

Le soluzioni della corrente stazionaria incomprimibile e irrotazionale attorno a una
sfera o a un cilindro circolare calcolate nel capitolo precedente mostrano che un fluido
supposto idealmente non viscoso “scivola” sulla superficiedel corpo attorno al quale
scorre. Questo risultatòe una conseguenza dell’ipotesi di viscosità nulla e si traduce
matematicamente nel potere imporre la condizione al contorno solo sulla componente
normale della velocit̀a, che si annullerà quando la superficièe ferma.

L’esame delle correnti di qualunque fluido reale rivela invece che non si verifica
alcuno scivolamento del fluido sulle superfici dei corpi solidi. Negli esperimenti si
osserva infatti che sulla superficie dei corpi fermi la velocità del fluidoè nulla, ovvero
che si annulla oltre alla componente normale anche quella tangente. La regione in
cui si verifica la riduzione del modulo della velocità dal valore asintotico, a grande
distanza dal corpo, al valore nullo su di esso può essere di dimensioni confrontabili o
addirittura maggiori di quelle caratteristiche del corpo stesso, oppure pùo essere una
zona molto sottile in prossimità della sua superficie. Quando la zona di transizione in
cui |u| decresce rapidamente, ma comunque in modo continuo, da un valore assegnato
fino al valore nullòe molto sottilèe chiamatastrato limite . Nello strato limite gli effetti
della viscosit̀a del fluido sono importanti e non possono più essere trascurati, per cui il
modello di fluido non viscoso considerato finora deve essere abbandonato.

Per comprendere la situazione dobbiamo precisare cosa significa il termine “fluido
viscoso”. A questo fine, consideriamo il caso di una semplicecorrente cosiddettadi
taglio, ovvero di un campo di velocità piano unidirezionale del tipo:

u(r ) = [u(y), 0, 0] = u(y) x̂,

come mostrato di fianco. Nel caso di un fluido che siè supposto non viscoso il vettore
sforzo, s, cioè la forza per unit̀a di area della superficie di contatto, che il fluido
immediatamente sopra un pianoy = costante esercita sul fluido immediatamente al di
sotto, non ha alcuna componente tangente. Viceversa, per unfluido viscoso il vettore

y

u(y)

y = costante

Figura 5.1 Campo di velocit̀a di taglio
sforzo ha una componente tangentesx tipicamente diversa da zero. Infatti la velocità
del fluido nella zona superiorèe maggiore di quella del fluido nella zona inferiore per
cui il primo tender̀a ad aumentare la velocità del secondo, grazie a una forza di taglio.
A sua volta, il fluido immediatamente sotto il pianoy = costante esercita una forza sul
fluido al di sopra, ed essendo la sua velocità nella zona inferiore più piccola di quella
nella zona superiore, il fluido sotto tenderà a ridurre la velocit̀a di quello sopra. Nel
caso particolare di fluido viscosonewtoniano la componente di tagliosx del vettore
s è proporzionale alla derivata della velocità, ovvero, nel caso considerato, vale la
relazione

sx = µ
du

dy
,

doveµ è una propriet̀a del fluido chiamataviscosit̀a dinamica o più semplicemente
viscosit̀a. Molti fluidi reali, come l’acqua e l’aria, si comportano secondo la precedente
relazione lineare,ma esistono anche molti altri fluidi viscosi,come le vernici, i polimeri,
la maionese e il miele, che hanno un comportamento più complicato chèe dettonon
newtoniano.

Da un punto di vista dinamico una grandezza molto importanterisulta essere laviscosit̀a
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cinematicacheè definita dal rapporto fra la viscosità dinamica e la densità del fluido

ν = µ

ρ
.

Nella tabella 1 sono riportati i valori della densità ρ, della viscosit̀a dinamicaµ e di
quella cinematicaν relativi al mercurio, all’acqua (allo stato liquido e di vapore) e
all’aria in condizioni termodinamiche standard, ovvero alla temperatura diT = 300 K
e alla pressione atmosfericaPatm= 1.01× 105 Pa.

Tabella 1. Propriet̀a meccaniche di alcuni fluidi alla temperatura diT = 300 K e
alla pressione atmosfericaPatm= 1.01× 105 Pa

ρ densit̀a µ viscosit̀a dinamica ν viscosit̀a cinematica

Fluido kg/m3 kg/(m · s) m2/s

mercurio, Hg 13 550 1.56× 10−3 0.115× 10−6

acqua, H2O 998 1.0 × 10−3 1.0 × 10−6

vapore, H2O a 100◦C 0.60 12.3 × 10−6 20.5 × 10−6

aria 1.18 18.5 × 10−6 15.6 × 10−6

Come si mostrer̀a alla fine del paragrafo 10.1, il valore diµ (e quindi anche diν)
può variare sensibilmente con la temperatura e dipende anche,seppure in modo meno
sensibile, dalla pressione del fluido. Tuttavia, in tutto questo capitolo consideremo
un modello di fluido in cui la densità ρ e la viscosit̀a dinamicaµ sono costanti. Nei
precedenti capitoli la condizione di densità uniforme e costantèe stata sempre indicata
esplicitamente scrivendo la densità comeρ. In modo analogo, in questo capitolo
indicheremo conµ la viscosit̀a dinamica quando essa potrà essere considerata una
costante caratteristica del fluido, indipendente cioè da temperatura e pressione. La
viscosit̀a cinematicaν sar̀a invece indicata sempre senza alcuna sopralineatura dato
che l’uso di questa grandezzaè qui limitato al caso incomprimibile con fluidi di densità
uniforme e con viscosità costante, per cui la definizione effettiva delcoefficiente di
viscosit̀a cinematicaν è

ν = µ

ρ
.

Solo nel paragrafo 5.9 considereremo il caso generale dei fluidi comprimibili nei quali
l’intensità dell’attrito viscoso risulta dipendere dalle condizionitermodinamiche del
fluido. In quel paragrafo il coefficiente di viscosità dinamica potr̀a dipendere dalle
variabili termodinamicheT e P.

5.2 Forza di attrito viscoso

Lo sforzo viscoso nel caso della corrente di taglio ora considerata provoca una forza
tangenziale per unità di volume parallela alla velocità. Consideriamo infatti un vol-
umetto di fluido di forma prismatica con base∆x ∆z e altezza∆y avente il vertice
inferiore sinistro nel punto(x, y, z), vedi figura 5.2. La componente nella direzione
x del vettore sforzo viscoso che agisce sul fluido contenuto nel volumetto attraverso
la faccia superiorèe data daµ du(y+∆y)

dy , dal momento che il fluido esterno più veloce
tende ad aumentare la velocità del fluido nel volumetto. Al contrario la componentex
di sagente attraverso la faccia inferioreè data da−µ

du(y)
dy poich́e il fluido esterno pìu

lento tende a ridurre la velocità del fluido nel volumetto. La forza netta per unità di
volume avr̀a allora la direzione dell’assex e tale componente sarà data dalla differenza

Fvisc
x =

[(

µ
du

dy

)
∣

∣

∣

∣

y+∆y
−
(

µ
du

dy

)
∣

∣

∣

∣

y

]

∆x ∆z

∆x ∆y ∆z
=
(

µ du
dy

)
∣

∣

y+∆y −
(

µ du
dy

)
∣

∣

y

∆y
.

y

z

x

∆y

∆x
∆z

sx (y +∆y)

sx (y)

Figura 5.2 Azione della componentex
dello vettore sforzo viscosos nella
corrente di tagliou = u(y)
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Facendo tendere a zero lo spessore orizzontale del volumetto, la componente non nulla
della forza viscosa per unità di volume varr̀a

Fvisc
x = d

dy

(

µ
du

dy

)

.

Occorre per̀o tenere presente che la velocità u dipende dalle tre coordinate spaziali,
ovvero si ha in generaleu = u(x, y, z), per cui la derivata nella formula precedenteè
una derivataparziale, ovverosia risulta

Fvisc
x = ∂

∂y

(

µ
∂u

∂y

)

.

Questo termine dovrà essere aggiunto nel secondo membro dell’equazione della quan-
tità di moto, o meglio, nell’equazione relativa alla sua componentex . In particolare,
se la viscosit̀a dinamicàe costante,µ = µ, l’espressione precedente diventa

x

x

u(y)

u(y)

y

y

Figura 5.3 Gradienti della velocit̀a anche
grandi possono causare nessun effetto
viscoso (figura in alto) dato che la
componenteFvisc

x della forza viscosa per
unità di volume noǹe determinato dalla
pendenza della funzioneu = u(y) ma
dalla suacurvatura (figura in basso)

Fvisc
x = µ

∂2u

∂y2 .

L’espressione del contributo di forza viscosa appena ricavato permette di capire perché
gli effetti viscosi possono diventare molto importanti nello strato limite di una generica
corrente viscosa. Il motivòe che il gradiente della velocità pùo diventare molto
maggiore nello strato limite che non nelle altre parti dellacorrente, poich́e in uno strato
molto sottile pùo verificarsi una variazione molto grande della velocità in uno spessore
molto sottile e quindi lo sforzo viscoso sarà corrispondentemente grande. A sua volta,
la derivata dello sforzo viscoso potrà essere grande. Nello strato sottile in cui ciò si
verifica, la forza viscosa deve pertanto essere tenuta in conto anche se la viscosità è
tanto piccola da permettere di trascurarne gli effetti nelle altre regioni della corrente.

La forza per unit̀a di volume appena trovata costituisce solo una parte della com-
ponente della forza lungo la direzionex dovuta alla viscosit̀a del fluido. In realt̀a il

y

z

x

u(x1, y1, z)

x = x1
y = y1

Figura 5.4 La componenteu della
velocit̀a varia in generale anche
muovendosi parallelamente all’assez

campo di velocit̀a, anche se ha solo la componente in direzionex , può variare anche
muovendosi lungo l’altra direzione normale all’assex , cioè parallelamente all’asse
z, come mostrato in figura 5.4.̀E quindi necessario considerare anche la forza che
agisce sul fluido contenuto nel volumetto attraverso le due superfici elementari verti-
cali parallele all’assex , di area∆x ∆y. La componente nella direzionex del vettore
sforzo viscoso che agisce sul fluido contenuto nel volumettoattraverso la faccia an-
teriore nella figura 5.5̀e data daµ u(x,y,z+∆z)

∂z , dal momento che il fluido davanti più
veloce tende ad aumentare la velocità del fluido nel volumetto. Al contrario la compo-
nentex del vettore sforzo agente attraverso la faccia posterioreè data da−µ

∂u(x,y,z)
∂z

poich́e il fluido dietro pìu lento tende a ridurre la velocità del fluido nel volumetto. La
componentex di questo secondo contributo della forza viscosa sarà allora data dalla
differenza

y

z

x

∆y

∆z

∆x

sx (z +∆z)
sx (z)

Figura 5.5 Contributo alla forza viscosa
dovuto alla variazione diu lungo la
direzionez

F̃visc
x =

[(

µ
∂u

∂z

)
∣

∣

∣

∣

z+∆z
−
(

µ
∂u

∂z

)
∣

∣

∣

∣

z

]

∆x ∆y

∆x ∆y ∆z
→ ∂

∂z

(

µ
∂u

∂z

)

,

avendo fatto tendere a zero lo spessore∆z del volumetto.

Da ultimo, la componenteu della velocit̀a potr̀a variare anche muovendosi lungo la
direzionex , come schematizzato nella figura 5.6. Esiste un meccanismo di frenamento
viscoso agente sulla velocità del fluido in direzionex che si esercita attraverso le due su-
perfici elementari del volumetto perpendicolari alla direzionex , di area∆y ∆z. Come
sar̀a discusso nel paragrafo 5.9 nel caso generale comprimibile, questo frenamento
viscoso, che si esercita sul fluido nella stessa direzione lungo la quale varia la velocità,
fa intervenire anche unaltro coefficiente di viscosit̀a, diverso dalµ. Tuttavia, nel caso
particolare di correnti incomprimibili, l’effetto di attrito viscoso in direzione parallela
alla velocit̀a fa intervenire solo il coefficiente di viscosità dinamicaµ, o meglio la sua

y

z

x

u(x1)

u(x2)

u(x3)

Figura 5.6 La componentex della
velocit̀a varia in generale anche lungo la
direzionex
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versione costanteµ. Si mostrer̀a infatti che il terzo contributo alla componentex della
forza viscosa per unità di volumeè dato da

˜̃F
visc

x = µ
∂2u

∂x2 , corrente incomprimibile

ovvero ha la stessa forma dei due precedenti associati alle variazioni trasversali della
velocit̀a. Sommando ora i tre contributi trovati si ottiene la componentex della forza
viscosa per unit̀a di volume agente in ogni punto del fluido:

Fvisc
x = µ

∂2u

∂x2 + µ
∂2u

∂y2 + µ
∂2u

∂z2 = µ∇ 2u,

dove∇ 2 rappresenta quindi l’operatore laplaciano. Il risultato trovato è valido per
ognuna delle tre componenti cartesiane della velocità. Sommando quindi le tre relazioni
per le tre componenti cartesiane del vettore sforzo si ottiene l’espressione vettoriale
della forza per unit̀a di volume agente nel fluido in una corrente incomprimibile

Fvisc=
(

µ∇ 2u
)

x̂+
(

µ∇ 2v
)

ŷ+
(

µ∇ 2w
)

ẑ

= µ∇ 2(u x̂+ v ŷ+w ẑ)

= µ∇ 2u, corrente incomprimibile.

Dividendo questa grandezza per la densità uniformeρ del fluido, si ottiene la forza
viscosa per unit̀a di massaf visc= Fvisc/ρ che risulta essere data dalla (notevolmente)
semplice espressione:

f visc= ν ∇ 2u, corrente incomprimibile.

5.3 Equazioni di Navier–Stokes incomprimibili

Includendo la forza viscosa per unità di massaν ∇ 2u nel secondo membro dell’equa-
zione dinamica della velocità dedotta nel paragrafo 2.3, il sistema delle due equazioni
che governano la corrente incomprimibile di un fluido viscoso (newtoniano) avente
densit̀a uniforme assume la forma seguente

∂u
∂ t
+ (u ·∇)u+ ∇P

ρ
= ν ∇ 2u+ g,

∇· u = 0.

Questo sistemàe noto con il nome diequazioni di Navier–Stokes per le correnti
incomprimibili . Il sistemaè costituito da due equazioni, la prima vettoriale e la
seconda scalare, nelle due funzioni incogniteu(r , t) e P(r , t), essendoρ una costante
nota. Pertanto il sistema ha tante equazioni quante incognite e pùo essere risolto una
volta completato con le necessarie condizioni iniziale e alcontorno.

Come nel caso delle equazioni di Eulero, per correnti incomprimibili, la pressione
è presente nel sistema onde fornire i gradi di libertà necessari per potere imporre
la condizione d’incomprimibilit̀a sul campo della velocità. Tecnicamente si esprime
questo fatto dicendo cheP(r , t) costituisce ilmoltiplicatore di Lagrange associato al
vincolo∇· u = 0 che deve essere soddisfatto dalla velocitàu(r , t) in ogni puntor e in
ogni istantet.

Il campo della forza esternag potrà anche essere diverso dal campo gravitazionale
e in generale potrà dipendere dallo spazio ed eventualmente anche dal tempo, ovvero,
g= g(r , t).
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Approfondimento 1 Equazioni di Navier–Stokes in coordinate cilindriche

Se la regione in cui si muove il fluidòe assisimmetrica, ossiaè invariante per rotazioni
attorno a un asse che chiameremo assez, allora è conveniente utilizzare un sistema
di coordinate cilindriche per descrivere il moto del fluido.Ricordando le equazioni
di Eulero in coordinate cilindriche ricavate nel paragrafo3.3, le equazioni di Navier–
Stokes in coordinate cilindriche si ottengono aggiungendoil termine viscoso, chèe
riportato nel paragrafo A.8 dell’appendice A. Otteniamo quindi

∂u R

∂ t
+ u R

∂u R

∂ R
+ uθ

R

(

∂u R

∂θ
− uθ

)

+ uz
∂u R

∂z
+ 1

ρ

∂ P

∂ R

= ν

(

∇ 2u R −
u R

R2 −
2

R2

∂uθ

∂θ

)

,

∂uθ

∂ t
+ u R

∂uθ

∂ R
+ uθ

R

(

∂uθ

∂θ
+ u R

)

+ uz
∂uθ

∂z
+ 1

ρ R

∂ P

∂θ

= ν

(

∇ 2uθ −
uθ

R2 +
2

R2

∂u R

∂θ

)

,

∂uz

∂ t
+ u R

∂uz

∂ R
+ uθ

R

∂uz

∂θ
+ uz

∂uz

∂z
+ 1

ρ

∂ P

∂z
= ν ∇ 2uz,

1

R

∂(Ru R)

∂ R
+ 1

R

∂uθ

∂θ
+ ∂uz

∂z
= 0,

dove l’operatore laplaciano in coordinate cilindricheè

∇ 2u = 1

R

∂

∂ R

(

R
∂u

∂ R

)

+ 1

R2

∂2u

∂θ2 +
∂2u

∂z2 .

Nel caso particolare in cui il campo di velocità iniziale u0 e le condizioni al
contorno sono assisimmetrici, ossia indipendenti daθ , sono possibili soluzioni del
campo di moto aventi la stessa simmetria di invarianza per rotazioni attorno all’asse,
del tipo

u = u(R, z, t) e P = P(R, z, t).

Questi campi sono governati dalle equazioni di Navier–Stokes per correnti incom-
primibili assisimmetriche che si ottengono dalle precedenti eliminando tutti i termini
contenenti la derivata rispetto aθ , ovvero,

∂u R

∂ t
+ u R

∂u R

∂ R
+ uz

∂u R

∂z
− u2

θ

R
+ 1

ρ

∂ P

∂ R
= ν

[

1

R

∂

∂ R

(

R
∂u R

∂ R

)

+ ∂2u R

∂z2 −
u R

R2

]

,

∂uz

∂ t
+ u R

∂uz

∂ R
+ uz

∂uz

∂z
+ 1

ρ

∂ P

∂z
= ν

[

1

R

∂

∂ R

(

R
∂uz

∂ R

)

+ ∂2uz

∂z2

]

,

1

R

∂(Ru R)

∂ R
+ ∂uz

∂z
= 0,

∂uθ

∂ t
+ u R

∂uθ

∂ R
+ uz

∂uθ

∂z
+ uθu R

R
= ν

[

1

R

∂

∂ R

(

R
∂uθ

∂ R

)

+ ∂2uθ

∂z2 −
uθ

R2

]

.

L’equazione peruθ è stata scritta per ultima perché in molte correnti assisimmetriche
il fluido si muove solo nei piani assiali (assenza di “swirl”)per cuiuθ = 0.
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Se inoltre la componente di “swirl”̀e nulla e quindi la velocit̀a è nei piani assiali,
le equazioni di Navier–Stokes in coordinate cilindriche per correnti assisimmetriche
diventano il seguente sistema di sole tre equazioni

∂u R

∂ t
+ u R

∂u R

∂ R
+ uz

∂u R

∂z
+ 1

ρ

∂ P

∂ R
= ν

[

1

R

∂

∂ R

(

R
∂u R

∂ R

)

+ ∂2u R

∂z2 −
u R

R2

]

,

∂uz

∂ t
+ u R

∂uz

∂ R
+ uz

∂uz

∂z
+ 1

ρ

∂ P

∂z
= ν

[

1

R

∂

∂ R

(

R
∂uz

∂ R

)

+ ∂2uz

∂z2

]

,

1

R

∂(Ru R)

∂ R
+ ∂uz

∂z
= 0.

Approfondimento 2 Equazioni di Navier–Stokes in coordinate sferiche

Se la regione in cui si muove il fluidòe delimitata da due superfici sferiche concentriche,
alloraè conveniente utilizzare un sistema di coordinate sfericheper descrivere il moto
del fluido. Ricordando le equazioni di Eulero in coordinate sferiche ricavate nel para-
grafo 3.3, le equazioni di Navier–Stokes per le correnti incomprimibili in coordinate
sferiche assumono la forma seguente

∂ur

∂ t
+ ur

∂ur

∂r
+ uθ

r

(

∂ur

∂θ
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1
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∇ 2ur −
2ur

r2 −
2

r2 sinθ

∂
(

sinθ uθ

)

∂θ
− 2

r2 sinθ

∂uφ

∂φ

]

,

∂uθ

∂ t
+ ur

∂uθ

∂r
+ uθ

r

(

∂uθ

∂θ
+ ur

)

+ uφ

r sinθ

(

∂uθ

∂φ
− cosθ uφ

)

+ 1

ρ r

∂ P

∂θ

= ν

[

∇ 2uθ −
uθ

r2 sin2 θ
− 2 cosθ

r2 sin2 θ

∂uφ

∂φ
+ 2

r2

∂ur

∂θ

]

,

∂uφ

∂ t
+ ur

∂uφ

∂r
+ uθ

r

∂uφ

∂θ
+ uφ

r

[

1

sinθ

(

∂uφ

∂φ
+ cosθ uθ

)

+ ur

]

+ 1

ρ r sinθ

∂ P

∂φ

= ν

[

∇ 2uφ −
uφ

r2 sin2 θ
+ 2 cosθ

r2 sin2 θ

∂uθ

∂φ
+ 2

r2 sinθ

∂ur

∂φ

]

,

1

r2

∂

∂r

(

r2ur
)

+ 1

r sinθ

∂

∂θ

(

sinθ uθ

)

+ 1

r sinθ

∂uφ
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dove l’operatore di Laplace in coordinate sfericheè

∇ 2u = 1

r2

∂

∂r

(

r2 ∂u

∂r

)

+ 1

r2 sinθ

∂
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(
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.

Nel caso particolare in cui il campo di velocità iniziale u0 e le condizioni al
contorno sono assisimmetrici, ossia indipendenti daφ, sono possibili soluzioni del
campo di moto aventi la stessa simmetria di invarianza per rotazioni attorno all’asse,
del tipo

u = u(r, θ, t) e P = P(r, θ, t).
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I campiu(r, θ, t) e P(r, θ, t) sono allora governati dalle equazioni di Navier–Stokes per
le correnti incomprimibili assisimmetriche che si ottengono dalle precedenti eliminando
tutti i termini contenenti la derivata rispetto aφ, ovvero,

∂ur

∂ t
+ ur

∂ur

∂r
+ uθ

r

(

∂ur

∂θ
− uθ

)

−
u2

φ

r
+ 1

ρ

∂ P

∂r

= ν

[

1

r2

∂

∂r

(

r2 ∂ur

∂r

)

+ 1

r2 sinθ

∂

∂θ

(

sinθ
∂ur

∂θ

)

− 2ur

r2 −
2

r2 sinθ

∂
(

sinθ uθ

)

∂θ

]

,

∂uθ

∂ t
+ ur

∂uθ

∂r
+ uθ

r

(

∂uθ

∂θ
+ ur

)

−
cotθ u2

φ

r
+ 1

ρ r

∂ P

∂θ

= ν

[

1

r2

∂

∂r

(

r2 ∂uθ

∂r

)

+ 1

r2 sinθ

∂

∂θ

(

sinθ
∂uθ

∂θ

)

− uθ

r2 sin2 θ
+ 2

r2

∂ur

∂θ

]

,

∂uφ

∂ t
+ ur

∂uφ

∂r
+ uθ

r

∂uφ

∂θ
+ uφ

r
(cotθ uθ + ur )

= ν

[

1

r2

∂

∂r

(

r2 ∂uφ

∂r

)

+ 1

r2 sinθ

∂

∂θ

(

sinθ
∂uφ

∂θ

)

− uφ

r2 sin2 θ

]

,

1

r2

∂

∂r

(

r2ur
)

+ 1

r sinθ

∂

∂θ

(

sinθ uθ

)

= 0.

5.4 Condizione iniziale e condizione al contorno

Le equazioni di Navier–Stokes sono delle equazioni differenziali alle derivate parziali
e da sole non costituiscono ancora un problema completo. Infatti, come in qualunque
problema differenziale, queste equazioni richiedono la specificazione di alcune con-
dizioni supplementari per ottenere un problema ben posto, un problema ciòe che
ammetta una soluzione unica (in un senso opportuno) almeno nei casi pìu semplici.

Come abbiamo già accennato nel capitolo 3 sulle equazioni di Eulero incom-
primibili, condizioni supplementari sono ad esempio necessarie per potere risolvere
qualunque problema di dinamica di un punto materiale. In questo caso la legge fonda-
mentale della dinamicad2r/dt2 = f (r , dr/dt) è un’equazione differenziale ordinaria
del secondo ordine per l’incognitar = r (t), che rappresenta il vettore posizione del
corpo, la cui soluzione richede di specificare le duecondizioni iniziali r (0) = r0 e
dr (0)/dt = v0. Nel caso delle equazioni di Navier–Stokesè invece necessario speci-
ficare unasola condizione iniziale (vettoriale): lavelocità iniziale del fluido in ogni
punto, ovvero,

u(r , 0) = u0(r ),

doveu0(r ) è un campo di velocità noto. In effetti, l’equazione evolutiva della velocità
è del primo ordine nel tempo, dato che la posizione delle particelle del fluidoè es-
tranea alla descrizione euleriana del suo moto. Non esiste invece nessuna condizione
iniziale per la pressione dato che non c’è alcuna equazione d’evoluzione per questa
variabile, che sappiamo essere nelle correnti incomprimibili un semplice moltiplicatore
di Lagrange.È pertanto un errore credere che sia necessario specificare il campo di
pressione iniziale.

Ma le equazioni di Navier–Stokes, come quelle di Eulero, sono differenziali anche
dal punto di vistaspaziale in quanto esse contengono anche le derivate rispetto alle
coordinate spaziali: il gradiente, la divergenza, l’operatore di derivata direzionale ma
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soprattutto l’operatore laplaciano. Come conseguenza, per ottenere un problema che
possa avere una sola soluzione, occorre specificare le opportunecondizioni al contorno.
Il tipo di condizioni che possono o debbono essere fornite dipende dal tipo di equazioni
e dalla natura del contorno nel problema in esame.

Senza alcuna pretesa di analizzare questo aspetto in modo completo, nel caso delle
equazioni per correnti incomprimibili di un fluido viscoso abbiamo una condizione
al contornovettoriale da imporre su tutta la frontiera del dominioV in cui si studia
il moto del fluido. Questo deriva dal fatto che l’equazione della quantit̀a di motoè
vettoriale e in essàe presente il laplaciano dell’incognitau. La condizione al contorno
consiste allora nello specificare il vettore velocitàu su tutta la frontieraS = ∂V e sar̀a
scritta nel modo seguente

u(r , t)|S = b(r S, t)

con r S ∈ S. Il valore al contorno b(r S, t) della velocit̀a deve essere specificato per
ogni puntor S ∈ S e ogni istantet > 0, come rappresentato schematicamente nella
figura 5.7 riferita a un tipico problema di corrente attorno aun profilo alare. Si noti
che la funzioneb(r S, t) è vettoriale e che la sua variabile spazialeè indicata conr S per
evidenziare che il dominio di tale variabileè limitato alla sola frontieraS, che nel caso
in figura diventaS = Sest∪ Scorpo.

Figura 5.7 Dominio e condizioni al
contorno per una corrente incomprimibile
viscosa

b(r S, t)

V

Sest

Scorpo

b = 0

b(r S, t)

La condizione al contorno per il vettore velocità è molto pìu forte di quella chèe
stata usata nello studio delle correnti non viscose. La differenza fondamentalèe che
l’inclusione del termine viscoso nell’equazione della quantità di moto ha aumentato
l’ordine dell’equazione differenziale alle derivate parziali di uno. Pertanto la vera
condizione al contorno della realtà fisicaè inclusa nel modello di Navier–Stokes mentre
non poteva essere soddisfatta nel modello delle equazioni di Eulero.

Nel caso particolare in cui una parte del contorno coincide con un corpo solido
fermo che non permette né il passaggio del fluido attraverso la sua superficie né lo
scivolamento del fluido su di esso, la condizione per la velocità su questa parte del
contorno diventa omogenea

u(r , t)|corpo fermo= 0.

Questa condizione al contorno include:

• La condizione di annullamento della componente tangente della velocit̀a, che si
chiama condizione al contorno diadesioneo di aderenza, in ingleseno slip
condition. Questa condizionèe propria del modello fisico di fluido viscoso che
non permette uno slittamento del fluido sulle pareti dei corpi solidi e vale per ogni
fluido con viscosit̀a ν 6= 0, per quanto piccolo possa essere il valore diν.

• La condizione di annullamento della componente della velocità normale al corpo,
detta dinon penetrazione, cheè invece comune a qualunque modello di fluido
indipendentemente dal suo carattere viscoso o non viscoso.



Auteri e Quartapelle: FLUIDODINAMICA. Capitolo 5 – pagina 80 Settembre 28, 2007

80 CAPITOLO 5 Correnti incomprimibili viscose ISBN XX-abc-defg-h

Senza timore di essere ripetitivi, sottolineiamo che le condizioni supplementari sono
altrettanto importanti delle equazioni differenziali chegovernano il moto del fluido. In
realt̀a, il tipo di condizioni chèe lecito e necessario imporreè legato strettamente alla
natura delle equazioni differenziali stesse, sicché le condizioni iniziali e al contorno
possono essere considerate come una parte integrante del sistema di equazioni da
risolvere. Ad esempio, un elemento distintivo delle due equazioni di Navier–Stokes
è l’assenza di un termine con derivata temporale (prima) nella seconda equazione,
cioè nella condizione d’incomprimibilità. Corrispondentemente, in questo sistema la
pressione iniziale non può essere imposta, anzi sarebbe sbagliato pensare di farlo.

Una volta completato dalle sue condizioni supplementari, iniziali e al contorno, il
sistema delle equazioni di Navier–Stokes costituirà il seguenteproblema completo

∂u
∂ t
+ (u ·∇)u− ν ∇ 2u+ ∇P

ρ
= g,

∇· u = 0,

u(r , 0) = u0(r ),

u(r , t)|S = b(r S, t).

I termini con il laplaciano della velocità e il gradiente della pressione sono scritti nel
primo membro dell’equazione perché le due variabiliu e P sono entrambe incognite
del sistema (la densitàρ è invece una costante nota).

Questo problema presenta la stessa situazione paradossaleche abbiamo incontrato
nel paragrafo 3.4 discutendo le equazioni di Eulero per correnti incomprimibili. Se i
campiu(r , t) e P(r , t) soddisfano le equazioni e le condizioni del problema, e quindi
fornisconouna sua soluzione, allora anche la coppia [u(r , t), P(r , t)+C(t)], doveC(t)
è una funzione arbitraria,è soluzione delle medesime equazioni e condizioni. Questo
si verifica facilmente sostituendo questi campi nelle equazioni e nelle condizioni e
osservando che∇C(t) = 0 in quanto la funzioneC(t) non dipende dar .

Pertanto, data una soluzione del problema delle equazioni di Navier–Stokes in-
comprimibili, esistono infinite altre soluzioni che differiscono soltanto per il valore
di riferimento della pressione, valore che può inoltre essere scelto arbitrariamente in
ogni istante. Come nel caso non viscoso, questa situazioneè conseguenza dell’ipotesi
d’incomprimibilità, posta alla base del sistema di equazioni in esame, ma deriva anche
dall’avere considerato un problema in cui la velocità (o meglio la sua componente
normale)è prescritta sututto il contornoS; quest’ultima situazionèe tipica del moto
di un fluido contenuto in una regione delimitata da pareti rigide (correnti confinate).

Dal punto di vista fisico, il valoreassoluto della variabile termodinamica pressione
non pùo essere variato senza che questo si rifletta sulle altre variabili termodinamiche
del fluido. Quindi siamo di fronte a un’incongruenza fra la descrizione teorica fornita
dalle equazioni di Navier–Stokes per correnti incomprimibili e i principi della termo-
dinamica. In effetti, come sìe gìa accennato nei paragrafi 2.4 e 2.5, l’introduzione
dell’ipotesi d’incomprimibilit̀a ha eliminato ogni considerazione termodinamica dal
quadro descrittivo del moto del fluido. Pertanto il paradosso dell’arbitrariet̀a del
livello della pressione delle correnti incomprimibili in una regione confinatàe una con-
seguenza diretta dell’ipotesi d’incomprimibilità del fluido e questo paradosso scompare
nell’ambito della dinamica dei fluidi comprimibili.

Notiamo infine che nei problemi in cui il fluido entra nel domino (correnti aperte
e correnti esterne)̀e possibile specificare il valore della pressione su una parte del
contorno al posto di quello della velocità normale. In questi casi il campo di pressione
relativo alla soluzione delle equazioni incomprimibili non risente pìu dell’arbitrariet̀a
riscontrata nel caso delle correnti confinate. Inoltre il campo trovatòe definito univoca-
mente in modo assoluto poiché la variabileP compare direttamente in una condizione
al contorno e non solo come argomento dell’operatore gradiente.
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Condizioni di compatibilità dei e fra i dati

Analogamente a quanto visto nel paragrafo 3.4 per il problema incomprimibile di un
fluido non viscoso, i dati delle condizioni supplementari iniziale e al contorno,u0(r ) e
b(r S, t), del problema incomprimibile viscoso considerato non possono essere asseg-
nati in modo del tutto libero e indipendentemente l’uno dall’altro. Questa limitazione
è del tutto evidente riguardo il campo della velocità inizialeu0 che, essendo la corrente
incomprimibile, dovr̀a necessariamente essere a divergenza nulla. In altre parole il
campo di velocit̀a inizialeu0 deve soddisfare la condizione di compatibilità

∇· u0 = 0.

Ma anche il dato al contornob(r S, t) non pùo essere scelto in modo completamente
arbitrario. Infatti, integrando su tutta la superficieS la componente normale della
velocit̀ab(r S, t) prescritta sul contorno, si ottiene immediatamente

∮

S
n̂ · u(r , t)|S =

∮

S
n̂ · b(r S, t),

per ogni istante di tempot > 0. D’altra parte, in virt̀u del teorema della divergenza
l’integrale del primo membro si può trasformare in un integrale di volume, ovvero,

∫

V
∇· u(r , t) =

∮

S
n̂ · b(r S, t),

e, siccome il campo della velocità deve essere a divergenza nulla∀t > 0, tale integrale
è nullo e quindi deve necessariamente essere

∮

S
n̂ · b(r S, t) = 0

per ognit > 0. Questàe una condizione di compatibilità globale che la componente
normale del dato al contornob(r S, t) deve rispettare per ognit > 0 affinch́e il campo
di velocit̀a possa soddisfare sempre il vincolo d’incomprimibilità.

Infine, esiste un’ulteriore condizione che esprime la compatibilit àfra il dato iniziale
e il dato al contorno, suS e pert = 0, che ha la forma seguente

n̂ · u0(r )|S = n̂ · b(r S, 0),

e che risulta utile nello studio delle correnti attorno a corpi che partono in modo
impulsivo, argomento sul quale non ci soffermiamo.

L’insieme delle tre condizioni di compatibilità nel caso del problema viscosoè
quindi dato da

∇· u0 = 0,
∮

S
n̂ · b(r S, t) = 0,

n̂ · u0(r )|S = n̂ · b(r S, 0).

Nei problemi stazionari non esiste alcun dato iniziale e il valore prescritto sul
contorno per la velocità non dipende dal tempo, abbiamo cioèb = b(r S), per cui esiste
la sola condizione di compatibilità

∮

S
n̂ · b(r S) = 0.
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5.5 Equazioni adimensionali: il numero di Reynolds

Consideriamo una corrente incomprimibile attorno a un corpo di forma assegnata
aventelunghezza caratteristica L e supponiamo che il fluido si muova con una
velocità caratteristico U . Ad esempio, se consideriamo la corrente attorno a una
sfera,L potrebbe essere il raggio della sfera o anche il suo diametro, e U potrebbe
essere la velocità del fluido all’infinito. Supponiamo inoltre di conoscere i valori ρ e
µ della densit̀a e viscosit̀a del fluido utilizzato in un determinato esperimento. Nelle
equazioni e nelle condizioni al contorno che governano la corrente compaiono quattro
parametri:L, U, ρ e µ. A prima vista sembrerebbe necessario esaminare una serie di
casi, per valori diversi diL, poi di U , poi ancora diρ e cos̀ı via, ma invece le cose
non stanno in questo modo. Tutte le correnti possibili differenti corrispondono a valori
differenti di un solo parametro. Questoè un fatto generale di notevole importanza per
le correnti viscose.

Una volta che sia stata stabilita la forma del corpo attorno al quale scorre il fluido,
tutte correnti incomprimibili viscose possibili attorno atale forma costituiscono una
famiglia a un solo parametro di soluzioni. Ad esempio, la densità e la viscosit̀a dinam-
ica compaiononell’equazione del momento della quantità di moto solo attraverso il loro
rapportoµ/ρ, che definisce la viscosità cinematicaν. Questo riduce a tre il numero di
parametri indipendenti. Ma questa riduzione può essere sviluppata ulteriormente medi-
ante un processo nel quale le varie grandezze aventi le loro proprie dimensioni fisiche
vengono sostituite da variabili senza dimensioni (ovvero adimensionali) utilizzando
alcune grandezze di riferimento che definiscono le scale deal corrente considerata. La
scelta dei valori di riferimentoL e U determina una scala per la variabile temporalet
mediante la relazione evidenteT = L/U .

Una volta introdotta le garndezze caratteristicheL e U , possiamo misurare le
grandezzer , u e t ecome frazioni rispetto alle quantità caratteristiche, introducendo le
seguentivariabili adimensionali:

r̃ = r
L

, t̃ = t

T
= Ut

L
, ũ = u

U
.

Per il teorema di derivazione delle funzioni composte, la derivata parziale rispetto al
tempo si trasformerà nel modo seguente

∂

∂ t
= dt̃

dt

∂

∂ t̃
= 1

T

∂

∂ t̃

dove il primo operatore agisce su una funzione delle variabili r e t mentre il secondo
agisce su una funzione delle variabili adimensionalir̃ e t̃ . Analogamente, per la derivata
rispetto allo spazio risulta

∇ = d r̃
dr

∇̃ = 1

L
∇̃,

dove∇̃rappresenta l’operatore gradiente rispetto alle coordinate adimensionali(x̃, ỹ, z̃) =
r̃ . In modo simile, ricordando che∇ 2 = ∇·∇, l’operatore laplaciano si trasformerà
nel modo seguente

∇ 2 = 1

L2 ∇̃
2.

Esprimiamo ora la velocità dimensionale, incognita originaria del problema incompri-
mibile, in termini della corrispondente variabile adimensionale,u = U ũ, e sostituiamo
nell’equazione della quantità di moto (privata del termine di forza esternag):

1

T

∂(U ũ)

∂ t̃
+ 1

L

(

(U ũ) ·∇̃
)

(U ũ)− ν
1

L2 ∇̃
2(U ũ)+ 1

L

∇̃P

ρ
= 0.
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Ricordando cheT = L/U abbiamo

U2

L

∂ ũ
∂ t̃
+ U2

L
(ũ ·∇̃)ũ− ν

U

L2 ∇̃
2ũ+ 1

L

∇̃P

ρ
= 0.

Moltiplicando tutti i termini perL/U2 si ottiene

∂ ũ
∂ t̃
+ (ũ ·∇̃)ũ− ν

LU
∇̃ 2ũ+ ∇̃P̃ = 0,

doveè stata introdotta lapressione adimensionalẽP = P/(ρU2). Il rapportoν/(LU)

è un numero puro (privo ciòe di dimensioni) e il suo reciprocòe chiamatonumero di
Reynolds:

Re= LU

ν
= ρLU

µ
.

Esso permette di scrivere l’equazione della quantità di moto nella classica forma
adimensionale

∂ ũ
∂ t̃
+ (ũ ·∇̃)ũ− 1

Re
∇̃ 2ũ+ ∇̃P̃ = 0.

In pratica, una volta effettuata la riduzione alle variabili adimensionali e introdotto
il numero di Reynolds, tutte le variabili indipendenti e le variabili incognite sono
scritte eliminando il simbolo tildẽ, per cui le equazioni di Navier–Stokes in forma
adimensionale saranno scritte semplicemente

∂u
∂ t
+ (u ·∇)u− 1

Re
∇ 2u+∇P = 0,

∇· u = 0.

Per capire l’utilit̀a del numero di Reynolds, consideriamo le correnti attorno adue sfere
di raggi diversi, una corrente con una velocità U∞ = 50 m/s a grande distanza da
una sfera di raggioa = 4 cm e l’altra conU∞ = 100 m/s con raggioa = 2 cm. Se
scegliamo comeL il raggioa e comeU la velocit̀a all’infinito U∞, allora il numero di
Reynolds̀e lo stesso per entrambe le correnti. Le equazioni soddisfatte dalle variabili
adimensionali sono quindi identiche per le due correnti.

Due correnti con la stessa geometria e lo stesso numero di Reynolds sono dette
simili . Più precisamente, consideriamo i campi di velocità dimensionaliu1 eu2 di due
correnti nelle regioniV1 e V2 le quali sono in rapporto di scala secondo un fattoreλ,
cos̀ı cheL1 = λL2. Supponiamo di avere scelto il valoreU1 eU2 per ciascuna corrente
e che le viscosit̀a cinematiche dei rispettivi fluidi sianoν1 e ν2. Se accade che

Re1 = Re2 ovvero
L1U1

ν1
= L2U2

ν2
,

allora i campi di velocit̀a adimensionalĩu1 e ũ2 soddisfano esattamente le stesse
equazioni nella stessa regione (adimensionale). Pertantopossiamo concludere che il
campo della velocit̀a dimensionaleu1 può essere ottenuto dalla soluzioneu2, opportu-
namente riscalata, mediante la relazioneu1 = U1

U2
u2: in altre parole le due velocitàu1

e u2 sono simili. Questo risultatòe molto importante. Significa che possiamo deter-
minare quale sia il moto di una corrente attorno a un’ala di aeroplano senza bisogno
di costruire l’aeroplano e di provarlo. Possiamo invece realizzare un modello, tipica-
mente di dimensione ridotta, dell’aeroplano ed effettuaredella misure utilizzando una
velocit̀a che dia lo stesso numero di Reynolds.È questo il principio che permette di
utilizzare i risultati delle misure in galleria del vento sumodelli di aeroplani o veicoli
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per prevedere i valori delle grandezze corrisponendenti negli oggetti reali. Ricordiamo
che abbiamo trascurato la comprimibilità del fluido per cui il numero di Reynoldsè il
solo parametro che rimane nelle equazioni adimensionali, altrimenti interverrebbe un
secondo numero adimensionale, dato dal rapporto della velocità di riferimentoU e la
velocit̀a del suono nel fluido, chiamato numero di Mach, cheè gìa stato introdotto nel
paragrafo 2.8. Pertanto, quando la velocità del fluidoè confrontabile con quella del
suono al suo interno, le correnti in due situazioni diverse saranno uguali quando sia i
loro numeri di Reynolds sono uguali sia i loro numeri di Mach sono uguali nelle due
situazioni sperimentali.

Il significato fisico del numero di Reynolds Reè chiarito dal seguente ragion-
amento. Notiamo che le derivate delle componenti diu, come ad esempio∂u/∂x ,
saranno tipicamente di ordineU/L, ovvero la componenteu varia di una quantit̀a di
ordineU su distanze di ordineL. Tipicamente queste derivate avranno a loro volta
variazioni di ordineU/L su distanze di ordineL, per cui le derivate seconde come
∂2u/∂x2 saranno di ordineU/L2. Infine il termine non lineare, chiamato spesso anche
termineinerziale, avr̀a variazioni di ordineU · U/L = U2/L. Si ottengono cosı̀ le
seguenti stime dell’ordine di grandezza dei due termini principali dell’equazione della
quantit̀a di moto:

termine non lineare : |(u ·∇)u| = O
(

U2/L
)

,

termine viscoso : |ν ∇ 2u| = O
(

νU/L2).

Se queste stime sono valide, si deduce che

termine non lineare

termine viscoso
= O

(

U2/L

νU/L2

)

= O

(

LU

ν

)

= O(Re).

Questo rapporto pùo essere interpretato

Il numero di Reynolds̀e quindi importante perché d̀a una stima indicativa della
grandezza relativa dei due termini fondamentali dell’equazione della quantit̀a di moto.
Non sorprende pertanto che le correnti ad alto numero di Reynolds e quelle a basso
numero di Reynolds abbiano caratteristiche generali del tutto diverse.

Adimensionalizzazione alternativa

Esiste una scelta diversa della scala temporale per definireun tempo adimensionale
che conduce ad una forma alternativa delle equazioni di Navier–Stokes adimensio-
nali. Invece del tempo di riferimentoL/U basato sulla lunghezza e sulla velocità di
riferimento,̀e possibile prendere come scala temporale quella determinata dal fenomeno
della diffusione viscosa della vorticità, cheè data dal rapportoL2/ν. Questa scelta,
assieme alle scale usualiL eU per le distanze e la velocità, e alla nuova scalaρνU/L
per la pressione, permette di definirenuove variabili adimensionali secondo lo schema

r̆ = r
L

, ŭ = u
U

, t̆ = t
/ L2

ν
, P̆ = P

/ρνU

L
.

Esprimendo le grandezze e gli operatori dimensionali in termini delle nuove entit̀a
adimensionali, l’equazione della quantità di moto diventa

νU

L2

∂ ŭ
∂ t̆
+ U2

L

(

ŭ ·∇̆
)

ŭ− νU

L2 ∇̆
2ŭ+ νU

L2 ∇̆P̆ = 0.

Moltiplicando la relazione perL2/(νU) si ottiene

∂ ŭ
∂ t̆
+ Re

(

ŭ ·∇̆
)

ŭ− ∇̆ 2ŭ+ ∇̆P̆ = 0,

che rappresenta una forma adimensionale alternativa a quella classica scritta in prece-
denza. Questa nuova formaè più comoda per analizzare il caso particolare di correnti
nelle quali gli effetti associati al termine non lineare sono trascurabili, ovvero quando
si considera il limite Re→ 0.
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Nelle applicazioni sìe molto interessati a correnti in cui il valore di Reè molto grande.
Dobbiamo sottolineare che non si può dire che “seν è piccolo allora gli effetti viscosi
non sono importanti”, in quanto questo ragionamento non considera le altre dimensioni
del problema. In altre parole, “ν è piccolo”è un’affermazione priva di significato fisico
a meno che non sia stata scelta qualche scala per la lunghezzae la velocit̀a, mentre “1Re
è piccolo”è un’affermazione avente significato.

Correnti ad alti numeri di Reynolds

Il caso Re≫ 1 corrisponde a una corrente di un fluido in cui gli effetti viscosi
sono trascurabili rispetto a quelli inerziali del termine non lineare. Per le correnti
incomprimibili di un fluido non viscoso attorno a una sfera o aun cilindro calcolate nel
capitolo precedente il numero di Reynolds non può essere definito, ma questi problemi
possono essere considerati come il caso limite per Re→∞ eµ→ 0. Tuttavia, anche
con Re molto grande sono comunque sempre presenti effetti viscosi localizzati in uno
strato sottile di fluido vicino alla superficie del corpo e in una scia a valle di esso. In
queste regioni il valore molto grande delle variazioni locali del gradiente della velocità
rende il termine viscoso maggiore della stima considerata in precedenza. Nel capitolo
6 si mostrer̀a che lo spessore tipicoδ nello strato di fluido vicino al corpo, chiamato
strato limite è di ordine

δ

L
∝ 1√

Re
.

Tanto maggiorèe il numero di Reynolds tanto minoreè lo spessore dello strato limite,
secondo la relazione di ordine che si scrive anche comeδ/L = O

(

Re−1/2). poich́e,

L√
Re

1
Re

Re

δ

Figura 5.8 Spessoreδ dello strato limite
in funzione del numero di Reynolds

dopo il

Un numero di Reynolds elevatòe necessario per potere applicare la teoria delle
correnti non viscose nella maggior parte del campo di moto, ma nonè sufficiente.
Nelle correnti i reali pùo verificarsi il fenomeno dellaseparazione dello strato limite
consistente nella deviazione improvvisa delle linee di corrente dalla superficie del
corpo. Quando questo accade, la corrente osservataè molto diversa da quella ricavabile
dalla teoria non viscosapunto di separazionedella corrente, dietro al corpòe presente
una scia e il moto del fluido pùo diventare instazionario. In effetti, ai numeri di
Reynolds elevati le correnti stazionarie diventano spessoinstabili alle perturbazioni.
Questa instabilit̀a spessòe il preludio dellatransizione della corrente a un regime
turbolento. È stato proprio nel contesto dello studio dell’origine dell’instabilità che
Reynolds introdusse per primo il parametro adimensionale (numero puro) che porta il
suo nome.

Correnti con numero di Reynolds tendente a zero

Nelle correnti a basso numero di Reynolds si può osservare un fenomeno molto inter-
essante di reversibilità apparente del moto del fluido. Un esperimento che mostra tale
fenomemo consiste nel marcare con del colorante una porzione, ad esempio di forma
sferica, di un fluido trasparente, che riempie lo spazio compreso fra due superfici cilin-
driche di raggio diverso. Il fluidòe inizialmente fermo e viene messo in movimento
dalla lenta rotazione di una delle due superfici del contenitore, in modo che il numero di
Reynolds sia molto piccolo, dell’ordine di 10−2 o anche inferiore. Numeri di Reynolds
di questo ordine si ottengono facilmente in fluidi molto viscosi, come ad esempio la
glicerina e contraddistinguono campi di velocità estremamente regolari, per cui non
c’è alcun segno di disordine nel moto del fluido.

Nel corso dell’esperimento la sfera di fluido colorata si deforma progressivamente
e si allunga fino a formare un nastro molto sottile, avvolto anche pìu di una volta
intorno all’asse. Se, dopo alcuni giri, il cilindro viene fatto ruotare lentamente in
senso contrario per lo stesso numero di giri fino a ritornare nella posizione iniziale, la
sfera colorata si ricompone quasi nella stessa configurazione iniziale. Lareversibilità
quasi completa delle correnti a bassissimo numero di Reynolds aiuta a comprendere il
modo di “nuotare” piuttosto insolito adottato da certi organismi microscopici, come ad
esempio gli spermatozoi.
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5.6 Soluzioni esatte per correnti stazionarie parallele

In questo paragrafo presentiamo alcune soluzioni analitiche delle equazioni di Navier–
Stokes incomprimibili nel caso di correnti stazionarie e parallele. Una correntèe detta
parallela se il vettore velocit̀a ha la stessa direzione in ogni punto. Le soluzioni che
esamineremo risultano essere molto semplici in virtù della semplicit̀a geometrica dei
contorni che delimitano la regione occupata dal fluido e del carattere di tali regioni
che si estendono all’infinito in una o due direzioni. Le equazioni di Navier–Stokes per
correnti incomprimibili e stazionarie sono

(u ·∇)u− ν ∇ 2u+ ∇P

ρ
= g,

∇· u = 0,

saranno risolte, una volta completate da opportune condizioni al contorno.

Equazioni del moto fra due lastre piane parallele

Il caso pìu semplice di corrente incomprimibile viscosa descrivibile mediante una
soluzione analitica esatta delle equazioni di Navier–Stokes stazionarièe la corrente di
un fluido fra due lastre piane infinite, poste a distanzah fra loro, di cui una si muove con
velocit̀aU costante e parallela alle lastre mentre l’altraè tenuta ferma (vedi figura 5.9).
Consideriamo un sistema cartesiano con l’assex diretto nella stessa direzione della
velocit̀a della lastra in moto,U = U x̂, l’assey perpendicolare alle due lastre e l’origine
del sistema posta in un punto qualunque della lastra ferma. Allora il piano y = 0
coincide con la superficie della lastra ferma, mentre il piano y = h coincide con la
superficie della lastra in moto.

U x̂

h

Figura 5.9 Regione della corrente fra
due lastre piane parallele

Supponendo che il moto del fluido fra le due lastre sia bidimensionale, prenderemo
l’assez perpendicolare al piano del moto del fluido. In base alle condizioni di moto
delle pareti che delimitano il fluido, si può supporre che la velocità u abbia diversa
da zero solo la componentex . Assumeremo quindi che le variabili incognite delle
equazioni di Navier–Stokes per la corrente piana stazionaria siano della forma

u(r ) = [u(x, y), 0, 0] = u(x, y) x̂ e P(r ) = P(x, y).

Tali incognite dovranno allora essere soluzione del seguente sistema di equazioni in
due dimensioni

(u ·∇)u− ν ∇ 2u+ ∇P

ρ
= 0,

∇· u = 0,

dove∇ 2 indica l’operatore di Laplace bidimensionale nel pianox-y e dove abbiamo
supposto di potere trascurare l’effetto della forza di volume esternag eventualmente
presente. Nel caso in cui questa forza sia esprimibile mediante il gradiente di un’energia
potenziale, il suo effetto potrebbe comunque essere tenutoin conto come una semplice
correzione esplicita della pressione.

Vediamo quali sono le conseguenze delle due equazioni e dell’ipotesi u(r ) =
u(x, y) x̂. Dalla condizione d’incomprimibilit̀a si ottiene

∇· u = ∂u

∂x
= 0,

per cui la velocit̀a pùo dipendere solo dalla coordinatay: u = u(y) e quindi avremo
u(r ) = u(y) x̂. Allora, per quanto riguarda il termine convettivo non lineare, avremo

(u ·∇)u = (u(y) x̂ ·∇)(u(y) x̂) = u(y)
∂u(y)

∂x
x̂ = 0,
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e quindi essòe nullo. Per quanto riguarda il termine viscoso avremo invece

∇ 2u =
(

∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)

(u(y) x̂) = d2u(y)

dy2 x̂,

dove siè usata la notazione delle derivata ordinaria. Tenendo conto di questi risultati,
l’equazione (vettoriale) della quantità di moto diventa quindi

ν
d2u

dy2 x̂− ∇P

ρ
= 0 ⇐⇒



















d2u

dy2 −
1

µ

∂ P

∂x
= 0,

∂ P

∂y
= 0.

nelle due funzioni incogniteu = u(y) e P = P(x, y), doveµ = ρ ν. La componente
y di tale equazionèe ∂ P

∂y = 0 per cui la pressione può dipendere solo dalla coordinata
x , ovvero deve essereP(x, y) = P(x), per cui l’equazione della componentex della
quantit̀a di moto diventa

d2u

dy2 −
1

µ

d P

dx
= 0.

Questa equazionèe del tipo f (y) − g(x) = 0. Ma x e y sono variabili indipendenti,
ovvero devono potere variare in modo indipendente, la relazione pùo essere soddis-
fatta solo se le funzionif e g sono entrambe costanti e le due costanti coincidono.
Introduciamo pertanto tale costante scrivendola comegradiente di pressione

GP =
(d P

dx

)

cost

dove l’indice inferiorecost è usato per ricordare che la derivata della pressione non
è una funzione dix ma deve essere una costante. Un gradiente positivo (GP > 0)
comporta una spinta sul fluido nel verso negativo dell’assex mentre un gradiente
negativo (GP < 0) comporta una spinta nel verso positivo dell’assex : il fluido è
sempre spinto nella direzione in cuiP diminuisce. La pressione lungo l’intercapedine
fra le due lastre avrà quindi l’andamento lineare

P(x) = P0 + GP x,

doveP0 è una costante arbitraria, mentre la velocitàu = u(y) fra le due piastre dovrà
soddisfare l’equazione differenziale ordinaria

d2u

dy2 =
GP

µ

assieme alle condizioni al contorno della velocità sulle due lastre.

Corrente di Couette piana

Supponiamo ora che non esista alcun gradiente della pressione nel fluido fra le due
lastre per cuiGp = 0 e quindiP = costante e che inoltre le condizionial contornosiano
quelle con la lastra inferiore ferma e quella superiore traslante con velocit̀a orizzontale
U assegnata. In questo caso il problema da risolvere peru(y) è

d2u

dy2 = 0, u(0) = 0 e u(h) = U.

Integrando due volte l’equazione differenziale si ottieneimmediatamente

u(y) = Ay + B.
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Imponendo prima la condizione al contorno sulla lastra ferma, u(0) = 0, si ottiene
B = 0, e poi la condizione al contorno sulla lastra in moto,u(h) = U , si ottiene
A = U/h, per cui la soluzionèe

u(y) = U
y

h
,

per 0≤ y ≤ h, ovvero un profilo di velocit̀a lineare fra le due lastre. Questa corrente
si chiamacorrente di Couette (piana)edè mostrata nella figura 5.10.

Figura 5.10 Campo di velocit̀a della
corrente di Couette (piana)

y

x

U

Calcoliamo ora il vettore sforzo viscoso nel fluido relativamente a superfici parallele
ai piani delle lastre. Partiamo dalla relazione (vedi paragrafo 5.9)

sn̂ = µ
[

2(n̂ ·∇)u+ n̂×∇×u
]

che esprime la forza per unità di area causato dall’attrito viscoso che il fluido da
una parte di una superficie esercita attraverso di essa sul fluido posto dall’altra parte,
essendo la normalên diretta verso il fluido agente. Se consideriamo una superficie
parallela ai piani delle lastre, la normale uscenten̂ è uguale ây, avremo quindi

sŷ = µ
[

2(ŷ ·∇)(u(y) x̂)+ ŷ×∇×(u(y) x̂)
]

= µ

[

2
du(y)

dy
x̂+ ŷ×

(

−du(y)

dy

)

ẑ
]

= µ

[

2
du(y)

dy
x̂− du(y)

dy
x̂
]

= µ
du(y)

dy
x̂.

Sostituendou(y) = U y/h si ottiene

sŷ =
µU

h
x̂,

per cui il vettore sforzosŷ tra le lastrèe uniforme e diretto parallelamente alle lastre nella
direzione della velocit̀a, e sulla lastra superiore ha lo stesso valore, come si può trovare
direttamente dalla relazioneslastra= −µ ŷ × [∇×u] lastra. Il calcolo diretto fornisce
slastra= −µ ŷ ×[∇×(u(y) x̂)] y=h = −µ ŷ×[[∇u(y)] y=h

×x̂] = −µ U
h ŷ ×[ŷ ×x̂] =

µ U
h ŷ × ẑ = µ U

h x̂. La forza viscosa per unità di volume sar̀a nulla in ogni punto del
fluido.

Osservazione Il vettore sforzo appena calcolato,(µU/h) x̂, rappresenta la forza
esterna per unità di area che si deve applicare alla lastra superiore per riuscire a
mantenere il valoreU della sua velocit̀a costante e quindi a mantenere la corrente di
Couette fra le lastre. Una forza esterna, sempre per unità di area, uguale in modulo e
direzione ma opposta in verso deve essere applicata alla lastra inferiore affinch́e rimanga
ferma contrastando l’azione della viscosità del fluido che tenderebbe a trascinarla in
direzionex̂.
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È importante osservare che la forza esterna agente sulla lastra superiore effettua un
lavoro in quanto il suo punto di applicazione si sposta con lalastra. Quantitativamente,
dall’esterno deve allora essere fornita una potenza per unità di area pari aµU2/h
affinch́e la lastra superiore continui a mantenere il moto stazionario del fluido fra le
due lastre. Nasce a questo punto una domanda: dove finirà l’energia spesa per fornire
la potenza richiesta? La rispostaè: “nel fluido viscoso” il quale aumenta la sua energia
interna e quindi la sua temperatura a causa dell’attrito interno dovuto alla viscosità del
fluido.

Questo bilancio energetico indica che la descrizione del processo di riscaldamento
del fluido a causa dell’attrito viscoso rende necessario considerare il principio di con-
servazione dell’energia. Formulando questo principio in forma locale, il riscaldamento
interno del fluido potrebbe allora essere descritto correttamente e quindi si potrebbe
anche determinare le variazioni conseguenti della densità e del coefficiente di viscosità
µ, che non potrebbero essere più ritenuti costanti. In altre parole, verrebbero a cadere le
ipotesi che sono il fondamento del sistema di equazioni di Navier–Stokes per correnti
incomprimibili con fluido di densit̀a uniforme. Sarebbe pertanto necessario formu-
lare un sistema di equazioni della fluidodinamica più generale, chiamateequazioni di
Navier–Stokes comprimibili o completeo ancheequazioni di Navier–Stokestout
court, che comprende, assieme all’equazione di conservazione della massa e a quella
della quantit̀a di moto, anche l’equazione di conservazione dell’energia: questo sis-
tema governa il moto dei fluidi comprimibili e viscosi e tuttele sue equazioni sono in
generale accoppiate fra loro.

Viceversa, se si accetta l’ipotesi di corrente incomprimibile, il sistema di equazioni
di Navier–Stokes che si studia in questo capitolo può essere risolto indipendentemente
da considerazioni relative all’energia interna del fluido:la distribuzione di questa
energia nello spazio e la sua variazione nel tempo può essere infatti calcolata in una
fase successiva, dopo avere determinato il campo di moto. Daun punto di vista
sperimentale, affinch́e il modello semplificato di corrente incomprimibile possa essere
adeguato sarà necessario mettere all’esterno delle pareti che contengono il fluido un
insieme di apparati in grado di mantenere la sua temperaturacostante e uniforme in
ogni punto. Ad esempio, nel caso qui considerato di correnteincomprimibile fra due
pareti, possiamo immaginare che esse siano mantenute a una determinata temperatura
mediante un sistema di raffreddamento consistente in una corrente d’aria provocata
da un ventilatore esterno. Il flusso dell’aria permette di evitare che l’energia interna
del fluido fra le pareti continui ad aumentare e consente di smaltire verso l’esterno la
potenza spesa per mantenere in moto la lastra superiore contro la forza di frenamento
dovuta alla forza viscosa. Nel seguito il nostro studio delle correnti incomprimibili sar̀a
sviluppato supponendo che la densità del fluido rimanga sempre esattamente uniforme.
Come gìa accennato, per questo tipo di correnti l’equazione della quantit̀a di moto e
la condizione d’incomprimibilt̀a costituiscono un sistema di equazioni pari al numero
di incognite e quindi esso può essere risolto, con le necessarie condizioni iniziali e al
contorno, prima di affrontare l’equazione che governa l’energia interna del fluido e che
coinvolge anche le proprietà termodinamiche del fluido.

Corrente di Poiseuille piana

Esaminiamo ora il caso in cui fra le due lastre esiste un gradiente della pressione il
quale, come abbiamo visto, deve essere costante. Consideriamo dapprima la situazione
più semplice, nella quale entrambe le lastre sono ferme. In questo caso il problema da
risolvereè

d2u

dy2 =
GP

µ
, u(0) = 0 e u(h) = 0,

con il parametroGP 6= 0 definito da

GP =
(d P

dx

)

cost
.
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Integrando l’equazione si ha

u(y) = GP

2µ
y2+ Ay + B,

dove le costanti d’integrazione sono determinate dalle condizioni al contorno. La
prima condizione implica cheB = 0 e poi la seconda cheA = −GP h/(2µ) per cui la
soluzionèe

u(y) = −GP h2

2µ

y

h

(

1− y

h

)

,

per 0≤ y ≤ h. Il campo di velocit̀a fra le lastre ferme ha quindi un profilo parabolico
come quello mostrato nella figura 5.11 nel casoGP < 0. Questo tipo di correntèe
chiamatocorrente di Poiseuille (piana).

Figura 5.11 Campo di velocit̀a della
corrente di Poiseuille (piana)

y

x0

h

Il vettore sforzo viscoso associato alla direzioneŷ vale quindi

sŷ(y) = −µ
du(y)

dy
x̂ = −GP h

2

(

1− 2y

h

)

x̂,

e ha un andamento lineare cony: seGP < 0 il segno di questa grandezzaè positivo
nella met̀a inferiore del canale e negativo nella metà superiore: cìo corrisponde a
un effetto frenante dei filetti di fluido più vicini alle pareti su quelli pìu lontani e al
contrario a un effetto accelerante di quelli più vicini al centro del canale su quelli più
lontani dal centro.

Il profilo di velocità pùo essere espresso anche in forma adimensionale intro-
ducendo una velocità di riferimento per la corrente considerata. Ad esempio si può
scegliere la velocit̀a massima al centro del canale, ovvero,

umax= u(h/2) = −GP h2

8µ
= − h2

8µ

(d P

dx

)

cost
.

Introducendo la velocità adimensionalẽu = u/umax e la coordinata verticale adimen-
sionaleỹ = y/h, la relazione del profilo di velocità in forma adimensionale diverrà,
molto semplicemente,

ũ(ỹ) = 4ỹ(1− ỹ), 0 ≤ ỹ ≤ 1.

Corrente ibrida di Couette–Poiseuille

Veniamo infine al caso ibrido della corrente fra le due lastrepiane chèe provocata
dall’azione simultanea del moto della lastra superiore convelocit̀aU e dalla presenza
di un gradiente di pressione (costante) in direzionex lungo lo spazio fra le lastre. In
tale caso dobbiamo risolvere il seguente problema

d2u

dy2 =
GP

µ
, u(0) = 0 e u(h) = U,
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con l’usuale significato dei simboli. La soluzioneè

u(y) =
[

U − GP h2

2µ

(

1− y

h

)

]

y

h
,

che, introducendo la velocità adimensionale (nuova)̃u = u/U e l’ordinata adimen-
sionaleỹ = y/h, può essere espressa in forma adimensionale:

ũ(ỹ) =
[

1− G̃P (1− ỹ)
]

ỹ, 0 ≤ ỹ ≤ 1

Il parametro adimensionalẽGP che appare in questa relazioneè definito da

G̃P =
GP h2

2µU
= h2

2µU

(d P

dx

)

cost
,

e rappresenta l’importanza relativa dei due termini responsabili della corrente ibrida,
ovvero il gradiente della pressione e il moto della lastra:G̃P = 0 corrisponde ad
assenza di gradiente di pressione e quindi alla corrente di Couette,G̃P < 0 a un
gradiente della pressione che spinge il fluido nello stesso verso della velocit̀aU della
lastra, eG̃P > 0 a un gradiente di pressione che spinge il fluido in verso opposto al
moto della lastra (vedi figura 5.12).

Figura 5.12 Profili della velocit̀a ũ(ỹ)

nella corrente piana di Couette–
–Poiseuille per valori diversi del
parametro adimensionalẽGP

ỹ

x

U1

G̃P = 12 9 6 3 1 0 −1−3 −6 −9 −12

corrente inversa

Può essere interessante sapere per quale valore del parametroG̃P l’effetto della pres-
sione con gradiente positivo, che quindi spinge il fluido nelverso negativo dell’assex ,
riesce a provocare una corrente in verso opposto al moto della lastra, almeno in una
parte del canale.

Dalla figura 5.12 si nota che tale corrente inversa sarà possibile solo a partire
da quel valore diG̃P per il qualeè nulla la pendenza del profilo di velocità sulla
superficie della lastra inferiore. Esprimendo la condizione in forma adimensionale
dũ(ỹ)/d ỹ = 0, abbiamo

1− G̃P (1− 2ỹ) = 0,

che per̃y = 0 fornisceG̃P = 1. Quindi perG̃P > 1 esistono regioni di corrente inversa
vicino alla lastra ferma e la loro estensione cresce al diminuire di G̃P . Fisicamente una
regione di corrente inversa esiste quando la forza viscosa per unit̀a di volumèe superata
dalgradiente di pressione avversoo adverso, cioè con la pressione che aumenta nella
verso positivo della corrente.

In modo simmetrico, si pùo verificare che per̃GP < −1 la velocit̀a nella zona
superiore del canalèe maggiore della velocità della lastra.
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Corrente di Poiseuille in un tubo di sezione circolare

La presenza di un gradiente di pressione costante in un fluidoè in grado di provocare
un moto in una sola direzione anche quando il fluidoè confinato all’interno di un
tubo rettilineo di sezione costante. Il caso più semplice e anche più rilevante per le
applicazioniè quello di un tubo di sezione circolare il cui raggio indicheremo cona.
Consideriamo la situazione ideale in cui il tubo abbia lunghezza infinita e introduciamo
un sistema di coordinate cilindriche con l’assez coincidente con l’asse del tubo, come
mostrato nella figura 5.13.

Figura 5.13

Tubo rettilineo di sezione circolare

z

a

Il moto stazionario del fluido sarà governato dalle seguenti equazioni e condizioni al
contorno

(u ·∇)u− ν ∇ 2u+ ∇P

ρ
= 0,

∇· u = 0,

u|R=a = 0,

dove il vettore velocit̀a e tutti gli operatori sono espressi in coordinate cilindriche.

Data la geometria assisimmetrica, possiamo supporre che lavelocit̀a soluzione
del problema abbia solo la componente assialeuz e che non dipenda dalla variabile
angolareθ , per cui scriveremo

u(r ) = uz(R, z) ẑ,

e similmente per il campo della pressione

P(r ) = P(R, z).

In altre parole stiamo cercandouna soluzione stazionaria che sia invariante per rotazioni
attorno all’assez. La condizione d’incomprimibilit̀a, unita all’ipotesi di campo di
velocit̀a unidirezionale, implica che

∇· u = ∂uz(R, z)

∂z
= 0,

per cuiuz non dipende daz, ovvero risultau(r ) = uz(R) ẑ. Il termine non lineare
dell’equazione della quantità di moto per la corrente unidirezionaleè nullo anche in
coordinate cilindriche in quanto

(u ·∇)u =
(

uz(R) ẑ ·∇
)(

uz(R) ẑ
)

= uz(R)
∂uz(R)

∂z
ẑ= 0.

Riguardo al termine viscoso si vede subito che

∇ 2u = ∇ 2(uz(R) ẑ
)

=
(

∇ 2uz(R)
)

ẑ= 1

R

d

dR

(

R
duz

dR

)

ẑ.
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Le variabili incogniteuz(R) e P(R, z) devono quindi soddisfare l’equazione della
quantit̀a di moto

− ν

R

d

dR

(

R
duz

dR

)

ẑ+ ∇P

ρ
= 0,

conuz(R) soggetta alla (sola) condizione al contorno

uz(a) = 0.

La componente in direzioneR dell’equazione della quantità di motoè semplicemente

∂ P

∂ R
= 0

per cui la pressioneP(R, z) può dipendere solo dalla coordinata assiale:P = P(z). Di
conseguenza, l’equazione della componente lungoR della quantit̀a di moto si scriver̀a

− ν

R

d

dR

(

R
duz

dR

)

+ 1

ρ

d P

dz
= 0.

Questa equazionèe della forma− f (R) + g(z) = 0 per cui, essendoR e z variabili
indipendenti, richiede che le funzionif eg siano entrambe costanti e che le due costanti
coincidano. Pertanto la pressioneP(z) deve avere un gradiente assialecostante e
scriveremo quindi

P(z) = P0+ GP z,

dove abbiamo introdotto il parametro (costante)

GP =
(d P

dz

)

cost
.

Si noti che perGP < 0 il fluido è spinto nel verso positivo dell’assez. La differenza di
pressioneP(z2)− P(z1) fra due punti diversiz1 e z2 lungo il tubo si chiamaperdita
di carico. Il termine “perdita” indica proprio il fatto che la pressione diminuisce nella
direzione in cui scorre il fluido.

Con la definizione del parametroGP , il problema per la velocità assialeuz(R)

assume quindi la forma

1

R

d

dR

(

R
duz

dR

)

= GP

µ
, uz(a) = 0.

Non deve destare troppa sorpresa che l’equazione differenziale del secondo ordine sia
completata da una sola condizione al contorno, poiché l’estremoR = 0 dell’intervallo
0≤ R ≤ a in cui si cerca la soluzione non rappresenta un contorno sul quale la velocit̀a
possa essere prescritta. In altre parole, il valoreuz(0) è un elemento della soluzione
che deve emergere dal procedimento di risoluzione dell’equazione. Verifichiamo se
ciò accada effettivamente. Moltiplicando l’equazione perR 6= 0 si ottiene

d

dR

(

R
duz

dR

)

= GP

µ
R,

che pùo essere integrata immediatamente una volta, fornendo

R
duz

dR
= GP

2µ
R2+ A,
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doveA è la costante di integrazione. Dividendo ora perR 6= 0 si ottiene l’equazione
del primo ordine

duz

dR
= GP

2µ
R + A

R
,

che si integra ancora immediatamente:

uz(R) = GP

4µ
R2 + A ln R + B,

dove B è la seconda costante d’integrazione. Ecco il punto: la prima costanteA
deve essere nulla affinché la soluzione sull’assez sia limitata. Imponendo infine la
condizione al contornouz(a) = 0 si ottieneB = −GP a2/(4µ) per cui la soluzionèe

uz(R) = −GP a2

4µ

(

1− R2

a2

)

,

per 0≤ R ≤ a, avente un profilo parabolico cheè chiamatacorrente di Poiseuillenel
tubo a sezione circolare. La velocità massimàe raggiunta sull’asse del tubo e vale

umax
z = uz(0) = −GPa2

4µ
= − a2

4µ

(d P

dz

)

cost
.

La velocit̀a media〈uz〉 su tutta la sezione del tubo si ottiene integrando la velocità
uz(R) su tutta l’area della sezione del tubo:

〈uz〉 =
1

πa2

∫ 2π

0

∫ a

0
−GP a2

4µ

(

1− R2

a2

)

R dR dθ

= − GP

4πµ
2π

∫ a

0

(

R − R3

a2

)

dR

= −GP

2µ

[

R2

2
− R4

4a2

]
∣

∣

∣

∣

a

0
= −GPa2

8µ
=

umax
z

2
.

Determiniamo la portata in massa P.M., detta ancheportata massica, che passa nel
tubo. Essendo la velocità diretta lungo l’assez, si deve calcolare l’integrale del flusso
su tutta la superficie circolareS della sezione del tubo. Questo integraleè lo stesso,
a meno di un fattore, di quello appena calcolato per determinare la velocit̀a media,
per cui, invece di ripetere i calcoli precedenti, possiamo trovare la portata utilizzando
l’espressione della velocità media〈uz〉 e tenendo conto che la densità del fluidoè
costante:

P.M. = ρ〈uz〉πa2 = −ρ
GP a2

8µ
πa2 = −πGPa4

8ν
.

La relazione finale

P.M. = −πGPa4

8ν
.

è nota con il nome dilegge di Poiseuille.

Determiniamo ora la forza agente sul tubo in conseguenza della corrente di
Poiseuille che scorre al suo interno. In base alla relazioneper correnti incompri-
mibili ss = −µ [n̂s

×∇×u]|s dedotta nel paragrafo 5.9, doven̂s indica il versore
normale alla superficie del tubo e diretto verso il fluido, avremo

stubo= µ R̂×∇×u|tubo,
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essendôntubo= −R̂. Un calcolo diretto fornisce

stubo= µ R̂×

[

−duz(R)

dR

]

|R=a
θ̂ = −GP R

2 |R=a
ẑ= −GP a

2
ẑ.

La forza per unit̀a di lunghezza si ottiene integrando questa espressione lungo la
circonferenza della sezione del tubo:

Fz = −
∫ 2π

0

GP a

2
a dθ = −πa2GP .

Se il gradiente della pressioneè negativo,GP < 0, allora il segno diFz è positivo:
ciò è corretto in quanto il fluido si muove lungo il tubo nel verso positivo dell’assez
e quindi la forza che agisce sul tubo a causa della viscosità del fluido in moto ha lo
stesso verso della corrente.

Corrente lungo un piano inclinato causata dalla gravità

Consideriamo un altro caso di corrente unidirezionale, ma provocato questa volta
dall’azione della forza gravitazionale agente sul fluido. Supponiamo di avere un piano
infinito inclinato di un angoloα rispetto al piano orizzontale e che uno strato di un
fluido viscoso di spessore uniformeh si trovi sopra il piano inclinato. Vogliamo
determinare il moto stazionario del fluido sempre nell’ipotesi che la corrente possa
essere considerata incomprimibile. Introduciamo un sistema cartesiano con l’assex
diretto come la direzione di pendenza massima sul piano inclinato e con verso positivo
diretto verso il basso, per cui l’assex forma un angoloα con il piano orizzontale, come
mostrato nella figura 5.14.

Figura 5.14 Corrente stazionaria con
superficie libera lungo un piano inclinato

α

x

y

g u(y)h

Prendiamo l’assey in direzione perpendicolare al piano inclinato e con verso positivo
al di sopra di tale piano, e scegliamo la posizione dell’origine in modo che la superficie
del piano inclinato in contatto con il fluido corrisponda ay = 0. La direzione dell’asse
z sar̀a allora orizzontale, perpendicolare al piano della figura ediretta verso il lettore.
Studiamo il movimento discendente del fluido supponendo cheil suo campo di velocit̀a
sia piano e quindi appartenente al pianox-y. Supponiamo infine che il campo di moto
della corrente considerata dipenda solo dalla coordinatay normale al piano, ovvero

u(r ) = [u(y), v(y), 0] = u(y) x̂+ v(y) ŷ,

mentre la pressionèe supposta essere indipendente solo dalla terza coordinataz:

P(r ) = P(x, y).

Sul fluido agisce la forza di volume esterna dovuta alla presenza del campo di gravità
terrestre. Tale forza (per unità di volume)è data dal vettore campo di gravitazioneg
che sar̀a espresso nel sistema cartesiano inclinato appena introdotto dalla relazione

g= g sinα x̂− g cosα ŷ.
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Le equazioni di Navier–Stokes che governano il moto stazionario di un fluido viscoso
sono:

(u ·∇)u− ν ∇ 2u+ ∇P

ρ
= g,

∇· u = 0,

Notiamo subito che la condizione d’incomprimibilità

∇· u = ∂u(y)

∂x
+ ∂v(y)

∂y
= dv(y)

dy
= 0

implica chev = costante e, in virt̀u della condizione al contorno di non penetrazione
v(0) = 0 sulla superficie del piano inclinato,v = 0, identicamente.

Essendo allora la corrente unidirezionale conu(r ) = u(y) x̂, il termine non lineare
(u·∇)u è nullo. Se teniamo poi conto della forma del termine viscosoe delle componenti
del campo di gravit̀a, l’equazione della quantità di moto assumerà la forma

−ν
d2u

dy2 x̂+ ∇P

ρ
= g sinα x̂− g cosα ŷ.

Scrivendo esplicitamente le due componenti cartesiane di questa equazione abbiamo

−ν
d2u

dy2+
1

ρ

∂ P

∂x
= g sinα,

1

ρ

∂ P

∂y
= −g cosα.

La seconda di queste equazioni si integra immediatamente

P(x, y) = −ρg cosα y + f (x),

dove f (x) è una funzione dix da determinare.

Consideriamo ora la superficie superiore dello strato di fluido. Essàe in realt̀a una
superficie di separazione fra il fluido che scorre sul piano inclinato e l’aria soprastante.
In generale, la superficie di separazione fra due fluidi differenti e non miscibili, come,
ad esempio, acqua e olio oppure acqua e aria, si chiamasuperficie di interfaccia.
La presenza di una superficie di questo tipo introduce delle difficolt à matematiche nel
problema fluidodinamico che vanno oltre i limiti dello studio affrontato in questo testo.
Infatti, la forma della superficie di interfaccia e il suo movimento non sono noti e
devono essere determinati come parte della soluzione del problema. La posizione dei
punti della superficie rappresenta quindi un’incognita supplementare che, per essere
determinata, richiede di imporre un numero di condizioni alcontorno doppio rispetto
alle condizioni sui contorni ordinari, quali, ad esempio, la parete di un corpo o il
contorno a grande distanza da esso. Nelle correnti viscose,le condizioni al contorno su
una superficie interfaccia consistono nella continuità sia della velocit̀a sia del vettore
sforzo totale (di pressione e viscoso) associato alla direzione normale alla superficie
stessa.

Nel caso della corrente lungo il piano inclinato,è per̀o possibile una semplifi-
cazione drastica rispetto al caso generale, per due ragioni. In primi luogo, i valori
della densit̀a e della viscosit̀a dell’aria sono molto minori di quelli relativi al liquido
che scorre sul piano inclinato e questo permette di trascurare l’inerzia e la viscosit̀a
dell’aria rispetto a quelle del liquido. Si parla allora disuperficie libera, invece di
superficie d’interfaccia, perché il problema si riduce a determinare solo il moto del
fluido più denso mentre la presenza dell’altro influisce solo attraverso l’azione della
sua pressione. Il secondo elemento di semplificazione nel problema in esame deriva
dal fatto che la forma della superficie liberaè un piano chèe a una distanza notah dal
piano inclinato. Per quanto riguarda le condizioni della velocità, nonè più possibile
imporre la continuit̀a della componente tangente avendo considerato non viscosoil
fluido superiore mentre la componente normaleè nulla in tutto il campo di moto per
l’ipotesi di corrente unidirezionale. Per quanto riguardainvece le condizioni sul vettore
sforzo, la continuit̀a della componente normale equivale alla continuità della pressione

P(x, h) = Patm,
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dovePatm rappresenta la pressione atmosferica, e la continuità della componente tan-
gente corrisponde all’annullamento della componente di taglio del vettore sforzo vis-
coso sulla superficie libera del fluido:

µ
du(h)

dy
= 0.

In particolare, la prima condizione permette di trovare la “funzione d’integrazione”
f (x) giacch́e abbiamo

P(x, h) = −ρg cosα h + f (x) = Patm,

da cui seguef (x) = costante= ρgh cosα + Patm, per cui il campo di pressione della
corrente dipenderà solo day e sar̀a dato da

P(y) = Patm+ (ρg cosα) (h − y).

Essendo quindi∂ P/∂x = 0, la prima equazione si semplifica in

d2u

dy2 = −
g sinα

ν
,

edè corredata da due condizioni al contorno: la prima di adesione del fluido sul piano
inclinato e la seconda di annullamento sulla superficie libera della componentex del
vettore sforzo viscososŷ, ovvero,

u(0) = 0 e
du(h)

dy
= 0.

La soluzione si calcola facilmente prima integrando l’equazione differenziale due volte,
da cui si ricava

u(y) = −g sinα

2ν
y2+ Ay + B,

e poi imponendo le due condizioni al contorno per determinare le costanti di inte-
grazione,B = 0 e A = gh sinα/ν, ottenendo

u(y) = g sinα

2ν
y(2h − y).

Il profilo della velocit̀a è quindi parabolico e raggiunge la velocità massima sulla
superficie libera. La portata volumetrica di fluido lungo il piano inclinato, per unit̀a di
lunghezza nella direzionez, è data dall’integrale

P.V. =
∫ h

0
u(y) dy = gh3

3ν
sinα.

5.7 Soluzioni esatte per correnti parallele dipendenti dal tempo

Consideriamo la corrente incomprimibile di un fluido viscoso con un campo di velocità
piano e avente in ogni punto la medesima direzione. Un semplice esempio di una
corrente bidimensionalèe il moto di fluido vicino a una lastra piana che si muove nel
suo stesso piano.



Auteri e Quartapelle: FLUIDODINAMICA. Capitolo 5 – pagina 98 Settembre 28, 2007

98 CAPITOLO 5 Correnti incomprimibili viscose ISBN XX-abc-defg-h

Scegliamo un sistema di coordinate cartesiane con la direzione dell’assex coin-
cidente con quella della velocità e l’assey pure appartenente al piano del campo di
velocit̀a. Scriveremo allora le equazioni di Navier–Stokes non stazionarie per correnti
bidimensionali

∂u
∂ t
+ (u ·∇)u− ν ∇ 2u+ ∇P

ρ
= 0,

∇· u = 0,

doveu(r ) = u(x, y, t) = u(x, y, t) x̂, P = P(x, y, t) e gli operatori∇ e ∇ 2 rapp-
resentano il gradiente e il laplaciano nelle coordinate delpianox-y. Come gìa visto
nel paragrafo 5.6 per la corrente stazionaria, la condizione d’incomprimibilit̀a implica
u(x, y, t) = u(y, t), il termine non linearèe nullo e quello viscoso contiene solo la
componentex . Le equazioni che governano il campo di moto si riducono quindi alla
sola equazione vettoriale

∂u

∂ t
x̂− ν

∂2u

∂y2 x̂+ ∇P

ρ
= 0.

La componentey di tale equazionèe semplicemente

∂ P

∂y
= 0,

da cui segue immediatamente cheP = P(x, t). L’equazione della componentex
diventa quindi

∂u

∂ t
− ν

∂2u

∂y2 +
1

ρ

∂ P

∂x
= 0,

nelle due funzioni incogniteu = u(y, t) e P = P(x, t), dove si deve notare la
diversit̀a delle loro rispettive variabili spaziali,y e x , sicch́e l’equazione risulta essere
del tipo F(x, t) + G(y, t) = 0, dove la funzioneF comprende i primi due termini
dell’equazione e la funzioneG corrisponde al terzo termine. Con un ragionamento
analogo a quello utilizzato nel metodo di separazione dellevariabili possiamo dedurre
che entrambe le funzioniF e G devono dipendere esclusivamente dalla variabile
temporalet e che queste due funzioni dit devono essere una l’opposta dell’altra,
ovverosiaF(x, t) = C(t) e G(x, t) = −C(t). Pertanto l’equazione della componente
x della quantit̀a di moto diventa:

∂u

∂ t
− ν

∂2u

∂y2
= C(t) e

1

ρ

∂ P

∂x
= −C(t),

doveC(t) è una funzione da determinare. La soluzione dell’equazioneper la pressione
è immediataP(x, t) = C(t) x + Prif (t), dove la “costante” d’integrazionePrif (t)
è arbitraria, conformemente alla natura indeterminata della variabile pressione nei
problemi incomprimibili. La funzioneC(t) è invece associata alla presenza di un
gradiente uniforme della pressione lungo la direzione della velocit̀a. Questo gradiente
sar̀a causato da dei sistemi esterni, ad esempio una pompa, la cuiintensit̀a potr̀a essere
variabile nel tempo secondo l’andamento della funzioneC(t). Per ogni funzioneC(t)
assegnata esternamente, la corrispondente velocità u(y, t) del fluido sar̀a la soluzione
dell’equazione di diffusione non omogeneain una dimensione

∂u

∂ t
− ν

∂2u

∂y2 = C(t),

con le opportune condizioni iniziali e al contorno.
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Traslazione istantanea di una lastra piana

Consideriamo ora la corrente incomprimibile di un fluido viscoso vicino a una lastra
piana cheè accelerata improvvisamente da ferma e che si muove parallelamente a
sé stessa con velocità costanteU . Supponiamo che il moto del fluido sia causato
solamente dal moto della lastra, ovvero che il gradiente della pressione sia nullo, per
cui la velocit̀au(y, t) soddisfa l’equazione di diffusione omogeneain una dimensione

∂u

∂ t
− ν

∂2u

∂y2 = 0.

Il fluido occupa tutto il semispazioy > 0 edè inizialmente fermo per cui la condizione
iniziale è

u(y, 0) = 0, y > 0.

Supponiamo che la lastra sia messa in movimento al tempot = 0 con una velocit̀aU
e che questa velocità sia poi mantenuta sempre costante. A causa della condizione di
adesione, le particelle di fluido in contatto con la lastra simuoveranno immediatamente
con la velocit̀aU e le condizioni al contorno, sulla lastra e all’infinito, saranno allora

u(0, t) = U, lim
y→∞

u(y, t) = 0, t > 0.

Il problema per la velocit̀a u cos̀ı formulato si chiamaprimo problema di Stokes.
Il problemaè costituito dall’equazione di diffusione, cheè un’equazione differenziale
alle derivate parziali di tipoparabolico, corredata da una condizione iniziale e da due
condizioni al contorno. La risoluzione del problema consiste nella determinazione
di una funzione di due variabiliu = u(y, t) che soddisfi identicamente l’equazione
differenziale nel quadrante(y > 0, t > 0) del pianospazio-temporale, chiamato anche
piano cinematico. La soluzione deve inoltre soddisfare la condizione iniziale u = 0
sul semiasse positivo(y > 0, t = 0) e le condizioni al contornou = U e u = 0 sui
due contorni spaziali(y = 0, t > 0) e (y → ∞, t > 0) del quadrante. Si noti che la
condizione inizialèe una sola, in quanto l’equazione di diffusione contiene la derivata
prima rispetto al tempo, mentre le condizioni al contorno sono due in conformit̀a con
il fatto che la derivata rispetto alla variabile spazialey è una derivata seconda. Questo
problema di Stokes̀e in effetti identico al problema della diffusione dell’energia interna
in una bacchetta solida lunga e sottile che conduce il calore, quando la temperatura di
un’estremit̀a è fatta variare istantaneamente da zero a un altro valore e poi mantenuta
sempre costante a quel valore.

Il problema alle derivate parziali per la velocitàu presenta una caratteristica molto
importante che ne permette la riduzione a un problema differenziale pìu semplice.
Infatti, l’enunciato del problema, o più precisamente tutti i suoi elementi costitutivi,
ovvero l’equazione, la condizione iniziale, le condizionial contorno ed eventualmente il
termine di sorgente (qui assente),non contengono ńe alcuna lunghezza di riferimentoné
alcun intervallo temporale di riferimento. Ciò suggerisce la possibilità che la soluzione
del nostro problema vari cony e t solo attraverso una combinazione opportuna di
queste variabili e non in modo completamente indipendente.In altre parole, mancando
nell’enunciato del problema una lunghezza di riferimento eun tempo di riferimento, la
soluzione potr̀a avere una dipendenza day solo se essa implica anche una dipendenza
dat “collegata”.

Per individuare il tipo di legame esistente tra le variabiliindipendenti della
soluzione particolare ricercata, si procede introducendoun cambiamento di variabili
consistente in una loro semplicedilatazione, ovvero uncambiamento di scala, del
tipo

y → Y = αy e t → T = βt,



Auteri e Quartapelle: FLUIDODINAMICA. Capitolo 5 – pagina 100 Settembre 28, 2007

100 CAPITOLO 5 Correnti incomprimibili viscose ISBN XX-abc-defg-h

e poi si cerca una relazione fra i parametri positiviα eβ che lasci invariata l’equazione
differenziale. Indichiamo la soluzione rispetto alle nuove variabili indipendenti(Y, T )

con la lettera maiuscolaU (da non confonderecon il valore della condizione al contorno
considerato in precedenza), per cui avremo

u(y, t) = U(Y, T ) = U(αy, βt).

Possiamo allora sostituire nell’equazione di diffusione ottenendo

∂u

∂ t
− ν

∂2u

∂y2 =
∂U(αy, βt)

∂ t
− ν

∂2U(αy, βt)

∂y2

= ∂U

∂T

d(βt)

dt
− ν

∂

∂y

(

∂U

∂Y

d(αy)

dy

)

= β
∂U

∂T
− να

∂

∂y

(

∂U

∂Y

)

.

Calcolando infine la derivata seconda si ottiene

∂u

∂ t
− ν

∂2u

∂y2 = β
∂U

∂T
− να

∂2U

∂Y 2

d(αy)

dy

= β
∂U

∂T
− να2 ∂2U

∂Y 2 .

Si osserva che seβ = α2 allora risulta

∂u

∂ t
− ν

∂2u

∂y2 = α2
[

∂U

∂T
− ν

∂2U

∂Y 2

]

,

ovvero la trasformazione delle variabili

y → Y = αy e t → T = α2t

lascia invariata l’equazione di diffusione. Ciò indica la possibilit̀a che esistano
soluzioni dell’equazione che siano funzioni diy et semplicemente attraverso la singola
combinazioney2/t. Infatti la trasformazione di variabili(y, t)→ (Y, T ) = (αy, α2t)
implica cheY 2/T = (αy)2/(α2t) = α2y2/(α2t) = y2/t, e quindi anche la “variabile
combinata” rimane invariata a seguito di una tale trasformazione. Naturalmentèe
del tutto equivalente considerare la variabiley/

√
t . Inoltre, è conveniente avere una

variabileadimensionale, per cui si pùo ricorrere alla costanteν, che ha le dimensioni
di una lunghezza al quadrato diviso un tempo, e considerare la combinazioney/

√
νt .

Introduciamo allora lavariabile di similarit à adimensionale

η = η(y, t) = y√
νt

e cerchiamo quindi una soluzione dell’equazione di diffusione avente forma seguente

u(y, t) = F(η) = F(η(y, t)).

Questa scelta implica per la soluzione un passaggio da una dipendenza diretta dalle
variabili y et a una dipendenza indiretta dalle stesse variabili attraverso la sola funzione
η(y, t). Per il teorema di derivazione delle funzioni composte abbiamo

∂u

∂ t
= ∂ F(η(y, t))

∂ t
= F ′(η)

∂η

∂ t
= − y

2t
√

νt
F ′,

∂u

∂y
= ∂ F(η(y, t))

∂y
= F ′(η)

∂η

∂y
= 1√

νt
F ′,

∂2u

∂y2
= ∂

∂y

(

1√
νt

F ′(η(y, t))

)

= 1√
νt

F ′′(η)
1√
νt
= 1

νt
F ′′.
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Sostituendo queste derivate parziali nell’equazione di diffusione peru abbiamo

ν

νt
F ′′(η)+ y

2t
√

νt
F ′(η) = 0

e semplificando otteniamo un’equazionedifferenziale ordinaria

F ′′ + 1
2ηF ′ = 0

con le due condizioni al contorno

F(0) = U, F(∞) = 0.

Notiamo che pert → 0 si haη→∞ per ogniy > 0 e quindi la seconda condizione
al contornoF(∞) = 0 impone anche la condizione inizialeu(y, 0) = 0 del problema
alle derivate parziali originario. Questo risultato costituisce una conferma della validità
del legame esistente tra le variabiliy e t nella soluzione del problema in esame.

Siccome l’incognitaF dell’equazione differenziale compare in essa solo come
derivata, si pùo introdurre l’incognita ausiliariaG = F ′ e ridurre l’ordine dell’equazione:

G′ + 1
2ηG = 0.

Questa equazionèe tuttavia priva di condizione al contorno poiché entrambe le con-
dizioni disponibili riguardano l’incognita originariaF . D’altra parte, il teorema fon-
damentale del calcolo differenziale, ovvero:

∫ b

a

d f (x)

dx
dx = f (b)− f (a),

può essere applicato alla funzioneF(η) i cui i valori agli estremi dell’intervallo [0,∞[
sono specificati, ottenendo

∫ ∞

0

d F(η)

dη
dη = F(∞)− F(0) = 0−U = −U.

La definizione della nuova variabileG = F ′ permette allora di scoprire che essa deve
soddisfare la seguentecondizione integrale

∫ ∞

0
G(η) dη = −U.

Questa condizioneglobale completa quindi l’equazione diG cheè del primo ordine
(lineare a coefficienti non costanti) a variabili separabili della forma:

dG

G
= −1

2
η dη.

La soluzione generalèe

G(η) = Ae−η2/4,

dove A è la costante d’integrazione che viene determinata imponendo la condizione
integrale

A
∫ ∞

0
e−η2/4 dη = −U.

L’integrale definito si calcola facilmente dal valore dell’integrale definito della funzione
di Gausse−x2

:
∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√

π,
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per cui si ottieneA = −U/
√

π . La soluzionèe quindi

G(η) = − U√
π

e−η2/4.

L’equazione rimanenteF ′ = G(η) è poi risolta mediante una semplice integrazione

F(η) = B − U√
π

∫ η

0
e−s2/4 ds,

dove B è un’altra costante d’integrazione, da determinare imponendo l’una o l’altra
delle due condizioni al contorno dell’incognitaoriginariaF . Ad esempio, la condizione
F(0) = U fornisce subitoB = U . Pertanto la soluzione dell’equazione differenziale
del secondo ordinèe

F(η) = U

[

1− 1√
π

∫ η

0
e−s2/4 ds

]

,

edè mostrata nella figura 5.15.

Figura 5.15 SoluzioneF(η)

dell’equazione similare per la corrente
causata dalla traslazione improvvisa di
una lastra piana

η

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

F(η)/U0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Notiamo che se si fosse imposta l’altra condizione al contorno si sarebbe ottenuta la
stessa soluzione. Infatti, imponendo la condizioneF(∞) = 0, si ha

B − U√
π

∫ ∞

0
e−s2/4 ds = B − U√

π

√
π = 0,

da cui segue subitoB = U .

Dalla soluzioneF(η), ricordando la definizione della variabile similareη= y/
√

νt
si ricava la soluzione della velocitàu(y, t) = F(η) = F

(

y/
√

νt
)

:

u(y, t) = U

[

1− 1√
π

∫

y√
νt

0
e−s2/4 ds

]

.

I profili della velocit̀a in alcuni istanti di tempo diversi sono mostrati nella figura 5.16
per il casoν = 1.
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Figura 5.16 Profili della velocit̀a u(y, t)
in istanti di tempo diversi perν = 1 della
corrente parallela causata dalla traslazione
impulsiva di una lastra piana
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La soluzioneè talvolta espressa utilizzando lafunzione di errore erf(x) definita
dall’integrale dellafunzione gaussianae−x2

:

erf(x) = 2√
π

∫ x

0
e−X2

d X

o eventualmente dellafunzione complementare di erroreerfc(x) = 1− erf(x). La
soluzione trovata pùo allora essere espressa nella forma seguente

u(y, t) = U

[

1− erf

(

y

2
√

νt

)]

.

La soluzioneu(y, t) rappresenta una superficie in uno spazio a tre dimensioni conassi
cartesiani che corrispondono alle tre variabiliy, t e u. La figura 5.17 mostra la forma
complessiva della soluzione: le linee disegnate sulla superficie corrispondonoal profilo
della velocit̀a in determinati istanti di tempo.
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Figura 5.17 Rappresentazione
tridimensionale dell’andamento della
velocit̀a di un fluido viscoso causata dal
movimento istantaneo di una lastra piana
al tempot = 0

t

y

u/U

La forma semplice delle condizioni iniziali e al contorno, unitamente all’assenza di una
lunghezza di riferimento nel problema,è stata decisiva per ottenere una soluzione di
tipo similare. Le soluzioni similari sono una classe speciale di soluzioni che esistono
in problemi governati da equazioni differenziali alle derivate parziali di tipo parabolico
con due variabili indipendenti quando i dati del problema non contengono nessuna
scala assoluta delle lunghezze.

Il problema considerato soddisfa queste condizioni. Come dice il nome stesso di
soluzione similare, i profili della velocitàu(y, t) a istanti di tempo differenti sono tutti
geometricamente simili. Al tempo t1 la velocit̀a u è funzione diy/

√
νt1 e al tempo

t2 la velocit̀a u è la stessa funzione diy/
√

νt2 . La sola cosa che accade al crescere
del tempoè che il profilo della velocit̀a risulta dilatato nello spazio di un coefficiente
pari a

√
t2/t1. In altre parole, la soluzione in istanti di tempo diversi assume gli stessi

valori ma essi sono distribuiti sull’assey in modo sempre più dilatato. Cìo non sarebbe
possibile se vi fosse una seconda lastra posta a una distanzay = h dalla lastra in
moto: in questo caso la lunghezzah fornirebbe una scala spaziale di riferimento e una
soluzione similare non sarebbe più possibile.

Diffusione della vorticità

Ritornando ad esaminare la soluzione similare trovata, al tempot, gli effetti del movi-
mento istantaneo della lastra sono limitati prevalentemente a una distanza dell’ordine
di
√

νt da essa; ad esempiou è meno del 4 per cento diU alla distanzay = 3
√

νt, in
quanto 1− erf(x) = 0.04 perx = 3

2.

Un modo alternativo di interpretare questo processoè in termini delladiffusione di
vorticit à. Nel problema piano considerato la distribuzione della vorticità nello spazio
e nel tempòe data dalla funzione

ω(y, t) = −∂u(y, t)

∂y
= U√

πνt
e−y2/(4νt),

che tende a zero esponenzialmente oltre una distanza dalla lastra dell’ordine di
√

νt ,
come mostrato nella figura 5.18 per la soluzione conν = 1.

Figura 5.18 Diffusione della vorticit̀a da
una lastra messa in moto in modo
istantaneo al tempot = 0. Soluzione per
ν = 1
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La diffusione della vorticit̀a a causa dell’azione viscosa distribuisce in modo sempre
più uniforme lostrato di vorticit à iniziale, ovvero rende sempre più piatta la concen-
trazione infinita della vorticit̀a iniziale sulla superficie della lastra (esistente in virtù
della discontinuit̀a fra la condizione al contornou(0, t) = U pert → 0 e la condizione
inizialeu(y, 0) = 0 pery→ 0) mentre la vorticit̀aè nulla inizialmente in tutto il fluido
(la condizione inizialeu(y, 0) = 0 per y > 0 implica ω(y, 0) = 0). L’andamento
della vorticit̀aω(y, t) nello spazio e nel tempòe rappresentato in modo tridimensionale
nella figura 5.19.

Figura 5.19 Rappresentazione
tridimensionale della diffusione della
vorticità da una lastra messa in moto in
modo istantaneo al tempot = 0

t

y

ω/U

Queste conclusioni possono essere enunciate anche in un altro modo leggermente
diverso. In un tempot la vorticità si estende per una distanza dell’ordine di

distanza di diffusione viscosa= O
(√

νt
)

.

Ovverosia, il tempo necessario affinché la vorticit̀a si diffonda su una distanza dell’ordine
di ℓ è dell’ordine di

tempo di diffusione viscosa= O
(

ℓ2/ν
)

.

Approfondimento 1 Metodo alternativo per le soluzioni similari

Nel procedimento seguito per determinare la soluzione similare della corrente provo-
cata dalla partenza impulsiva della lastra siè supposto che la variabile similare avesse
una forma determinata. La forma considerata non era stata dedotta con un ragiona-
mento rigoroso ma solo giustificata con argomenti di plausibilit à. In questo senso il
successo del procedimentoè solo verificato a posteriori dal fatto che abbiamo ottenuto
una soluzione fisicamente significativa. Vogliamo ora riconsiderare il procedimento
per la ricerca di soluzioni similari e mostrare un metodo alternativo per individuare
le soluzioni di questo tipo. Questo metodo si basa sulla ricerca di una variabile in-
dipendente di tipo adimensionale che abbia la forma di un prodotto di potenze delle
variabili indipendenti originarie con esponenti da determinare. Il valore preciso degli
esponentìe stabilito dalle condizioni che si devono soddisfare per ottenere da un lato
un problema differenziale ordinario e dall’altro variabili solo di tipo adimensionale.

La ricerca di soluzioni similari consiste nella determinazionedi una trasformazione
delle varibili che riduca l’equazione differenziale alle derivate parziali in un’equazione
differenziale ordinaria. Dal momento che l’equazione allederivate parziali coinvolge
più di una variabile indipendente e un’equazione differenziale ordinaria solo una,̀e
ragionevole assumere una trasformazione di variabili che cerchi di combinare le due
variabili indipendenti. Pertanto assumiamo

η(y, t) = Cym tn,

doveη è la variabile indipendente trasformata, che deve essere adimensionale, eC, m
e n sono delle costanti per ora indeterminate. Inoltre, per rendere adimensionale
l’equazione finale dobbiamo imporre che anche la variabile dipendente (ciòe la nuova
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incognita del problema differenziale ordinario) sia adimensionale. Siccome l’incognita
originariaè la velocit̀au e nel problema esiste una scala delle velocità definita dal valore
al contornoU , la nuova incognitaf deve essere definita da

u = U f (η),

ovvero avremo la relazione

u(y, t) = U f (η(y, t)) = U f (Cym tn),

che esprime la vecchia incognita (dimensionale)u in funzione di quella nuova (adi-
mensionale)f , la prima dipendente da due variabili (y e t) la seconda da una sola (η).
Per mezzo di questa relazione di trasformazione possiamo calcolare le derivate parziali
di u con la regola di derivazione delle funzioni composte, ottenendo

∂u

∂ t
= U

∂η

∂ t

d f

dη
= UCnym tn−1 f ′,

∂u

∂y
= U

∂η

∂y
f ′ = UCmym−1 tn f ′,

∂2u

∂y2 = UCm(m − 1)ym−2 tn f ′ +UC2m2y2(m−1) t2n f ′′.

Sostituendo nell’equazione di diffusione diu e dividendo perU 6= 0 si ottiene

Cnym tn−1 f ′ − νCm(m − 1)ym−2 tn f ′ − νC2m2y2(m−1) t2n f ′′ = 0.

Ora determiniamo i valori dim,n eC in modo che si realizzi la riduzione a un’equazione
differenziale ordinaria adimensionale. Per prima cosa eliminiamo il coefficiente vari-
abile del termine di ordine più elevato moltiplicando tutti i termini dell’equazione per
y−2(m−1)t−2n ottenendo:

νC2m2 f ′′ + νCm(m − 1)y−m t−n f ′ − Cny−m+2 t−n−1 f ′ = 0.

Ma y−m t−n = C/η, per cui l’equazione si pùo scrivere nella forma più semplice (dopo
avere diviso tutti i termini perC2)

νm2 f ′′ + νm(m − 1)
1

η
f ′ − n

y2 t−1

η
f ′ = 0.

Affinché questa equazione sia effettivamente un’equazione differenziale ordinaria, il
coefficiente dell’ultimo termine deve essere una funzione solo di η e, poich́e η =
Cym tn , questo richiede necessariamenten = −m/2. In tal caso la relazione della
variabile di similarit̀a diventa

η(y, t) = C

(

y√
t

)m

e l’equazione assume la forma

νm f ′′ + ν(m − 1)
1

η
f ′ + 1

2η

( η

C

)

2
m f ′ = 0.

Affinché questa equazione diventi adimensionale deve essereC2/m = 1/ν. Allora la
variabile di similarit̀a sar̀a definita dalla relazione finale

η(y, t) =
(

y√
νt

)m

e l’equazione differenziale ordinaria adimensionale ricercata sar̀a

f ′′ + 1

m

[

m − 1

η
+ 1

2
η

2−m
m

]

f ′ = 0.

Naturalmente questa equazione deve essere risolta con le due condizioni al contorno
adimensionali:

f (0) = 1 e f (∞) = 0.

Il valore di m può essere scelto in maniera arbitraria. Da questa scelta dipender̀a la
funzione f soluzione dell’equazione differenziale, rimanendo comunque inalterata la
forma della soluzioneu(y, t). Per m = 1 si riottiene lo stesso problema similare
analizzato in precedenza.
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Corrente non stazionaria fra due lastre parallele

Consideriamo ora la corrente generata ancora dal moto impulsivo della lastra piana
ma questa volta in presenza di una seconda lastraferma posta a una distanzah dalla
prima. La velocit̀au(y, t) dovrà ora essere determinata nella striscia 0≤ y ≤ h come
soluzione della stessa equazione di diffusione

∂u

∂ t
− ν

∂2u

∂y2 = 0,

completata dalla condizione iniziale

u(y, 0) = 0, 0 < y < h,

e dalla condizioni al contorno

u(0, t) = U, u(h, t) = 0, t > 0.

Non potendo ricercare una soluzione simile (nel problema esiste una lunghezza di
riferimento: la distanzah fra le lastre) osserviamo che l’equazioneè omogenea mentre
le condizioni al contorno non lo sono. Possiamo allora cercare di riformulare il
problema mediante un cambiamento dell’incognita che rendaomogenee le condizioni
al contorno per poi provare ad applicare il metodo di separazione delle variabili. Le due
condizioni al contorno sono soddisfatte dalla semplice funzione lineareU(1− y/h) che
rappresenta la corrente di Couette fra le due lastre. Questafunzioneèanche soluzione
(stazionaria) dell’equazione di diffusione. Possiamo allora introdurre una variabile
ausiliariaw mediante la definizione

u(y, t) = w(y, t)+ U(1− y/h),

e osservare che la nuova incognitaw deve essere soluzione del problema

∂w

∂ t
− ν

∂2w

∂y2 = 0,

w(y, 0) = −U(1− y/h), 0 < y < h,

w(0, t) = 0, w(h, t) = 0, t > 0,

le cui condizioni al contorno sono ora completamente omogenee mentre la condizione
iniziale è ora diversa da zero. Ricorriamo al metodo di separazione delle variabili
ricercando delle soluzioni elementariW = W (y, t) che siano prodotto di due funzioni,
ovvero,

W (y, t) = Y (y) T (t)

doveY (y) e T (t) sono due nuove funzioni incognite. SostituendoW nell’equazione
di diffusione si ottiene

Y
dT

dt
− ν T

d2Y

dy2 = 0,

dove le derivate parziali sono diventate ordinarie perché le nuove incognite sono fun-
zioni di una sola variabile. Dopo avere diviso per il prodotto νY T si ottiene

1

νT

dT

dt
− 1

Y

d2Y

dy2 = 0.

Questa equazionèe del tipo f (t)− g(y) = 0. Mat e y sono variabili indipendenti, per
cui la relazione richiede che entrambi i due termini siano costanti e che le due costanti
siano coincidenti. Indicando talecostante di separazioneconσ , si ottengono le due
equazioni differenziali ordinarie

1

νT

dT

dt
= σ e

1

Y

d2Y

dy2 = σ.
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Il valore di σ è per il momento sconosciuto. Consideriamo per prima la seconda
equazione che riscriviamo come

d2Y

dy2 = σY,

e osserviamo che le due condizioni al contorno omogeneew(0, t) = w(h, t) = 0
impongono suY (y) le condizioni anch’esse omogeneeY (0) = Y (h) = 0. Per un
valoregenerico della costanteσ non esistono funzioni che soddisfano sia l’equazione
differenziale che le due condizioni al contorno. Infatti: seσ > 0 l’equazione ammette
come soluzione due funzioni esponenziali con segno dell’esponente positivo o negativo,
mentre seσ < 0 le due soluzioni sono le funzioni seno e coseno, ma in entrambi i
casi nonè possibile trovare una loro combinazione lineare che si annulli in entrambi
i punti y = 0 e y = h. [Il casoσ = 0 non interessa in quanto la prima equazione
diventerebbedT/dt = 0 con soluzioneT = costante, per cuiW (y, t) sarebbe una
soluzione stazionariaW (y, t) = W (y).]

Tuttavia la costanteσ può essere scelta in modo da:i) selezionare soluzioni che
oscillano eii) annullare le soluzioni oscillanti proprio nei punti estremi dell’intervallo
0 ≤ y ≤ h. La prima condizione significa che si deve prendereσ = −κ2, con κ

costante, per cui le soluzioni sono sin(κy) e cos(κy), mentre la seconda condizione
significa che si deve scartare la soluzione cos(κy) e che inoltreκ deve assumere ivalori
discreti soddisfacenti la seguente condizione

κnh = nπ H⇒ κn =
nπ

h
,

doven è un intero positivo qualsiasi. Tutte le soluzioni oscillanti Yn(y) = sin(nπy/h)

si annullano pery = 0 ey = h e quindi permettono di costruire le soluzioni elementari
del metodo di separazione delle variabili. La costante di separazioneσ deve quindi
assumere i seguenti valori

σn = −κ2
n = −(nπ/h)2 n = 1, 2, 3, . . . .

Per ogni valore di intero positivo din la prima equazione diventa

dTn

dt
= −ν (nπ/h)2 Tn

e ammette la semplice soluzione esponenzialeTn(t) = e−(nπ/h)2νt = e−n2π2νt/h2
.

Pertanto le soluzioni elementari in forma di prodotto ricercate sono

Wn(y, t) = Tn(t) Yn(y) = sin(nπy/h) e−n2π2νt/h2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Nessuna di queste funzioni soddisfa da sola la condizione iniziale per l’incognita
ausiliariaw ma, siccome l’equazione di diffusione diw è lineare, si pùo considerare
una loro combinazione linearew(y, t) definita dalla serie

w(y, t) =
∞
∑

n=1

Wn(y, t) =
∞
∑

n=1

An sin(nπy/h) e−n2π2νt/h2
,

che soddisfer̀a l’equazione differenziale qualunque siano i valori dei coefficienti An.
A questo punto, si pùo ricorrere alla teoria della serie di Fourier per determinare i
coefficientiAn in modo tale che al tempot = 0 questa espansione coincida con il dato
iniziale del problema modificato, ovvero:

∞
∑

n=1

An sin(nπy/h) = −U(1− y/h) in 0 ≤ y ≤ h.
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Moltiplicando questa relazione per sin(n′πy/h) e integrando sull’intervallo [0, h], la
relazione di ortogonalità

∫ π

−π

sin(nθ) sin(n′θ) dθ =











2π sen = n′ = 0

π sen = n′ ≥ 1

0 sen 6= n′

permette di trovare

An = −
2

h

∫ h

0
U(1− y/h) sin(nπy/h) dy = −2U

nπ
.

La velocit̀au fra due lastre parellele provocata dal moto impulsivo dellalastra inferiore
è quindi data dalla soluzione

u(y, t) = U(1− y/h)− 2U

π

∞
∑

n=1

1

n
sin(nπy/h) e−n2π2νt/h2

.

L’aspetto pìu importante di questa soluzioneè che per tempit > h2/ν la corrente ha
raggiunto il suo stato stazionario (corrente di Couette) e la distribuzione della vorticità
è pressoch́e uniforme in tutto il fluido.

5.8 Soluzioni esatte per correnti in geometria cilindrica

Esistono soluzioni esatte delle equazioni di Navier–Stokes nel caso di un fluido con-
tenuto fra superfici cilindriche coassiali che possono ruotare attorno all’asse comune.
Supponendoche i cilindri in rotazione siano molto lunghi rispetto al loro raggio, il moto
del fluido pùo essere considerato bidimensionale. Nel caso di problemi dipendenti dal
tempo supporremo inoltre che il campo di velocità iniziale sia invariante per traslazioni
parallele all’asse del cilindro e per rotazioni attorno all’asse. Cìo significa che studi-
amo soluzioni che non possono dipendere dalla coordinata assialez e nemmeno dalla
coordinata angolareθ (escludendo la dipendenza daθ dei versori delle coordinate
polari/cilindriche). Sotto queste condizioni il campo di velocit̀a della soluzione sarà
piano e dipenderà solo dalla distanzaR dall’asse comune dei due cilindri, oltre che dal
tempot, per cui si potr̀a assumere in generale:u(r , t) = u R(R, t) R̂ + uθ (R, t) θ̂ ed
ancheP(r , t) = P(R, t).

Le equazioni che governano questo tipo di correnti sono le classiche equazioni di
Navier–Stokes incomprimibili

∂u
∂ t
+ (u ·∇)u− ν ∇ 2u+ ∇P

ρ
= 0,

∇· u = 0,

dove gli operatori∇e∇ 2 rappresentano questa volta il gradiente e il laplaciano bidi-
mensionali nelle coordinate polari/cilindricheR-θ in un piano perpendicolare all’asse
z.

Per prima cosa, analizziamo le conseguenze della condizione di incomprimibilit̀a
nel caso considerato; essa significa

∇· u = 1

R

∂

∂ R

(

R u R(R, t)
)

+ 1

R

∂uθ(R, t)

∂θ

= 1

R

∂

∂ R

(

R u R(R, t)
)

= 0,
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per cui deve essereu R(R, t) = A(t)/R. Supponendo ora che le pareti cilindriche
contenenti il fluido siano impermeabili, per cui su di esseu R = 0, allora avremo
A(t) = 0 e quindiu R(R, t) = 0 in ogni punto del fluido e per ognit > 0. In altre
parole il moto del fluido saràpuramente circolare e quindi il campo della velocità della
soluzione avr̀a la forma seguente

u(r ) = uθ (R, t) θ̂(θ).

Vediamo ora quali sono le conseguenze di questo risultato per quanto riguarda il
termine convettivo, esprimendolo ovviamente in coordinate cilindriche. Invece di usare
l’espressione fornita nella tabella degli operatori differenziali in coordinate cilindriche,
calcoliamo questo termine, tenendo conto esplicitamente che i versoriR̂(θ) e θ̂(θ)

hanno|R̂(θ)| = 1 e|θ̂(θ)| = 1 ma variano direzione con l’angoloθ ,

(u ·∇)u =
(

uθ (R, t) θ̂ (θ) ·∇
)(

uθ (R, t) θ̂(θ)
)

= uθ (R, t)
1

R

∂

∂θ

(

uθ (R, t) θ̂ (θ)
)

= [uθ (R, t)]2

R

d θ̂(θ)

dθ
.

Siccome risultad θ̂(θ)/dθ = −R̂(θ), come mostrato nella figura 5.20, otteniamo

(u ·∇)u = −
u2

θ

R
R̂(θ)

e quindi il termine non linearèe diverso da zero. Passando al termine viscoso abbiamo

θ
θ1

θ̂ (θ)

θ̂ (θ1)

∆θ̂

∆θ

Figura 5.20 Illustrazione della derivata
d θ̂(θ)/dθ = −R̂(θ): notare che
|∆θ̂ | = ∆θ , per cui|d θ̂/dθ | = 1

∇ 2u =
(

1

R

∂

∂ R

(

R
∂

∂ R

)

+ 1

R2

∂2

∂θ2

)

(

uθ (R, t) θ̂ (θ)
)

= 1

R

∂

∂ R

(

R
∂uθ (R, t)

∂ R

)

θ̂(θ)+ uθ (R, t)

R2

d2θ̂(θ)

dθ2

= 1

R

∂

∂ R

(

R
∂uθ (R, t)

∂ R

)

θ̂(θ)− uθ (R, t)

R2

dR̂(θ)

dθ

=
[

1

R

∂

∂ R

(

R
∂uθ(R, t)

∂ R

)

− uθ (R, t)

R2

]

θ̂(θ),

in quantodR̂(θ)/dθ = θ̂(θ), come mostrato in figura 5.21. In base a questi risultati,
l’equazionedella quantità di moto per le correnti incomprimibili con traiettorie circolari
sar̀a

∂uθ

∂ t
θ̂(θ)− u2

θ

R
R̂(θ)− ν

[

1

R

∂

∂ R

(

R
∂uθ

∂ R

)

− uθ

R2

]

θ̂(θ)+ 1

ρ

∂ P

∂ R
R̂(θ) = 0

nelle due funzioni incogniteuθ (R, t) e P(R, t). La componente angolare di questa
equazionèe

θ
θ1

R̂(θ)

R̂(θ1)

∆R̂∆θ

Figura 5.21 Illustrazione della derivata
dR̂(θ)/dθ = θ̂(θ): notare che
|∆R̂| = ∆θ , per cui|dR̂/dθ | = 1

∂uθ

∂ t
− ν

[

1

R

∂

∂ R

(

R
∂uθ

∂ R

)

− uθ

R2

]

= 0,

e costituisce un’equazione indipendente nella sola incognita uθ (R, t). È immediato
verificare che

1

R

∂

∂ R

(

R
∂u

∂ R

)

− u

R2 =
∂

∂ R

(

1

R

∂

∂ R
(Ru)

)

,

per cui l’equazione diuθ diventa:
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∂uθ

∂ t
− ν

∂

∂ R

(

1

R

∂

∂ R
(Ruθ )

)

= 0.

L’equazione della componente radiale dell’equazione della quantit̀a di motoè invece

−u2
θ

R
+ 1

ρ

∂ P

∂ R
= 0.

Se trasferiamo il termine del gradiente di pressione nel secondo membro, in questa
relazione riconosciamo la legge fondamentale della dinamica nella formaa = f/m
per le particelle del fluido: infatti il termine a sinistra rappresenta l’accelerazione
centripeta della particella mentre il gradiente della pressioneè la forza centripeta per
unità di volume all’interno del fluido che provoca il moto circolare uniforme di ogni
sua particella.

Una volta determinata la velocitàuθ (R, t), la pressioneP(R, t) può essere calco-
lata dall’equazione della componente radiale della quantità di moto riscritta nel modo
seguente

1

ρ

∂ P

∂ R
= [uθ(R, t)]2

R
,

che permette un’integrazione immediata

P(R, t) = ρ

∫ R [uθ(R′, t)]2

R′
dR′ + C(t),

doveC(t) indica una funzione arbitraria del tempo.

Corrente di Couette fra superfici cilindriche in rotazione

Supponiamo che il fluido sia contenuto fra due superfici cilindriche coassiali di raggio
a e b > a e che queste superfici ruotino con velocità angolare costanteΩa e Ωb, vedi
figura 5.22. La corrente stazionaria causata dalla rotazione delle due superfici o di
una sola di esse si ottiene risolvendo la versione stazionaria dell’equazione diuθ (R).
Scriviamo questa equazione notando che nel problema stazionario la derivata rispetto
a R è ordinaria:

d

dR

(

1

R

d

dR
(Ruθ )

)

= 0,

da risolvere con le condizioni al contorno

uθ (a) = aΩa e uθ (b) = bΩb.

Figura 5.22

Cilindri coassiali rotanti

a
b

Ωb

Ωa

z
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Una prima integrazione fornisce l’equazione del primo ordine

1

R

d

dR
(Ruθ ) = C1,

che integrata a sua volta conduce a

Ruθ =
C1R2

2
+ C2.

Risolvendo rispetto auθ e ridefinendo la costanteC1/2 comeC1 si ottiene la soluzione

uθ (R) = C1R + C2

R
,

dove le costantiC1 e C2 sono da determinare mediante le condizioni al contorno. Il
campo di velocit̀a è dato quindi dalla sovrapposizione di un moto di rotazione rigida e
di un vortice rettilineo. L’imposizione delle condizioni al contorno conduce al seguente
sistema di due equazioni lineari algebriche nelle incogniteC1 e C2

{

aC1+ C2/a = aΩa,

bC1+ C2/b = bΩb,

la cui soluzionèe

C1 =
b2Ωb − a2Ωa

b2− a2 , C2 =
a2b2(Ωa −Ωb)

b2− a2 .

Questa soluzionèe nota comecorrente di Couette cilindrica o corrente di Taylor–
Couette. Nella figura 5.23̀e mostrato il campo di velocità perb = 4a nel caso in cui il
cilindro internoè fisso mentre quello esterno ruota. La situazione opposta dirotazione
del cilindro interno con il cilindro esterno fermòe mostrata nella figura 5.24. Infine
nella figura 5.25̀e riportata la soluzione nel caso in cui entrambi i cilindri ruotano, ma
in senso inverso e conΩa = −10Ωb.

Figura 5.23 Corrente di Taylor–Couette perb = 4a
con cilindro esterno rotante e cilindro interno fermo

Figura 5.24 Corrente di Taylor–Couette perb = 4a
con cilindro interno rotante e cilindro esterno fermo

La pressioneP(R) della corrente stazionaria di Taylor–Couette si ottiene dalla relazione

P(R) = ρ

∫ R [uθ (R′)]2

R′
d R′ = ρ

∫ R (

C1R′ + C2

R′

)2 d R′

R′

= ρ

∫ R
(

C2
1 R′ + 2C1C2

R′
+ C2

2

R′3

)

d R′.
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Una semplice integrazione fornisce

P(R) = ρ

[

C2
1

2
R2+ 2C1C2 ln

( R

C3

)

−
C2

2

2R2

]

,

dove la nuova costante di integrazioneC3 arbitrariaè stata fatta comparire di proposito
all’interno del logaritmo, per rendere il suo argomento adimensionale.

Figura 5.25 Campo di velocit̀a della
corrente di Taylor–Couette perb = 4a con
cilindro interno rotante in senso opposto al
cilindro esterno, quandoΩa = −10Ωb

5.9 Viscosità nei fluidi reali (comprimibili)

Come abbiamo visto, la forza agente sul fluido in conseguenzadel suo carattere viscoso
assume una forma particolarmente semplice nel caso di correnti incomprimibili. Infatti,
se vale questa ipotesi assieme a quella di viscosità di taglio costante,µ = µ, la forza
per unit̀a di massaf visc risulta essere espressa dalla relazione

f visc= ν ∇ 2u,

doveν = µ/ρ rappresenta il coefficiente (costante) di viscosità cinematica, conρ
indicante la densità uniforme del fluido. Questa espressione vettorialeè piuttosto
facile da tenere in conto, almeno nel caso di coordinate cartesiane, poich́e in questo
caso l’operatore di Laplace agente su un campo vettoriale agisce indipendentemente su
ciascuna delle sue componenti. Di conseguenza, le componenti cartesiane della forza
viscosa sono date da

f visc
x = ν ∇ 2u, f visc

y = ν ∇ 2v, f visc
z = ν ∇ 2w.

Ciascuno di questi tre termini deve essere aggiunto nel secondo membro di ognuna
delle tre componenti cartesiane dell’equazione della quantità di moto del sistema di
equazioni di Eulero per le correnti incomprimibili, ovvero, in forma vettoriale avremo
il termine viscoso aggiuntivo

f visc
x = ν ∇ 2u.

La semplicit̀a della forza viscosa espressa in coordinate cartesianeè la ragione per
cui le equazioni di Navier–Stokes incomprimibili ammettono soluzioni analitiche che
possono essere determinate agevolmente, almeno nel caso dicorrenti in regioni limitate
da pareti di forma semplice.

La situazione delle coordinate cilindriche e sfericheè più complessa poich́e
l’azione dell’operatore di Laplace su un campo vettoriale espresso in queste coor-
dinatenon si separa in azioni indipendenti su ciascuna delle componenti del vettore:
l’operatore∇ 2 introduce infatti un accoppiamento fra due delle componenti cilindriche
e fra tutte e tre le componenti sferiche del campo vettorialesu cui agisce. Quindi nel
problema di Navier–Stokes incomprimibile in coordinate cilindriche o sferiche la pre-
senza del termine viscoso non permette di risolvere le equazioni delle componenti della
velocit̀au in modo indipendente.
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Nonostante la forma relativamente semplice della forza viscosa nelle correnti
incomprimibili con viscosit̀a costante, la sua deduzioneè alquanto complicata, essen-
zialmente per due motivi diversi. In primo luogo una descrizione completa dell’attrito
viscoso internamente a un fluido deve partire dall’analisi di un fluido comprimibile.
Vedremo che considerare un fluido di tipo generale conduce a scoprire che esistonodue
forme diverse di attrito al suo interno associate a due distinti coefficienti di viscosit̀a,
relativi uno all’attrito di taglio e l’altro all’attrito di dilatazione. In secondo luogo,
le due viscosit̀a dipendono in generale dalle condizioni termodinamiche del fluido
nel punto considerato. Come vedremo, questi due aspetti indipendenti intervengono
in modo intrecciato nel ragionamento che conduce alla formula della forza viscosa
presente nel caso delle equazioni di Navier–Stokes incomprimibili.

Tensore degli sforzi viscosi

Consideriamo all’interno di un fluido una superficie elementare ∆S di normalen̂,
attraverso la quale si esercita l’interazione fra le particelle del fluido. In assenza di
attrito viscoso, la forza interna fra le particelleè solo nella direzione normalên e
dipende dal valore della pressioneP nel punto considerato. Precisamente la forza
esercitata attraverso la superficie∆S dalle particelle che si trovano dalla parte in cui
puntan̂ sul fluido che si trova dalla parte oppostaè data da−P∆S n̂.

Se il fluido è reale, la forza interna tra le particelle, esercitata attraverso la superficie
∆S, ha componenti sia lungo la normale sia in direzione tangente a∆S. Quindi la forza
interna noǹe più descrivibile mediante la sola grandezza scalareP combinata con il
versore normalên. Nella realt̀a, l’azione internàe costituita da un vettore che dipende
in modulo e direzione dalla normalên e che in generale ha una direzione diversa
da quella della normale stessa. Siccome nello spazio tridimensionale le direzioni
indipendenti sono tre, l’azione interna fra le particelle del fluido sar̀a rappresentata da
tre vettori distinti, ciascuno associato a una direzione indipendente. In altre parole per
caratterizzare l’interazione fra le particelle di un fluidoviscosoè necessario introdurre
una grandezza di nuovo tipo, che si chiamatensore degli sforzi viscosie che si indica
con il simbolo particolareS. Questa grandezza rappresenta la forza per unità di area
relativa alle tre diverse orientazioni nello spazio. Essaè una grandezza intrinseca, come
lo sono i vettori, ma rappresenta un operatore lineare, nel senso che la sua azione su un
determinato vettore produce un altro vettore. In un determinato sistema di riferimento
il tensoreS sar̀a descritto da una matrice i cui elementi dipendono dal sistema scelto,
esattamente come accade per un vettore e le sue componenti. Precisamente una
colonna del tensoreS rappresenta la forza per unità di area che si esercita attraverso
una superficie elementare∆S la cui normaleè nella direzione corrispondente alla
colonna considerata.

Si può dimostrare che la legge di conservazione del momento dellaquantit̀a di
moto (o momento angolare) implica che il tensore degli sforzi deve esseresimmetrico.
Nel caso di coordinate cartesiane il tensore degli sforzi viscosiS è allora dato dalla
matrice simmetrica

S =





sx,x sim sim

sy,x sy,y sim

sz,x sz,y sz,z





mentre, in un sistema di coordinate curvilinee ortogonali con versori(η̂1, η̂2, η̂3), il
tensore degli sforzi viscosi sarà indicato nella forma generale:

S =





s1,1 sim sim

s2,1 s2,2 sim

s3,1 s3,2 s3,3





Noto il tensore dello sforzo viscosoS in un punto del fluido, possiamo introdurre il
vettore sforzo viscoso ŝn relativo a una superficie con normalen̂ facendo agire il
tensoreS su n̂ (vedi figura 5.26)
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sn̂ = S · n̂ ⇐⇒ sn̂,i (u) =
3
∑

j=1

si, j (u) n̂ j , i = 1, 2, 3.

n̂

sn̂

∆S

Figura 5.26

Vettore sforzo viscoso, ovvero proiezione
del tensoreS lungo la direzione della
normalen̂

Tensore di rapidità di deformazione

Gli sforzi interni si manifestano anche in un solido continuo, ad esempio in un materiale
elastico come un pezzo di metallo o di altra sostanza solida.In effetti la differenza fra
liquidi e solidi emerge solo quando si analizza la causa degli sforzi interni nel mezzo
continuo: per un solido lo sforzo dipende dalla deformazione locale del corpo mentre
per un fluido esso dipende dallarapidità di variazione della deformazione locale del
fluido. Dobbiamo quindi introdurre una nuova grandezza in grado di rappresentare
questo aspetto cinematico del campo di moto del fluido.

Per determinare quale sia questa grandezza incominciamocol considerare il campo
di moto di un corpo rigido. Esso può solo traslare e ruotare. Il campo di velocità che
caratterizza i punti del corpo può quindi essere espresso come somma di un contributo
uniforme, la velocit̀a di traslazioneU, e di un contributo dovuto alla sola rotazione,
esprimibile mediante la relazione

urotaz.(r , t) = Ω(t)×[r − r0(t)]

dover0(t) è un punto appartenente all’asse di rotazione all’istantet. Poich́e muoven-
dosi, oltre a traslare e a ruotare, si deforma, il campo di velocità che caratterizza le
particelle di un fluido noǹe esprimibile mediante la somma di questi due soli con-
tributi, ma occorre tenere in considerazione anche la rapidità con cui le particelle di
fluido si stanno deformando. Inoltre, mentre nel caso di un corpo solido la velocit̀a
angolareè funzione solamente del tempo, nel caso di un continuo deformabile essa
può essere diversa da particella a particella, e quindiè anche funzione della posizione,
scriveremo perciò Ω(r , t). Occorre ora trovare un modo per descrivere la rapidità con
cui si deforma localmente il fluido, oltre che la velocità con cui esso trasla e ruota. In
realt̀a, l’informazione cercatàe interamente contenuta nel campo di velocità u(r , t),
quindi il problema consiste nell’estrarre dal campo di velocità soltanto la parte relativa
alla rapidit̀a con cui si deformano le particelle. Per fare questo consideriamo due
punti vicini fra loro,r e r ′, entrambi appartenenti al campo di moto. Chiameremodr
la differenzar ′ − r che, in coordinate cartesiane ortogonali, può essere scritta come
dr = dx x̂ + dy ŷ + dz ẑ. Come siè detto, la velocit̀a in entrambi i punti pùo essere
vista come somma di tre contributi: uno legato alla componente traslatoria del campo
di moto, uno dovuto alla componente rotatoria del campo di moto più un contributo che
rappresenta la rapidità con cui il fluido si deforma. In altre parole possiamo scrivere

u(r , t) = U(t)+ urotaz.(r , t)+ udeform.(r , t)

u(r ′, t) = U(t)+ urotaz.(r ′, t)+ udeform.(r ′, t).

Nel caso in cui il moto del fluido sia puramente traslatorio, ossia quanto la velocità
è uniforme in tutti i punti del campo di moto, i due punti si muoveranno con la
medesima velocità, possiamo quindi ritenere che la differenza fra le velocità di due
punti vicini contenga le informazioni relative alla rapidità di rotazione e alla rapidità di
deformazione delle particelle di fluido. Per vederlo, consideriamo questa differenza di
velocit̀a e supponiamo che i due punti siano molto vicini, siamo infatti interessati alle
propriet̀a locali del campo di moto, punto per punto. Esprimendo la velocità nel punto
r ′ per mezzo dello sviluppo in serie di Taylor della velocità nell’intorno del puntor , e
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troncando la serie ai termini infinitesimi del prim’ordine,abbiamo

u(r ′,t)− u(r , t)

= u(r , t) + ∂u
∂x

dx x̂+ ∂u
∂y

dy ŷ+ ∂u
∂z

dz ẑ+ O
(

|r ′ − r |2
)

− u(r , t)

≈ ∂u
∂x

dx x̂+ ∂u
∂y

dy ŷ+ ∂u
∂z

dz ẑ

in cui per fissare le idee abbiamo cosiderato un sistema di coordinate cartesiane e
ortogonali. Se definiamo ora il tensore gradiente della velocitàG mediante le derivate
delle tre componenti della velocità rispetto a ciascuna delle coordinate spaziali, le cui
componenti cartesiane sono

G→ gi, j =
∂ui

∂x j
,

possiamo esprimere la differenza di velocità in modo estremamente sintetico, come
prodotto scalare fra il tensoreG e il vettoredr ,

u(r ′, t) − u(r , t) ≈ G · dr .

Il tensoreG, in ogni punto del campo di moto, contiene una descrizione delle propriet̀a
locali del campo di velocit̀a per quanto concerne la rotazione e la deformazione della
particella di fluido. Allo scopo di descrivere la rapidità di deformazione della particella,
da cui dipendono gli sforzi viscosi, dobbiamo quindi estrarre dal tensore dei gradienti
di velocit̀a la parte relativa soltanto all’effettiva rapidità di deformazione, depurandolo
dal contributo dovuto alla rotazione della particella. Perfare questo consideriamo un
campo di velocit̀a puramente rotatorio, e quindi rigido, con velocità angolareΩ(t) e
sia r0(t) un punto appartenente all’asse di rotazione, la velocità nel puntor è data
dall’espressione

urot(r , t) = Ω(t)×[r − r0(t)]

dove il pedicerot indica il fatto che si tratta del solo contributo dovuto allarotazione
della particella. Allo stesso modo la velocità nel puntor ′ è data da

urot(r ′, t) = Ω(r ′, t)×[r ′ − r0(t)]

= Ω(r , t)×[r ′ − r0(t)] + O
(

|r ′ − r |2
)

cosicch́e la differenza di velocit̀a fra i due puntir e r ′ risulta

urot(r ′, t)− urot(r , t) = Ω(r , t)×dr + O
(

|dr |2
)

.

Un calcolo diretto del prodotto vettoriale fornisce

urot(r ′, t) − urot(r , t)

= (Ωy dz −Ωz dy) x̂− (Ωx dz −Ωz dx) ŷ+ (Ωx dy −Ωy dx) ẑ

= (Ωz ŷ−Ωy ẑ) dx + (Ωx ẑ−Ωz x̂) dy + (Ωy x̂−Ωx ŷ) dz.

Come fatto in precedenza, questa espressione può essere riscritta in forma sintetica
introducendo un nuovo tensore, il tensore velocità angolare che, in coordinate cartesiane
ortogonali, corrisponde alla matrice

R =





0 −Ωz Ωy

Ωz 0 −Ωx

−Ωy Ωx 0



 .
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Utilizzando la relazioneΩ = 1
2∇×u, il tensore della velocità angolare pùo essere

riscritto in questo modo

R = 1

2



















0
∂u

∂y
− ∂v

∂x

∂u

∂z
− ∂w

∂x

∂v

∂x
− ∂u

∂y
0

∂v

∂z
− ∂w

∂y

∂w

∂x
− ∂u

∂z

∂w

∂y
− ∂v

∂z
0



















.

Ricordiamo ora che ogni tensoreG può essere scomposto in maniera unica nella
somma di un tensore simmetrico, tale cioè che per la sua rappresentazione in coordinate
cartesiane ortogonali valga l’identità gi, j ≡ gj,i , e di un tensore antisimmetrico, tale
cioè da soddisfare l’identità gi, j ≡ −gj,i . Definiamo ora il trasposto di un tensore, e
lo indichiamo con l’apicetr, quel tensore la cui rappresentazione cartesiana soddisfa
la relazionegtr

j,i = gi, j . È facile vedere allora che la decomposizione del tensoreG,
come di un qualsiasi tensore doppio, nella somma della sua parte simmetricaD e della
sua parte antisimmetricaA si ottiene ponendoD = 1

2(G+G
tr), A = 1

2(G−G
tr). Un

calcolo diretto ci permette di vedere cheA ≡ R, ne deduciamo quindi che la parte
antisimmetrica del tensore dei gradienti di velocità, calcolato in un punto, rappresenta
il moto di pura rotazione della particella fluida in quel punto. Di conseguenza il moto
di deformazione della stessa particella deve necessariamente essere associato alla parte
simmetrica del tensore del gradiente della velocità.

La nuova grandezza cercata consiste quindi nella versione simmetrizzata del ten-
sore dei “gradienti del campo di velocità” e si chiamatensore di rapidità di defor-
mazione

D(u) = 1
2

[

G+G
tr].

Gli elementi della matrice che rappresentanoD(u) in un sistema di coordinate cartesiane
sono dati da

di, j (u) = 1

2

(

∂u j

∂xi
+ ∂ui

∂x j

)

, i, j = 1, 2, 3,

ovverosia, scrivendo in forma dettagliata tutti gli elementi della relativa matrice,

D(u) =

















∂u

∂x
sim sim

1

2

[

∂u

∂y
+ ∂v

∂x

]

∂v

∂y
sim

1

2

[

∂u

∂z
+ ∂w

∂x

]

1

2

[

∂v

∂z
+ ∂w

∂y

]

∂w

∂z

















La definizione generale del tensore dei gradienti della velocità che risulta valida per
ogni sistema di coordinate curvilinee ortogonaliè invece la seguente

D(u)←→ 1
2

[

η̂ · (η̂
′
·∇)u+ η̂

′
· (η̂ ·∇)u

]

,

doveη̂ ed η̂
′ sono due versori la cui direzione varia in tutte le possibilidirezioni, in

modo da generare il carattere tensoriale diD. Anche la definizione generale indica
che la matrice del tensoreD(u) è simmetrica. Gli elementi diD(u) in un sistema di
coordinate curvilinee ortogonali con versoriη̂1, η̂2 ed η̂3 sono dati da

di, j (u) = 1
2

[

η̂i · (η̂j ·∇)u+ η̂j · (η̂i ·∇)u
]

, i, j = 1, 2, 3.

Per ricavare questi elementi si deve pertanto ricordare cheil calcolo della derivata
(η̂j ·∇)u richiede di espandereu in termini delle sue componenti nello stesso sistema
di coordinate, ovvero,

(η̂j ·∇)u = (η̂j ·∇)
(

u1 η̂1+ u2 η̂2+ u3 η̂3
)

,

e di tenere conto che anche i versoriη̂1, η̂2 ed η̂3 in generale possono dipendere da una
o più coordinate, per cui alcune derivate diη̂i potranno essere diverse da zero e quindi
vi potranno essere contributi aggiuntivi anche per le altrecomponenti ortogonali.
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Fluido viscoso newtoniano

Per definire le proprietà del fluido riguardanti l’attrito interno viscoso si deve fornire
il legame fra i due tensori (entrambi simmetrici) degli sforzi viscosi e dei gradienti
della velocit̀a. In linea teorica sono possibili legami aventi forme diverse, ma il caso
di un semplice legamelineare fra D e S è particolarmente importante e conduce alla
classe di fluidi viscosi dettinewtoniani. Questa ipotesìe il corrispettivo per i fluidi
dell’ipotesi di linearit̀a tra gli sforzi e le deformazioni che caratterizza il comportamento
perfettamente elastico dei corpi solidi.

Supponiamo ora cheS sia una funzione lineare diD e che il fluido siaisotropo,
cioè che le sue proprietà siano indipendenti dalla direzione nello spazio. Il principio
di invarianza rispetto alle rotazioni nello spazio permette allora di dimostrare (si veda
l’originale dimostrazione proposta da Federico Lastaria nell’appendice T) che sono
sufficienti solo due coefficienti scalari per caratterizzare il legame lineare fra i tensori
D edS, e che tale legame assume la seguente forma

S(u) = 2µ D(u)+ λ (∇· u) I,

doveµ si chiama coefficiente diviscosit̀a (di taglio) e λ si chiama coefficiente di
viscosit̀a di dilatazione. Questi coefficienti devono soddisfare le condizioni seguenti:
µ > 0 eλ+ 2

3µ > 0.

In certi casi si preferisce fare comparire un nuovo tensore con traccia nulla. Os-
servando allora che∇· u è uguale alla traccia diD(u), la relazione lineare precedente
fra il tensore dei gradienti di velocità e il tensore degli sforzi viscosi si può riscrivere
anche nella forma seguente:

S(u) = 2µ
[

D(u)− 1
3(∇· u) I

]

+ ζ (∇· u) I,

doveζ = 2
3µ+ λ è chiamatosecondo coefficiente di viscosità per distinguerlo daµ,

che alloràe indicato comeprimo coefficiente di viscosit̀a.

In generale, per fluidi con proprietà generiche, il valore dei due coefficienti di
viscosit̀a dipende dalle condizioni termodinamiche del fluido, per cui potremo scrivere

µ = µ(T, P) e λ = λ(T, P).

Nel campo di moto del fluido avremo in generaleT = T (r , t) e P = P(r , t), per cui
il valore diµ eλ dipender̀a della posizione e dal tempo, ovvero avremo, per esempio,

µ(T (r , t), P(r , t)) = µ(r , t).

Osserviamo infine che il tensore degli sforzi viscosi si somma allo sforzo normale
dovuto alla pressione per costituire iltensore totale degli sforzi

T(P, u) = −P I+ S(u),

che per un fluido viscoso di tipo newtoniano assume la forma:

T(P, u) = −P I+ 2µ D(u)+ λ (∇· u) I.

Vettore sforzo viscoso relativo a una superficie

Possiamo ora determinare il vettore sforzo viscososn̂(u) relativo a una superficie con
normale genericân in un punto di un campo di motou di cui sia noto il tensore degli
sforzi viscosiS(u). Per definizione abbiamosn̂(u) = S(u) · n̂, ovvero

sn̂,i (u) =
3
∑

j=1

si, j (u) n̂ j , i = 1, 2, 3.
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Un calcolo diretto, sebbene un po’ noioso, in un sistema di coordinate curvilinee ortog-
onali qualsiasi, ad esempio in coordinate cartesiane, permette di ricavare la seguente
relazione vettoriale

sn̂(u) = µ
[

2(n̂ ·∇)u+ n̂ ×∇×u
]

+ λ n̂ ∇· u.

L’espressione nel secondo membro ha una forma vettoriale intrinseca e quindi pùo
essere utilizzata per calcolaresn̂(u) in qualunque sistema di coordinate curvilinee
ortogonali.

Forza di attrito viscoso

Nel caso di fluido viscoso, sulle particelle agisce una forzainterna di interazione dovuta
all’attrito viscoso. La forza viscosa per unità di volumeFvisc si ottiene considerando
un volumetto di fluido e sommando tutte le forze agenti sulla sua superficie. Cìo
conduce a valutare la divergenza del tensore simmetrico degli sforzi viscosi S(u),
ovvero all’espressione

Fvisc= ∇· S(u),

le cui componenti vettoriali sono date dall’espressione

Fvisc
j = ∇·

[

sη̂ j
(u)
]

, j = 1, 2, 3.

Sostituendo l’espressione esplicita disη̂j
(u) si ha quindi

Fvisc
j = ∇·

[

2µ (η̂j ·∇)u+ µ η̂j ×∇×u+ λ η̂ j ∇· u
]

, j = 1, 2, 3.

Un calcolo ancora diretto, in un qualunque sistema di coordinate curvilinee ortogonali,
ad esempio cartesiane, permette di dedurre la seguente espressione della forza viscosa
per unit̀a di volume agente in un fluido qualsiasi, anche comprimibile,

Fvisc=−∇×(µ∇×u)+∇
(

(2µ+ λ)(∇· u)
)

+ 2(∇µ)×∇×u− 2(∇µ)∇· u+ 2((∇µ) ·∇)u.

Questo risultato ha una forma vettoriale intrinseca e quindi essoè valido in qualunque
sistema di coordinate curvilinee ortogonali.
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CAPITOLO 6

Equazioni dello strato
limite stazionario 2D
Introduzione In questo capitolo presentiamo i concetti della teoria dello strato limite
di Prandtl finalizzati allo studio delle correnti incomprimibili viscose ad alti numeri
di Reynolds. Deriviamo le equazioni di Prandtl per il caso di correnti stazionare in
due dimensioni seguendo il procedimento con cui sono state ricavate in origine. Esso
è basato sull’analisi dell’importanza relativa dei vari termini presenti nell’equazione
della quantità di moto quando una corrente stazionaria investe una lastra piana semi-
infinita o un corpo molto sottile disposti parallelamente alla direzione della velocità
incidente. Sotto queste condizioni si ottiene un sistema contenente solo due equazioni
per le componenti cartesiane della velocit`a mentre la pressione `e stabilita dalla legge
di Bernoulli valida nella regione in cui l’effetto della viscosit`a può essere considerato
trascurabile.

6.1 Caratteristiche generali dello strato limite

La teoria dello strato limite `e stata sviluppata da Ludwig Prandtl per studiare correnti
ad alti numeri di Reynolds in cui la velocit`a è prevalentementeunidirezionale mentre
le sue variazioni sono prevalentementetrasversali alla sua stessa direzione. Nella
sua forma pi`u semplice la teoria consiste, in estrema sintesi, in una riduzione delle
equazioni di Navier–Stokes per correnti incomprimibili stazionarie ottenuta al prezzo
di dovere risolveredue problemi distinti eaccoppiati fra loro, onde determinare il
campo di moto in tutto il dominio del fluido: un problemaviscoso (ridotto) nella
regione vicina alla parete del corpo, dove gli effetti della viscosit`a sono importanti a
causa della condizione al contorno di velocit`a nulla, che `e chiamato problema interno,
e un problemanon viscoso nella regione lontana, chiamato problema esterno.

Ipotesi della teoria dello strato limite su una lastra

Precisamente, le ipotesi alla base della teoria dello strato limite che sarà analizzata in
questo capitolo sono le seguenti:

• corrente incomprimibile e fluido di densit`a uniforme;

• corrente bidimensionale e stazionaria;

• lastra piana semi-infinita o corpo sottile allineati con la corrente esterna;

• effetti viscosi importanti solo in uno strato sottile vicino al corpo.

Impostiamo inizialmente il problema scrivendo le equazioni che governano la corrente
con caratteristiche che derivano dalle prime tre ipotesi. Ci`o significa ridurre le equazioni
di Navier–Stokes incomprimibili al caso di corrente stazionaria in due dimensioni e
specificando le condizioni al contorno appropriate alla geometria di una lastra sottile.
Successivamente si analizzano invece le conseguenze della quarta ipotesi che è la parte
più complessa da formulare per ricavare le equazioni di Prandtl.

Consideriamo una lastra semi-infinita, investita da una corrente la cui velocità
a grande distanza `e parallela al piano della lastra e perpendicolare al suo bordo di
attacco. Si suppone che la corrente sia piana, per cui si introduce un sistema di
coordinate cartesiane(x, y). La metà positiva dell’assex coincide con la sezione
trasversale della lastra e l’origine delle coordinate corrisponde allo spigolo di attacco
della lastra. La corrente esterna ha la stessa direzione e lo stesso verso dell’assex .

Le equazioni che governano la corrente incomprimibile di un fluido avente densità
uniforme,ρ = ρ, e viscosità costante,µ = µ, nel caso di moto stazionario si ottengono
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eliminando il termine di derivata temporale dalle equazioni di Navier–Stokes introdotte
nel paragrafo 5.4

(u ·∇)u − ν ∇ 2u + ∇P

ρ
= 0,

∇· u = 0,

dove ν = µ/ρ. Se consideriamo ora il problema di una corrente bidimensionale
piana e scriviamo tutti i termini esprimendoli mediante le coordinate cartesianex-y, le
equazioni di Navier–Stokes precedenti assumono la forma

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− ν

(

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2

)

+ 1

ρ

∂P

∂x
= 0,

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
− ν

(

∂2v

∂x2 + ∂2v

∂y2

)

+ 1

ρ

∂P

∂y
= 0,

∂u

∂x
+ ∂v

∂y
= 0.

Il campo di moto deve essere determinato in tutto il pianox-y tranne lungo la semiretta
(x > 0, y = 0), che rappresenta una sezione della lastra. Notiamo che, a causa della
natura incomprimibile della corrente, la presenza del corpo influisce sul campo di
moto anche nella regione a monte,x < 0. Tuttavia, queste perturbazioni si attenuano
allontandosi dal corpo e quindi a grande distanza la corrente si pùo ritenere nota e sarà
tenuta in conto attraverso l’imposizione delle condizionial contorno.

Le condizioni al contornonecessarie per il problema della lastra piana semi-infinita
disposta come il semipiano(y = 0, x > 0) sono le seguenti. Innanzi tutto, la velocità
del fluido deve annullarsi su tutta la superficie della lastra:

u(x,0) = 0 perx > 0.

Poi, a grande distanza sopra e sotto la lastra la velocità è assegnata da una corrente
esterna, ovvero, si hanno le condizioni

u(x,±∞) = uest
± (x) per∀x,

doveuest
± (x) sono le distribuzioni asintotiche della velocità. Infine si deve imporre

anche l’andamento della velocitàa monte della lastra tramite le condizioni

u(−∞, y) = umonte(y) per∀y,

doveumonte(y) è la distribuzione nota della velocità a grande distanza a monte della
lastra. L’andamento della velocità della corrente a valle della lastra,ovvero perx → ∞,
nonè invece specificato.

Supponiamo ora di restringere l’attenzione a condizioni alcontorno per le quali
il campo di moto siasimmetrico rispetto al piano orizzontaley = 0. Un esempiòe
il caso di corrente esterna uniforme parallela alla lastra.Se si considerano soluzioni
simmetriche,̀e sufficiente risolvere il problema nel semipiano superiore, y > 0. Allora,
l’insieme delle condizioni al contorno da imporre sulla velocità comprende

u(x,0) = 0, x > 0,

u(x,∞) = uest(x), ∀x,

u(−∞, y) = umonte(y), y > 0.

A queste si devono aggiungere lecondizioni di simmetria sulla semiretta(x < 0, y =
0), per le quali la componentev della velocit̀a normale all’asse di simmetria deve
annullarsi, mentre la componenteu tangente all’asse deve avere derivata normale nulla
sull’asse stesso, ovvero in termini espliciti:

∂u(x,0)

∂y
= 0, v(x,0) = 0, x < 0.
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Notare che la componenteu parallela alla semiretta(x < 0, y = 0) potrà assumere
valori diversi da zero, tranne nel bordo di attacco della lastra dove la velocit̀a u si
annulla, per cuiu(0,0) = 0. Raccogliendo insieme le varie condizioni al contorno di
ciascuna componente avremo: per la componente orizzontaledella velocit̀a:

∂u(x,0)

∂y
= 0, x < 0 e u(x,0) = 0, x >= 0,

u(x,∞) = uest(x), ∀x,

u(−∞, y) = umonte(y), y > 0;

e per la componente verticale:

v(x,0) = 0, ∀x,

v(x,∞) = vest(x), ∀x,

v(−∞, y) = vmonte(y), y > 0.

Nelle applicazioni di interesse ingegneristico il valore della viscosit̀a cinematica del
fluido, tipicamente aria o acqua,è molto piccolo, dell’ordine di 10−5div 10−6, per cui
i numeri di Reynolds in gioco sono estremamente grandi, anche 106div 108. Questa
circostanza sembra suggerire che il termine viscoso dell’equazione della quantità di
moto possa essere tranquillamente trascurato rispetto agli altri e che sia quindi possibile
ricorrere al modello delle correnti non viscose governate dalle equazioni di Eulero.
Occorre per̀o notare che il termine viscosoè quello con ordine di derivazione massimo
nelle equazioni di Navier–Stokes e che la sua eliminazione comporterebbe di non
potere pìu imporre la condizione di non scivolamento sulle pareti solide. Questa
condzioneè invece essenziale perché la viscosit̀a del fluido, per quanto piccola,è
comunque presente e provoca un rallentamento del fluido vicino alla parete fino a
rendere nulla la sua velocità sulla parete. Questo comportamento della corrente nella
regione dello strato limite vicino alla superficie dei corpisolidi è contraddistinto dalla
presenza di variazioni notevoli della velocità vicino alle pareti e soprattutto di valori
molto grandi della curvatura del profilo di velocità, che rendono il termine viscoso
di entit̀a confrontabile con quella degli altri termini dell’equazione. Inoltre l’azione
della viscosit̀a è molto importante in quantòe la causa fondamentale della resistenza
che la corrente esercita sul corpo immerso nel fluido. In conclusione i termini viscosi
non possono essere eliminati completamente delle equazioni del moto, ma si cerca
una riduzione almeno parziale che sia adeguata alla risoluzione del problem nel limite
Re → ∞ mantenendo nell’approssimazione solo l’effetto principale della viscosit̀a
nella configurazione geometrica considerata.

6.2 Teoria dello strato limite di Prandtl

Come accennato nell’introduzione, le equazioni dello strato limite di Prandtl possono
essere derivate dalle equazioni di Navier–Stokes sia mediante un argomento euristico
basato su consideriazioni fisiche sia mediante una procedura di limite per Re→ ∞.
In questo paragrafo seguiamo la prima via, dovuta originariamente a Prandtl, in cui si
analizzano gli ordini di grandezza dei vari termini delle equazioni di Navier–Stokes.

Analisi degli ordini di grandezza

La figura 6.1 mostra una tipica configurazione di strato limite su una lastra piana semi-
infinita investita da una corrente uniforme parallela al piano della lastra. In questo
problema non esiste alcuna scala spaziale di riferimento definita, per cui si potr̀a
considerare solo la distanzax dal bordo di attacco della lastra come lunghezza utile
per procedere alla formulazione adimensionale del problema.
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Indichiamo poi conδx la distanza verticaley = δx dalla lastra del punto in cui il
valore della velocit̀a raggiunge approssimativamente il valore della corrente esterna, ad
esempiou(x, y) = 0.99 uest(y). La grandezzaδx rappresenta quindi una stima della
spessore dello strato limite in corrispondenza del puntox sulla lastra. Si suppone che
agli alti numeri di Reynolds la struttura del campo di moto sia tale che l’andamento di
δx sia come mostrato nella figura 6.1. Questo significa che, tranne nella zona vicina al
bordo di attacco doveδx ∼ x , lo spessore dello strato limitèe supposto essere piccolo
rispetto alla distanzax , ovveroδx ≪ x .

Figura 6.1 Struttura dello strato limite su
una lastra piana semi-infinita

y

x

δx

x

La componenteu della velocit̀a del campo di moto sarà di ordineU, doveU rappresenta
un valore caratteristico tipico della componentex della velocit̀a della corrente esterna,
ad esempio, nel caso di velocità esterna uniformeU sar̀a U = U . Indichiamo poi
conV un valore tipico della componente verticale della velocità, che stimeremo fra un
momento. Su questa baseè possibile fornire una stima del valore delle derivate spaziali
delle variabili incognite, che saranno:

∂u

∂x
∼ U

x
e

∂v

∂y
∼ V

δx
.

Notiamo che nelle relazioni di questo tipo contenenti stimedi vari termini il segno
delle quantit̀a non ha alcuna importanza e le relazioni devono sempre essere intese fra
i valori assoluti delle grandezze considerate.

La condizione d’incomprimibilit̀a della corrente in due dimensioni permette di
ricavare subito che

U

x
∼ V

δx
⇒ V ∼ U

δx

x
.

Pertanto la condizione sulla piccolezza dello spessore dello strato limiteδx ≪ x implica
anche

V ≪ U

il che significa che il moto del fluido nello strato limitèe quasi parallelo alla lastra.
Procedendo nella nostra analisi degli ordini di grandezza,consideriamo l’equazione
della componente orizzontale della velocità

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− ν

(

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2

)

+ 1

ρ

∂P

∂x
= 0.

La stima di tutte le derivate diu che compaiono nell’equazione permette di scrivere

U
U

x
+ V

U

δx
+ ν

(

U

x2 + U

δ2
x

)

+ 1

ρ

∂P

∂x
∼ 0.

Si ricorda che i segni non sono significativi nelle relazioniriguardanti le stime dei
termini. Se usiamo ora la stima diV appena ottenuta, si vede che i due termini non
lineari hanno lo stesso ordine di grandezza, poiché

U
U

x
+ V

U

δx
∼ U

2

x
+ U

δx

x

U

δx
∼ U

2

x
+ U

2

x
.
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Inoltre è evidente che, dei due termini viscosi, quello relativo alla derivata lungo la
lastraè molto minore di quello relativo alla derivata normale. Di conseguenza la stima
dei termini dell’equazione permette di scrivere

U
2

x
+ ν

U

δ2
x

+ 1

ρ

∂P

∂x
∼ 0,

avendo trascurato i coefficienti numerici, di nessuna importanza nelle stime dei termini.
Affinché l’entità del termine viscoso sia dello stesso ordine di quella dei termini non
lineari, come ipotizzato debba accadere all’interno dellostrato limite, dovr̀a valere la
condizione

U
2

x
∼ ν

U

δ2
x

da cui δ2
x ∼ νx

U
.

In altre parole, dalle ipotesi di Prandtl e dal fatto che i termini viscoso e non lineari sono
dello stesso ordine segue che lo spessoreδx dello strato limite dipende dalla distanzax
dal bordo di attacco secondo la relazione

δx ∼
√

νx

U
o in forma adimensionale

δx

x
∼

√

ν

Ux
.

Se ora introduciamo un numero di Reynoldslocale basato sulla distanzax dal bordo
di attacco della lastra

Rex = Ux

ν
,

lo spessore adimensionale dello strato limite avrà la seguente dipendenza da Rex

δx

x
∼ 1√

Rex
.

Nell’ambito dell’approssimazioneδx ≪ x , il termine viscoso associato alla derivata
lungo la parete potrà essere trascurato e l’equazione della componentex della velocit̀a
si ridurrà a

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− ν

∂2u

∂y2
+ 1

ρ

∂P

∂x
= 0.

Consideriamo ora l’equazione relativa alla componente della velocit̀a normale alla
parete

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
− ν

(

∂2v

∂x2 + ∂2v

∂y2

)

+ 1

ρ

∂P

∂y
= 0

e applichiamo a essa la stessa analisi degli ordini di grandezza. Abbiamo

U
V

x
+ V

V

δx
+ ν

(

V

x2 + V

δ2
x

)

+ 1

ρ

∂P

∂y
∼ 0.

Anche in questo caso i due termini non lineari hanno lo stessoordine di grandezza in
quanto, per la stima derivante dalla condizione d’incomprimibilit à, risulta

U
V

x
+ V

V

δx
∼ Vx

δx

V

x
+ V

2

δx
∼ V

2

δx
+ V

2

δx
,

e la derivata seconda rispetto ax è trascurabile se confrontata con quella rispetto ay,
per cui vale la stima

V
2

δx
+ ν

V

δ2
x

+ 1

ρ

∂P

∂y
∼ 0.
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Utilizzando la stima diV, questa relazionèe equivalente a

U
2δx

x2 + ν
U

xδx
+ 1

ρ

∂P

∂y
∼ 0,

per cui, esprimendoν in termini del numero di Reynolds locale,ν = Ux/Rex , si ha
anche

U
2 δx

x2 + 1

Rex

U
2

δx
+ 1

ρ

∂P

∂y
∼ 0.

Dal momento che Rex ∼ x2/δ2
x , perδx ≪ x e Rex ≫ 1 i primi due termini hanno lo

stesso ordine di grandezza. Ne consegue che il terzo termineavrà lo stesso ordine di
grandezza degli altri oppure sarà più piccolo. Quest’ultimo termine, se confrontato con
il corrispondente dell’equazioni della componentex , risulta piccolo, quindi, seguendo
Prandtl, possiamo assumere

∂P

∂y
= 0.

Pertanto la pressione nello strato limite varierà, in prima approssimazione, solo con
la coordinatax lungo la parete e non dipenderà dalla distanza dalla parete stessa,
ovvero avremoP = P(x). La forma corretta dell’equazione per la componentex della
velocit̀a appena ricavata sarà allora

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− ν

∂2u

∂y2 + 1

ρ

d P

dx
= 0,

dove la derivata parziale diP è stata sostituita dalla derivata ordinaria in quanto la
pressione dentro lo strato limitèe funzione della sola variabilex .

Il sistema di equazioni da soddisfare per determinare il campo di moto della
corrente attorno alla lastra sarà quindi

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− ν

∂2u

∂y2 + 1

ρ

d P

dx
= 0,

∂u

∂x
+ ∂v

∂y
= 0.

Abbiamo pertanto un sistema di due equazioni nelletre incogniteu(x, y), v(x, y) e
P(x), che richiede quindi di essere completato opportunamente per potere avere una
soluzione unica.

Corrente non viscosa

È a questo punto che interviene l’elemento più delicato della teoria di Prandtl. Lontano
dalla lastra gli effetti della viscosità del fluido sono trascurabili e la correnteè descritta
con buona approssimazione dalle equazioni di Eulero per correnti incomprimibili piane
stazionarie. Di conseguenza sarà possibile determinare il campo di pressione della
corrente inviscida a una certa distanza dalla lastra risolvendo in questa zona le equazioni
di Eulero con le relative condizioni al contorno. Abbiamo visto nei capitoli 3 e 4 che
con queste equazioni la condizione al contorno corretta da imporre sulla velocit̀a è
quella per la sola componente normale alla frontiera del dominio. Se indichiamo con
ue(x, y) e Pe(x, y) le variabili incognite delle nostre equazioni di Eulero da risolvere
nel semipianoy > 0, avremo allora le seguenti condizioni al contorno:

ue(−∞, y) = umonte(y), y > 0,

ve(x,0) = 0 e ve(x,∞) = vest(x), x > 0,
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doveumonte(y) è la distribuzione della componente orizzontale della velocità a monte, a
grande distanza dalla lastra,mentrevest(x) è la distribuzione della componente verticale
della velocit̀a esterna imposta a grande distanza dalla lastra.

Supponendoora di avere determinato il campo di pressionePe(x, y) della corrente
non viscosa, possiamo valutare il suo andamento sulla superficie della lastra e assumerlo
come pressione nota internamente allo strato limite. In altre parole, la pressione della
corrente inviscida valutata sulla lastra viene utilizzataper rappresentare l’andamento
della pressione nella regione dello strato limite. In termini matematici porremo quindi

P(x) = Pe(x,0).

Questo significa che la variabile incognitaP(x) vista in precedenzàe determinata dalla
funzionePe(x,0) calcolata risolvendo le equazioni di Eulero incomprimibili.

Con questa assunzione l’equazione della componente orizzontale della velocit̀a
per il problema viscoso dello strato limite assumerà la seguente forma

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− ν

∂2u

∂y2 = − 1

ρ

∂Pe(x,0)

∂x
,

in cui il secondo membròe ora un terminenoto.

Equazioni dello strato limite di Prandtl

L’ultimo passo per la costruzione delle equazioni dello strato limite nel caso della
corrente attorno alla lastra piana semi-infinita deriva dalsupporre che la corrente a
monte sia uniforme, ovvero dallo scegliere la condizione alcontorno particolare

ue(−∞, y) = U, y > 0,

doveU > 0, mentre si permette ancora una distribuzione della velocità esterna ver-
ticalevest(x) di tipo generale. La condizione a monte implica che la corrente è irro-
tazionale per cui la corrente inviscida soddisferà la versione irrotazionale del teorema
di Bernoulli, ossia,

Pe(x, y)

ρ
+ 1

2
|ue(x, y)|2 = C,

doveC è una costante arbitraria. Valutando questa relazione sulla lastra, ossia per
y = 0, doveue(x,0) = ue(x,0) x̂ dato cheve(x,0) = 0, e risolvendo rispetto alla
pressione, abbiamo

Pe(x,0)

ρ
= −1

2
[ue(x,0)]2 + C,

e quindi la derivata della pressione rispetto ax è

1

ρ

∂Pe(x,0)

∂x
= −1

2

d[ue(x,0)]2

dx
,

da sostituire nell’equazione della componente orizzontale della velocit̀a, che assume la
forma

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− ν

∂2u

∂y2 = 1

2

d[ue(x,0)]2

dx
.
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Combinando questa equazione con la condizione d’incomprimibilit à si ottiene il
seguente sistema

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− ν

∂2u

∂y2 = 1

2

d[ue(x,0)]2

dx
,

∂u

∂x
+ ∂v

∂y
= 0.

con due equazioni differenziali alle derivate parziali nelle due incogniteu(x, y) e
v(x, y). Questo sistemàe noto con il nome diequazioni di Prandtl della teoria dello
strato limite. Si noti che la funzioneue(x,0) è conosciuta e quindi il termine del
membro di destra della prima equazioneè semplicemente il suo termine noto.

Il dominio in cui risolviamo queste equazioniè costituito dal primo quadrante
(x > 0, y > 0).

Per quanto riguarda le condizioni al contorno, sulla lastrasi impone l’annulla-
mento della velocit̀a. Inoltre, sulla retta verticalex = 0, y > 0, si impone che la
componente orizzontale della velocità sia uniforme, ovvero,u(0, y) = U . Infine,
a grande distanza dalla lastra, si impone, sempre sulla componente orizzontale, la
distribuzione della velocità ue(x,0) fornita dalla soluzione delle equazioni di Eulero
valutata sulla superficie della lastra. Naturalmente si suppone che sia soddisfatta la
condizioneue(0,0) = U . L’insieme delle condizioni al contorno da imporre nella
risoluzione delle equazioni di Prandtlè

u(x,0) = 0 e u(x,∞) = ue(x,0), x > 0,

u(0, y) = U, y > 0,

v(x,0) = 0, x > 0.

Si può notare che, mentre la componente della velocità u parallela alla lastra ha
condizioni al contorno sia sulla lastray = 0 sia pery → ∞, la componente verticale
v è specificata solo sulla lastra. Ciò è conforme alla natura delle equazioni di Prandtl
per le variabili primitive nelle quali la sola derivata seconda presentèe∂2u/∂y2 mentre
l’unica derivata div rispetto ay presentèe la derivata prima. Inoltre, soltanto la
variabileu è derivata rispetto ax , per cui sulla semiretta verticale passante perx = 0
si può imporre la condizione al contorno solo peru.

Osservazione Il problema di Prandtl cosı̀ formulato presenta una singolarità in
corrispondenza del bordo di attacco della lastra, ovvero nell’origine delle coordinate
cartesiane. Infatti in questo punto la componente orizzontale della velocit̀a deve
essere nulla, in quanto esiste la condizione di non scivolamento sulla lastra, ma deve
anche essere uguale aU , in virtù della condizione di velocità sulla semiretta verticale,
u(0, y =0) = U . EssendoU necessariamente diverso da zero, il dato al contorno della
componenteu della velocit̀a è alloradiscontinuo nel vertice in basso a sinistra(0,0)
del dominio, che corrisponde al bordo di attacco della lastra. Questa discontinuità
dei dati al contorno diu implica unasingolarità della soluzione. Come vedremo fra
un momento, tale singolarità gioca un ruolo essenziale nel ricavare soluzioni di tipo
similare del problema della lastra piana.

Rappresentazione della funzione di corrente

Una forma conveniente delle equazioni di Prandtl si ottieneutilizzando la funzione
di correnteψ mediante la quale la teoria dello strato limite può essere formulata in
termini di una sola equazione differenziale per questa variabile scalare. Come noto, la

La funzione di correnteψ è stata
introdotta nel paragrafo 3.9.

funzione di correnteψ permette di rappresentare il campo di velocità incomprimibile
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di una corrente piana mediante le relazioni

u = ∂ψ

∂y
e v = −∂ψ

∂x
.

In questo modo risulta soddisfatto il vincolo di incomprimibilit à, a cura del lettore
verificarlo, e la prima delle delle due equazioni di Prandtl assume la forma

(

∂ψ

∂y

)

∂2ψ

∂x ∂y
−

(

∂ψ

∂x

)

∂2ψ

∂y2 − ν
∂3ψ

∂y3 = 1

2

d[ue(x,0)]2

dx
.

Abbiamo una sola equazione differenziale alle derivate parziali del terzo ordine in
una sola incognita,ψ, e di tipo non lineare. Le condizioni al contorno per la nuova
variabileψ si derivano dal quelle originarie peru e v. Consideriamo per prima la
condizione di non penetrazione sulla lastra:v(x,0) = 0. In termini diψ essa diventa
∂ψ(x,0)/∂x = 0, relazione che, una volta integrata lungo l’assex , può essere scritta
più semplicemente come

ψ(x,0) = costante= 0, x > 0.

È lecito prendere uguale a zero il valore della costante d’integrazione in quanto la
funzione di correntèe definita a meno di una costante arbitraria. Anche la condizione
sulla semiretta verticalex = 0 e y > 0, cioè∂ψ(0, y)/∂y = U , può essere integrata e
conduce alla semplice condizione

ψ(0, y) =
∫ y

0
U d ỹ = U y, y > 0.

Le altre due condizioni al contorno per la componente della velocit̀a parallela alla lastra
si riscrivono direttamente come condizioni sulla derivatadi ψ rispetto alla coordinata
y normale alla lastra:

∂ψ(x,0)

∂y
= 0,

∂ψ(x,∞)

∂y
= ue(x,0), x > 0.

Il problema completo dello strato limite nella rappresentazione della funzione di cor-
rente consiste quindi: nell’equazione perψ, che scriviamo con le derivate di ordine
più elevato scritte per prime, e nelle condizioni al contorno appena ricavate:

ν
∂3ψ

∂y3 +
(

∂ψ

∂x

)

∂2ψ

∂y2 −
(

∂ψ

∂y

)

∂2ψ

∂x ∂y
= −1

2

d[ue(x,0)]2

dx
,

ψ(x,0) = 0,
∂ψ(x,0)

∂y
= 0, x > 0,

∂ψ(x,∞)

∂y
= ue(x,0), x > 0,

ψ(0, y) = U y, y > 0.

In questa formulazione il problema dello strato limite rivela la natura matematica
delle semplificazioni conseguenti alle ipotesi poste da Prandtl a fondamento della sua
teoria: l’equazione della funzione di corrente, che nel caso generale di corrente piana
incomprimibile di tipo Navier–Stokes̀e del quarto ordine, si riduce a un’equazione
del terzo ordine. Corrispondentemente sul “contorno orizzontale lontano”y → ∞
la nuova variabile incognitaψ ha una sola condizione al contorno invece di due. Per
quanto riguarda le condizioni al contorno sulla semiretta verticale(x = 0, y > 0), c’è
una sola condizione in conformità con la sparizione di tutte le derivate rispetto ax di
ordine superiore al primo.
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