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CAPITOLO 1

Statica dei fluidi

Introduzione Come sovente accade, anche in questa trattazione inikadatta
meccanica dei fluidi partiremo dallo studio della stati¢a¢ cei fenomeni che caratte-
rizzano i fluidi in quiete. Questo approccio ci conseniifatti di introdurre il concetto
di fluido come ummezzo continuo e di familiarizzare con alcuni operatori differenziali
e con alcune tecniche matematiche che verranno utilizreteeain seguito.

Dopo laparte introduttiva, enunceremo lalegge fondaniedtdla statica dei fluidi
illustrandone alcuni corollari, costituiti dalle leggigievino, di Pascal e di Archimede,
assieme ad alcune applicazioni significative come il calaglla distribuzione di
pressione nell’atmosfera o il funzionamento degli strutineer la misura di pressione
in un fluido. Pur nella loro apparente sempbgite leggi della statica dei fluidi
rivestono un enorme interesse dal punto di vista tecnickcapivo: I'importanza del
loro studio e di una loro adeguata comprensione non develgssere sottovalutata.

m Proprieta dei fluidi -

Nella nostra introduzione alla dinamica dei fluidi consetemo il fluido come un
continuo. Questa assunzione significa che tutte propudet fluido che saranno oggetto
della nostra analisi sono riferite al comportamento mamwpiko e fenomenologico del
fluido. In realg, a causa della struttura discreta della materia, il fléidostituito da
un numero molto grande di particelle microscopiche: glivate le molecole. Tutte
queste particelle interagiscono fraloro conformemerpeiacipi della meccanica diun
sistema di punti materiali, ma 'enorme grandezza del lanmero rende praticamente
impossibile procedere a una descrizione individuale dhdtia del loro movimento.

Comee proprio della descrizione di sistemi macroscopici neikéo della ter-
modinamica, limitiamo allora I'analisi a variabili che E@sentano ivalore medio
delle grandezze: la medéeeffettuata su un numero molto grande di atomi o molecole.
Il nostro studio dei fluidi sia in condizioni di equilibriossin movimento sar pertanto
valido solo fino a una scala spaziale che risulti molto magygdella distanza che
caratterizza i vari fenomeni che si verificano a livello mi&copico.

Per stabilire in modo pipreciso questa condizione di applicakilitel modello del
fluido come continuo, si deve introdurrdilbero cammino medio. Questa grandezza
rappresenta la distanza media percorsa dalle molecoleutaudi successivi e@
indicata com.. Tipicamente, nell’aria in condizioni standard (temperafl = 300 K
e pressione atmosferidd = 1.01 x 10° Pa) il valore del libero cammino medi®
A = 10~ "m, mentre nell'acqua alle stesse condizioni, con le mokecé si muovono
rimanendo sempre molto vicine, esspiu difficile da definire e viene arbitrariamento
assunto uguale ad alcune distanze intermolecolari, petldagro cammino media
dellordine di 10 19m.

Il valore di A nelle condizioni termodinamiche della corrente in esamgoi
confrontato con unfunghezza caratteristicadel problema studiato, che indichiamo
conL, ad esempio la dimensione di un corpo immerso nel fluido pibcato fra queste
due grandezze, cio

A

Kn=—,
L

si chiamanumero di Knudsen della corrente in esame. La descrizione secondo il
modello continuo di tale corrente savalida a condizione di avere K& 1. In caso
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2 CAPITOLO1 Statica dei fluidi

Figura 1.1 Azione della pressione del
fluido su una superficie elementatsS
con normalen

Figura 1.2 La pressione esercita una
forza su ogni superficie con normale
diretta in qualunque direzione

ISBN XX-abc-defg-h

contrario, sad necessario ricorrere a un descrizione moltodgittagliata del fenomeno
nella quale dovranno necessariamente giocare un ruoleasgietti legati alla struttura
microscopica del fluidotéoria cineticadei gas e dei liquidi).

Il fluido come mezzo continuo

Con queste premesse, definiaffwido un mezzo continuomobile e deformabile
guando esso, in condizioni di quiete o di moto rigido, #on grado di esercitare al suo
interno alcuna azione thglio, ma esclusivamente azioni di tipo normaled Gignifica
che le forze interne agiscono su ogni superficie nella stisszione della sua normale.
In questa definizione per moto rigido si intende il moto ckelta dalla combinazione
di una traslazione lungo una direzione qualunque e di uraiaie attorno a un asse
qualunque.

Pressione

La conseguenza immediata di questa propritl fluidoé che, sotto le condizioni di
moto indicate, la forza interr& per unit di area, agente su ogni superficie elementare
puod essere espressa come il prodotto di una grandezza sPalehéamatgressione

e del versoré normale alla superficid S considerata. Scriveremo pertanto

s=—PAn,

dove il segno mene necessario in quansandica la forza (per unét di area) esercitata
dal fluido che si trova nella parte verso quinta i, sul fluido chee dall’altra parte
(ovviamenteP > 0), come mostrato in figura 1.1. Il valore della pressiéhgsulta
dipendere in generale dalla posizionén cui si trova la superficieAS, per cui la
pressione sarin realt una funzione di, ossia avremo

P = P().

In effetti il problema fondamentale della statica dei fluadinsiste nel determinare
I'andamento detampo di pressioneP(r) nelle condizioni specifiche del problema
considerato.

In base alla definizione, la grandezza pressione ha le diov@rk una forza per
unita di superficie e quindi le pressioni sono misurate in new@nnpetro quadro.
L'unita di misura della pressione si chiapescalede indicata dal simbolo Pa, ovvero
si ha

N

Pa: W
Notare che la pressioreeuna grandezzscalare per cuinon & una forza per uritdi
superficie, dato che la forzaun vettore, ma ha solo émensioni di una forza per unit
di superficie. In effetti, nota la pressione in un punto,tesis infinite forze dovute
alla pressione che agiscono in quel punto a seconda dekafiip elementare scelta
passante per il punto. Infatti, per ciascuna di tali supegtesempio la superfici#S
con normaléh, si avia una forza dovuta alla pressione, datd da —PASNA. Se si
cambia la giacitura della superficie e con essa la direziefla dua normal@, come
mostrato nella figura 1.2 considerando ad esempio un’ateaidnefY, allora la forza,
sempre nello stesso punto, &alata dd’ = —P ASH/, chee quindi diversa datranne
guanda? coincide com.

Fissata I'areaA S della superficie avremo comunque semfte = [f|, qualun-
que sia la direzione di. Questa indipendenza dell'interssitella forza dovuta alla
pressione dalla direzione della normale alla superficieatso la quale la forza
si esercitae indicata talvolta come “principio di isotropia della psEse”. Questa
dizionee scorretta dato che la pressianena grandezzgalare e quindi non ha senso
collegare a essa l'idea di una direzione. La proposiziowe deindi essere intesa nel
senso che ogni forza associabile alla pressione ha la nmegiesensita qualunque sia
la direzioneh della normale alla superficiaS. Potremo dunque a ragione parlare di
isotropia degli sforzi dovuti alla pressione
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PARAGRAFO 1.2:  Equazione di equilibrio di un fluido 3

Densita

Oltre alla pressione, le propréetdel fluido sono caratterizzate anche da un’altra
grandezza macroscopica:dansita (di massa) detta anchenassa volumicao massa
specifica che rappresentail rapporto fra la massa e il volume di urtacpia di fluido,
ossia di una sua porzione sufficientemente piccola. La te@sndicata corp e le
sue dimensioni sono una massa peraditvolume, per cui nelle uriitdel Sistema
Internazionale il valore dp sa@ espresso in kgn®. Naturalmente, anche la dersit
dipende in generale dalla posizionia cui si trova la porzione di fluido, per cui la den-
sitae una funzione dello spazio e scriveremo quindi). In effetti, la risoluzione dei
problemi della statica dei fluidi richied@di determinare anche I'andamento spaziale
della densi ovvero di calcolare la funzione

p = p(r).

Nella tabella 1 sono riportati i valori della derssit di alcuni fluidi tipici in condizioni
termodinamiche standard, ovvero alla temperaturd d= 300K e alla pressione
atmosfericaP = 1.01 x 10°Pa: il mercurio (simbolo chimico Hg), l'acqua §B)
allo stato liquido e di vapore, e I'aria. Nella stessa tabstino indicati anche i valori
delle grandezze viscoaitdinamicau e della viscosé cinematicav = u/p delle
varie sostanze nelle condizioni termodinamiche indichgeviscosia dinamicau saa
definita pu avanti nel paragrafo 5.1.

Tabella 1. Proprieh meccaniche di alcuni fluidi alla temperatura™i= 300K e
alla pressione atmosfericR = 1.01 x 10° Pa, a meno che non sia
diversamente specificato

p densif  u viscosif dinam. v viscosit cinem.

Fluido kg/m3 kg/(m-s) m2/s

mercuriq Hg 13550 156 x 1073 0.115x 1076
acqua H,0 998 10 x 1073 1.0 x10°
vapore H,0 a 100°C 060 123 x10° 205 x 106
aria 118 185 x10° 156 x 1076

Nelle applicazioni, si utilizza sovente la grandezza pg chiamatgeso specificalel
fluido, doveg = 9.81 N/kg, che rappresenta la forza peso peradivolumedel fluido
vicino alla superficie terrestre. Ad esempio, il peso spazifiell’acqua e dell’aria in
condizioni standard valgono rispettivamenm?20 = 998x 9.81 = 97904 N/m® e

Yaria= 1.18 x 9.81 = 11.58 N/m°.

m Equazione di equilibrio di un fluido B |

Per determinare il comportamento di un fluido in condizionequilibrio sono ne-
cessari i principi della statica dei fluidi espressi in fordiaelazioni matematiche.
Dalle leggi della statica dei corpi solidg evidente che la condizione di equilibrio
di un fluido che occupa una determinata regione dello spazivedea che sia in
equilibrio ogni particella del fluido. Conformemente all'ipotesi del mddelontinuo,
perparticella di fluido intendiamo qui e nel seguito una porzione piccola del fluiilo,
dimensioni comunque macroscopiche, ovvero che contielggandissimo numero di
atomi o molecole del liquido o gas considerato. In un sistdimderimento inerziale,
I'equilibrio di ogni particella del fluido richiede che lastiltante di tutte le forze agenti
su di essa sia nulla. Come noto, questa condizione non bastgapantire che la
particella non si muova: infatti, affinéhun corpo, su cui agisce una forza risultante
nulla, rimanga fermeé necessario che anche la selcita iniziale sia nulla. La statica
dei fluidi e interessata allo studio dei fluidi a riposo, per cui in tadb#o si suppone
implicitamente che la condizione di quiete iniziale sia peensoddisfatta, come sar
fatto in tutto il capitolo.
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Figura 1.3 Forza di volumery
esercitata dal campo di forzgr) sul
fluido nella regione/

Figura 1.4 Forza di superfici€s che il
fluido esterno esercita sul fluido nella
regioneV
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In reala, ogni moto rigido pa essere visto come stato di quiete rispetto a un osservatore
opportuno. | ragionamenti che seguono sono pertanto v@adidfluidi in moto rigido,
avendo peab I'accortezza di includere fra le forze di volume anche leéoapparenti
qualore il sistema di riferimento sia non inerziale.

Per formulare la condizione di equilibrio di ogni partieetli fluido dobbiamo
considerare le forze che agiscono su di essa. Nel caso dktéliforze comprendono
le forze esterne che sono causate da azioni a distanza (come, per esemfnozda
gravitazionale o la forza elettrica), ferze interne che sono causate dall'azione delle
parti di fluido adiacenti alla particella considerata. enefleforze di contatto che
sono causate dalle superfici di corpi in contatto con il fluidle forze esterne sono
dette anchéorze di volume mentre le forze di interne e di contatto sono dette anche
forze di superficie, per i motivi che risulteranno chiari fra un momento.

Supponiamo allora che sulla particella di fluido posta netisizioner agiscano
delle forze esterne di volume la cui risulta@espressa dal campo di forge): per
essere precigj(r) rappresenta la forzaer unita di massa, per cui il prodotte(r) g(r)
rappresenterlaforza per unita di volume e laforza agente su una particella di volume
elementarelV che sitrova i sa@ data deo(r) g(r) dV. Ad esempiog(r) potrebbe
rappresentare dampo di gravita in prossimia della superficie terrestre e in tal caso
avremmo pil in dettagliog(r) = g = —gz, doveg = 9.81 N/m, I'asse verticale
essendo diretto verso l'alto.

Consideriamo un volume determinat di fluido. Per quanto detto, la forza
di volume complessiva dovuta al campo di foig@) esterne che agisce su questa
porzione finita di fluide data da

Fy =fff () g(r) dV,
V

dove I'elemento di volume infinitesimdV potra eventualmente essere espresso in
coordinate cartesiang, y, z) in termini degli infinitesimi dei tre integrali, ovvero
dV = dxdydz.

Accanto alla forza di volume, abbiamo I'azione dovuta atlez€, interne o di
contatto, che agiscono sulla particella di fluido attravdessuperficieS = 9V che
racchiude il volume/. In condizioni di equilibrio, ovvero quando la velogidel fluido
e nulla in ogni punto, le forze interne sono dovute alla salaree della pressione e
quindilaforzainternatotale agente attraverso tuttapesicie che delimita la porzione
di fluido saa ottenuta sommando i contributi dovuti a ciascun elemeinsoiperficie
dS, come mostrato nella figura 1.4,

Fs= # —P(r)A(r)dS,
S

doveii(r) indica il versore normale nel punttS uscente dal volumeV. Le presenza
del segno mené dovuta chiaramente al fatto che la relazione esprime kafodovuta
alla pressione che il fluido all’esterno Wi esercita sul quello che si trova all'interno
diV (P > 0).
La condizione di equilibrio per la porzione di fluido congialta si scrive quindi
Fv+Fs=0

e corrisponde alla relazione seguente

fff p(r)gr)dVv — # P(r)h(r)ydS=0.
v S

Consideriamo ora tleorema del gradiente

J[[ vtav=qf raas
\% S

@
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PARAGRAFO 1.2:  Equazione di equilibrio di un fluido 5

che riduce il calcolo dell'integrale di volume del gradienti una funzione qualsiasi
(derivabile) al calcolo dell'integrale della funzione lsusuperficie del contorno del
volume (notare la presenza del versore nornfalescente dalla superficie chiusa).
Utilizzando questo teorema in senso inverso, l'integralsuperficie che compare
nella condizione di equilibrio puessere trasformato in integrale di volume e potremo
quindi scrivere, invertendo I'ordine dei due termini,

///V [-VP() + p(r) g(H]dV = 0.

D’altra parte, il volumeV puo essere scelto in modo arbitrario, per cui I'annullamento
dell'integrale per ogni scelta 8 richiede che sia nulla la funzione integranda.

Infatti, se una funzione continué soddisfaf[/,, f(r)dV = 0 per qualunque
dominioV, allora f (r) = O in tutti i puntir di V, in quanto, se esistesse un pungo
tale chef (rg) # 0, ad esempid (rg) > 0, allora, per la continuit della funzionef,
essa sarebbe positiva in tutti i punti appartenenti a unmiat®& con centro irr g suffi-
cientemente piccolo, per cyi/ [z f(r)dV sarebbe maggiore di zero, contraddicendo
l'ipotesi.

In altre parole, 'equazione éiquilibrio in forma globale espressa dalla relazione
precedenté equivalente alla seguente equazionedliilibrio in forma locale

—VP() +p(r)g(r) =0,

che deve essere soddisfatta in tutti i pundiel fluido. In questa equazione il campo
vettorialeg(r) € noto mentre le due funzioni scaldi(r) e p(r) sono le variabili
incognite da determinare.

Adottiamo ora una convenzione assai frequente nel caldfflerehziale per la
quale si indicano le variabili indipendenti delle funziesolo per lefunzioni note
mentre levariabili incognite sono indicate senza alcun argomento. In base a tale
convenzione, I'equazione che esprime I'equilibrio deldtuin forma locale si scrive
nel modo seguente

Questae una equaziondifferenziale del primo ordine, contenente derivate parziali,
nella quale compaiondue funzioni incognite, la pressione e la deasit Essendo
I'equazione di carattere vettoriale, si harirmequazioni scalari. Essendovi un numero
di equazioni maggiore di quello delle incognite I'equazgrotrebbe non ammettere
soluzione. Cie, per un campo diforze arbitrariamente assegnato, légioitel fluido
potrebbe esselienpossibile. In effetti, notando che risultfyP = p g(r) e ricordando
cheVx Vf = 0 per qualunque funziong (derivabile), si ricava che potranno esistere
soluzioni solo s&/ x[p g(r)] = 0.

Fluido in un campo di forze conservative
Consideriamo ora il caso particolare di un campo di fg@e tale per cui

Vxg(r)=0.

Un campo vettoriale che soddisfa questa condizione siidim®zionale e, nel caso in
cuirappresenti un campo di forze, egstettoconservativa Dall'identita differenziale

VP 1 1 1
V x <—> = V<—> XVP + —-VxVP = ——szxVP,
p Y Y Y

e dall'equazione di equilibri?¥P/p = g(r) segue che, in un campo di forze con-
servative, ossia tali ch¥ x g(r) = 0, deve essere soddisfatta la seguente relazione
vettoriale

@
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Vo x VP = 0.

Per la definizione di prodotto vettoriale, questa equaziiceeche i due campi vettoriali
Vp e VP sono paralleli in ogni punto del fluido in equilibrio, oppuieee nullo uno

dei due o lo sono entrambi. Escludiamo ovviamente quesgtiudasi banali. Dato che

il vettore gradiente di qualunque funzioaesempre perpendicolare alle sue superfici
di livello, la condizioneVp x VP = 0 equivale a dire che le superfici di livello della
densit e della pressione sono le stesse e quindi, esS€Rdmarallelo ag(r), anche le
superfici di livello della densit sono perpendicolari alla direzione del campo di forze
g(r) in ogni punto del fluido, come mostrato nella figura 1.5.

Py
P
p1 2
Figura 1.5 In un fluido in quiete in un g(r)
campo di forze esterne conservative, le 02
superfici di livello della densit e quelle
della pressione sono entrambe
perpendicolari alle linee del campo e
quindi coincidono

03

Di conseguenza entrambe le funzigni= p(r) e P = P(r) varieranno solo muoven-
dosi lungo le linee del campo vettoriadér). Pertanto esistarun legame fra queste
due variabili e potremo scriverB = P(p) ovverop = p(P). Limplicazione di
questo risultat@ che I'equazione di equilibrio nel campo di forze consevesissume
la forma pil chiara

VP
p(P)
che ha una sola variabile incognid,= P(r).

Quando il campo di forzg(r) & conservativo, allora esiste un potenzigie) che
permette di esprimere il campo come gradiente, seconddéderelazione

=g(r), se Vxg(r) =0,

g(r) = —Vo(r),
02, Py e I'equazione di equilibrio diventa
p3, P3
Figura 1.6 In un fluido in quiete in un VP
: . — = —Vo().
campo di forze esterne conservative, le o(P)
superfici equipotenziali coincidono con le
superfici di livello sia della densitsia Quindi sulle superfici di livello della densite della pressione anche il potenziale
della pressione assume un valore costante, come mostrato nella figura 1.6.

LV ICH TN Integrazione dell’equazione di equilibrio

E interessante notare che I'equazione di equilibrio gssere integrata formalmente in
virtu del seguente ragionamento. Vale la seguente idediiffierenziale

d p(s) dp(s)
E/ f@da=f(p(s) —

Infatti, considerando la funzione primitiia(p) di f(p), ossia I'integrale indefinito
F(p) = /" f(q)dg, risulta

dp(s)

dF(p(s)) dp(s)
ds °

dp is = f(p(s)

d [P® d
gf (@ da = 4 F(ps) =

@
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L'identita si generalizza in modo ovvio al caso in cui la variabile e € sostituita
dal vettore posizione e la derivata diventa il gradiente:

p(r)
V/ t(@)dq = (p(r) V(D).

Se applichiamo questa relazione con la sostituzibftp — p(—lq) —Q otteniamo
P d 1 VP
V/ aQ = VP(r) = ©) .
p(Q)  p(P(r) p(P(r)

Invirtu di questa identit, I'equazione di equilibrio del fluido nel campo di forzessae
conservative si integra immediatamente e fornisce:

P(r)
f d—Q + ¢ (r) = costante
p(Q)

dove la costante puessere presa nulla, dato ch@mssere inglobata incheé definita
a meno di una costante. Se introduciamo la funzione prientiiP) = fP dQ/p(Q),
allora la relazione precedente dice che

F(P(n) =—¢() owero P(r)=F 1(—¢),

dove F~1 indica la funzione inversa df = F(P). Questa relazione fornisce la
distribuzione della pressione del fluido in quiete nel candpdorze conservative
descritto dal potenziale(r). E evidente che le superfici equipotenziali sono anche
superfici di livello della pressione: precisamente, allgesticie equipotenzialg(r) =

C corrisponde la superficie isobaf(r) = F~1(—C). In altre parole, abbiamo
ricavato il legame diretto fre le due variabitie ¢, chee semplicemente

P =P(¢) =F (-9

Osservazione Le condizioni di equilibro di un fluido richiederebbero ditsiderare
anche 'equazione di bilancio dell’energia interna deldtui Infatti, se la temperatura
nel fluidoe disuniforme esiste un flusso di energia sotto forma di edtarle particelle
del fluido che si trovano a temperature diverse. Questo flagmvernato dalle legge
di conservazione dell’energia, la cui versione per un fldiglono dovrebbe essere
inclusa assieme all’equazione di equilibro che abbiamalgpaiusso. In questo primo
capitolo preferiamo tuttavia non formulare il problemal'@guilibrio del fluido in
modo completo peréhl’equazione di bilancio dell’energia, anche nel caso diléun
quiete, ha una natura matematica che intendiamo affrostdoepls avanti.

m Fluido in equilibrio vicino alla superficie terrestre -

Figura 1.7 Campo di grava uniforme
che agisce su un fluido vicino alla
superficie della Terra

Consideriamo ora la situazione particolare di un fluido ch&ava nel campo di
gravitazione della Terra in prossiritella sua superficie. In questo caso, il campo
di forzag(r) €, con buona approssimazione, un campo uniforme direttzaknente
verso il basso, come mostrato nella figura 1.7. |l campo asaliora la forma molto
sempliceg = —g 2, dove la direzione positiva dell’asse verticalé stata presa verso
I'alto e doveg = 9.81 N/kg € il valore delcampo di gravita terrestre al livello
del mare. Questo campo uniforneeirrotazionale e pli essere espresso in termini
dell’energia potenziale gravitazional&r) = ¢(z) = gz per unit di massa, per culi
avremog = —V¢ = —V(gz) = —gz. L'equazione di equilibrio del fluido diventa
allora

VP +pgz=0

@



| Auteri e Quartapelle: FLUIDODINAMICA. Capitolo 1 - pagina 8 Settembre 28, 2007 @

8

CAPITOLO 1 Statica dei fluidi

ISBN XX-abc-defg-h

Quindi la pressiond® potra variare solo coa, ovveroP(r) = P(z) e la condizione
Vo x VP = 0 impone anche alla denaitdi essere funzione della sata ovvero
p(r) = p(2). Pertanto, 'equazione vettoriale di equilibrio si riduzeina semplice
relazione scalare

dP+ (22g=0
a9z TP g=_0

in cui la derivata parzial@ sostituita dalla derivata ordinaria. Questa equazione
differenziale del primo ordine patressere integrata per determinare la soluzie(m

solo se I'andamento della derssiton la quotaz € noto oppure se si pualmeno
ipotizzare I'esistenza di un legame fsee la variabile incognitéd.

L'equazione scritta deve comunque essere completata dsppoatuna condizione
al contorno. Tale condizione determina il valore della antt di integrazione che si
incontra nel procedimento di risoluzione, come si &eftla un momento.

Equilibrio di un fluido con densita uniforme

Il caso p1 semplice di fluido in equilibrio vicino alla superficie testree quello di
un liquido la cui densit & indipendente dalla quota, per cui 'equazione scalare di
equilibrio si riduce a

aP
dZ - ,Og,

dovep rappresenta la denaiuniforme del fluido. Ad esempio, possiamo conside-
rare il problema molto importante dell’equilibrio dell'qiea sulla superficie terrestre.
Lintegrazione dell’equazione precedegtenmediata

z
Pz = Po—/ pgdz per z < 0,
0

dove Py rappresenta la pressione alla qunta: 0. Lintegraleé ovvio e la relazione
diventa

P(z) = Po—pQz, per z < 0,

chee nota con il nome diegge di Stevino Quindi la pressione nel fluido che si trova
nel campo gravitazionale uniforme vicino alla superficidbad@erra assume lo stesso
valore in tutti i punti di ogni superficie orizzontale. Queptincipioe noto comdegge

di Pascale costituisce il principio delidrostatica. In particolare, la superficie libera
di un liquido cheg in contatto con 'aria deve essere orizzontale.

Se consideriamo, ad esempio, una piscina e scegliamoehsastli riferimento
con l'origine sulla superficie libera dell'acqua, il valatePy sa@ allora coincidente
con quello della pressione atmosferica estd?gg alla quotaz = 0, che valeP;im =
1.0325x 10° Pa. Notiamo che, in accordo con l'intuizione e con I'espez#edi chi
nuota sott'acqua, scendendo in profoadit < 0) la pressione aumenta rispetto al
valore della pressione esterna e tale cresditaeare con la profondid.

In base alla legge di Stevino, la pressione in un fluido intguiel campo di gravit
dipende solo dalla profondit qualunque sia la forma del recipiente, a condizione che
le varie regioni del fluido siano fra loro comunicargiguesto il cosiddettprincipio
dei vasi comunicanti Questo fattoe illustrato nella figura 1.8 che mostra come la
pressione ha lo stesso valore in tutti pumtb, ¢ e d che si trovano allo stesso livello,

e ha ha un valore (maggiore) nei purti B e C che sono sul fondo del recipiente
bagnato dal fluido. Invece, dato che il fluido nell’ultimotsee¢ a destra del recipiente
e di densid maggiore di quello che riempie il resto del recipiente, Hespione nel
puntoD e maggiore di quella negli altri punti sul fondo del recigin

@
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Figura 1.8 In tutti i punti che sono alla
stessa quota di un fluido in quiete, la
pressione uguale. Invece, in fluidi
diversi la pressioné differente anche in
punti aventi la stessa quota

aria

acqua

Figura 1.9 Pressione nell’aria e dentro
I'acqua sulla superficie terrestre
(qualitativo, non in scala)

PARAGRAFO 1.4: Misura della pressione nei fluidi in quiete 9

pressione atmosferica

D

La relazione che esprime la legge di Stevin@ pssere estesa facilmente anche nella
zona al di sopra della superficie libera del liquido d@veresente I'aria. Se con-
sideriamo una regione sufficientemente bassa da potenemtainiforme la densit
dell’aria, perz > 0 avremop(2) = paia € quindi I'integrazione dell’equazione di
equilibrio nell'aria conduce alla soluzione:

Po — Pn,092, z<0,
P(2) =
Po — Dariad Z, z> 0.

L'andamento qualitativo della pressioiaz) nell’aria e dentro I'acqua vicino alla
superficie terrestre mostrato nella figura 1.9. Nell'aria quindi la pressiomaiduisce
con la quotaz > 0). In base ai valori della denaitin condizioni standarg,o =
998 kg/m® € Faria = 1.2 kg/m?, la rapiditx di variazione diP con la quota nell’aria
circa un millesimo di quella nell'acqua.

La soluzione nell'aria basata sull'ipotesi di deasihiforme diventa tuttavia inac-
cettabile pee grande in quanto la pressione diventerebbe negativa, & ahpossibile.
In real, il nostro modello di fluido con denaitiniforme nore adeguato a descrivere
I'aria su grandi distanze, dell’ordine dei chilometri. ltte, anche I'ipotesi di consid-
erare il campo di gravt costante, con il valore d@j preso al livello del mare, deve
essere abbandonata se vogliamo studiare I'equilibricadielbsfera attorno alla Terra.

m Misura della pressione nei fluidi in quiete -

—~ P~0

»)

Patm

Figura 1.10
Barometro a colonna di mercurio

Un’applicazione importante della relazione che lega lssgicme con la quota e con
la densi& uniforme del fluido in un campo di forze pure uniforequella degli
strumenti per la misurazione della pressione basati stnoeldi liquido. Il principio
di funzionamento su cui si fondano questi strumergiuttosto semplice.

Lo strumento pi semplicee costituito da un tubo pieno di mercurio, che viene
rovesciato in una vaschetta contenente lo stesso liquadentio in modo che si formi
il vuoto nella parte superiore chiusa del tubo, come mastrelia figura 1.10. Essendo
la tensione di vapore del mercurio a temperatura ambienti® inassa, si pbiritenere
nulla la pressione nell’'estreraitsuperiore chiusa del tubo per cui I'altezzalella
colonnina di mercurio nel tubo rispetto alla sua superfibierh nella vaschetta permette
di misurare la pressione dell’arRyiz all'esterno. Questo strumento si basa quindi sul
fatto che il valore di una delle due pressi@mota e gli strumenti di questo tipo sono
chiamatibarometri.

Il legame fra la pressione esterRasia € I'altezzah della colonnina di mercurio
nel barometr@

Paria = pHggh.

Quando la pressione esterna vélgiz = 1.013 x 10° Pa, la colonna di mercurio
raggiunge un’altezzh = Paria/(pHgg) = 1.013 x 10°/(13550x 9.81) = 0.762m.

In relazione all'impiego di questo strumento sono introeldielle unid di misura
delle pressioni che sono molto usate in pratica. Una di gueatmosfera, indicata

@
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Figura 1.11 Manometro con tubo a U
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con atm, che la pressione media dell’aria al livello del mare e corrigp®al valore
1atm= 1.013x 10° Pa. Un’altra un@ della pressione il millimetro di di mercurio
che si indica coommHg ed e uguale alla differenza di pressione pari a un mm di Hg,
cioe 1 mmHG= 133 Pa. Questa ugie detta anchéorr, in onore di Torrricelli che

fu I'inventore del barometro. Infine un’ultima ugiper le pressioni che si incontal
bar, cheé semplicemente una “versione intera” di 1 atnéetkfinita da 1 bae 10° Pa.

Una seconda categoria di strumenti per misurare le prasserfluidi in qui-
ete & costituita da un tubo a forma di U, riempito di un liquido,n@ mostrato
nella figura 1.11. Agli estremi del tubo esistono due pregsentrambe sconosciute,
di cui si vuole misurare la differenza. Gli strumenti di gieeipo sono chiamati
manometri e il liquido che si trova al loro interne dettoliquido manometrico. Gra-
zie alla legge vista nel paragrafo 1.3, la differenza di gilme AP misurata alle due
superfici libereg pari a

AP =7y Az,

dovey ¢ il peso specifico del fluido utilizzato nello strumento mewtz € la differenza

di altezza fra i due peli liberi. La pressione &@hiaramente maggiore laddove il pelo
liberoe pit basso e minore in corrispondenza dell’altro pelo libera.pPecisamente, se
indichiamo rispettivamente cdfy, z1 e Py, zp la pressione e la quota in corrispondenza
dei due peli liberi, possiamo scrivere che

Po—PL=%(z1—2),
da cui
PP+yvz=Pi+7y2z.

Esistono numerose versioni di questo tipo di strumentirsfamzione della geometria
deltubo, sia del sistema utilizzato per la lettura, siaideitlo manometrico utilizzato.

Un esempio importante, per la sensililitaratteristica dello strument®,quello del
manometro di Betz in cui all'interno di uno dei due rami del tubo a & presente

un galleggiante cué appesa una scala graduata opportunamente tarata. Lma lettu
viene effettuata attraverso un oculare che ingrandisazala graduata permettendo di
apprezzare variazioni di altezza dell’ordine dei due déedimmillimetro. Se il liquido
manometricoe acqua in condizioni normali, la sensikilidello strument@ pari a
VH,0AZ = 9.81 x 998 x 0.0002= 2 Pa.

Due sono i difetti principali dei manometri a liquido risfmeti piu diffusi tras-
duttori di pressione: da una parte la lentezza intrinsedk disposta, dall'altra
I'impossibilita di asservirli a un calcolatore digitale.

m Equilibrio dell’atmosfera terrestre -

Figura 1.12
Campo di gravé attorno alla Terra

Il campo di gravid della Terra all'esterno della sua superficie, che suppuarneer
semplicit sferica e di raggia = 6 400 km, deriva dalla celebtegge di gravitazione
universale di Newtonedeé dato dalla relazione

2

ga“ .
g(r)=—r—2r, r>a,

doveg = 9.81 N/kg & sempre il campo di gravitsulla superficie della Terra menfre
rappresenta il versore radiale diretto verso I'esterno.

La condizione di equilibrio di un fluido in questo campo digta si scrivea
quindi

2
ga” .
VP+,or—2r=O.

@
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Patm P(r)

Figura 1.13 Andamento della pressione
nell’atmosfera con temperatura assunta
uniforme

PARAGRAFO 1.5:  Equilibrio dell'atmosfera terrestre 11

Data la simmetria sferica del campo di foreegonveniente riscrivere questa relazione
in coordinate sferiche, per cui la relazione vettorialediice all’equazione scalare

dP ga?

T + —s = 07

ar P2
dove entrambe le variabiP e p dipenderanno solo dalla distanzalal centro della
Terra. Ricordiamo che il problema studidg@omunque all’esterno della Terra, ossia
perr > a.

La soluzione del problema dell’equilibrio dell’aria dipgminoltre dalla legge con
cui varia la temperatura dell’atmosfera con la quota. In priga approssimazione
si pw ritenere che la temperatura sia costante mentre una seeppdossimazione,
valida in alcuni intervalli di quota limitati, consiste fiassumere un andamento della
temperatura lineare con la quota.

Atmosfera con temperatura uniforme

Se la temperatura dell’atmosferapeassere considerata uniforme, abbiamo la cosid-
dettaatmosfera isoterma Supponendo che il comportamento termodinamico del gas
costituente I'atmosfera sia descritto in modo adeguatiedalazione di stato dei gas
ideali, avremo

Pv = P/,O = RariaTs

dovev indica il volume specifico (massa per uniti volume) eRyria = 280 n?/(s?K)

¢ la costante dei gas perfetti dell'aria. Nel caso di tentpeaacostante, cioseT = T,
guesta legge dei gas fornisce un legame diretto fra le duabitarP e p per cui
potremo ricavare immediatamemtéP) = P/(Rarial ). Sostituendo nell’equazione di
equilibrio si ottiene

dP  ga’? P
-+ ==
dr Rarial T

La costante22= ha necessariamente le dimensioni di una lunghezza e pelisigénp

ra

conviene indicarla sinteticamente come- 22—. L’equazione diventa allora

ria

dpP P
= b,
dr r2
ede a variabili separabili, per cui,
dpP dr
— =-b—.
P r2
La sua integrazione immediata e fornisce

P b|"
(In P)‘Patm: r|.
a

dove Py indica la pressione atmosferica sulla superficie dellaaleialutando le
funzioni agli estremi si ottiene

P b b

Pat m r a

da cui, risolvendo rispetto B:

b_b __br-a
P(r) = Pymer a = Pyme ~a perr > a.

@



| Auteri e Quartapelle: FLUIDODINAMICA. Capitolo 1 - pagina 12 Settembre 28, 2007 @

12

CAPITOLO 1 Statica dei fluidi

ISBN XX-abc-defg-h

Si vede che la pressione decresce dal vaRyig sulla superficie terrestre al valore
Pame /2 = Pyme 93/Raial (positivo) perr — oo, ossia a grande distanza dalla
Terra.

Se si considera una regione limitata vicina alla superfieieestre, allora con-
viene introdurre la quota = r — a « a, cod che nel denominatore dell’argomento
dell’esponenziale si pairapprossimarecon il raggioca della Terra. Intal caso risultar

P(z) = Pyme %%, per 0<z < a,

2 T .. -
dovezs = % = Rarial rappresenta lacala delle altezzdipiche per cui si hanno

variazioni apprezza%ili della pressione nell’atmosfe@eérma vicino alla superficie
terrestre. La diminuzione esponenziale della pressiolfatmeosfera isoterma con la
quotaz e all'origine della denominazione dimosfera esponenziale

Atmosfera con temperatura lineare con la quota

Pit complicatoe I'andamento della pressione nelle zone in cui la tempexaleil'aria
varia con la quota. In certe zone dell’atmosfera la tempeaatlipende in modo
allincircalinearecon la distanzadal centro, per cui si guconsiderare un’approssima-
zione locale del tipo

Tr) =Tl + e —r1)],

dove Ty € il valore della temperatura a una determinata distanza r1 mentre
a € proporzionale al gradiente verticale della temperatwléarzona considerata.
Utilizzando allora I'equazione di stato

P
" Rarial (1) RaaTa[l + o —ry)]’
nell’equazione di equilibrio in direzione radiale si ottee
dpP P
—=- ,
dr [1+ar —rp]r?

p(P,1)

doveb; = gaz/(RariaTl). L'equaziones ancora a variabili separabili per cui

d_P__b dr
P~ 'Itar —rplr2

e l'integrazione dei due membri conduce alla soluzione

P r dr
In — = —b1 5>
P1 rn [L+al —rplr

dove Py ¢ il valore della pressione per= r1. Il calcolo dell'integrale nel secondo
membro po essere affrontato ricorrendo alla tecnicaldcomposizione in frazioni
parziali i cui dettagli analitici sono descritti nel prossimo esempin ogni caso,
risolvendo rispetto & si ottiene

—b v dr
P(r) = Pre -/ e

oV A CH TN Metodo di decomposizione in frazioni parziali

Calcolare I'integrale

r dr
n [1+a —r1)] r2

mediante il metodo di decomposizione in frazioni parziali.

@
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PARAGRAFO 1.6: Caratteristiche dell'atmosfera terrestre13

Soluzione Questo metodo si basa nella riduzione di un rapporto franpoii il
cui denominatore almeno di secondo grado, ma fattorizzato in polinomi ddgra
inferiore, alla somma di frazioni di polinomi con denomima di grado inferiore. Nel
caso considerato, un fattore del denominatoren quadrato per cui la somma delle
frazioni della riduzione deve contenere due termini @ skl tipo

1 B A B
[I4+a@r —r)]r2  1+a —ry) r

C
+ r_27
doveA, B eC sono delle costanti da determinare in modo che 'uguaghianecedente
sia verificata identicamente. Facendo denominatore cosiwttene I'equazione
A2 4 B[l +a( —r)lr +C[1+a(r —rp] =1,
che si riduce alla seguente forma
(A+aB)?+[(1—ar)B+aClr + 1—ar))C—1=0.

Affinché questo polinomio di secondo grada isia identicamente nullo devono essere
soddisfatte le seguenti tre equazioni

A4+aB=0
1—ar))B4+aC =0
l—arp)C=1

La soluzione si ottiene facilmente ed

o? o 1

(1—ary)?’ (1—ary)?’ 1—oarg

Introducendo la costante= 17—10”1 la decomposizione ricercata si p#crivere

1 a?k? ak? k

L+at —mlr2 Tiar 7 T

e quindi l'integrale richiesto sarcalcolato come

f dr _ff[ a?k? ak2+ k}dr
ry [1+O{(r _rl)]rz B ry %‘I’ar r r2

r

r

=ak2[ln | + ak| —Inr]

ry r I‘]_.
Valutando le funzioni agli estremi si ricava
r dr —a ri 1-4
= In‘ r 1—ar —‘ -—T
n [1+ar —r)lrz  (1—ary)? ar +(1-ea 1)r (1—aryry

L'andamento della pressione nel tratto di atmosfera inatémperatura varia in modo
lineareé quindi:

ba(1— %)

bloz
M|\ 0=z
Pr)y=P 1- — | @-erp) — .
(r) 1 jar, + ( ozrl)r ‘ exp[(l—al’1)l’1:|

@
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m Caratteristiche dell’atmosfera terrestre 1R

Figura 1.14 Andamento della
temperatura (sinistra) e della pressione
(destra) nell'atmosfera terrestre in
funzione della quota

Abbiamo fin qui esaminato le propriethe caratterizzano uno strato di gas perfetto
soggetto aun campo gravitazionale come quello terresta@ap siano soddisfatte certe
propriet sulla distribuzione della temperatura con la quota €ssere interessante, a
questo punto, una breve panoramica sulla strutturaadielbsferadella Terra.

L'atmosferae quel sottile strato di gas, una miscela composta printipate di
azoto e ossigeno, che circonda la Terra. Lo spessore dalidiéerae dell’ordine di
100 km ede quindi molto piccolo rispetto al diametro della Terra. th@sfera non
€, come si potrebbe pensare, un tutt'uno omogeneo ma paaseatstruttura a strati
caratterizzata sia dall’andamento della temperaturaala distribuzione delle varie
componenti chimiche presenti alle varie quote.

Lo strato pu vicino alla superficie terrestre, quello all'interno delade avviene
la maggior parte dei fenomeni meteorologiidettotroposfera. Essa si estende dall
suolo fino a un’altezza di circa 11 km. In questo strato la terafura ha un andamento
approssimativamente lineare e decresce con la quota catamdi circa & K/km.

All'altezza di circa 11 km inizia uno strato caratterizzata una temperatura
all'incirca costante con la quota chiamé#topopausa La temperatura nella tropopausa
assume il valore di circa 216 & —57°C.

Per altezze maggiori, la temperatura inizia ad aumentaseafima quota di circa
50km. Questo straté denominatcstratosfera. A cavallo fra la tropopausa e la
stratosfera si trova lo strato di ozono, anche dettonosfera una fascia di gas ricca di
una molecola composta da tre atomi di ossigeno, detta appaoho. L'ozonosfera
importante per la vita e per la salute umana péin grado di schermare la superficie
terrestre dai raggi ultravioletti provenienti dal Sole.

z [km]

A

ionosfera (400 km)

00 | termosfera s

80 t
70 T mesosfe

60 T
5o | stratopausa

40 t
30+ Stratos
20 | (ozono)
tropopausa
101 tropos T[°C] P [Pa]

—60°—40° —20° 0° 2C° 0 40 80

Al di sopra della stratosfera abbiamo un sottile strato inlauemperaturae uni-
forme, edée chiamatcstratopausa La stratopausa si trova a circa 50 km dal livello
del mare. Successivamente la temperatura riprende a dimimellamesosferafino a
un’altitudine di circa 80 km. La mesosfegal piu freddo degli strati dell’atmosfera. A
sua volta suddivisain due zone: in quella sottostante la tempexdtorinuisce con un
rateo di 28 K/km, nell’altra con un rateo di 2 Kkkm. Al di sopra della mesosfera&iun
ulteriore strato di gas in cui latemperaterapprossimativamente costante con la quota,
la mesopausaSuccessivamente la temperatura riprende a salire teefteosfera. Se
negli strati inferiori dell’'atmosfera la concentrazioriedoto e ossigené all'incirca
costante con la quota, nella termosfera si ha un effettadiifitazione che rende le
concentrazioni non uniformemente distribuite. Occorgiaggere inoltre che, a causa
della forte concentrazione di molecole ionizzate, la patgeriore dell’atmosfera
detta ancheonosfera La struttura dell’atmosfera terresteeriassunta nella tabella
seguente.

@
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PARAGRAFO 1.7:  Forze di galleggiamento: legge di Archimede15

Tabella 2. Caratteristiche dell’atmosfera terrestre.

dT r K
Strato z [km] 4z [km] T [K]
lonosfera 400
Termosfera
86 180
-2.0
Mesosfera 71
-2.8
51
Stratopausa 0
47 271
2.8
Stratosfera 32
(Ozono 1
20
Tropopausa 0
11 216
Troposfera —-6.5
0 288

m Forze di galleggiamento: legge di Archimede B |

Figura 1.15 Corpo solido di volumé/;
immerso in un fluido in equilibrio

E molto frequente I'esperienza di osservare corpi che ggidemo all'interno di un
fluido, si pensi ad esempio a una nave in porto oppure a umgathio nell’aria. Poick
questi corpi, in quanto dotati di massa, sono soggetti allzafpeso, la loro condizione
di equilibrio indica la presenza di un’altra forza che eipud il peso, dettdorza di
galleggiamentqchee nota anche con il nomesjpinta idrostatica. E anche esperienza
comune il fatto che la spinta idrostatica dipenda dallamedel fluido in cuie immerso

il corpo. Un tronco d’albero galleggia nell’acqua ma non’agh, pur essendo il suo
peso sempre lo stesso.

Il problema che abbiamo di front quello di determinare I'enéitdella spinta
idrostatica esercitata da un fluido su un corpo immerso Jenad cui Archimede diede
risposta pil di duemila anni fa.

Consideriamo un fluido soggetto alla forza peso perauditvolume, dovuta al
campo di gravi, data deo(r) g(r). Supponiamo che nel fluido sia immerso un corpo
di volumeV, e di superficiex; e che esso sia in condizioni di equilibrio, come mostrato
nella figura 1.15.

Detta alloraP(r) la distribuzione della pressione all'interno del fluido féaiza
agente sul corpo sardata dall'integrale esteso alla superficie chiGsalel corpo,
interamente bagnato dal fluido, della forza causata dakasgine agente su ogni
elemento di superficie, ovverosia:

Fdro = ﬂ P(r) A(r) dS,
<

dove f indica il versore normale alla superfic® del corpo, diretto verso il suo
interno, e quindi diretto verso I'esterno della regionewata dal fluido, in accordo
con la convenzione standard della direzione verso I'estpen ogni superficie chiusa
chee il contorno di una regione.

@
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Figura 1.16 Il corpo solidoV, ¢ tolto dal
fluido e il suo post@ riempito da fluido in
quiete come in tutta la regione
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La distribuzione della pressione all'interno del fluido eligle solamente dalla po-
sizione. In altre parole, in condizioni di equilibrio la pegone nore influenzata dal
fatto che nel fluido sia presente il corpo oppure che essmb@é il suo posto sia
riempito da una determinata quaatidel medesimo fluido supposto ugualmente in
equilibrio.

Per risolvere questo problema conviene allora procedesegalente esperimento
concettuale. Supponiamo di sostituire il corpo immerso gnnvolume uguale di
fluido della stessa natura di quello circostante, come ratostiella figura 1.16. La dis-
tribuzione della densite della pressione nel fluido aggiunto saranno analoghdle que
del fluido circostante in condizioni di equilibrio per quarppena detto. Indichiamo
conz(r) la densi e conP(r) la pressione nel fluido in questa configurazione virtuale
da noi immaginata. Con esgastata quindi ripristinata virtualmente la contirguitel
fluido che erainizialmente violata dalla presenza del cofpoviamente, in ogni punto
r allesterno del volum&/; del corpo risulte P(r) = P(r) e 5(r) = p(r).

Nel nostro esperimento immaginario possiamo applicacpiBzione della statica
dei fluidi in ogni punto del fluido, anche all’interno dellagiene V. originariamente
occupata dal corpo. Possiamo peérscrivere I'equazione di equilibrio, sia in forma
locale

—VP(r) + (r)g(r) = 0.

sia in forma globale che, nel caso particolare del volisyiesaa data dall'equazione
seguente

—# f’(r)ﬁc(r)ds+fff A1 g(r)dV =0,
S Ve

dovenc(r) e il versore normalescente dalla superficies; del corpo.

A questo punto ricordiamo quanto osservato in precederdegehe la distribuzione
di pressione nel fluido in condizioni statiche all’esterred @olumeV; non dipende
dalla presenza o meno del corpo e quindi il suo valore suliericie S di V; saa
lo stesso nel caso reale e nell’esperimento immaginariaire Gstata ripristinata la
continui@a del fluido. Avremo pertanto:

Fidro _ # P(r)Ar) dS = # P(r)A(r)dS= —# P(r) fie(r) dS,
S S8 -

essendo ovviamente = —A¢. Ricavando l'integrale di superficie dall’equazione di
equilibrio relativa al volumé/; del fluido virtuale e sostituendo nell’'ultima relazione,
si ottiene quindi

Foro = — f//v A(r) g(r) dV.

Pertanto il fluido esercita sul corpo immerso una forza&bpposta (e ha lo stesso
punto di applicazione) del peso agente su una queaiifo stesso fluido atta a riempire
il volume del corpo considerato. Questa leggeaota con il nome dprincipio di
Archimede.

Un caso particolarmente importante di questa legge si hadquka densé del
fluido € uniforme, ossi@(r) = p, edé uniforme anche il campo di gra&itcome ad
esempio il campo di grawtterrestre vicino alla superficie della Terra, di modo che
g(r) = —g 2. In questo caso risulta

N R R

@
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Se introduciamo la massa di fluido spostata dal corpo di veMgcioe mf.vc =7V,
Fe  Fe Fe e il peso della massa di fluido spostata dal covpoche indichiamo con m.f.,, =

& y m.f.,, g, otteniamo

idro __ 5
777777777777777777777777777777777777777 Fc ™ =pmf, 2
Figura 1.17 La spinta di galleggiamento dove si deve notare che il verso della spinta idrostaticatagail corpe verso l'alto.
non dipende dall'orientazione del corpo  Quindi, la spinta di Archimede dipende solo dal volume depoce non dalla forma
nel fluido né dall'orientazione del corpo nel fluido, come illustratdl@égura accanto.
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CAPITOLO 2

Equazioni della
dinamica dei fluidi

Introduzione In questo capitolo si introducono inizialmente i concettietnatici
fondamentali per lo studio del moto deifluidi. Successivataga partire da determinati
principi fisici si deducono le leggi fondamentali della dimaa dei fluidi, esprimendole
in forma matematica mediante gli strumenti del calcoloatdéhziale vettoriale.

m Rappresentazione del moto di un fluido -

Supponiamo che una regione dello spazio tridimensionaleiesmpita da un fluido,
un liquido o un gas, il qualeé in movimento. Tale moto guessere descritto in due
modi diversi. Si potrebbe tentare di determinare la poeei® = R(a, b, c,t) in
ogni istante di tempo di una “particella” del fluido che si trovava nel punia, b, )
allistante inizialet = 0. Questce il punto di vista lagrangiano. In alternativa, si
potrebbe tentare di determinare la veladitr, t), la densia p(r, t) e altre variabili
fisiche come la pressior(r, t), in ogni istante e in ogni punta = (x, y, z) della
regione occupata dal fluido. Questail punto di vista euleriano.

Noi considereremo il secondo metodo e descriveremo pertiamioto del fluido
mediante la funzione (vettoriale)

u=u,t)
che fornisce la veloditdel fluido in ogni punto = (x, y, z) della regione.

Il campo della veloc# u(r, t) ci dice quindi come si muovono tutte le particelle
del fluido in ogni istante. Di solito la determinazione di gteecampce il nostro
obbiettivo principale, che in generale risulta essereaitp difficile. Nel sistema di
coordinate cartesiang/z le componenti della velo@tu saranno indicate cam v, w,

ovverou = UX+ v Y+ w2, per cui I'espressione precedertana forma compatta per
rappresentare le tre relazioni seguenti

u ZU(X, ya Za t)a v = U(X, yv Za t)5 w ZU)(X, y5 Zv t)

Correnti di tipo particolare

Esistono alcune classi di correnti con caratteristichéqudari, che sono pi semplici
del caso generale fin qui considerato.
Una corrent@ chiamatatazionariase risulta
au(r,t
(r,t) _0
at
per cuiu dipende solo da, ovvero

u=u().

In altre parole, fissato un punto qualsiasi dello spazio,el@cita € costante sia in
modulo sia in direzione.

Una corrent@ dettapiana o bidimensionalese il campo della velodte della forma
u=[ucxy,t,vxy,1),0]

ovvero seu € indipendente da una coordinata spaziale (qui la cooalz)a non ha
componente in quella direzione.

Infine una corrente stazionaria e bidimensionalesee della forma

u= [U(X, Y)a U(X, y)v O]

@
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Figura 2.1
Campo della velocit del moto di
rotazione rigida attorno all'asse

m Campo di velocita della rotazione rigida

Come semplice esempio di moto stazionario consideriamauigofin moto con una
velocita di rotazione angolare costanfe attorno all'assez. Se il moto rotatorice
come quello di un solido in rotazione, allora il campo dekéocita del fluido rotante
con velocif angolare€? = 2 2 saa

ur) =2 xr =ux,y) = -y X + 2x7J.

Siccome la velocée la stessa in tutti i piani normali all’'asge la componentedella
velocita e nulla, il campau pud essere considerato come un campo vettoriale piano.

Alcuni vettori di questo campo sono mostrati nella figura 2.1
||

O\
PRI
4/// NV

\\
\i\\,///

Tutti gli esempi mostrati sono idealizzazioni. Nessunaate reale poessere esatta-
mente bidimensionale o perfettamente stazionaria. Tia{tasnsiderando ad esempio
la corrente attorno a un’ala di grande apertura e seziogedrsale uniforme, potremo
ritenere che essa sia approssimata in modo adeguato da weatedidimensionale
attorno alla sezione tranne che in prossiniélle estremit alari.

m Velocita della rotazione rigida in coordinate cilindriche
A causa della sua “struttura cilindrica” il campo di veléciella rotazione rigida
considerato nell’'esempio & descritto in modo naturale utilizzando le coordinate
cilindriche (R, 6, z), dove R indica la distanza del puntodall’asse di rotazione.
In queste coordinate un generico vettore espresso mediante la relazione
v=vR|§+v99~|—vzi.
Il campo della veloci della rotazione rigida samllora dato da
ur) = up(r)d = ug(R) 6 = 2RI,

dove si deve ricordare che il versafeglcome pureR) non e costante poidhla sua

direzione dipende dall’angoi ovverod = 0(6).
||

Linee di corrente

Per descrivere le correrdiutile introdurre il concetto di linea di corrente. Utiaea

di corrente di un campo di velociu(r, t) € una curva avente la stessa direzione del
vettoreu in ogni puntor del fluido in un istante di tempo determinatdn altre parole,

le linee di corrente sono semplicemente le linee del camgporiade nel caso particolare
del campo di velocit istantaneai(r, t). Allora, dal punto di vista matematico, una
linea di correnteS(p) = [X(p), Y(p), Z(p)] del campo di veloca u(r, t) pud essere
ottenuta risolvendo I'equazione differenziale ordinaria

ds
d_p = A(p)u(St)

@
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PARAGRAFO 2.1: Rappresentazione del moto di un fluido21

nella funzione incognit&(p), doveA(p) € una funzione arbitraria la cui forma de-
termina la scelta della parametrizzazione della curva. s@uequazione vettoriale
esprime la condizione che la cur&= S(p) sia parallela in ogni punto al campo
di veloci@a u(r,t). Esplicitando le componenti cartesiane, si hanno le segtren
equazioni differenziali scalari

dx
— =X XY, Z,t
dp (p)u( L] ) )a

dy

— = X,Y, Z,1),

dp (p) v( )

dz

— = X, Y, Z,1),

dp (p) w( )

che sono accoppiate fra loro. Una scelta possibile del patranper descrivere la
curvae prendere come variabile indipendente del sistema diffésée una delle tre
coordinate, ad esempig supponendo che sia 0. In questo modo si gueliminare

la funzione arbitraria (p) dal problema dividendo fra loro le equazioni e ottenendo il
seguente sistema di due equazioni

dY o Y,Z,H) dZ  w(x,Y.Z,1)

dx  ux,Y,Z, )" dx  uxY,Z )’

nelle due incognit& = Y(x) e Z = Z(x). La risoluzione di questo sistema in un
determinato istantefornisce le linee di corrente in quell’istante.

Nel caso di campo di veloditstazionariou = u(r) le linee di corrente non
dipendono dal tempo e sono anche chiantatere integrali del campo vettoriale.
Esse sono definite dal sistema

ds
dp AP US)

che, espanso nelle componenti cartesiane, assume la forma

4
— = Ap)w(X,Y, Z).

dX dy
— =ApuX,Y,Z2), ——=rxpvXY,2Z), dp

dp dp

Nel caso di correnti in due dimensioni coiir,t) = u(x,y,t)X + v(x,y,t)y
(problemi piani) le linee di corrente sono definite$la) = [X(p), Y(p)] e si otten-
gono risolvendo il sistema di due equazioni

dX dy
i AP u(X, Y, 1), i A(P) v(X, Y, 1).

L'eliminazione della funzione arbitraria( p) legata alla parametrizzazione conduce a
una singola equazione differerenziale:

dy u(x,Y,t)
dx — u(x, Y, t)’

nella sola funzione incognitéd = Y (x). Nel caso di corrente stazionatia= u(r) =
u(x, y) X+ v(x, y) ¥ questa equazione si semplifica in

dy _u(x,Y)
dx  ux,Y)

Un esempio delle linee di corrente (di una sezione) del cagnpelocita del vento che
soffia in modo stazionario sopra una collianostrato nella figura 2.2.

@
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Figura 2.2 Il campo di velocia del vento
che soffia sopra una collina

m Linee di corrente del campo di velocia di rotazione

Determinare le linee del campo di velaciella rotazione rigida = 2(—yX + x9)
dell'esempio 1.

Soluzione Le linee del campo soddisfano I'equazione differenziale

dy uw(x,Y) = 2x X

dx _ux.Y) —@Yy Y

Possiamo separare le variabili di questa equazione pereote
YdY = —xdx.

L'integrazione allora fornisc&?/2 = —x2/2 + C, ossiaY? + x? = 2C. Quindi le
linee del campo sono dei cerchi con centro nell'origine nehpxy, come si vede
chiaramente dal disegno del campo dei vettori nella figut&2.ome: mostrato nella
figura 2.3. Se si consideracome campo vettoriale nello spazio tridimensionale, le
linee del campo sono circonferenze nei piani orizzontalicentro sull’'asse:

x2+y?=C;,  z=Ca

G
-

&

Figura 2.3 Linee di corrente del campo
di moto della rotazione rigida
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Traiettorie

Un modo semplice di seguire le correnti non stazionare stsiel marcare una
particella del fluido in modo da poterla riconoscere da tldtaltre e seguire poi il
suo moto registrando la sua posizione negli istanti susdedssistono diversi modi
per realizzare la marcatura maathe rende utile questa tecnieda possibilié di
registrare agevolmente la posizione della particella atar@d esempio mediante una
macchina fotografica o addirittura una videocamera. Datgdnvista matematico le
posizioni successive della particella costituiscono katsaiettoria R = R(t) che si
ottiene risolvendo il seguente problema del moto

dr =Uu(R,t)
dt - bl 9
R(0) = Ro,

con la velocia della particella data dal campo di velaait(r, t) del fluido. Nel caso
di corrente non stazionaria, le traiettorie delle varietipale p = 1,2,3,... che
passano nello stesso purl®p in istanti diversit; < to < tz... sono differenti in
quanto le funzionRp(t) corrispondenti soddisfano la medesima equazione differen
zialedRp/dt = u(Rp, t) malaloro condizione inizialé specificata in istanti di tempo
diversi: R1(t1) = Ro, R2(t2) = Ro, R3(t3) =Ry, . ...

Nel caso di corrente stazionaria, 'equazione della ti@iiete soluzione del prob-
lema

dR
H = U(R),
R(0) = Ro.

e quindi, fissato il punto di parten®y, la stessa funzionB(t) caratterizza la sola
traiettoria passante p&y, indipendentemente dall'istante di tempo iniziale scpko

la sua rappresentazione parametrica. Si noti che la divezangente alla cura(t)

e parallela alla direzione della velagiin ogni punto, per cui nelle correnti stazionarie
le traiettorie coincidono con le linee di corrente.

Curve di emissione (streakline)

Un terzo modo utile per descrivere il moto dei fluidi consiséd marcare in istanti
di tempo successivi le particelle del fluido che passano parnico punto fissae,
chiamatgpunto di emissione Il rilevamento delle loro diverse posizio&poi eseguito
collettivamente a uno stesso istante di tempo. La desoezinatematica di questo
procedimente la seguente.

Supponiamo di marcare in vari istanti di tempo successiw, . . ., t le particelle
di fluido che passano per uno stesso pugtdNel caso di una corrente non stazionaria,
le particelle marcate si muoveranno percorrendo ciascoadraiettoria diversa. In-
dicando le traiettorie delle varie particelle con le fumii®s(t), Ra(t), ... Rk(t),
queste saranno soluzione dei seguenti problemi ai valiaiain

dRq dRy dRk
dt u( 1’ )’ dt u( 2’ )’ o dt u( k’ )’
Ri(t1) =re; Ra(tz) = re; Rik(tk) = re;

La curva di emissione chiamata in inglesstreakline, € la curva formata dalla po-
sizione delle particelle in un determinato istante di terhpe tx chee lo stesso per
tutte le particelle. Quindi la curva di emissione all'istah & data dall’insieme delle
posizioni

{Rk(). Re—1(t), ..., Ra(t), Re(t) }

@
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Nel caso di correnti stazionarie, le particelle marcatepueltor ¢ si muoveranno tutte
sulla medesima traiettoria. Infatti, indicando sempre Ra(t), Ra(t), ... Rk(t) le
traiettorie delle varie particelle marcate nel pundmegli istanti di tempo successivi,
queste funzioni saranno soluzione dei seguenti problemalari iniziali, per p =
1,2,....k

dRp
T e U(Rp), Rp(tp) e re.

Siccome il campo di velo@tu(r) non dipende dal tempo, tutte le soluzioni possono
essere ricavate dalla prinky (t) mediante un semplice cambiamento dell’origine del
tempo e avremo

Ra(t) = Ri(t — (t2 — t1))
R3(t) = Ri(t — (tz3 — t1))

Rk—1(t) = R1(t — (tk—1 — t1))
Rk(t) = Ri(t — (tk — t1))

Di conseguenza la curva di emissione della corrente stadeosaa data da
{R1(t—(tk—t1)), Re(t—(tk—1—11)), ..., Ra(t—(t3—t1)), Ra(t—(t2—t1)), Ra(t) }
ovvero
{Re((t—t)+t1), Re((t—tk—1)+t), ..., Ri((t—t3)+t1), R1((t—t2)+t1), Ra(D) }
Queste posizioni sono semplicemente i punti in istantimige successivi della traiet-

toria passante peg al tempa;. Pertanto nelle correnti stazionarie le linee di emissione
coincidono con le traiettorie e quindi anche con le lineeadiente.

m Equazione di conservazione della massa -

N

240

Figura 2.4 Volume di controllo le linee
istantanee di corrente del moto del fluido
al tempot

Mostriamo ora come alcune leggi fisiche fondamentali nedadil moto di un fluido
possano essere tradotte in equazioni matematiche equtivaé® mezzo del teorema
della divergenza. In tutta la nostra analisi supporremolahelocitiu, la densia p

e la pressiond® siano funzione della posiziorree del tempd, ovvero,u = u(r, t),

o = p(r,t), etc., e che dipendano con regolauia tutte queste variabili. Supporremo
che il fluido sia costituito da una sola sostanza caratigtdzda propriet definite, nel
senso che escludiamo dalla nostra analisi miscele di flineirsi e fluidi nei quali si
possono verificare reazioni chimiche.

Consideriamo una superficie chiusa immagin&entro il fluido e che delimita
una determinata regioné dello spazio, come mostrato nella figura 2.4. La superficie
S e detta “immaginaria” in quanto non costituisce in nessum@nona barriera al
movimento del fluido. Tale superficéefissa nello spazio e non si muove con il fluido.
Il moto del fluido e in generale instazionario per cui il campo di velaai(r,t")
allistantet’ > t, mostrato nella figura 2.5 sam generale diverso da quello all'istante
t, u(r, t), mostrato nella precedente figura 2.4.

La legge diconservazione della massafferma che un fluido non guessere @
creato @& distrutto da nessuna parte, ovvero che non esistérsorgenti 8 pozzi per
la massa del fluido. In termini quantitativi tale legge padilora essere espressa nel
modo seguente: la rapiditi variazione della massa di fluido contenuta nella regione
V e uguale alla rapidit con cui il fluido entra iV attraversoS. Per fluidoentrante
intendiamo la quantitnetta di fluido che entra irV.

@
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Figura 2.5 Volume di controllo e
andamento delle linee di corrente
istantanee in un istante di tempo# t

Figura 2.6 Corrente di un fluido la cui
densit p(r) & non uniforme, ma pu
dipendere dalla posizione

PARAGRAFO 2.2: Equazione di conservazione della mass25

La massa di fluido in un elemento di volud¥ nella posizione = (X, y, z) al tempo
tepXx,y,zt)dV = p(r,t)dV, dovep € la densi (di massa), ovvero la massa per
unita di volume. Allora la massa contenutaMinal tempot & data da

Mv(t)=///vp(r,t)dv.

Se l'integralee calcolato in coordinate cartesiane, naturalmente aigult, t) dV =
o(X,y,zt)dxdydz Lintegrale sul volume/ € un integrale triplo, ma la presenza
dei tre simboli per indicare tale integrazione rende I'espione precedente piuttosto
pesante. Ruessere quindi conveniente semplificare la notazionezsitido un solo
simbolo di integrazione per cui scriveremo

JJ[av — [ av.

L'integrazione su un volum¥ di unafunzione di significascomporr¥ in tanti piccoli
volumielementarinVy, AV, ..., postirispettivamente nei pumti, ro, ..., in ognuno
dei quali la densit al tempd puo avere valor diversi, ad esempig = p(r1, t), p2 =
p(ra,t), ..., come mostrato nella figura 2.6. In altre parole, l'integeaia regione/
significa calcolare la somma di tutte le masse elemeptaii t) AVy + p(r2, t) AVo +
.... Notiamo che solo nel caso particolare di demsiniforme, indipendente dalla
posizione (e per sempliéitanche dal tempg)(r, t) = p, la funzione integranda puo
uscire dal segno di integrale e quindi risultsy = [, p(r,t)dV = [, pdV =75V,
doveV indica il volume della region¥'.

Introduciamo ora una convenzione per semplificare I'espoas degli integrali che
risulte@a molto comoda nel seguito, dove dovremo considerare mlfedjrfunzioni
alquanto complicate. Stabiliamo di scrivere gli integaoatiettendo I’ elemento di inte-
grazioneinfinitessmo a condizione di indicare esplicitamente il dominio di ingjone
come pedice del simbolo di integrale stesso. Useremo peranlteriore semplifi-
cazione notazionale

fov — .

Combinando assieme le due semplificazioni introdotte,ragrallora la riduzione

Mo =1,

Ricorrendo a questa notazione semplificata, la massa dofaddtenuta nel dominio
V al tempot sam scritta nella forma sintetica

My () =f p(r.b).
V

@
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Figura 2.7 |l fluido che attraversdS
nell'intervallo di tempaodt riempie il
volume del tubo disegnato

E importante ricordare che I'eliminazione del volume irtfisimo di integrazione
solo un espediente per scrivere delle espressiorfggilmente leggibili. In ogni caso,
siccome il dominio di integrazion®¥ compare di fianco al simbolo d’'integrale, la
presenza ddV a moltiplicare la funzione integrandacomunque sottintesa. Questa
presenza sottintesa ovviamente richiesta per potere garantire anche la tezeest
dimensionale della relazione. Ad esempio, il primo memlgitadelazione precedente
e unamassa e il secondo membro sembra essere unaderesita per uritdi volume)
solo se dimentichiamo chéesottintesa la presenza dell’elemento di volume infinitesi
dV difianco alla funzione integrangsr, t).

La massa contenuta nella regione fi¥saonsiderata cambia con una rapadihe
e espressa dalla sua derivata rispetto al tempe, cio

dMy(t)  d R
dt _Efvp(r’t)_/v ot

Si noti che la derivata ordinaria rispettd,gpassando sotto il segno d’integrale, diventa
parziale perch la massaMy (t) contenuta nel volum¥ & dipende solo dal tempo
mentre la funzione integrangsdr, t) dipende anche dalla posizione

Il volume netto di fluidouscente da V attraverso I'elemento di aredS, nella
posizioner, nell'intervallo di tempo da at + dt, & dato da

u(r, t) - A(r) dSdt,

dovei(r) e la normale unitaria in suSuscentedaV (vedi figura 2.7).

Di conseguenza la massa che attraveiSsandando verso I'esterno, nell’intervallo di
tempo considerate p(r, t) u(r, t) - A(r) dSdt e larapidita con cui la massa esce da
V attraversdS al tempot &

# p(r,Hyu(r,t)-A(r)ds.
S

Il cerchio sul simbolo di integrale doppio significa che laeatficie S considerata
chiusanel senso che essail contorno di un volumé/ finito, ossia contenuto in una
regione limitata. Anche il simbolo dell'integrale doppiagessere scritto in modo
semplificato utilizzando un solo segno di integrale, ovVéntegrale su una superficie
chiusa po essere indicato anche nel moda pemplice

#ﬁ(r)ds — ygﬁ(r)ds
S S

@
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Infine, sempre per migliorare la leggibdidelle espressioni, proprio come nel caso
dell'integrale di volume, si adotta la convenzioneodiettere I’ elemento di superficie
infinitessimo dS, a condizione che la superficie di integrazidhsia esplicitamente in-
dicata ponendo questo simbolo come pedice dell'integoakero si adotta la seguente
notazione semplificata

#ﬁ(r)ds — ygﬁ(r)ds — ygﬁ(r).
S S S

Ricorrendo a questa notazione, la ragidibn cui la massa esce WaattraverscS al
tempot sar indicata pil semplicemente con

yg p(r,oyur,t) - Ar).
S

La rapidita con cui la massentra in V € I'opposto della rapidit appena scritta dato
che la direzione del versorn(r) normale a qualunque superficie chiuSa, per
convenzione, sempre uscente dal volwhecchiuso d&.

L'espressione matematica della legge di conservaziorna ahelssa relativamente
al volumeV e quindi che 'aumento per uaitdi tempo della massa contenutd/imeve
essere uguale alla massa che nell'aidit tempo entra itV attraverso la sua frontiera
S, ovverosia

f ap(r,t) _ __(f'o(r’t) u(r, t) - A(r).
v ot s

Possiamo riscrivere la legge di conservazione della massaad forma pi facile da
leggere eliminando le variabili indipendemtie t dalle funzioni che si integrano, e
quindi scriveremo:

B
—’O:—‘(f,ou-ﬁ.
v ot s

Si dovrebbe comunque essere sempre in grado di ricosteymesenza delle variabili
da cui dipendono le varie funzioni in base agli operatoffiedénziali presenti nella
relazione e ai domini di integrazione indicati.

Utilizziamo ora il teorema della divergenza per sostitliirdegrale di superficie
del secondo membro con un integrale di volume:

ap
— = — V- (pu).
T /V (pu)

Quindi risulta

ap _
/V [E + V. (,Ou):| =0.

Questa equazione deve valere gealunque dominioV nel fluido.

D’altra parte, come @i visto nel capitolo 1 per la forma locale e la forma globale
della condizione di equilibrio, se una funzione contiffuaoddisfa/,, f (r) = 0 per
qualunque domini®/, allora f (r) = Oin tuttii puntir, in quanto, se esistesse un punto
ro tale chef (rg) # 0, ad esempid (rg) > 0, allora, per la continuit della funzione
f, essa sarebbe positiva in tutti i punti appartenenti a wrtsfericol con centro in
ro sufficientemente piccola ma con raggio positivo, perfq,ui (r) sarebbe maggiore
di zero. Applicando questo principio, si deve avere

dp
— +V-.(pu)=0
at+ (pu)

in tutto il fluido. Questa chiamataquazione di continuit del fluido. Essa esprime

la conservazione della massa in forma locale edlida sempre, per ogni tipo di fluido
e di corrente, nell'ipotesi di regolagidelle funzionjp e u.

@
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m Equazione della quantita di moto -

Esaminiamo ora I'equazione che governa il moto del fluidsakteriva dall’applica-
zione dellaseconda legge di Newtora ogni particella di fluido. In questo paragrafo
supporremo che il fluido siaon viscoso. Tale ipotesi rappresenta solo una prima
approssimazione delle propreaisservate negli esperimenti, per cuiavremo un modello
matematico semplificato, ossia idealizzato, del reale @ytamento del fluido.

La seconda legge di Newton, detta andbgge fondamentale della dinamica
afferma che in qualunque sistema di riferimeimer zial e la rapidi@a di variazione della
guantifs di moto (chiamata nei testi inglelshear momentum o anche pi semplice-
mentemomentum) di una particell& uguale alla somma delle forze agenti su di essa.
L'applicazione diretta di tale legge a una determinataipoezdi fluido in moviment@
un po’ complicata poich la sua quantit di motoe data dell'integrale sul volume della
particella e questsi muove nello spazio: di conseguenza il calcolo della rapidit
variazione della quantitdi moto della porzione di fluido considerata richiede desap
calcolare la derivata di un integrale su un volume in movitnendi forma variabile.
Questo argomento saaffrontato solo nel paragrafo 9.1; in particolare nel geato
9.4 la seconda legge di Newton auitilizzata in modo diretto per ricavare I'equazione
di moto del fluido.

In questo paragrafo seguiamo un procedimento leggermamtesd considerando
invece il fluido contenuto in un volumé fisso nello spazio. In ogniistantda quantia
di moto del fluido contenuto iV &

Qv(t)=f p(r,t)u(r,t):f pu.
\% \%

La quantia di moto del fluido contenuto nella regioNevaria con una rapidit

duiy _d [ [
dt _E/Vpu_/vat(pu)’

essendo la regioné fissa. Siccome il fluido contenuto W € costituito da porzioni di
fluido sempre diverse, la rapiditli variazione dQv (t) € causata in parte dalla quaatit
di moto che entra itV o esce d&/ attraverso la sua superfici&(la quantia di moto
del fluido che attravers8) e in parte da tutte le forze agenti sul fluido contenuto in
V. Queste forze comprendono:fteze di superficieagenti sul fluido inv attraverso

la superficieS le quali, essendo il fluido non viscoso, sono dovute all'agidella
sola pressione [le forze dovute alla viscasiel fluido saranno descritte e incluse nei
capitoli 5 e 10] e tutte Iéorze di volume esterne (come la forza gravitazionale o quella
elettromagnetica) agenti sul fluido. Esaminiamo separatéenciascuna di queste
cause di variazione dy (t).

La quantif di moto entra irV attraversds con una rapidé

—jﬁlpu(u-ﬁ).
s

La pressione agente sul fluido contenutd/irsi esercita attraverss nella direzione
della normale interna-f. Quindi questa parte della forza agente sul fluido non viscos
contenuto inv &

—%Pﬁ
S

Le forze di volume dovute a campi esterni (ad esempio il cadipgravita) sono
espresse in termini delfarza specifica g chee la forza per unit di massa. La forza
di volume totale agente sul fluido contenutodre pertanto

o
\%

@
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La seconda legge di Newton implica che

d . .
/—(pU)=—7§pU(U-n)—7§Pn+/pg-
v ot S S \

Questae I'equazione di bilancio della quartidi moto del fluido in forma globale,
riferita a una regione geometrida fissa. Come per la conservazione della massa,
vogliamo ora ricavare la forma locale del bilancio della mjita di moto, per cui
necessario trasformare i due integrali di superficie (dojppintegrali sul volumeV
(tripli). A tale fine, il teorema del gradiente fornisce imdigtamente

fpﬁ:/vp.
S \Y

Per quanto riguarda invece l'integrale contengntéu - i), none possibile applicare
direttamente il teorema della divergenza come abbiamo fat la conservazione
della massa, dato cheu & una quant# vettoriale. Possiamo tuttavia prendere le
sue componenti cartesiane e applicare il teorema dellag#inga a ciascuna di esse,
separatamente. Considerando, ad esempio, la compoxgenterero pu (u - ), il
teorema della divergenza implica

fpu(u-ﬁ):/V-(puu):/V-(upu)
s v %
=/\./[,ou-Vu-|-uV-(,ou)].

Sommiamo ora vettorialmente le relazioni relative allectvenponenti cartesiane della
velocitau, v e w, e otteniamo

fpu(u-ﬁ):/ [(pu-Vu+uV-(pu) X
s Y%
+ (pu-Vv+v V- (pw)y
+ (pu-Vw +w V- (pu)) 2]
=f [pu-Vuf(+pu-Vv)7~|—pu-Vw2
Y%
+UXV- (pu) +vY V- (ou) + w2 V- (pu)].

Abbiamo pertanto

yg,ou(u-ﬁ)zf [p(U-V)u+uV- (pu].
s v

La trasformazione dei due integrali di superficie in intdigdavolume conduce alla
relazione

f %(PU) +uV-(pu) +pU-Vyu+ VP —pg] =0.
VL

Sviluppando la derivata temporale del prodgttosi ottiene

[ du a
f,0——|—u—'0—|—uV-(pu)+p(u-V)u—|—VP—pg -0,
v ot ot

che permette dieliminare il secondo e il terzo termine aeéigrando in vini dell’equazione
di continui®, per cui abbiamo

0
/ [p—u +pU-V)u+ VP — ,og:| =0.
v ot

@
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Poicle la regioneV/ & completamente arbitraria, dobbiamo allora avere
au
ey +p(U-V)u+ VP = pg.
Dividendo questa relazione persi ottiene infine
au VP
—4+U-Vyu+—=g.
ot P
Questae I'equazione di motodi un fluido che si supposto idealmente non viscoso,
edé detta anchequazione della quantia di moto. Si osservi che essaun’equazione
differenziale alle derivate parziation lineare: il termine (u - V)u quadratico inu
mentre il termingVP)/p € non lineare a causa della presenza della variabile incognita
p nel denominatore.
m Sulle ipotesi di incomprimibilita e di viscosita nulla ||

L'obbiettivo principale delle discipline scientifickedi costruire modelli matematici
della reald. Anche in fluidodinamica, come abbiamo visto nelle pagine precedenti,
si introduce un certo numero di versioni approssimate o ridotte delle equazioni che
governano il movimento dei fluidi. In particolare, sono state considerate correnti di
tipo incomprimibile, oppure sono stati considerati moti di fluidi suppadgali nel
senso che s¢ supposto che la loro viscasie conducibilid termica possano essere
trascurate.

Queste due ipotesi di lavoro, da una parte I'incomprimibiditdall’altra viscosit
conducibilits termica nulle, hanno una natura fondamentalmente diversa ied
portante comprendere questa differenza per potere utilizzare i corrispondenti modelli
matematici entro i loro ristretti domini di validit

Fluidi ideali

Lipotesi di potere trascurare la viscasidel fluido e anche la sua conducilgiltermica

e normalmente indicata come ipotesi di ‘fluido ideale’, dal momento che qualunque
fluido ha viscosi e conducibilia termica diverse da zero, per quanto piccole, per cui
nella real& non esistono fluidi non viscosi e non conduttori del catore.

Lipotesi di viscosia e conducibilid termica nulle implica itrascurare alcuni termini
presenti nelle equazioni di Navier—Stokes complete che governano il moto del fluido
reale. Siamo di fronte quindi a umeduzione di un modello teorico ché in partenza
sufficientemente comprensivo da rappresentare un gran numero di fenomeni che si
verificano nei fluidi, sia liquidi sia gassosi. Precisamente, questa riduzione del modello
matematico corrisponde alla sostituzione del sistema di equazioni di Navier—Stokes
comprimibili introdotte nel paragrafo precedente con le equazioni di Eulero della
gasdinamica descritte nel paragrafo 2.5.

Come conseguenza dell’'omissione di alctenmini delle equazioni costituenti il
modello, esso non riuscirpitl a descrivere i fenomeni reali in modo completamente
soddisfacente. Nel caso considerato, questa inadeguatezzagnifestarsi indue
maniere differenti: in alcuni casi il modello ridotto risulta fornire dei valori teorici
non sufficientemente accurati rispetto ai risultati delle misure sperimentali, mentre in
altri casi il modello conduce addirittura a soluzioni completamente sbagliatejrcio
contrasto con i risultati ottenuti in laboratorio.

In ogni modo, la caratteristica saliente dellipotesi di fluido ideale consiste nel
considerare una situaziorignite, puramente immaginaria — appunto I'assenza di

Lo comportamento superfluido che alcune sostanze allo stato liquido manifestano per temperature
vicine allo zero assoluto va oltre gli scopi della presente trattazione.

@
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viscosifi — come utile per cogliere alcuni aspetti importanti, sepmarziali, del
comportamento dei fluidi reali basandosi su un modello matiemmente pi semplice
e quindi fisicamente incompleto del comportamento realduielb.

Puw essere utile ricordare che sfortunatamente I'aggettieale’e usato spesso in
ambito fluididinamico anche per contraddistinguere un aam@mento termodinamico
particolare di urgas, appunto quello dedas ideale o perfetto, associato alla ben nota
equazione termodinamica di staRv = RT, con ovvio significato dei simboli. In
guesto caso, il significato dell’aggettivo ‘ideale’ non theua rapporto con le propriat
viscose e di conducibittermica del gas, che patquindi essere trattato come viscoso
oppure no, in base a considerazioni di altra natura.

Correnti incomprimibili

Lipotesi di incomprimibilia di una corrente corrisponde ad assumere che il suo
campo di veloci& abbiadivergenza nulla in ogni punto del fluido (campo vettori-
ale solenoidale) e in ogni istante e quindi che il moto debfiusia governato dalla
equazioni di Navier—Stokes incomprimibili introdotte palragrafo 2.7. D’altra parte,
noi sappiamo che il moto del fluid®governato da un sistema chiuso di equazioni, le
equazioni di Navier—Stokes complete appena ricordateto $piportune condizioni,
guesto sistema ammette una soluzione, non neccessargurecd, per cui il campo

di moto risulta essere determinato da tali equazioni e lardenza della veloctsaa,

in generale, diversa da zero, ovverosia la corrente risuften essere incomprimibile.

Supporre che una corrente sia incomprimible rappresemntarjie un’assunzione
in piu, per cos dire esterna, rispetto alle leggi che governano il moto del fluido. Si
tratta quindi di una richiesta che costituisce whalazione delle leggi generali della
dinamica deifluidi. Di conseguenza, nonappssibile accettare unatale ipotesi se non
al prezzo di rinunciare a qualche elemento costituitivéedeloria stessa. In effetti, la
forzata intromissione dell'ipotesi d'incomprimibgitpudo essere accettata solo a con-
dizione di attribuire un significatauovo alla variabilepressione. Nello studio delle
correnti incomprimibili questa grandezza viene deprivdgHa sua ordinaria conno-
tazione termodinamica, propria delle equazioni completieatorrenti comprimibili,

e assume il ruolo, e quindi anche il significato, di semplicadg di liber messo a
disposizione per potere soddisfare il vincolo d'incomphbifita. Da questo punto di
vista, l'ipotesi d'incomprimibilia della corrente rappresenta un’autenticaazone
dei principi termodinamici peréhli estromette del tutto dallo studio del moto del fluido
supposto incomprimibile. Possiamo allora dire che nesson@ntereale potra mai
essere incomprimibile e qualunque corrente incompriméihevitabilmenterreale.

L'approssimazione di corrente incomprimibéecertamente ‘irrealistica’. Infatti,
il nuovo modello matematice privato di alcune equazioni e la variabile pressione che
compare in esso deve esseemterpretata in senso non termodinamico. Nonostante
questo, il modello incomprimibile ha un notevole interegeatico, poiclé € in grado
di descrivere in modo sufficientemente accurato un gran nudidenomeni fluidodi-
namici, seppure nell’ambito ristretto delle correnti a muondi Mach molto minorie di
1. Questo significa che esiste un’ampia categoria di fenofiuéthodinamici nei quali
le propriea termodinamiche del fluido non entrano in gioco in manietardgnante,
per cui esse possono essere ignorate senza pregiudicareddezza della descrizione
teorica dei fenomeni, se non in modo marginale.

In conclusione, la caratteristica saliente dell'ipoteiscdrrente incomprimibile
consiste nellimmaginare una situazione fisicamémnf@ssibile— appunto I'incompri-
mibilita — come utile per cogliere alcuni fenomeni fluidodinami@sandosi su un
modello esterno al sistema di equazioni complete che desariil comportamento
effettivo dei fluidi reali.
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CAPITOLO 3

Correnti incomprimibili
non viscose

Introduzione In questo capitolo studieremo le equazioni che governanorenti
incomprimibili, supponendo di potere trascurare gli ¢iffeausati dalla viscosatdel
fluido. Perco, laddove si parlér per concisione di “fluido non viscoso” si deve inten-
dere una corrente in cui gli effetti della visc@s#tono trascurabili. Dopo avere alcuni
concetti preliminari riguardanti i campi di velogitvariabili nel tempo, ricaveremo
le equazioni di Eulero incomprimibili seguendo un proceelimo diverso da quello
adottato nel paragrafo 2.5. Infatti, supporremo fin daltim che la corrente sia in-
comprimibile e che la densitdel fluido sia uniforme. Applicheremo poi la legge
fondamentale della dinamica alle particelle del fluido aelbrrente considerata. Per
seguire il nuovo procedimennecessaria I'espressione dell’accelerazione delle par-
ticelle del fluido e quest'ultima guessere ricavata a partire dal concetto di ragidit
variazione seguendo il moto del fluido.

Dopo avere riottenuto le equazioni di Eulero che governancokrenti incom-
primibili del fluido supposto non viscoso, introdurremo tndizioni supplementari,
iniziali e al contorno, per formulare un problema maten@atiente completo, da cui
e possibile partire per risolvere le equazioni di moto dedfluAnalizzeremo poi il
caso di correnti stazionarie per ricavare il teorema di Bellij considerando le sue
due versioni valide per correnti rotazionali e irrotazilbna

Nell'ultima parte del capitolo, si introducono alcune ‘adnili utili per la de-
scrizione del moto dei fluidi. In particolare, si definiscevtaticita per le correnti in
due e tre dimensioni e siintroduce la funzione di correnégparmette di rappresentare
il campo della veloc# nelle correnti incomprimibili piane. In termini di questae
nuove variabilie possibile riformulare le equazioni di Eulero incompriitiim due
dimensioni come un sistema di due sole equazioni con dugimieoscalari nel quale
non compare piil vincolo di incomprimibilita.

m Rapidita di variazione “seguendo il fluido” -

Sia f (r, t) una propriei riguardante un fluido in movimento. Ad esempipotrebbe
essere la densifp o la pressiond del fluido oppure una componente cartesiana della
sua velocidu. Al variare del tempo, in ogni puntofissato il valore della grandezZa
cambia, ossid assumei valori in generali diversi, come illustrato dalla supeefidi
livello f(r,t) = C in per due istanti successivi= t; et = to nelle figure 3.1-3.2.

z

I f(r,tp) =C fEt) = C I f(r,tp)=C
— ,
y W< y
t=tb>1 t=1t1 X t=th>1;
Superficie di livellof (r, t1) = Caun Figura 3.2 Superficie di livellof (r, t;) = C aun

istante successivio > t;

@
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La derivata parzialéf/dt rappresenta la rapiditdi variazione dif in un punto fissato
r, cioe in una determinata posizione dello spazio.

Consideriamo ora un corpo di dimensioni molto piccole, ichemte un punto
materiale, immerso nel fluido, che si muove dentro di esswgperturbarne in alcun
modo il campo di veloc#) in base a una legge del moto assegnata, ad esempio,
R(t) = [X(1), Y(t), Z(t)], come mostrato in figura 3.3. Le tre funzioXit), Y(t) e
Z(t) sono note e il moto di tale corpo n@nin alcun modo legato a quello del fluido

z circostante. Come esempio possiamo immaginare che il Gapm insetto che vola
R(D) liberamente nell’aria, la quale si muove a sua volta comeritesdal campo di velocit
u=u(r,t).

Se sivuole determinare come varia la grandeizpar un osservatore solidale con

R(ty) il corpo (neI_I'eser_‘npio considerato, I'insetto) occorrg@murre la funzioneomposta
R(tp) (funzione di funzione)

F@t) = f(R(),1).
X y

Figura 3.3 Traiettoria di un punto che si Questa (nuova) funzione di una sola variabile descrive cgamia la grandezza per
muove nello spazio secondo una legge dellosservatore in moto. La rapiditdi variazione dif percepita dall’'osservatore sar
motoR = R(t) assegnata allora data dalla derivata della funzioRét)

dF(t)  df(R(t).t)
dt dt ’

La derivata (ordinaria) puessere calcolata mediante la regola di derivazione delle
funzioni composte che fornisce

dFt)  df(R@M),t)  df(X(), Y(b), Z(), 1)
d ~~ dt dt
af  af dX(t) of dY(t) of dZ()
“ 9t ax dt ' ay dt | 9z dt
af (R(D), 1) dR(t)
T Tdt

+[VER®, 1] -

s

dove nella seconda riga della formulee un’abbreviazione df (X(t), Y (1), Z(1), t).
Introducendo la velodiistantanea della particella

dR(t
V() = %,

e sfruttando la simmetria del prodotto scalare, la rapiditvariazione considerata si
scrive anche come

dF(® _ af(RM). D

m s VO VIR, L.

| due termini del membro di destra rappresentano la rapitlitvariazione dif per-
cepita dall’osservatore in conseguenza, rispettivameetia variazione temporale del
campo scalard (r, t) nel puntor e del movimento proprio dell'osservatore, che ha la
velocia V(1) all'istantet. L'effetto complessivo di queste due variazi@nillustrato
nelle figure 3.4-3.5.

@
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z

T f(r,tp)=C I f(r.tp) =C

f(r,t1) =C R(t) f(r,t1) =C [ R(t1)

’ / 7 /

7/ ! 7 P
7 / 7 /
! 7 /

ey Ty
X/ y X/ y

t=1 X t=th >t t=1 X t=thr>11
Figura 3.4 La variazione nel tempo di percepita da Figura 3.5 La variazione dif dipende sia dal moto
un osservatore in motd = R(t) dell’osservatore sia dal cambiamento della superficie
di livello

Consideriamo ora un osservatore che si muove cstesaa velocitau(r, t) del fluido
nel puntor. In questo caso, potremo interpretare la somma dei duertermi

of (r, 1)

+u(r,t) - VFi(r,t)

come larapidit a di variazione di f “seguendo il fluido” nel puntor all'istantet.
Questo argomento mostra I'opportundi definire il seguente operatore differenziale

composito
D d
— = tu-v,
Dt at +

mediante il quale intenderemo, per definizione,

Df _af+u v
Dt = at ’

L'espressione

Df(r,t)
Dt

e talvolta chiamatéderivata” materiale o anche'derivata” sostanziale. Si tratta
di una denominazione impropria, in quanto I’operaté%enon e affatto una derivata.

Infatti le derivate possono essere di due tipi: ordinarieaoziali. |l simbolo%
rappresenta solo uneombinazione di due derivate parziali, una rispetto al tempo
e l'altra rispetto allo spazio. Quest'ultingaproporzionale alla derivata direzionale
nelladirezione della velodiu(r, t); infatti, come noto, la derivata direzionaelefinita

in relazione a un versore tramite I'espression& -V , mentre inu -V compare il
vettore velocid, che nore un versore.

Come vedremo, I’operator@; permette di scrivere in modo leggermenti pom-
patto alcune equazioni della dinamica dei fluidi. Tuttavi@sfo operatore sottintende
sempre la presenza di un campo di velacitr, t), in assenza del quale ess@rivo
di significato. In altre parole, una notazioné giorretta richiederebbe di precisare il
campo della velocitu(r, t) e potrebbe quindi essere la seguente
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In virtt della sua definizione, I'operator% risulta comodo nei casi in cui una
grandezza fisica relativa a una propaieel fluido in movimento, indicata ad esempio
con f, rimanga costantger un determinato elemento di fluido. Quando @ accade, la
funzionef (r, t) soddisfa I'equazione

Df
— =0
Dt
Questa equazione significa solo che il valord delativo a ciascun elemento di fluido

rimane sempre lo stesso, mentre elementi differenti deldlppssono comunque avere
valori differenti di f.

Un caso particolare del mantenimento dello stesso valowndipropried del
fluido da parte delle sue particelle si ha quando la correstazionaria. In questo caso
risultera ovviamentes = u(r) come puref = f(r), per cuiaf/at = 0. In questo
caso, I’equazion%{ +u-Vf =0, che esprime la costanza fiper ogni particella del

\ai fluido, diventa la seguente equazione stazionaria

f=f u(r) -Vvi(r) = 0.

Siccome il membro di sinistra@ proporzionale alla derivata direzionale, il suo an-

nullamento significa ché non varia lungo tutta la linea di corrente passanterper
f=1 Quindi, se la grandezz& soddisfa I'equazione appena scritta, tutte le particdlle d

fluido relative a una linea di corrente del moto stazionasoro lo stesso valore di.

Osservazione L'equazioneu(r) - Vf(r) = 0 non comporta che tutte le linee di
Figura3.6 Quandou-Vf =0 corrente debbano avere lo stesso valoré @iin generalef avra valori differenti su
la grandezz& ha lo stesso valore in tuttii linee di corrente differenti. Supponiamo, ad esempio, alwfrente sia in direzione
punti di ogni linea di corrente, ma su linee ovunque per cui I'equazione precedente divenidd/ox = 0, per cui, sal # 0, deve
di corrente differentif assume valoriin  esseréf/dx = 0. Questa equazione dice che indipendente da ma non & alcuna
generale diversif; # f2 indicazione su comé possa dipendere dao z o da entrambi.

Accelerazione del fluido

Il concetto di rapidid di variazione seguendo il fluido puessere applicato anche
alla velocit stessa del fluido per definire I'accelerazione delle suticple in moto
gualsiasi. Consideriamo una corrente diun fluido che a un xtante € rappresentata
dalcampodivelocitu = u(r, t) mostrato in figura 3.7. Notiamo che le curve disegnate
sono le linee di correntestantanee e non devono essere confuse con le traiettorie
percorse dalle particelle del fluido, tranne nel caso palgie di corrente stazionaria.

In generale, se la correnéainstazionaria, in un istante di temposuccessivo &
il campo di moto sax diverso, come mostrato, ad esempio. nellafigura 3.8. @sigr
fissato un punte qualunque, la veloditin quel punto al temp& sa@ in generale
diversa dalla velocit nello stesso punto al tempg sia in direzione sia in modulo,
ciog u(r, t2) # u(r, ty).

N
N

| =
/4\ —\
7 p—
4//\
y y
u(r, t2)
X u(r, ty) X
Figura 3.7 Campo di veloci a un istanté; Figura 3.8 Campo di veloci a un istant&; > t1

@
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Figura 3.9
Campo di accelerazione istantaneo

PARAGRAFO 3.1: Rapidi di variazione “seguendo il fluido” 37

Applichiamo ora la definizione di rapiditdi variazione della funzioné

of +u-.Vf
ot

a ciascuna delle componenti cartesiane del vettore veladie indichiamo con, v e
w, 0ssiau = UX + vy + w2. Ad esempio possiamo considerare la rapidion cui
varia la componente della velocig, cice u, seguendo il fluido, che sadata da

ou +u-Vu
ot ’

e analogamente per le altre due componeetiv:

81)—i-u A% e aw—i—u Vi
- - Vu -— - Vw.
at dt

Sommando vettorialmente le tre espressioni si ottienpié&ssione vettoriale

M UV
at ’

che rappresenta la rapiditli variazione del vettore veloaiti seguendo la particella
di fluido, ovverosia laccelerazionadel fluido nel punta e all'istantet. Scriveremo
quindi

__ou v
a= P + (u-V)u.
L'accelerazionadefinita da questa espressione rappresenta quindi un catipoale,
ovveroa = a(r, t), proprio come accade per la velacit = u(r,t). La figura 3.9
mostra il campo dell'accelelerazione del fluido relativonaito del fluido rappresentato
nelle figure 3.7-3.8.

X a(r,t)

Naturalmente il campo di accelerazione noi pssere stabilito in base allandamento
del solo campo di veloditistantaneo, tranne nel caso particolare di correntestaza.
Infatti, nella definizione dia(r,t) € presente il contributo della derivata parziale
au(r, t)/at, cherappresentalarapiditi variazione della velocitin un punto fisso. Se,
ad esempio, nell'istante di tempe= t; il campo di velociaé lo stesso della figura 3.7,
ma nell'istantet = t, il campo di velocid € quello mostrato nella figura 3.11, dif-
ferente da quello considerato nella precedente figura’a@dlerazione all’istante
sam diversa dal caso precedente.

@
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N

| =
i o I
P
y y
u(r, t)
X u(r, t1)

Figura 3.10 Campo di veloci a un istanté; Figura 3.11 Campo di veloci a un istant& > t1

Al contrario, nel caso di correnti stazionarie il campo ‘@eltelerazione del fluide
determinato dalla sola derivata spaziale del campo di nebéodato semplicemente da

a(r) = (u(r) - vyu(r), corrente stazionaria

m Accelerazione del campo di veloci della rotazione rigida

Come semplice verifica della relazione dell'acceleraziappena ottenuta conside-
riamo un fluido in moto con la velogitdi rotazione rigida e velocitangolare costante,

u(r) = —RyX+ 2x9,

studiato negli esempi 1 e 2 del paragrafo 2.1.

In questo caso il campa(r) & stazionario e quindiu/dt = 0, per cui risulta

3 d
VU= —Ry— + 2x— | (—Ry, 2x,0
(u-Vju ( Yox F X8y>( Y. £2x, 0)

=-02%x,y.00 = —2%r ,

dover | rappresenta il componente del vettore posizionermale all'asse, ovvero

Questa proprio quanto ci attendevamo: il vettore2? r ,,omeglioilcampo vettoriale

ar) = —2°%r ,

rappresenta la ben nota accelerazione centripeta, cheduloneales2? r, ede diretta
verso l'asse di rotazione

@
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Figura 3.12 Ad illustrazione della
derivatadf (9)/d6 = —AIA?(O): notare che
|Af| = A6, per cui|df/db| = 1

PARAGRAFO 3.1: Rapidi di variazione “seguendo il fluido” 39

m Accelerazione della rotazione rigida in coordinate cilindiche

Il termine (u - V)u puo essere calcolato anche partendo dal campo di valdeila
rotazione rigida espresso in coordinate cilindriche:

ur) = 2R,

e ricorrendo all'operator¥ espresso nelle stesse coordinate:

L9 18 9
veR 216224152
RIRTPRae %%z
Risulta
_ 139 ~ [up(R)]? d (o)
U-V)u=uy(R) B ﬁ(UQ(R)O(Q)) = @

Ricordando ora la ben nota propeet

SO
R

del versora@(e) variabile ma tale chtﬁ(e)| =1, si ottiene

[2RZ2dO) 5.
(U-V)u = "o == = —2°RR(O).

Quindi sié ottenuta la stessa accelerazione centripeta calcolaiante le coordinate

cartesiane nell’esempio precedente.
||

m Accelerazione in coordinate cartesiane

Le componenti cartesiane del vettore accelerazeaey X+ay y+a, zdelle particelle
di fluido sono date dalle relazioni

a —au-|-u Vu
X ot

ov
ay=—+Uu-Vu
Y=t

ow
aZZE—FU'Vw

dove I'operatore di advezione scalare in coordinate carieg definito da

y Vu—uau+ auJr au
X vay Yoz

@
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cilindro R = costante

P=[R,0,7

)

piano orizzontale
z = costante

semi-piano verticald

X X 0 = costante
Figura 3.13 Figura 3.14
Coordinate cilindriche di un punto Superfici coordinate delle coordinate cilindriche

L I CRENUECRIN  Accelerazione in coordinate cilindriche

Il vettore accelerazione delle particelle del fluido
au

a=—

ot
espresso nelle sue componenti in coordinate cilindrickdifigure 3.13-3.14)

+Uu-V)u

a=arR+a0+a2
puo essere calcolato ricordando I'espressione del termindwizione vettoriale sem-
pre in coordinate cilindriche
Ug 7 URT A N
(C-V)u = [c-VuR — CQ—R‘)] R+ [C-VUQ n CG—RR] b+ [c-Vu,] 2.
Sostituendo in essa 'operatore di advezione scalare
of ¢y of of

c-Vf =cR—+ =—— +C,—
Ror T Ra0 T %%z
Si ottiene

JUR Cg JUR JUR CglUg | »
c-Viju=|cR—=+ —=— +¢;— — — R
©-¥) [R8R+R89+Zaz R:|
dUg Cy AUy dUg CoUR | &~
CR—~+—=——+C—+—16
+[R8R+R39+23 + R:|

duz  Cy dUy auz |,
CR— + ——— +C,— |z,
+[ RoR TR0 T Zaz}
ovverosia, riordinando alcuni termini,

au ou au A
(c-V)u= [CR—R + 2 (—R - u@) + Cz—ZR:| R

oR R\ 96 d
dUy  Cy (dUg aug | A
CR— +—=|—+u c;— | 0
+[R8R+R<39+ R>+ Zazi|
duz  Cy AUz auz | .
CR—+—=—— +C— |2
+[R3R+R39+Zaz}

Le componenti dell’accelerazione del fluido in coordinaliedriche sono quindi

o — auR—l—u auR_I_u@ JUR u u JUR
R= "ot R9R "R\ 90 7 57
dUg dUp Uy [ dUg Uy
= — Up—— JE—— _ u U, —
8t+R8R+R<89+R) oz
auz aUZ Ug BUZ BUZ
a _— - - -
2= 50 TURGR TR0 Y22
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X

Figura 3.15
Coordinate sferiche di un punto

PARAGRAFO 3.2:  Vincolo di incomprimibila 41

z
0 = costante
cono
P=(xy,2
=1[r,0,¢] P=Ir0,¢]
r = costante
sfera

Ny —_ ,
y ¢ = costante
X

semi-piano verticale

Figura 3.16
Superfici coordinate delle coordinate sferiche

oV L CH I P Accelerazione in coordinate sferiche
Le componenti sferiche (vedi figure 3.15-3.16) del vett@eeierazione

. A A au
a:arr+a90+a¢¢=a+(U-V)u

delle particelle di fluido si ottengono utilizzando I'esgs®ne in coordinate sferiche
del termine di advezione vettoriale-V)u

CyoUy + C¢U¢i| ¢

(c-Vyu=|c-Vu, —

r
CoUr — COtO CyUy p
r
Cy(Ur +cotf ug) | -
- |¢

+|c-Vug +

+|c-vuy +

dove il termine scalare di advezioneVf e definito da

of of cy Of
c-Vf:cr——l—%——l— 0
ar ' r 30 ' rsind ¢

Le componenti sferiche dell’accelerazione si ottengommds questa espressione con
C = U, per cui

2 2

ou us; +u
ar=—r+u-VUr—u,

at r

ou ur u COt9U2
8=l 4+u-Vuy+— — —*

at r r

ou Ur u cotbd ug u
a¢=a—t¢+U-VU¢+ A r9¢.

Sostituendo infine I'espressione in coordinate sferictédmine di advezione scalare
si ha
ouy our  Ug [/aur Uy 1 our
=—4+Uh—+—(——-u —————Uug ),
& 8t+rar+r<89 6>+r sind ¢ ¢
=ty Fur )+ (M oy
&= U T (G Y ) T rsine \ g o)
8U¢ 8U¢ Ug 3U¢ Uy 1 3U¢
=—4+Uh—+————+—|— | — +cosdu ur | .
o= P T 90 T sine (o T o)+

dUg dUg Uy [ dug

@
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m Vincolo di incomprimibilita -

Supponiamo che la corrente siwomprimibile nel senso che la denaip del fluido

pud essere supposta costafiadipendente sia dal tempo sia dalla posizione spaziale,
ovverop = p, dovep indica una costante (positiva) determinata. Come abbiasto v
nel paragrafo 2.5, in questo caso particolare la legge ddiewazione della massa si
riduce semplicemente alla condizione d’incomprimikiM - u = 0 che deve essere
soddisfatta dal campo della velagit(r, t) in ogni puntor e in ogni istante.

Vogliamo oraricavare la stessa equazione utilizzandarikjpio di conservazione
della massa e sfruttando immediatamente I'ipotesi cheraitdedel fluidoé costante.
Consideriamo come nel paragrafo 2.2 una superficie cl8ab& delimita una regione
fissaV contenuta nello spazio in cui si muove il fluido. Il fluido entrella regiond&/
attraverso alcune parti della superfie ne esce da altre. Indicando dota normale
uscente da&v in un punto generico db, la componente della veloéitu normale
alla superficie sar data dau - i. Pertanto la quangtdi volume di fluido che esce
dall’elemento di superficieS per uni& di tempoe u - AdS. La rapidif con cui il
volume (netto) di fluido esce dé attraversds e quindi

ygu-ﬁ,
S

usando sempre la convenzione di omettere I'elemento iedimito di superficiel S
dell'integrale. Ma, nel caso di corrente incomprimibilexatensi& del fluido uniforme
in ogni suo punto, questa quaatituna volta moltiplicata per la dergsitostante e
semplicemente la rapiditcon cui la massa (netta) del fluido esceda

ﬁygu-ﬁ.
s

La legge di conservazione della massa dice che questa guantecessariamente
nulla percl il fluido, essendo la sua der@sgempre la stessa in ogni istante e in ogni
punto, deve avere un flusso netto di massa nullo attraversaparficie chiuse.
Pertanto, dividendo per la costapte- 0, la conservazione della massa per la corrente
incomprimibilee espressa dalla condizione

fu-ﬁzo
S

valida per qualunque superficie chiuSal’applicazione del teorema della divergenza
fornisce immediatamente

fV-u:O.
Y,

Per l'arbitraried della region& e supponendo che la funzione integranda sia continua,
si deduce immediatamente che la funzi®he deve essere nulla in ogni punto, ovvero:

V-u=0

per ognir € V e ognit. Come ga indicato, questa equazione costituisoedadizione

di incomprimibilit a e rappresenta un vincolo che il campo della vebogit, t) deve
soddisfare in ogni punto e, nel caso di corrente effettivamente variabile nel tempo,
per ogni istante.

2 Le difficolta che presenta l'introduzione di tale ipotesi e le sue affettonseguenze saranno
discusse solo molto piavanti, nel paragrafo 9.3.

@
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PARAGRAFO 3.3:  Equazioni di Eulero incomprimibili43

m Equazioni di Eulero incomprimibili 1R

Queste equazioni di Eulero
incomprimibili sono coincidenti
con quelle ga ricavate nel
paragrafo 2.5

Nel caso dicorrente incomprimibile con un fluido di deasitiforme, 'equazione della
guantit di moto del fluido pa essere ricavata in una maniera semplificata dalla seconda
legge della dinamica considerando un elemento infiniteslinftuido contenuto nel
volumesV e quindi avente massa elementémre= p §V. La seconda legge di Newton
applicata a questo elemento di fluido permette allora dvsmbma = p sV a = §f,
dovea e I'accelerazione dell’'elementino di fluidosé rappresenta la risultante delle
forze agenti su di esso.

Come ga visto nel caso statico discusso nel capitolo 1 e nel casordao discusso
nel paragrafo 2.3, per un fluido non viscoso la forza agentelemento di fluido
contenuto insV comprendet la forza dovuta alla pressione esercitata sulla superficie
dell'elemento di fluido da parte del fluido all'esterno e lez® di volume agenti
sull’'elemento di fluido, come ad esempio la forza gravitaale. La risultant&éf di
queste forze elementariquindi data dalla seguente somma vettoriale

8f = —(VP) sV +p sV g.

Ricordando I'espressione dell'accelerazione delle pelité del fluido ricavata nel
paragrafo 3.1, la legge fondamentale della dinamica agtplial’elemento di fluido
considerato fornisce

oV <2—l: +(u -V)u) = (-VP4+70)8V.

Semplificando il fattore comur®/ e dividendo per la costangesi ottiene I'equazione
contenente la velodite la pressione

au VP
— tWU-Vju+ — =g,
ot 19

valida per una corrente incomprimibile di un fluido suppadit@ensia uniforme e
viscosig nulla. 1l termine corVP & scritto nel primo membro dell’equazione pegch
la pressioné® € una variabile incognita.

Questa equazione deve essere messa a sistema con la aoadizicomprimibi-
lita dedotta dal principio di conservazione della massa, sugo la densituniforme,
nel paragrafo precedente. Otteniamo quindi il sistema daeigni

au VP
— tWU-Vyu+ — =g,
ot 19

V.u=0,

note con il nome déquazioni di Eulero per le correntiincomprimibili . Le incognite
del sistema sono il campo vettoriale della velacitr, t) e il campo della pressione
conilnomeP(r, t), mentre la densitp & una costante nota. |l sisterdaostituito da
due equazioni, la prima vettoriale e la seconda scalaregpabbiamo un numero di
equazioni uguale al numero di incognite. 1l campo delladcgsterna potra anche
essere diverso dal campo gravitazionale e in generala digtendere dallo spazio ed
eventualmente anche dal tempo, ovvere; g(r, t).

oV I CHCIUCENICRIN  Equazioni di Eulero in coordinate cilindriche

Se la regione in cui si muove il fluid®assisimmetrica, ossginvariante per rotazioni
attorno a un asse che chiameremo assallorae conveniente utilizzare un sistema
di cordinate cilindriche per descrivere il moto del fluidoic&dando I'espressione

@
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dell'accelerazione in coordinate cilindriche vista nesempio<undefined- del para-
grafo 3.1, le equazioni di Eulero per le correnti incomphitiassumono la forma
seguente

JUR JUR Ug [OUR our 10P
———HtUR—+—=[——u — 4+ —=09gr(R 6,z
8t+R8R+R<89 9) 257 TR~ R(RO.2.
dUp dUg  Ug [ dUg dUg 1 0P

— 4UrR—+—=(—+u Up— + — — =gy(R, 0, 2),
at+RaR+R<ae+R>+zaz+ﬁRae 9 (R.6.2)
8UZ 8UZ U@ Buz auZ 1 BP

L HUR—+ -4 Up—+=— =0;(R,06,Z

1 9(RuR) 10ug duy

e A Y}
R R ' Ro0 | oz

La forza di volume esterng € stata espressa in termini delle sue componenti in
coordinate cilindriche.

Nel caso particolare in cui il campo di forza il campo di velocia iniziale ug
e le condizioni al contorno siano assisimmetrici, ossiapeddenti dad, per cui
g = 9(R,2) eup = up(R, 2), sono possibili soluzioni aventi la stessa invarianza per
rotazioni attorno all’asse, del tipp= u(R, z,t) e P = P(R, z, t). Questi campi sono
allora governati dalle equazioni di Eulero per le corremtiomprimibili assisimmet-
riche ottenute dalle precedenti eliminando tutti i terncimintenenti la derivata rispetto

ao, ovvero,
OUR OUR Jur  Up 10P
e - I e = Rs k]
ot TURGR TU2g, TR TR T R(RD
dUp dUg dUg  UgUR
- — —— = R
ouy ouy ouy 10P
— 4+ UR— + Up—— + — = R, 2),
ot TURGR Ty, T 55, = %(R2
19(RuRr) dug _0
R 4R 0z

VLGNNI Equazioni di Eulero in coordinate sferiche

Se laregionein cui simuove il fluidadelimitata da due superfici sferiche concentriche,
alloraé conveniente utilizzare un sistema di cordinate sferi@redpscrivere il moto
del fluido. Ricordando I'espressione dell'acceleraziamedordinate sferiche vista
nell’esempio<undefined- del paragrafo 3.1, le equazioni di Eulero per le correnti
incomprimibili assumono la forma seguente

aur+u8ur+u@ dur U +u¢ 1 our y +18P_
ot T T\ ) T \Gne e W) T T

ou ou u ou u ou 1 0P
—0+Ur—0+—9<—0+ur)+ ¢ (—e—coseu¢>+ﬁ——=ge

ot ar r \ 90 rsing \ d¢ r 0o
Uy dup UgdUy Uy [ 1 [0uy 1 9P
Lt —+ "4+ ——(—+coxdu u =
ot Y T e T |sine G T o)t Srsino 9 %
a 1 odu

2 ; ¢
——(rcu ————(sinfu =0
r28r( r)—i_rsme 89( 6)+r5|n9 ¢

Naturalmente la forza di volume esterg& stata espressa in termini delle sue com-
ponenti in coordinate sferiche, e tali componenti saranfow@volta funzione delle
stesse variabili, ossig= g(r, 0, ¢).

@
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PARAGRAFO 3.4: Condizione iniziale e condizione al conorn 45

Nel caso particolare in cui il campo di forza il campo di velocia inizialeug e le
condizionial contorno siano assisimmetrici, ossia indgenti dap, per cuig = g(r, 0)
eup = ugp(r, 6), sono possibili soluzioni aventi la stessa invarianza@&zioni attorno
all'assez, del tipou = u(r,6,t) e P = P(r,0,t). Questi campi sono governati
dalle equazioni di Eulero per le correnti incomprimibilsesmmetriche ottenute dalle
precedenti eliminando tutti i termini contenenti la detaveispetto ap, ovvero,

2
ou au u au u 10P
—o U —0< r U0>—T¢+——=9r(r,9),

ar o poor
dUg dUg  Up (é)u@ ! ) cotou; 1 9P
L) =

a6

St TS T\ » +ﬁ—r£=ge(r79),
Ay + uraﬂ + Uo 9y + u—"ﬁ(coté) Ug + Ur) = Qg (r, 0),
at ar r o6 r
—i(rzur)jL : i(sineu@)zo.
r<or r sing 96
|
m Condizione iniziale e condizione al contorno |

Le equazioni di Eulero sono delle equazioni differenzilé aerivate parziali e da
sole non costituiscono ancora un problema completo. Infadime in qualunque
problema differenziales necessario specificare determinate condizioni supplemen
per ottenere un problema ben posto, avente una sola sodu@ioan senso opportuno)
almeno nei casi pi semplici.

La stessa necesaitliintrodurre condizioni supplementari siincontra nefialuzione
dei problemi di dinamica di un punto materiale. Infatti lgde fondamentale della
dinamica

2
r dr
richiede di specificare le dueondizioni iniziali r (0) = rg e v(0) = vp per potere
determinare il moto del corpo.
Nel caso delle equazioni di Eulegoinvece necessario specificare @k con-
dizione iniziale: lavelocita iniziale del fluido in ogni punto, ovvero,

u(r, 0) = up(r),

doveug(r) € un campo di velodit noto. In effetti, 'equazione evolutiva della velazit

e del primo ordine nel tempo, dato che la posizione delleiqeie: del fluidoe es-
tranea alla descrizione euleriana del suo moto. Non esiggzé nessuna condizione
iniziale per la pressione dato che nom @lcuna equazione d’evoluzione per questa
variabile, che sappiamo essere nelle correntiincompiiimibbsemplice moltiplicatore

di Lagrange.

Ma il sistema delle equazioni di Eulegodifferenziale anche dal punto di vista
spaziale dato che contiene derivate rispetto alle coordinate sfailigradiente e la
divergenza, oltre all'operatore di derivata direzion&leme conseguenza, per ottenere
un problema che possa avere una sola soluzione occorréispecilellecondizioni al
contorno. Il tipo di condizioni che possono o debbono essere fornjierte dal tipo
di equazioni e dalla natura del contorno nel problema in esam

Senza alcuna pretesa di analizzare questo aspetto in modaleto, nel caso delle
equazioni per correnti incomprimibili non viscose abbiaoma sola condizione al
contorno scalare da imporre su tutta la frontiera del doomihin cui si studia il moto

@
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Figura 3.17 Nei fluidi non viscosi solo la
componente normale della velacipw
essere imposta sul contorno (figura
superiore): la velocit della soluzione aar
in generale anche una componente
tangente al contorno diversa da zero
(figura inferiore)

del fluido. La condizione consiste nello specificare il valdella componente della
velocita normale alla frontier& = V. Questa condizione al contorno per 'incognita
u sam scritta allora nel modo seguente

A-ur, t)g=bn(rs,t)

conrg € S. |l valore al contornobp(rs, t) della componente normale della velacit
deve essere specificato per ogni purg& Se ogniistanteé > 0. Notare chdp(rs, t)
rappresenta una funzione scalare e che la sua variabil@&paindicata comr g per
evidenziare che il dominio della funziogdimitato alla sola frontier&.

E importante osservare che nel caso di problemi con unartdern®n viscosa la
condizione al contorno della veloaitiguarda solo la componente normale. Questo
non significa pe¥ che la veloc&u della soluzione debba essere normale al contorno.
Infatti il campo di moto che si ottiene dalla risoluzione ldeéquazioni di Eulero
avra in generale la componente tangente al contorno diversarda@me illustrato
in figura 3.17.

Nel caso particolare in cui una parte del contorno coincie en corpo solido
fermo, che non permette il passaggio del fluido attraversodauperficie, la condizione
su questa superficie diventa omogenea

n-u(r, t)|solido fermo= 0

e si chiama condizione al contornomidn penetrabilita. Questa condizione lascia
comunque la veloditlibera di avere componenti tangenti al contorno diverseeda,
per cui il modello fisico descritto dalle equazioni di Eul@@rmette uno slittamento
del fluido sulle pareti dei corpi solidi, ovverosia pitisultare, in generale,

nocu(r, t)\solido fermo7'é 0.

E necessario sottolineare che tutte le condizioni suppiamiesono altrettanto impor-
tanti quanto le equazioni differenziali che governano itoratel fluido. Inreak, il tipo

di condizioni cheg lecito e necessario imporeelegato strettamente alla natura delle
equazioni differenziali stesse, si&le condizioni iniziali e al contorno possono essere
considerate come una parte integrante delle equazionisimde Ad esempio, un
elemento distintivo delle due equazioni di Eulertassenza di un termine con derivata
temporale (prima) nella seconda equaziones ciella condizione d’incomprimibibt
Corrispondentemente, in questo sistema la pressional@izon po essere imposta,
anzi sarebbe sbagliato pensare di farlo.

Una volta introdotte le condizioni supplementari inizialal contorno, il sistema
delle equazioni di Eulero costit@iil seguent@roblema completo

au VP

& tu-Vju+ — =g,
ot P
V.-u=0,

u(r, 0) = uop(r),

A - u(r, Dis= bn(rs, t).

Questo problema presenta una particodaciie sembra costituire un paradosso. Se i
campiu(r, t) e P(r, t) soddisfano le equazioni e le condizioni del problema, edjuin
forniscono una sua soluzione, alloraanche la copgiaf), P(r, t)+C(t)], doveC(t)

e una funzione arbitrari&, soluzione delle medesime equazioni e condizioni. Questo
si verifica facilmente sostituendo questi campi nelle eguaz nelle condizioni e
osservando ch€C(t) = 0, poicte C(t) non dipende da.

@
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Pertanto, data una soluzione del problema delle equazidgildro incomprimibili,
esistono infinite altre soluzioni che differiscono soltaper il valore di riferimento
della pressione, che pessere scelto arbitrariamente in ogniistante. Questazsine

e conseguenza dell'ipotesi d'incomprimilgijtalla base delle equazioni in esame,
e deriva dall’avere anche considerato un problema nel daalelocits normalee
prescritta suutto il contorno'S, come richiesto tipicamente se il fluido si muove in
una regione delimitata completamente da pareti rigide.dreeati di questo tipo sono
dettecorrenti confinate.

Dal punto di vista fisico, un cambiamento del valassoluto della pressione in-
fluisce sulvalore dialtre variabili termodinamiche deldlojper cui esiste un’incongurenza
fra la descrizione teorica fornita dalle equazioni di Eal@rcomprimibili e i prin-
cipi della termodinamica. In effetti, comeagiaccennato nei paragrafi 2.4 e 2.5,
I'introduzione dell’'ipotesi diincomprimibilé ha comportato I'esclusione di qualunque
considerazione termodinamica dal quadro matematicoatdqier descrivere il moto
delfluido. Pertanto il paradosso dell’'arbitragelel livello della pressione nelle correnti
incomprimibili in regioni confinat@ una conseguenza dell'ipotesi di incomprimikilit
e scompari nella dinamica dei fluidi comprimibili, dove la termodin@mrisultea
giocare un ruolo fondamentale.

Le condizioni al contorno considerate, con la velacibrmale specificata su tutto
il contorno, sono le pi semplici dal punto di vista matematico nella teoria delle
equazioni incomprimibili: in questo caso l'uniagitialla soluzione delle equazioni di
Eulero (possibile in certi casi, sotto opportune condigiéma intendersi nel senso che
la pressione& definita a meno di una funzione additi@4t) del tutto arbitraria. Tale
funzione non ha comunque alcuna conseguenza sul moto dkl flercte la forza (per
unita di volume) causata dalla pressiandata d&vP.

Notiamo infine che nei problemi in cui il fluido entra nel domiftorrenti aperte
e correnti esternd& possibile e si deve specificare il valore della pressionmaparte
del contorno al posto della veloainhormale. In questi casi il campo di pressione della
soluzione delle equazioni incomprimibili non haigiarbitrarieta caratteristica delle
correnti confinate e la pressiogedefinita univocamente in modo assoluto péidd
variabileP compare anche in qualche condizione al contorno, oltreacime@rgomento
dell'operatore gradiente.

Condizioni di compatibilita dei e fra i dati

La presenza del vincolo d'incomprimib#iimplica che i dati delle condizioni iniziale
e al contornaup(r) e by(rs, t) delle equazioni di Eulero incomprimibili non possono
essere assegnati in modo del tutto libero e indipendentenieno dall’altro. Gli
effetti di questa limitazione riguardano direttamenteainpo della veloci iniziale
ug che dova essere necessariamente a divergenza nulla, a causacdefiprimibilita
della corrente. In altre parole la velaziinizialeup deve soddisfare la condizione di
compatibilia

V.up=0.

Ma anche il dato al contornim, (rs, t) non pw essere scelto in modo completamente
arbitrario. Infatti, integrando la condizione al contomtutta la superfici§, si ottiene
immediatamente

ygﬁ U, t) g = _(]g bn(rs,t),
s s

per ogni istante di tempb > 0. D’altra parte, in viri del teorema della divergenza
I'integrale al primo membro si gutrasformare in un integrale di volume, ovvero,

f V.u(,t) = f bn(rs, t).
Y, S

@
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Siccome il campo della veloécitdeve essere a divergenza nullaiers 0, I'integrale
al primo membra nullo e quindi deve necessariamente essere

§ st =0

S
perognit > 0. Questa una condizione di compatibgiiglobale che il dato al contorno
bn(rs, t) deve rispettare per oghi> 0 affincte il campo di veloca possa soddisfare
sempre il vincolo d’incomprimibilg.

Esiste infine un’ulteriore condizione che esprime la corbpagfrail dato iniziale
eil dato al contorno, s e pert = 0. Quest'ultima condizione di compatibdita la
forma seguente

A+ Uo(r);g =bn(rs, 0).

L'insieme delle tre condizioni di compatibitie quindi dato da

V.ug=0,

% bn(r57 t) = 07
S
A« Uo(r) s =bn(rs, 0).
Nel caso dei problenstazionari, non esiste alcun dato iniziale e il valore prescritto sul
contorno per la velodit normale non dipende dal tempo, abbiama&dig = b, (rs).
Allora vi sama la sola condizione di compatibéiglobale
\¢A bn(rS) = 0
S
m Equazione della quantita di moto con la vorticita -

L'equazione della quanttdi moto per una corrente incomprimibiledpessere scritta
in una forma alternativa, ma del tutto equivalente, intic®hdo il rotore del campo di
velocita, cui si d il nome divorticit a e che si indica cow:

w = Vxu,

Questa forma dell’equazioreeparticolarmente utile nel caso di correnti stazionarie e
irrotazionali. Mediante I'identit vettorial@

V(jul?) =2uxVxu+2(U-V)u=2uxe+2(u-Vu

il termine non linear€u -V)u dell’equazione della quandidi moto pw essere riscritto
nella forma seguente

(U-V)u= (Vxu) xu+ 3V(ju?) = w xu + 3V(uj?).

Il termine (V x U) xU = @ x U che compare nell'identéitvettoriale in esame si chiama
forma rotazionale del termine non lineare in quanto contieneoilore della velocia.

2 Questa identit vettorialee semplicemente il caso particolare pes b della seguente idendit
Y(a-b) = axVxb + bXxVxa + (a-V)b + (b-V)a, cheée riportata nel paragrafo A.10
dell’appendice A.

@
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Figura 3.18 Rappresentazione
geometrica dell'identi vettoriale
(U-W)u = (Vxu) xu + V(3u?):

il termine rotazional€ vxu) xu &
normale alle linee di corrente in ogni
punto del campo di moto

PARAGRAFO 3.6: Correnti stazionarie e teorema di Bernoulli49

Linterpretazione geometrica di questa idemtiettorialee mostrata nella figura 3.18.
Lidentita esprime il termine non lineak@ - V)u come somma di due vettori, di cui

il primo (V xu) xu e diretto perpendicolarmente sia alla velaci quindi alla linea

di corrente, sia alla vorticit. Notiamo che il secondo termine ha invece componenti
non nulle in direzione sia tangente sia normale alla lineeodiente. Quindi questa
decomposizionaon € una decomposizione ortogonale.

Per mezzo della forma rotazionale, I'equazione della qteadi moto per correnti
incomprimibili vista nel paragrafo 3.4 pessere scritta nella forma seguente

N wxwxut v ML P
— X X —_— — = 0.
ot 2 75)7¢

Supponiamo ora che laforza specifica esterna dovuta al cgei@oonservativa e possa
quindi essere espressa mediante un’energia potenzialéispg, ovverog = —Vy.
L'esempio tipicoé quando il campo estermpe il campo di gravi terrestre, per cui
risultag = —gz = —V(gz), cong = 9.81 N/kg, e quindix = gz, avendo scelto I'asse
z verticale e con verso positivo diretto verso 'alto. Utdiando I'energia potenzialg,
I'operatore gradiente patrincludere tre termini e I'equazione della quantii moto
diventa

(AL (AL
— xU)xu=-V[=+— ,
ot 5 2 X

e vale per una corrente incomprimibile di un fluido non vigcssttoposto a un campo
di forze di volume esterne conservative.

m Correnti stazionarie e teorema di Bernoulli -

Se esaminiamo ora il caso di una corrente stazionaria,daquoe della quantt di
moto precedente in forma rotazionale si semplifica in

P |uf? . .
(VxU) xU = —V(: + % + X) corrente stazionarja
D

dove, nel caso in cui la forza di volume conservaéwovuta solo al campo di graait

risultay (r) = gz. Prendendo il prodotto scalare di questa equazione petdaitzeu
e sfruttando la propriatovviau - (Vxu) xu = 0, si ottiene

P |u?
u-vi=+-—+x) =0,
0 2

@
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Le linee di corrente di un campo
di velocita stazionario sono
definite nel paragrafo 2.1.

PO, lu(s)|?

=C
= > +x(s 1

4

u=u(r)

X

Figura 3.19 In una corrente
incomprimibile non viscosa stazionaria,
ogni linea di corrente ha in generale un
valore differente del trinomio di Bernoulli:
C1 #C2 #C3

Corrente irrotazionale

u-viu=v(3u?)

Figura 3.20 |l campo di accelerazione
(u - Ww)u di una corrente stazionaria
irrotazionale & esprimibile come
gradiente dell’'energia cinetica (per umit
di massa) del fluido

cioé il campo della velocit in ogni punta perpendicolare al gradiente della funzione
fra parentesi. @i e equivalente a dire che la funzione dentro I'operatoreigrdael non
cambia per spostamenti locali lungo ogni linea di correR&rtanto lungo una linea di
corrente risulta

P |u?

= + —— + x = Ciinea di corrente

D 2
doveCiinea di corrente€ Una costante il cui valore dipende dalla linea di correotesicl-
erata. Questa relazione si chiatearema di Bernoulli o, piu estesamentégorema
della linea di corrente di Bernoulli. Esso permette di determinare la pressiéhe
lungo ciascuna linea di corrente mediante la relazionédagderr appartenente alla
linea di corrente,

P lumf?
7 2

guandoe nota la velocd lungo la linea considerata. Questa relazione deve essere
correttamente interpretata nel senso che il vettore gm®zié vincolato a percorrere

una determinata linea di corrente e che la cost&ites di correntelN generale assume
valori diversi per le diverse linee di corrente, come mdstreella figura 3.19. In altre
parole, se una determinata linea di correniiedicata com = r(s), doves rappresenta

una parametrizzazione qualunque della curva, il teoreniia tieea di corrente di
Bernoulli pwd essere scritto piprecisamente come

— x(r) + Ciinea di corrente

P(r_(s)) N lu(r(s))?

+ x(r(s)) = Ciinea di corrente
0 2

Nel caso particolarg (r) = gz si introduce il cosiddettrinomio di Bernoulli

P(r u(r)|?
—E) F () + gz,

D 2
e il teorema di Bernoulli esprime la costanza di detto trifmiongo una linea di
corrente nel modo seguente

2 2
P0) | WO gy P P
0 2 D 2

dovePy = P(r(0)), ug = u(r(0)) e zg = z(0), r(0) essendo un punto di riferimento
sulla linea di corrente considerata. Dalla costanza delfansa dei tre termini del
trinomio di Bernoulli consegue che un aumento di una dedlegtandezze, pressione
P, modulo dellavelocit|u| e quotaz, deve essere compensatalungo la linea di corrente
da una diminuzione della somma delle altre due. In partiepke la linea di corrente

€ in un piano orizzontalez(s) = costante), allora un aumento della pressione lungo
la linea comporta una diminuzione della veladih modulo mentre una diminuzione
della pressione comporta un aumento della vedocit

Versione irrotazionale del teorema di Bernoulli

Un caso particolare del teorema di Bernoulli si verifica gl@ih campo di veloca e
irrotazionale, ovvero quando la vorticite sempre nulla in tutto il fluidow = Vxu =
0. In questo caso I'idenétvettoriale esaminata nel paragrafo 3.5 si riduce a

(u-vyu= %V(|u|2) corrente irrotazionaleV x u = 0.

ovverosia il campo di accelerazione della corrente staziarnrrotazionale € dato
dal gradiente dell’energia cinetica (per unili massa) del fluido, come mostrato
nella figura 3.20.

@
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P 2

2
F’(f)Jr lu(m)] f M =C

z

X vxu=0 y

Figura 3.21 In una corrente
(incomprimibile e stazionaria)
irrotazionale il trinomio di Bernoulli
assume lo stesso valore in tutto il campo
di moto

PARAGRAFO 3.6: Correnti stazionarie e teorema di Bernoulli51

Per una corrente irrotazionale la versione stazionariéedebzione della quanétdi
moto da cui siamo partiti si guallora scrivere come

P 2
V<:+&~I—gz>=0,
0 2

che si integra immediatamente fornendo
P(r u(r)|?
i) n [u(r)]

0

dove C e una costante che non dipende dalla linea di corrente. direali C e
determinato se in un punto del campo di moto, diciamaono note la pressiorg
e il modulo della velocd |uy| = |u(r1)| del fluido. Avremo allora

+9z=_C,

Pr)  |u(n)l? Pr o ugf? . _
— + > +0gz= % + - + gz, corrente stazionaria irrotazionale
I3

Questa equazionelaversione del teorema di Bernoulli per correnti irrotazionali.
Ricordiamo che entrambi i teoremi di Bernoulli dimostratguesto paragrafo valgono
quando

e la correntes stazionaria,

e la correntes incomprimibile e con densituniforme,

o il fluido & non viscoso,

e le forze di volume agenti sul fluido sono conservative.

Il teorema di Bernoulli permette di calcolare il campo dgltassione se il campo di
velocita & stato gh determinato. Infatti, I'equazione di Bernoulli precetderisolta
rispetto aP(r) fornisce la funzione esplicita

P Pl
PO B 2 ul - um?] + 9 - 2).
0 o2

Un’applicazione banale del teorema di Bernoulli si ha nsbadi un condotto rettilineo
di sezione costante. Prendiamo I'assparallelo al condotto. Essendo la sezione
del condotto costante risulta= u(x) X. La condizione di incomprimibilé diventa
du(x)/dx = 0 e quindiu = costante= U. Se il tubo giace in un piano orizzontale,
allora la legge di Bernoulli forniscé® = costante, contrariamente all'intuizione.
Questo fatto apparentemente sorprenderitevuto all’assenza di frenamento in uirt
del carattere non viscoso nel fluido.

Pressione in un condotto di sezione variabile

Piu interessante del condotto a sezione costihtaso di un condotto sempre rettilineo
ma la cui sezione abbia un’arégx) che varia lentamente con I'ascissdungo il
canale. Consideriamo una corrente stazionaria in questdotm e cerchiamo di
determinare I'andamento della pressione lungo di esso. elacia e la pressione
del fluido dipenderanno dalla posizionenel condotto, ma a causa della geometria
lentamente variabile del condotto siamo interessatiradizanento della pressionedia

su ognisezione del condotto. Indichiamo allora ¢goy(x) il valoremedio sulla sezione
A(x) di qualunque variabileé = ¢ (X, y, 2):

1

(P)(xX) = rx)

/ ¢(x,y,z)dydz,
A(X)

e determiniamg@P) (x).

La portata volumetrica.N'. ox) del fluido attraverso la sezione di ardé&) € data
dall'integrale

P.V.ax) =/ u(x,y, z)-f(dydz:/ ux(X, y, z) dydz,
A(X) A(X)

@
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per cui si po esprimere tramite il valore medio della componamtedella velocia
lungo I'asse del condotto: .P.ax) = (Ux)(X) A(x). Essendo la densitdel fluido
uniforme, la legge di conservazione della massa implicalahgortata volumetrica
della corrente stazionar@la stessa in ogni sezione, ossi& Re una costante nota e
quindi risulta

P.V.
uyx) = m

Scriviamo ora il teorema di Bernoulli relativamente allaremte considerata

2
D 2

e valutiamo il suo integrale sull'are@(x), ottenendo

(P)o0 (U200 _

C.
I 2

Il quadrato della velodit si pw scrivere comeu|? = uZ + ui. Supponendo che la
sezione sia lentamente variabile, ossia che risulti

1 dAX) <1
VAKX) dx ’

la componente della veloéipperpendicolare all’asgetrascurabile rispetto alla quella
assiale|uy| < |ux|, per cui nel teorema di Bernoulli si puiconsiderare con buona
approssimazione la sola componente assiale della v@lecjtindi scrivere

(PO () _

C.
I 2

D’altra parte, sempre in vilt della sezione lentamente variabile del condotto e del
carattere non viscoso della corrente, su ogni sezione Ipaoente assialex (X, y, 2)
della velocia ha una distribuzione quasi costanteeaibe non dipende dalle coordinate
y e z, per cui la media del quadra®mpraticamente uguale al quadrato della media,
OVVero si pw ritenere

(U () & [{ux) 012
Sotto queste condiziom pertanto possibile utilizzare la relazione (esatta)vdete

dalla coservazione della massa nella forma (approssirdatagorema di Bernoulli
appena ricavata, ottenendo

(PYx) 1 [PV.\?

7 2\AX
Questa relazione rappresenta 'andamento della pressied& lungo il condotto con
sezioneA(x) lentamente variabile.

Nel caso particolare in cui la sezione del condeéttorcolare per ogni (condotto
assisimmetrico), I'area della sezione si scriv&x) = w[a(x)]?, dovea(x) & il rag-
gio della sezione, e 'andamento della pressione mediaolilngpndotto lentamente
variabile dipende dal raggio secondo la relazione

(P)) 1 (PV)?
p 2rfla)* T T

@
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Questa relazione mostra che quando il raggio del condot@ata la pressione cresce
e che essa diminuisce dove il raggio diventa maggiore. ertae il condotto ha un
restringimento locale dopo il quale si allarga di nuovo rlesgione media nella corrente
a montee maggiore di quella nella gola, dove raggiunge un minimal&cper poi
aumentare nella corrente a valle. Linterpretazione dicandi questo andamento
della pressione nel condotéoevidente. La sovrapressione a mo@teecessaria per
accelerare la corrente stazionaria del fluido (di dansitstante) nella zona dove |l
condotto si restringe mentre la sovrapressione a monpettgsalla pressione minima
nella gola, causa il rallentamento del moto fluido nella zdapo il restringimento,
dove la sezione del condotto aumenta. Questo andamento geksione (media)
nel condotto lentamente variabile si basa sull'ipotesialiente non viscosa. Nelle
correnti reali, I'effetto della viscosit del fluido non pa essere trascurato e in un
tubo di sezione circolareostante richiede, come sarmostrato nel paragrafo 5.6, che
la pressione abbia un gradiente lungo I'asse del tubo p&r@aivere una corrente
stazionaria in presenza della forza viscosa di attrito.n@iuiel moto stazionario di un
fluido reale la pressione nel condotto di sezione varialgtéew lungo il condotto in
modo da includere sia le variazioni appena dedotte sulla dasmodello di corrente
non viscosa sia quelle che dedurremo sulla base del modéliadb viscoso.

Riprendendo quanto detto in precedenza, dato un campoddital, il suo rotore si
chiamacampo di vorticita e si indica di solito com:

w = Vxu.

La vorticitaw € una grandezza molto importante in dinamica dei fluidi. Aehgsio, la
vorticitae nulla nellecorrenti irrotazionali , le quali sono pertanto definite attraverso
il soddisfacimento della condizior¥éx u = 0 in tutti i punti della regione del fluido.

Nel caso di correnti piane, ovvero se il campo della vetobi la forma propria
dei moti bidimensionali, rappresentata da

ux,y,t) =[ulx,y, ), v(x,y,),0],

allora la sola componente non nulla del vettere quella normale al piano del moto,
cioew = (0, 0, ), dove

_av ou

w = 0
ax oy

Interpretazione cinematica della vorticita in correnti 2D

Il rotore Vxu(r) misura quanto una paricella di fluido “stia ruotando” attoahpunto

r. Questa interpretazione cinematiedacile da verificare nel caso di correnti piane.
Consideriamo una particella di fluido con centroAne due piccoli segment#\B e
AC al suo interno, perpendicolari tra loro in un certo istarfBenza alcuna perdita di
generalid, la direzione di questi elementi@essere scelta parallela agli asgy per
cui la loro lunghezza sarindicata cordx e §y, come mostrato nella figura 3.22.

Determiniamo la velocit angolare?oc di rotazione locale della particella cal-
colando il valore medio della veloaitdi rotazione nelle due direzioni perpendicolari.
Per spostamentiin direziomela variazione della componente trasversale della velocit
(v) fra gli estremi dell’elementdx e data dalla quanét

d
v(X + 68X, Y, 1) —v(X,y,t) = 8—Z(Sx,

@
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Figura 3.22 Le frecce rappresentano le
variazioni delle componenti della velogit
nei puntiB e C rispetto ai valori nel punto
A

per cuidv/dx rappresenta la veloéitangolare istantanea valutata in direzione
In modo analogo, per spostamenti in direzionda variazione della componente
trasversale della veloditu) fra gli estremi didy € data da

ou
uix,y+4éy,t) —ux,y,t) = a—y(Sy,

per cuidu/ay rappresenta la velocitangolare istantanea, ma con verso di rotazione
opposto, valutata in direziong. La velocit angolare locale?c della particella
considerat& data dalla media dei valori nelle due direzioni, ovvero:

o 1 8v+ ou _1/0v odu\ o
e =2\ ax ay)) 2\ax ay) 2

per cuiw = 2820¢, OVvero la vorticid e il doppio della veloci angolaréocale della
particella di fluido.

m Consideriamo il campo di veloditcorrispondente a una rotazione
rigida attorno all’asse con velocia angolare? costante. |l vettore veloGtangolare
saR R = 22 e quindi la velocid saa

u(x,y) = —2y X + £2x9.
Si veda la figura 2.1 del paragrafo 2.1 e si determini la vibéti® di questo campo
piano.
Soluzione In base alla definizione, la vortiét(scalare} data da

9(£2x)  9(=S2y)
w = —_ =
X ay

per cui il campo di veloci relativo alla rotazione rigidacaratterizzato da una velaxit
angolare localeniforme.

292,

Il campo di velocia della rotazione rigida appena visto non deve trarre inringa
facendo credere che una vorticidiversa da zero implichi la curvatura delle linee di
corrente. Infatti esistono campi di velagiton rotore non nullo che sembrano privi di
moto rotatorio, avendo linee di corrente diritte. Viceweesistono campi di veloéit
con linee di corrente curve e con vortéicitulla. In altre parole non & alcun legame
fra la vorticita e la forma delle linee di corrente.

| due esempi che seguono illustrano questi due casi. Il passmpio studia il
campo di veloci di un fluido le cui linee di corrente somimee rette, pur avendo un
rotore non nullo e quindi una veloaiaingolare locale diversa da zero.

m Consideriamo il campo di veloéitpiano di un fluido
X .

dovet & una costante avente le dimensioni del ten‘EfJeyidente che le particelle del
fluido si muovono lungo rette parallele all'asgeTuttavia risulta

1
w=VxuX,y =-2
T

1 R 1.

Unarotellina diraggie@ munita di palette, posta con il suo centro nella posiziong)
nel fluido (vedi figura 3.23), sartrasportata dal fluido alla veloaif §, ma saa anche
messa in rotazione con velagiangolareR(x, y) = 2—1r 2, chee indipendente dalla
posizione. Questa veloaiangolare causata dal fatto che il modulo della veladdel
fluido alla destra della rotelline maggiore del modulo della velogialla sua sinistra.

@
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Figura 3.23 La corrente non solo

trascina la rotellina ma la fa anche ruotare

attorno al suo centro
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L'esempio che segue illustra invece come un campo di vélgmssa avere linee di
corrente curve pur avendo vortigihulla in tutti i punti in cuie definito. Si tratta della
corrente deVortice rettilineo, chee un campo di veloctavente la simmetria cilindrica
di un fluido le cui particelle si muovono su traiettorie cil@dattorno a un asse fisso e
con modulo della veloditinversamente proporzionale alla distanza dall’asse.

m Vortice rettilineo e sua irrotazionalit a

Supponiamo di descrivere il campo di velacdi un vortice rettilineo utilizzando le
coordinate cartesiane e scegliamo I'agsiel sistema di riferimento coincidente con
I'asse del vortice. Allora la distanza di ogni punte= (X, y, z) dall'asse del vortice
sald /x2+y2 e il modulo della veloc in r sa@d dato dalla relaziongu(r)| =
A/\/x2 +y2, doveA & una costante avente le dimensioni di un’area diviso il mp

Per scrivere I'espressione vettoriale del campo di vedodél vortice rettilineo
occorre introdurre il vettore unitaribtangente alle circonferenze con centro sull’asse.
Si vede facilmente che in ogni punte= (X, y, z) tale versore dato da

—yX+ Xy

V42

per cui il campo di veloci del vortice rettiline@ espresso dalla relazione

T =

—Ay X + Axy

uQr) = 2t y2

3

ede mostrato nella figura 3.24. Calcoliamo la vor@dili tale campo:

X.Y) a AX a —Ay
U= ey2) T ay ez

X2 4 y2 — 2x2 x2+y2—2y2=

@
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Figura 3.24

Campo di veloci del vortice rettilineo

Figura 3.25
Linee di corrente del vortice rettilineo

Pertanto la vorticé nel vortice rettiline@ nulla ovunque tranne nei punti céh= 0,
ovvero tranne che in tuttii punti del suo asse, do¥e néw sono definiti. Quindi, anche
se le particelle di fluido da un punto di vista globale peropartraiettorie circolari, la
correnteg irrotazionale, poiohV xu = 0 tranne che sull'asse. Di fatto ogni particella
ha un movimento traslatorio lungo una traiettoria circelaNella figura 3.25 sono
mostrate le linee di corrente del campo di veladel vortice rettilineo.

u

S ICIER  Vortice rettilineo in coordinate cilindriche

Data la struttura cilindrica, il campo della velacdel vortice rettilineo dell’esempio 3
e descritto in modo particolarmente semplice impiegandcolerdinate cilindriche
(R, 0, 2). Abbiamo infatti

~ A .
u(r) = us(R8(9) = - 60).

per cui la sua vorticé (scalare} data da

Circolazione

Si definisce con il termineircolazionela circuitazione della velodtlungo il percorso
chiusoC, ovvero:

Ic = ﬁ u(r) - dr.

La vorticita e la circolazione sono legate dal teorema di Gauss chéstalia seguente
relazione fra due integrali, uno di superficie e I'altro dida,

ffoF(r)-ﬁdS:% F(r)-dr,
S Cc=3S

doveS e una qualunque superficie dello spazio tridimensionaleteveme contorno
C, interamente contenuta nel dominio di definizione del cangitmrialeF.

Quindi la circolazione legata al flusso della vortiéidalla seguente relazione

Fczyg u(r) - dr =/fow(r)-ﬁdS,
C S

@
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Figura 3.26  Percorso chius@ che non
concatena l'assedel vortice

PARAGRAFO 3.7: \orticia 57

che possiamo scrivere anche lasciando sottintesa la peesegli elementi infinitesi
d’integrazione nel modo seguente

Fczygu(r)-f=//wa(r)-ﬁ,
C s

dover e il versore tangete allla linea chiu€a

m Circolazione del vortice rettilineo

Il vortice rettilineo considerato nell'esempio 3 e nelBespio 4 ha un’intensitdata dal
valore del parametrd.. Esiste tuttavia un altro parametro per caratterizzanéglfisia
del vortice.

Nei due precedenti esempi &idimostrato che la vortiditrelativa al campo di
velocita del vortice rettiline@ nullain tutti i punti tranne che sul suo asse, doea non
sono nemmeno definiti. Questo significa che la circolaziGpe= § u(r) - dr lungo
ogni percorso chius€ chenon concatena I'asse del vortiéenulla. La circolazione
pud invece essere diversa da zero quandoil percorso condateaase. In questo caso,
ogni superficies avente come contorno il (solo) percoBadnterseca necessariamente
I'asse del vortice doveil campo di veloci ré la vorticita sono definiti, di modo che
il teorema di Gauss non piessere applicato.

Consideriamo una circonferen€g di raggioa con centro sull’asse e calcoliamo
lungoC,4 la circolazionel'c, del campo di velocit del vortice rettilineo:

A . A
I'e =7§ u(r)-dr:y{ —0(9)-dr=/ —Rdo =27 A.
a a CaR 0 R

La circolazioneg la stessa qualunque sia il raggiaella circonferenza. Essendo
irrotazionale, il valore della circolaziormé = 2 A € lo stesso per ogni percorso chiuso
di forma qualsiasi purdhesso concateniI'asse del vortice una sola volta. |l patrame
A che caratterizza I'intensitdel vortice po allora essere sostituito dalla grandezza
in base alla relazione

_F
T 2n

In termini della circolazioné™ il campo di velocia del vortice rettiline@ scritto come:

r .

Vortice di Rankine

Il campo di velocia della rotazione rigida definito negli esempi 1 e 2 del pafagr
2.1 e il campo di velocit del vortice rettilineo definito negli esempi 3 e 4 del présen
paragrafo possono essere combinati assieme nel modo seguen

2R, R<a
us(R) = 1§ 0a?
——, R>a
R

Il campo di velocid di rotazione cdsdefinito si chiamavortice di Rankine e il suo
andament@ mostrato nella figura 3.27

@



| Auteri e Quartapelle: FLUIDODINAMICA. Capitolo 3 - pagina 58 Settembre 28, 2007 @

58 CAPITOLO3 Correntiincomprimibilinon viscose ISBN XX-abc-defg-h

Figura 3.27 Dipendenza della velogit
ug nel vortice di Rankine con la distanza
R dall'asse del vortice

Ug &

La vorticita w di tale vortice si calcola facilmente usando le coordindgtadriche e
vale

222, R<a

w(R)Z:O, R>a

La circolazionel’ (R) lungo una circonferenz@r di raggioR con il centro sull’asse
z si ottiene con il semplice calcolo

- Q2RR, R<a
F(R)=7§ Up(RIRAO = Uug(RIR | db =27 | g2
Cr 0 "R R>a
R
da cui
2712R?° R<a
I'(R) = )
2r2a°, R>a

Il vortice di Rankine costituisce un modello semplice di wntice reale. Tipicamente
i vortici reali hanno unnucleo centrale molto piccolo nel quale, per definiziome,
concentrata la vortict, mentre all’esterno del nucleo la corregtessenzialmente
irrotazionale. Di solito il nucleo noa esattamente circolare e la vorticitl suo interno

non e proprio uniforme. |l vortice di Rankine rappresenta quismlo un modello

idealizzato del vortice reale.

m Equazione della vorticita -

L'equazione di Eulero della quarditi moto pw essere scritta

au
§+wxu=—VH,

dovew = Vx U e dove sk introdotta la funzione scalare

P luf?
+— +x.

H=—
7 2

Prendendo il rotore dell’equaziogepossibile eliminare il gradiente e fare tesom-
parire la quantéi H che contiene la pressione ottenendo

a
8—(;)+Vx(wxu)=0.

@
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Consideriamo ora l'identitVx (axb) = (b.-V)a— (a-V)b+aV-b—-bV.ae
usiamola prendenda = w e b = u. Il terzo termineé nullo per I'incomprimibilit
(V-u = 0)eil quartoe nullo in virtu dell'identit di vorticia, (V- @ = V- Vxu = 0)
per cui otteniamdv x (@ xU) = (U-V)w — (w - V)u. Sostituendo questo risultato
nell’equazione precedente si ottiene

0w
T +U-V)o = (0-V)u,

oppure, se sivuole ricorrere al simbolo di “derivata” mitierintrodotto nel paragrafo
3.1,

Dw
— = -V)u.
Dt (0-V)

L'equazione trovat& I'equazione della vorticita per correnti incomprimibili in as-
senza di viscosit. Si noti che il termine contenente la pressierseomparso; tuttavia
I'equazione coinvolge i due campi vettorialie @ che sono collegati fra loro anche
dall’equazione

w=Vxu.

Consideriamo ora una particella di fluido caratterizzatiiadare vorticita nulla in
un determinato istante iniziale. L'equazione vettoriaigrdsporto della vortica
appena dedotta ci dice che tale particella mantiene nuladpria vorticia. In altre
parole, possiamo dire che in una corrente incomprimibiteviscosa non esiste alcun
meccanismo che permetta il trasferimento di voriéra particelle diverse del fluido.

Equazione della vorticita in 2D
Nel caso particolare di correnti in due dimensionigctali che

u=u(x,y,t)X+ v,y t)y e ®w=wXY,1t)z

allora

ou
(w-V)u=w— =0.
0z

Di conseguenza I'equazione della vorticfier correnti piane sar

ow
— +u-Vo=0
ot A (0

oppure, ricorrendo ancora alla notazione della “derivatateriale,

Dw

= =o.
Dt

Si pw quindi concludere che nelle correnti incomprimibili ndeaose in due dimen-
sioni, quando le forze di volume presenti sono conservdtiveorticita (scalarejo di
ciascuna particella di fluido si conserva. Nel caso pawieotli correnti stazionarie
I'equazione precedente si riduce a

u-Vo =0

per cui la vorticib w € costante lungo ciascuna linea di corrente.

@
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Irrotazionalita delle correnti 2D uniformi all’infinito

Un’applicazione interessante dell’equazianévw = 0 si ha nel caso di una corrente
piana stazionaria incomprimibile di un fluido supposto nisteso che investe un
corpo cilindro, provenendo da una regione lontana dove esasaiforme. Il corpo
cilindro e supposto idealmente di lunghezza infinita, in modo che teente possa
essere descritta con buona approssimazione da un camplodi&&D in un piano
perpendicolare all'asse del cilindro, ma la sezione dahaib & di forma qualsiasi.
In tale caso vale I'equazione della vort&i2D appena scritta. Pertanto, visto che
tutte le linee di corrente provengono dall'infinito dove lkeloacita u &€ uniforme e il
fluido ha vortici nulla, alloraw = 0 in qualunque altro punto e quindi la corrente 2D
considerat& irrotazionale.

m Flussi piani incomprimibili e funzione di corrente -

Il campo della velocd di una correnténcomprimibile in due dimensioni pud essere
descritto mediante una funzione scalare chiarhatzone di corrente. Si tratta di una
grandezza molto utile in quanto, come indica lo stesso nounesta funzione ha una
relazione molto stretta con le linee di corrente del fluido.

Consideriamo un campo di velogibidimensionale piano,

ux,y) =uX, y) X+ v(x,y)y

e supponiamo che la corrente descritta da esso sia incoibpem In tale casoe
possibile introdurre una funzionke = ¥ (X, y), che si chiamé&unzione di corrente, e
scrivere

d
u=2%

ay
Le componenti della veloditcos definite soddisfano automaticamente la condizione
di incomprimibilita in due dimensioni in quanto si verifica immediatamente

2 2
o v i%+i<_%> Py

ax ) ~ axay ' ayax

%

S oax

ax |y axay | ay

)

in virtu del teorema di uguaglianza delle derivate seconde mistex gopriea im-
portante della funzione di correngee conseguenza immediata della definizione della
velocitau in termini della stessé:

d a Y a Y a

uvy —u VW _ WY vy,

X ay ay dX ax ay
per cuiy & costante lungo una linea di corrente. Questo significa eheuive
Y = costante sono semplicemente le linee di corrente del motmiprimibile piano
del fluido rappresentato da.

Definizione della funzione di corrente

La funzione di correntg (r, t) di un campo di veloci incomprimibile pianai(r, t) e
definita come la portata volumetrica del fluido che, in un deteato istantd, passa
fra un punto di riferimento, = (X., Y,) (scelto arbitrariamente) e il punto considerato
r = (x,y). Inrealf, essendo il campo di moto considerato piano, la pogada
intendersi per unit di lunghezza normale al piano del moto. In termini matechadé
portata volumetrica di fluido che passa frai punter (per unié di lunghezzag data
dall'integrale di linea

.
Y(r,t) =f u(s t) - A(s),
g

@
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Figura 3.28 |l percorsoL; + (—Lp) €
una curva chiusa

Per una definizione di dominio
molteplicemente connesso si
veda il paragrafo B.3
dell'appendice B.
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doven(s) e il versore normale alla curva nel punto di integrazisealove s omesso
I'elemento infinitesimads nell’integrale, come usuale in questo testo. Se il campo
di velocitiu e a divergenza nulla, I'integrale considerato non dipeadet percorso
scelto ma solo dal punto iniziale, e dal punto finale. Infatti, se consideriamo
due percorsi diversL1 e Lo che partono dallo stesso puntp e terminano nello
stesso punto, come mostrato in figura 3.28, possiamo prendere il perochgso

L1 + (—L2) ottenuto percorrendo primia; e poi L2 in senso inverso al suo senso
originario. Calcolando I'integrale di linea lungo tale perso chiuso avremo, in virt

del teorema della divergenza in due dimensioni,

7{ ues, t) - A(s) =/ V.u
Li+(—=L2) \

a condizione che la curvia; + (—L2) costituisca I'intero contorno della regione
(ovvero se tutta la regione del piano compresalfiae L, appartiene al dominio di
definizione del campo vettorial@). In questo caso, essendoa divergenza nulla,
I'integrale di volumee nullo e quindi

yg u(s,t)-A(s) =0
L

1+(=L2)

da cui si ricava subito

r r
f UGt - (s = f U2, t) - i)
r | g

« L1 L2

con ovvio significato dei simboli.

Nel caso in cuiinvece laregione del piano compresa fm@l > contiene un’isola”
inaccessibile al fluido, ovvero se il dominio occupato daidftue molteplicemente
connesso, allora si deve tenere conto che il contorno dedi@me in cui si applica il
teorema della divergenza comprende anche la curva chieseappresenta la “costa
dell'isola”. Ma la componente di normale a questa parte del contogaulla per
la condizione di non penetrazione, per cui si ha ancora Bgianza fra I'integrale di
linealungoL 1+ (—L>) e l'integrale di volume s¥. Pertanto anche nel secondo caso
l'integrale di linea della componente normale della vetodipende solo dal punto
inizialer, e dal punto finale.

Una volta dimostrato che la definizionewlix, y, t) identifica una vera funzione
della posiziongx, y) dei punti del piano, in ogniistante di tempjgimane da verificare
che questa definizione implica le due relazioni esprimentdmponenti cartesiane
ev della veloci& in termini diyr, che sono state scritte all'inizio del paragrafo.

Nella definizione diy (r, t) possiamo esprimere il versore norma(e) in termini
del versorer (s) tangente alla curva di integrazione tenendo conto che Eetrgovin(s),
7(s) ez costituiscono una terna ortogonale destra, pefit®i= 7(s) x 2. Un calcolo
diretto mostra allora

r r r
w(r,t) =f ues,t) - 7(s) x 2:] ues,t) x (s - 2:] [u(s t) x dg|z,
r M

* "

dovee stato reintrodotto I'elemento infinitesimettoriale dsla cui direziones essen-
ziale per la correttezza dell’'espressione. Peigh= (u, v, 0) e ds = (dx, dy, 0), il
prodotto vettoriale sotto il segno d’integrazione si clddmmediatamente
(x,y)
VX, y,t) = / [ux, y, )y dy —v(x, y, t) dx]
(%, ¥a)

per cui risulta:

u(x,y,t):%’yy’t) e U(X’y’t)z_w.

@
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Figura 3.29 Campo di veloci

incomprimibile pianau(x, y) espresso
mediantevys

Un modo molto conveniente di scrivere le due relazioni cHamdeono il campo della
velocita in termini della funzione di corrente

U= (V) x2.

Questa relazione vettoriale p@ssere interpretata geometricamente: essa mostra che
il campo di velocia pianou & ottenuto, in ogni punto, facendo ruotare di 90 gradi il
vettore gradient®ys in senso orario attorno a un asse normale al piano.

Il vantaggio di questa relazione il suo carattere vettoriale intrinseco che ne
permette 'uso anche in un sistema di coordinate del piarersid da quello cartesiano.
Ad esempio, se si considerano le coordinate pataf) e si ricorda I'espressione del
gradiente in tali coordinat&/ = f a"—r +6 Fl% dalla relazione vettoriale immediato
dedurre che le componenti polari della velacit e us sono espresse in termini della
funzione di corrente/ (r, 6) dalle relazioni

1y W

= u = .
r 90 v ar

Ur
Un campo di velocd piano coksdefinito soddisfa automaticamente la condizione di
incomprimibilita che in coordinate polari si scrive

10 10uy
——(r -—=0.
r ar( urH_r 00

Infatti risulta

10 /0 10 ad

1o vy, 190 Wy _ g

rar\ a0 r a0 ar
per 'uguaglianza delle derivate seconde miste. La medesappresentazione vale per
un campo di velocit incomprimibile piano descritto in coordinate cilindrictR, 6),

nel quale caso la funzione di corrent€R, 6) permette di esprimere le componenti
cilindriche non nulle della velottramite le relazioni

10 ad
_tw o 2
R 06 aR

Osservazione Lafunzione di corrente guessere definita anche nel caso di correnti
viscose, purcé siano sempre incomprimibili e bidimensionali.

Ur

Equazione della funzione di corrente

La variabile funzione di corrent¢qr € governata da un’equazione che interviene in
certe formulazioni alternative delle equazioni delle eatr incomprimibili in due
dimensioni. L'equazione si ottiene semplicemente calubdda vorticit scalarey a
partire dalla definizione di e v in termini diy,. Un calcolo diretto fornisce

0= =— (- - __ v _ 7
ax dy  IX ax

_dv ou_ 9 ay oy %y 3y
ay ay  ax2  9y?

e quindi avremo I'equazione di Poisson bidimensionale
VY = —o,

dove V2 & l'operatore di Laplace nel pianoy. Questa equazione di Poisson per
¥ pud essere risolta soltanto se la vorécdel moto bidimensionale nota, ovvero
se si conosce la funzione scalase= w(X, y,t). Sfortunatamente questa variabile
deve essere calcolata risolvendo I'equazione della V@D introdotta nel paragrafo
precedenteE quindi necessario considerare le due equazioni assierostrelice un
sistema di due equazioni che dovranno essere soddisfatieneporanemente.

@
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Sistema vorticita—funzione di corrente

Nell’equazione della vorticit per correnti incomprimibili piane presente il termine
advettivou - Vw. Se velocidu a divergenza nullé espressa mediante la funzione di
correnteyr, un calcolo diretto mostra che

u.sz[(Vw)xz].sza_w%_a_w%

La combinazione quadratica delle derivate prime €lséata ottenuta semplicemente
il determinante della matrice jacobiana

o Jdw
dw,y) | ax dy
dx.y) | ay oy

ax  ay

in quanto

dw, Y)| _ 0 3y o 3y
X, y) | ax ay dy ax’

Questo determinante si chiarjaeobiano della coppia di funzionin (X, y) € ¥ (X, y)
e si indica sinteticamente con

per cui il termine advettivo puessere scritto nel modo seguente
u-Vo = J(w, ¥).

Quindi le correnti piane incomprimibili di un fluido non visso possono essere rapp-
resentati dalle variabili scalagi(x, y, t) e ¥ (X, y, t). Questevariabili non primitive
sono governate dall’'equazione scalare della vodtieitlall'equazione di Poisson della
funzione di corrente: queste due equazioni costituiscofadti il seguente sistema di
equazioni accoppiate:

ow
— ] =0
T + J(w, ¥) |

V21//+a)=0.

Il sistema di equazioni deve poi essere corredato dallessade condizioniiniziale e
al contorno per costituire un problema completo.

Nelle correnti non viscose la vortigirimane nulla s@ nulla all'istante iniziale,
per cui la funzione di correntg & soluzione della semplice equazioné.dplace

V2 =0

completata da opportune condizioni al contorno.
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CAPITOLO 4

Correnti incomprimibili
non viscose irrotazionali

Introduzione In questo capitolo studieremo il caso particolare delleardr incom-
primibili dei fluidi supposti non viscosi quando la vorte® ovunque nulla. Queste
correnti sono chiamate irrotazionali e, sotto una deteataicondizione, il loro campo
di moto pw essere descritto attraverso una opportuna funzioneecaldamata poten-
ziale cinetico. Ricaveremo I'equazione che governa quesiabile ausiliaria e mos-
treremo come l'equazione della quaatdi moto, una volta determinata la velagit
diventi un’equazione per la sola incognita pressione chegasere risolta in modo
esplicito anche nel caso generale di correnti non stazimnar

m Irrotazionalita della corrente e potenziale della velocita B |

Le correnti incomprimibili di un fluido supposto non viscosono governate dalle
equazioni di Eulero descritte nel paragrafo 3.3, che s@witie qui per comodit

au VP
— tWU-V)u+ — =—-Vy,
ot 19

V.-u=0,

dove x rappresenta I'energia potenziale per anii massa del campo di forze di
volume esterne, che &isupposto conservativo. Comeesvisto nel paragrafo 3.5, il
termine(u-V)u dell’equazione della quandidi moto pw essere sempre riscritto come
(U-Vyu = (Vxu) xu-+ %V(|u|2) per cui 'equazione precedente si goscrivere
anche nella forma seguente:

au—|—(V u) xu \% P+|u|2+
— XU) XxU=—-V| =+ — .
ot 5 X
Supponiamo ora che la corrente si@tazionale, ovvero che il campo della vorticit
® = Vxu sia sempre nullo ovunque:

Vxu=0,

ossia in ogni punta del campo di moto e per ogni istartte> 0. In real& none
necessario assumere per ipotesi questa condizione nallateuezza ma sufficiente
che la vorticit sia nulla nell'istante iniziale = 0, ovverosia

Vxug=0,

doveug e il campo diveloci iniziale. Infattie possibile dimostrare che, in condizioni di
regolarif, laforma dell’equazione della quaatinoto per la corrente incomprimibile di
un fluido non viscoso garantisce che la voréigiar@ nulla in ogniistante successivo
t> 0.

In virtu dell'ipotesi di irrotazionalé della correnteY x u = 0, I'equazione della
quantif di moto si semplifichérallora in

u v P+|u|2+
it \7 x)

@
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Inoltre la condizione d'irrotazionabtV x u = 0 permette un’altra semplificazione
ancora pil importante nella descrizione matematica del moto deldluidiale sem-
plificazione del modello matemati@ sempre permessa quando la regione in cui si
muove il fluidoe un dominiosemplicemente connessmvverosia privo di fori che
trapassano la regione stessa, vedi appendice B. Sottoagpesesi il campo della
velocita irrotazionalau(r, t) pud essere espresso, ad ogni istanteome il gradiente

di una funzione scalarg(r, t) mediante la relazione

u= Vo,

e la funzioneg(r,t) & chiamatapotenziale cineticg o potenziale della velocia
oppure pil semplicementpotenziale Lintroduzione del potenziale corrisponde a un
cambiamento di variabile nel senso gh& una nuova incognita che si pusare al
posto della velocéu. Il vantaggio di sostituirel cong sta nel passare da un’incognita
vettoriale a un’incognitascalare. Vedremo fra un momento che il costo di questa
semplificazione sarun aumento dell'ordine del problema differenziale dalviese.

m Corrente incomprimibile ed equazione di Laplace -

Sfruttando la rappresentazione della veladitotazionalas in termini del potenziale,
la condizione di incomprimibila V- u = 0 diventa

V.u=V-Vp=V2=0.

Questae I'equazione di Laplaceper il potenzialep che deve essere completata da
opportune condizionial contorno. Nel paragrafo 3.4 abligisto che per una corrente
incomprimibile di un fluido supposto non viscoso la condiE@l contorno da imporre
sulla velocia é A - u(r,t)‘s = bp(rs, t), doveb, & la componente normale della
velocita specificata si. Scrivendo questa condizione come condizione al contorno
per il potenzialey si ottiene

ap(r,t)
on |

= bn(r& t)v
S

dove% indica laderivata normale sulla frontieraS, ovvero la componente del gradi-
ente normale alla superficie in ogni suo punﬁq:z A - V. Questo tipo di condizione
al contorno che impone il valore della derivata normale &mlacondizione di Neu-
mann. La condizione che impone invece il valore dell'incognitbcontorno si chiama
condizione di Dirichlet, ma essa non interviene nel caso del potenziale della v&loci

L'equazione di Laplace completata della condizione di Nammconduce al
seguent@roblema di Neumann (funzione del tempo)

V2p =0,
¢

Si tratta di unproblema ellittico e piu precisamente di uproblema armonico in
quanto I'operator&/ 2 & il laplaciano e I'equazioné omogenea, ossia il suo termine
notoe nullo. Inreald, ad ogniistante ditempgpabbiamo un diverso problema di questo
tipo poicle la velocik normalebn (r s, t) imposta sul contorno dipende in generale dal
tempo. Siricorda che, come mostrato nel paragrafo 3.5td dacontornd, (rs, t)
deve soddisfare la condizione di compatikiliflobale

\¢A bn(rs, t) = 0
S

@
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affinché una soluzione possa esistere. Inoltre il potenzgialel problema di Neumann
none definito univocamente, proprio come la pressiBmelle equazioni per le correnti
incomprimibili (con o senza viscoall. Infatti data una soluzion(r, t) del problema
appena scritto, tutte le funziopir, t) + A(t), conA(t) funzione arbitraria, soddisfano
ugualmente I'equazione e la condizione di Neumann, gefaihcognita¢ compare
in esse solo come argomento di operatori di derivazioneiagazQuesta arbitrariat
non pone tuttavia alcun problema dal punto di vista dellzmeinazione del campo
di velocita dal momento cha = V¢ e quindi la soluzione della velogitnon dipende
dalla funzioneA(t) e saa sempre unica.

m Teorema di Bernoulli per correnti non stazionarie -

Supponiamo ora che il problema di Neumann per il potenziella delocit sia stato
risolto, per cuip = ¢(r,t) & un campo noto. Potremo allora sostituire il campo
vettoriale Vg nell’equazione della quanditdi moto per correnti irrotazionali al posto
di u, ottenendo

2
v _ —V(E L, x>.

ot 12 2

Ma gli operatori differenziali% e V. commutano per cui il termine nel membro di
sinistrae il gradiente di%. L'equazione si pofx allora scrivere nella forma

g P |Vgl?
vl = + —
<M+ﬁ+ 2

+x>=0,

la cui integrazione (in senso spaziale) fornisce immediatate

| V|2

3¢ P
% v 2 M v =co
at 19

2

dove C(t) e una funzione arbitraria del tempo. Questa relaziergetta talvolta
teorema di Bernoulli per le correnti irrotazionali potenzi ali dipendenti dal tempo.

La funzione arbitrariaC(t) potrebbe essere fatta sparire dall’equazione assorkgendol
nel potenzial@, chee definito a meno di una funzione arbitraria del tempo: babtss
infatti aggiungere & la funzione di una sola variabitg(t) = ft C(t") dt’, visto chein
ognicasal = V¢. L'eliminazione della funzione arbitraria (e del tuttdlievante)C (t)

e peb impossibile nel caso stazionario, per cui conviene lasdimlterato il membro

di destra dell’equazione appena trovata. iGzssa pott essere specializzata al caso
stazionario sostituendo semplicemente la funzione ar@t€ (t) con una costantg.

Quando il potenziale® = ¢(r,t) € gia stato determinato, possiamo risolvere
I'equazione di Bernoulli per correnti incomprimibili irtazionali non stazionarie
rispetto alla funzione incognit® ottenendo la seguente espressione esplicita della
soluzione

2

PILY _ 380t VRO
g at 2

Pertanto, nelle correnti incomprimibili irrotazionalg tipendenza dal tempo sia del

campo della velocitu(r,t) = V¢(r,t) che del campo della pressioffe= P(r,t)

e determinata completamente dalla dipendenza temporkdecdenponente normale

della velocia b, (rs, t) imposta sul contorno del campo di moto.

@
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L'equazione diLaplace per il potenziale della vela@ssieme alla relazione prece-
dente per la pressione permettono di determinare le comeotmprimibili irrotazion-
ali mediante un procedimento che affronta in successioagthblemidisaccoppiati:
primasi risolve il problema di Neumann pg(r, t) e poi si calcola la pressiori(r, t)
tramite I'espressione esplicita scritta. Questo metodwsente quindi una grande
semplificazione rispetto al procedimento da seguire nel pasgenerale di correnti
incomprimibili non viscose con vortiét Infatti queste ultime sono governate dal
sistema costituito dalle due equazi@ecoppiate scritte all'inizio del paragrafo 4.1.
La soluzione di tale coppia di equazi@anmolto difficile a causa della natuvancolata
del problema e della presenza del termine non lingarev)u nell’equazione della
guantif di moto.

Ritorno al teorema di Bernoulli per correnti stazionarie

Nel caso particolare di una corrente stazionaria, la viZlowdrmale imposta sul con-
torno S della regione del fluido non dipende dal tempo, ovvigso= bn(rs). Ne
consegue che anche il potenziale non dipendealaverop = ¢ (r) che saa soluzione
del seguente problema di Neumann

VZ2p =0,
d¢
L =D

con il dato al contorno soggetto alla condizione globfab (rs) = 0. La soluzione di
guesto problema armonico sanvviamente definita a meno di una costante additiva.
In altri termini, se la funzione (r) € una soluzione, lo samanche la funziong(r) + A,
dove A & una costante qualsiasi.

Nel caso stazionario I'equazione di Bernoulli precedensemplifica in

P Vgl
PP ¢
19 2

dove il valore della costanté & determinato dal valore d®, |V¢| e x in un punto del
fluido, diciamo nel punt@;. In altre parole, il teorema di Bernoulli nel caso di una
corrente irrotazionale potenziale stazionaria signiftea ¢

2
@ . Vo ()l

=C
> 5 + x () ,

per qualunque puntonel fluido, doveC = (P(r1)/p) + %|quﬁ(r1)|2 + x(r1). Questo
risultato rappresenta una versione particolare del teardimBernoulli per correnti
irrotazionali valida quandé possibile scrivere = V¢. Una tale rappresentazione
di una corrente irrotazionake sempre permessa se il fluido si muove in una regione
semplicemente connessa mentreé @mssere impossibile per certi campi di moto in
domini molteplicemente connessiutile ricordare che la presentersione potenziale

del teorema di Bernoulli per correnti irrotazionali rictleequindi che

e la corrente sia stazionaria,

e la regione occupata dal fluido ssemplicemente connessa,
e il campo di velocié sia irrotazionale,

o il fluido sia non viscoso,

e la corrente sia incomprimibile di dengitiniforme,

e le forze di volume agenti sul fluido siano conservative.

@
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Risolvendo la relazione di Bernoulli rispettdPdr) si ottiene il campo della pressione
della corrente incomprimibile irrotazionale potenziale:

P P 1
Q S —[|V¢1|2 - |V¢(r)|2] + x1— x(),
0 o2

dove P1 = P(r1),¢1 = ¢(r1) € x1 = x(r1). Se il campo di veloc# u(r) & ir-
rotazionale ma nom rappresentabile come gradiente di un potenziale (cerient
rotazionale con circolazione non nulla in un dominio mditamente connesso), la
pressione polr comunque essere calcolata in termini@) mediante la relazione

PO) P 1
PO B 2ol - )R] + xa— x®.
0 o2

Coefficiente di pressione (incomprimibile)

Un’applicazione importante del teorema di Bernoulli rigileale correnti attorno a un
corpo fisso quando il campo di moto e la pressione a grandedsidal esso possono
essere considerati uniformi. In tale caso il valore dellespione in tutti i punti del
fluido pud essere espresso in forma adimensionale considerandifdeedza fra la
pressione nel punto e la pressione lontano dal corpo, doxeddaita e uniforme.

Indichiamo conPy, il valore della pressione del fluido nella regione lontana
dal corpo e corJ = U X la veloci@a uniforme del fluido, sempre in tale zona. Si
definisce alloraoefficiente di pressioneCp (r) in un punto generico del fluido come
la differenza fra la pression(r) e la pressiond’,, lontano dal corpo, normalizzata
rispetto al valore dell’energia cinetica per @nii volume del fluido in tale regione,
ovvero, si pone

P(r) — P
20U
Il coefficiente di pressione& quindi unafunzione adimensionale i cui valori sono
proporzionali alla differenza fra la pressione in un pungéd ftbido e la pressione a
grande distanza dal corpo.

In particolare, se non esistono forze esterne, pey cuio, la relazione di Bernoulli
Si pw scrivere

PO Py %[U2 — Ju(n)?].

12 2

Sostituendo il campo di pressione tosavato dalla legge di Bernoulli nella definizione
del coefficiente di pressione si ottiene la classica formula

lu(r)?
uz2 ’

Cp(r)=1-—

che & molto utilizzata nello studio delle correnti incomprinfiitstazionarie e che
dimostra che il coefficiente di pressioBesempre minore di 1 o al piuguale a 1 nei
punti in cui la velocia & nulla, detti punti dristagno.
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CAPITOLO 5

Correnti incomprimibili
viscose

Introduzione Questo capitole ‘dedicato allo studio delle correnti incomprimibili

di un fluido viscoso. Nel primo paragrafo si descrive il fenomeno della viscosita nel
caso semplice di una corrente che si muove in una sola direzione. Nel paragrafo 5.2
questa nozione primitiva di viscoa# estesa al caso generale per ricavare I'espressione
della forza agente sulle particelle del fluido dovuta alla sua viscosita in una corrente
tridimensionale, sempre incomprimibile. Nel paragrafo 5.3 il nuovo termine della
forza viscosa ‘aggiunto nell’equazione della quaatdi moto,cos da potere scrivere

il sistema delle equazioni di Navier—Stokes che governano le correnti incomprimibili
viscose. Le condizioni supplementari, iniziali e al contorno, necessarie per ottenere un
problema matematicamente completo sono presentate nel paragrafo 5.4, assieme alle
loro condizioni di compatibildé, analogamente a quanto visto nel capitolo 3 per il caso
non viscoso e le equazioni di Eulero incomprimibili.

Nel paragrafo 5.5 si introduce la forma adimensionale delle equazioni di Navier—
Stokes e si definisce il numero di Reynolds. Nei paragrafi successivi si ricavano alcune
soluzioni analitiche delle equazioni in regioni dalla geometria molto semplice, per
correnti incomprimibili viscose, sia stazionarie sia variabili.

Per quanto riguarda le correnti stazionarie, il paragraf@5édicato allo studio
della corrente unidirezionale di un fluido che riempie lo spazio fra due pareti piane
parallele, di cui una eventualmente in moto con vetocitStante, in presenza o meno di
un gradiente di pressione uniforme in tutta la regione occupata dal fluido. Si considera
anche la corrente di un fluido all’interno di un tubo causata della presenza di un
gradiente di pressione parallelo all'asse del tubo. Si analizza inoltre il moto di uno
strato di fluido che scorre su un piano inclinato a causa del campo di gravita terrestre.

Per quanto riguarda i problemi dipendenti dal tempo, nel paragrafo 5.7 si studia
come un fluido inizia a muoversi in virtdell'attrito viscoso a causa della traslazione
improvvisa di una parete piana; di questo tipo di correnti unidirezionali considereremo
due esempi particolari. Nel primo caso la regione occupata dal fluido & un semispazio,
nel secondo case |0 spazio compreso fra due lastre parallele.

Il paragrafo 5.8 & dedicato ad alcune soluzioni esatte delle equazioniincomprimibili
in coordinate cilindriche quando il fluido simuove lungo traiettorie circolari. Siesamina
dapprima la corrente stazionaria generata in una regione compresa fra due superfici
cilindriche che possono ruotare con velaatigolari costanti diverse attorno allo stesso
asse. Sianalizza inoltre I'evoluzione di una colonna di fluido che all'istante iniziale
ruota in modo rigido e che frenata dall’arresto improvviso della parete cilindrica
delimitante il fluido e infine il decadimento nel tempo di un vortice rettilineo e di un
vortice attorno a un cilindro rigido la cui rotaziorearrestata istantaneamente.

Il paragrafo 5.9 dedicato a una descrizioneuparticolata del fenomeno della
viscosi@l. Per capire il meccanismo frenante dell’attrito interno in un fleidecessario
considerare la situazionepigenerale in cui esso puessere ancheomprimibile.
Presenteremo pertanto un’analisi che va oltre i confini stabiliti dall'ipotesi di corrente
incomprimibile, per cui il paragrafo in questionegessere considerato un intruso
in questo capitolo. Tuttavia le equazioni di Navier—Stokes incomprimbili sono molto
importanti ede’ necessario ricavare I'espressione della forza di attrito viscoso agente
su un corpo fermo in una corrente incomprimibile secondo il procedimento rigoroso
mostrato nel paragrafo 5.12.

Nel paragrafo 5.13 si studia invece come varia I'energia cinetica in una corrente
incomprimibile viscosa. Inoltre si considera I'equazione che governa I'evoluzione
dell'energiainterna nelle correnti di questo tipo e che deriva dalla forma generale della

@
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legge di conservazione dell’energia cheasiatrodotta solo nel capitolo 9.

Gli ultimi due paragrafi del capitolo sono infine dedicatagresentazione delle
equazioni che governano la convezione naturale nei liguelcorrentiincomprimibili
nei sistemi di riferimento rotanti.

m Viscosita dinamica e viscosita cinematica -

Figura 5.1

y = costante

Campo di veloci di taglio

Le soluzioni della corrente stazionaria incomprimibiler®tazionale attorno a una
sfera o a un cilindro circolare calcolate nel capitolo pdesge mostrano che un fluido
supposto idealmente non viscoso “scivola” sulla supertielecorpo attorno al quale
scorre. Questo risultate una conseguenza dell’ipotesi di viscagitulla e si traduce

matematicamente nel potere imporre la condizione al contsolo sulla componente
normale della velocit, che si annullérquando la superficie ferma.

L'esame delle correnti di qualunque fluido reale rivela o®ehe non si verifica
alcuno scivolamento del fluido sulle superfici dei corpi dioliNegli esperimenti si
osserva infatti che sulla superficie dei corpi fermi la vékdel fluidoe nulla, ovvero
che si annulla oltre alla componente normale anche queilgetste. La regione in
cui si verifica la riduzione del modulo della velazitial valore asintotico, a grande
distanza dal corpo, al valore nullo su di ess@ jgssere di dimensioni confrontabili o
addirittura maggiori di quelle caratteristiche del corpesso, oppure muessere una
zona molto sottile in prossindtdella sua superficie. Quando la zona di transizione in
cui |u| decresce rapidamente, ma comungue in modo continuo, ddane e@segnato
fino al valore nulla molto sottilez chiamatatrato limite.. Nello strato limite gli effetti
della viscosia del fluido sono importanti e non possona pssere trascurati, per cui il
modello di fluido non viscoso considerato finora deve esdavaredonato.

Per comprendere la situazione dobbiamo precisare cosficaghtermine “fluido
viscoso”. A questo fine, consideriamo il caso di una semplareente cosiddettdi
taglio, ovvero di un campo di veloditpiano unidirezionale del tipo:

u(r) = [U(y), 0, 0] = U(y) >A(s

come mostrato di fianco. Nel caso di un fluido che supposto non viscoso il vettore
sforzo, s, cioé la forza per uné di area della superficie di contatto, che il fluido
immediatamente sopra un piage= costante esercita sul fluido immediatamente al di
sotto, non ha alcuna componente tangente. Viceversa, farido viscoso il vettore
sforzo ha una componente tangesgtdipicamente diversa da zero. Infatti la vel@cit
del fluido nella zona superiokemaggiore di quella del fluido nella zona inferiore per
cui il primo tendea ad aumentare la veloaitlel secondo, grazie a una forza di taglio.
A sua volta, il fluido immediatamente sotto il piagie= costante esercita una forza sul
fluido al di sopra, ed essendo la sua velaciella zona inferiore pipiccola di quella
nella zona superiore, il fluido sotto tendea ridurre la veloc# di quello sopra. Nel
caso particolare di fluido viscostewtonianola componente di taglisy del vettore

s e proporzionale alla derivata della vel@gitovvero, nel caso considerato, vale la
relazione

doveu € una propriet del fluido chiamataiscosit dinamica o pii semplicemente
viscosit.. Molti fluidi reali, come I'acqua e I'aria, si comportano seclo la precedente
relazione lineare, ma esistono anche molti altri fluidi ssiccome le vernici, i polimeri,
la maionese e il miele, che hanno un comportamenta@pmplicato che dettonon
newtonianao.

Da un punto divista dinamico una grandezza molto importasiiéia essere fascosia

@
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m Forza di attrito viscoso

AX
AZ

@_. sx(y + Ay)
Ay

—

sx(Y)
/ X
z
Figura 5.2 Azione della componente
dello vettore sforzo viscosenella
corrente di tagliar = u(y)
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cinematicachee definita dal rapporto fra la viscaoaitinamica e la densitdel fluido

V=—.
0
Nella tabella 1 sono riportati i valori della derssjs, della viscosi dinamicau e di
quella cinematica relativi al mercurio, all’acqua (allo stato liquido e di @) e
all'aria in condizioni termodinamiche standard, ovveta &mperaturadir = 300K
e alla pressione atmosferid@m = 1.01 x 10° Pa.

Tabella 1. Propried meccaniche di alcuni fluidi alla temperatura®i= 300K e
alla pressione atmosfericBam = 1.01 x 10° Pa
p densif u viscosif dinamica v viscosif cinematica

Fluido kg/m® kg/(m-9) m2/s
mercuria Hg 13550 156 x 103 0.115x 1076
acqua H,0 998 10 x 1073 10 x10°°6
vapore H,0 a 100°C 0.60 123 x 1076 205 x 106
aria 118 185 x 10°° 156 x10°°

Come si mostrer alla fine del paragrafo 10.1, il valore di (e quindi anche di)
pud variare sensibilmente con la temperatura e dipende aseppure in modo meno
sensibile, dalla pressione del fluido. Tuttavia, in tutt@sfo capitolo consideremo
un modello di fluido in cui la densitp e la viscosid dinamicgu sono costanti. Nei
precedenti capitoli la condizione di dersitniforme e costantestata sempre indicata
esplicitamente scrivendo la dersitomep. In modo analogo, in questo capitolo
indicheremo conr la viscosi dinamica quando essa potessere considerata una
costante caratteristica del fluido, indipendenteaia temperatura e pressione. La
viscosifa cinematicas sam invece indicata sempre senza alcuna sopralineatura dato
che l'uso di questa grandezzaui limitato al caso incomprimibile con fluidi di deresit
uniforme e con viscosit costante, per cui la definizione effettiva dekfficiente di
viscosit cinematicav &

SRS

Solo nel paragrafo 5.9 considereremo il caso generale deii domprimibili nei quali
l'intensita dell’attrito viscoso risulta dipendere dalle condizieeimodinamiche del
fluido. In quel paragrafo il coefficiente di viscasitlinamica pott dipendere dalle
variabili termodinamich@ e P.

Lo sforzo viscoso nel caso della corrente di taglio ora atersita provoca una forza
tangenziale per uritdi volume parallela alla veloéit Consideriamo infatti un vol-
umetto di fluido di forma prismatica con bage Az e altezzaAy avente il vertice
inferiore sinistro nel puntgx, y, z), vedi figura 5.2. La componente nella direzione
x del vettore sforzo viscoso che agisce sul fluido contenutealametto attraverso
la faccia superiore data dmw, dal momento che il fluido esternolpveloce
tende ad aumentare la velaciel fluido nel volumetto. Al contrario la componemte
di sagente attraverso la faccia inferigrelata da—ud‘é—gy) poiche il fluido esterno pi
lento tende a ridurre la veloéitdel fluido nel volumetto. La forza netta per @ndi
volume ava allora la direzione dell’assee tale componente sadata dalla differenza

; du du
(), (3)
X dy y+Ay dy

i| AxAz (/‘g_;)|y+Ay_(M(dj_;)|y
vl Ax Ay Az Ay

@
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LY Facendo tendere a zero lo spessore orizzontale del volyteetomponente non nulla
?V della forza viscosa per udidi volume vara
e u(y) . d d
VISC u
> F= —(u—|.
Y X X dy " dy
? Occorre peb tenere presente che la velacit dipende dalle tre coordinate spaziali,
— uey) ovvero si ha in generale = u(x, y, z), per cui la derivata nella formula precedeate

X

Figura5.3 Gradienti della veloc#t anche
grandi possono causare nessun effetto
viscoso (figura in alto) dato che la
componentds¢ della forza viscosa per
unita di volume nore determinato dalla
pendenza della funzione= u(y) ma
dalla suacurvatura (figura in basso)

X = X1 e
y=y1 —
/¥ U(X1,Y1,2)
=
>

/ "
z
Figura 5.4 La componente: della
velocita varia in generale anche
muovendosi parallelamente all'asse

Az

Sx(2) <~ -~
Ay x(z+ Az)

AX
/ "
z
Figura 5.5 Contributo alla forza viscosa

dovuto alla variazione di lungo la
direzionez

Figura 5.6 La component« della
velocita varia in generale anche lungo la
direzionex

una derivatgarzale, ovverosia risulta

" 0 ou
pvisc _ 2 (97
X Ty (“ By)

Questo termine doaressere aggiunto nel secondo membro dell’equazione delta g
tita di moto, o meglio, nell’'equazione relativa alla sua conggex. In particolare,
se la viscosi dinamica costantey = 7z, I'espressione precedente diventa

2
Fviscz—8 u
X PV
y

L'espressione del contributo di forza viscosa appenaaitapermette di capire pereh
gli effetti viscosi possono diventare molto importantilneitrato limite di una generica
corrente viscosa. Il motivé che il gradiente della veloaitpw diventare molto
maggiore nello strato limite che non nelle altre parti detierente, poich in uno strato
molto sottile pw verificarsi una variazione molto grande della velaaituno spessore
molto sottile e quindi lo sforzo viscoso secorrispondentemente grande. A sua volta,
la derivata dello sforzo viscoso patessere grande. Nello strato sottile in ci@i si
verifica, la forza viscosa deve pertanto essere tenuta itb @ithe se la viscosie
tanto piccola da permettere di trascurarne gli effettisaltre regioni della corrente.

La forza per uni di volume appena trovata costituisce solo una parte defte ¢
ponente della forza lungo la direziomedovuta alla viscosit del fluido. In reak il
campo di veloci, anche se ha solo la componente in direziongud variare anche
muovendosi lungo l'altra direzione normale all’assecioe parallelamente all'asse
z, come mostrato in figura 5.4E quindi necessario considerare anche la forza che
agisce sul fluido contenuto nel volumetto attraverso le dipedici elementari verti-
cali parallele all'asse&, di areaax Ay. La componente nella direziorxedel vettore
sforzo viscoso che agisce sul fluido contenuto nel volumegtiaverso la faccia an-
teriore nella figura 5.8 data dmw, dal momento che il fluido davanti (i
veloce tende ad aumentare la veladel fluido nel volumetto. Al contrario la compo-
nentex del vettore sforzo agente attraverso la faccia postetatata da—uw
poictg il fluido dietro pii lento tende a ridurre la veloaitel fluido nel volumetto. La

componente di questo secondo contributo della forza viscosa sdlora data dalla

differenza
< 8u> } AX Ay 8< 8u>
A e | irvearvveiindiowl U v B
7t Az 0z )|,]1 AX Ay Az az \' 0z

~yi au
[

avendo fatto tendere a zero lo spessoradel volumetto.

Da ultimo, la componentedella velocit pota variare anche muovendosilungo la
direzionex, come schematizzato nella figura 5.6. Esiste un meccanisfremdmento
viscoso agente sulla velogitlel fluido in direziona che si esercita attraverso le due su-
perfici elementari del volumetto perpendicolari alla dioez x, di areaAy Az. Come
sam discusso nel paragrafo 5.9 nel caso generale compriméilesto frenamento
viscoso, che si esercita sul fluido nella stessa direziamgola quale varia la velogit
fa intervenire anche ualtro coefficiente di viscosit, diverso dal. Tuttavia, nel caso
particolare di correnti incomprimibili, I'effetto di aito viscoso in direzione parallela
alla velocit fa intervenire solo il coefficiente di viscasitlinamicau, o meglio la sua

@
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versione costantg. Si mostrea infatti che il terzo contributo alla componenteella
forza viscosa per unitdi volumeé dato da

=
o
o
(o5}
N
c

Ifx =0 —, corrente incomprimibile

ovvero ha la stessa forma dei due precedenti associatiail@zioni trasversali della
velocita. Sommando ora i tre contributi trovati si ottiene la comgraex della forza
viscosa per unit di volume agente in ogni punto del fluido:

92u 92u 92U

" 9272 =aviu

—+

dove V 2 rappresenta quindi 'operatore laplaciano. Il risultatovato e valido per
ognunadelle tre componenti cartesiane della velo&bmmando quindile tre relazioni
per le tre componenti cartesiane del vettore sforzo siratieespressione vettoriale
della forza per uné di volume agente nel fluido in una corrente incomprimibile

FSC= (mV2u) X+ (R V%) 9+ (A V2w) 2
=aV2UX+vy+w2)
=nuV-au, corrente incomprimibile

Dividendo questa grandezza per la demsihiformep del fluido, si ottiene la forza
viscosa per unit di massd"'S¢ = FY!S¢/5 che risulta essere data dalla (notevolmente)
semplice espressione:

FUEE Ay corrente incomprimibile

m Equazioni di Navier-Stokes incomprimibili 1R

Includendo la forza viscosa per uhiti massa V 2u nel secondo membro dell’equa-
zione dinamica della velogitdedotta nel paragrafo 2.3, il sistema delle due equazioni
che governano la corrente incomprimibile di un fluido visc@sewtoniano) avente
densit uniforme assume la forma seguente

ou VP P
—+U-V)u+ —=vV-u+ag,
ot P

V.u=0.

Questo sistema noto con il nome dequazioni di Navier—Stokes per le correnti
incomprimibili . Il sistemaé costituito da due equazioni, la prima vettoriale e la
seconda scalare, nelle due funzioni incognite t) e P(r, t), essend® una costante
nota. Pertanto il sistema ha tante equazioni quante intmgrpw essere risolto una
volta completato con le necessarie condizioni iniziale @atorno.

Come nel caso delle equazioni di Eulero, per correnti inaemmipili, la pressione
e presente nel sistema onde fornire i gradi di libemecessari per potere imporre
la condizione d’'incomprimibilé sul campo della velogit Tecnicamente si esprime
questo fatto dicendo che(r, t) costituisce iimoltiplicatore di Lagrange associato al
vincolo V- u = 0 che deve essere soddisfatto dalla veboit, t) in ogni puntor e in
ogni istante.

Il campo della forza estermggpotra anche essere diverso dal campo gravitazionale
e in generale poirdipendere dallo spazio ed eventualmente anche dal terperop

g=g(,b.

@
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LV ICICDETUTIICRM  Equazioni di Navier—Stokes in coordinate cilindriche

Se laregione in cui si muove il fluid® assisimmetrica, osseainvariante per rotazioni
attorno a un asse che chiameremo assallorae conveniente utilizzare un sistema
di coordinate cilindriche per descrivere il moto del fluidBicordando le equazioni
di Eulero in coordinate cilindriche ricavate nel paragraf®, le equazioni di Navier—
Stokes in coordinate cilindriche si ottengono aggiungeihtiermine viscoso, che
riportato nel paragrafo A.8 dell’appendice A. Otteniamangli

=v<v2u9_%+%%),

1 9(RuR) 1 dug + auz _
R OR R 96 9z

bl

dove 'operatore laplaciano in coordinate cilindrighe

V=

_%%(Rau) 1 92u 9%

IR T RE9eZ T o2

Nel caso particolare in cui il campo di velazitniziale ug e le condizioni al
contorno sono assisimmetrici, ossia indipendentbdaono possibili soluzioni del
campo di moto aventi la stessa simmetria di invarianza pgeziani attorno all'asse,

del tipo
u=u(R, zt) e P=P(R, z1).

Questi campi sono governati dalle equazioni di Navier—&sgber correnti incom-
primibili assisimmetriche che si ottengono dalle precédideiminando tutti i termini
contenenti la derivata rispett@aovvero,

19 JURY d%Ur  UR
—(RER) LR RY
RaR( 8R>+ 22 R
ou

auy auy gu, 1P 19 2 92u,
=y _v[ﬁ—(R—)Jr—]

ot | "R *az 7 ez IR\ 9 922
19(RuRr) dug _0
R R 9z

dUg dUg dUg  UgUR 10 dUp 3ZUQ Ug
— HUR—=FUp—F+ — =V | =—(R=2 )+ — — = |.
ot TURGR U TR ”[RaR< aR)Jr 2 R

L'equazione peuy € stata scritta per ultima perelin molte correnti assisimmetriche
il fluido si muove solo nei piani assiali (assenza di “swig8r cuiug = 0.

@



| Auteri e Quartapelle: FLUIDODINAMICA. Capitolo 5 - pagina 77 Settembre 28, 2007 @

ISBN XX-abc-defg-h

PARAGRAFO 5.3:  Equazioni di Navier—Stokes incomprimibili 77

Se inoltre la componente di “swirleé nulla e quindi la velocit & nei piani assiali,
le equazioni di Navier—Stokes in coordinate cilindriche perrenti assisimmetriche
diventano il seguente sistema di sole tre equazioni

JUR JUR dug 1P 19 RauR 9%2uRr  UR
( ) 9722 R2|

ot TURGR TY 5 TSR TV RIR\T R

auy auy au, 10P 19 auz> 92U,
— 4+ UR—FUp—F+—— =V | =——

ot TURGR T2, 1572 [R R< Fra
19(RuRr) duy
R 0R 0z

=0.

LV ICICDCIUTICIPR  Equazioni di Navier—Stokes in coordinate sferiche

Se laregionein cui simuove il fluidadelimitata da due superfici sferiche concentriche,
allorae conveniente utilizzare un sistema di coordinate sfeqetalescrivere il moto
del fluido. Ricordando le equazioni di Eulero in coordindé&zishe ricavate nel para-
grafo 3.3, le equazioni di Navier—Stokes per le correntbmprimibili in coordinate
sferiche assumono la forma seguente

8Ur + BUr + BUr u + U¢ 1 8Ur u + 18P
ot ar T r \se )T \sineap %) Foar
2 2 9(sinfu 2 du
o[y, o2 2 d6in0w) 2 du
rz2  r2sing 00 r2sing d¢

8U9+u 8U9+UQ 8U9+u n Ug dUp cosiu, ) + 1 0P
at  ar 1 \ao ") T rsing \ ag )T 5

|:V2u9 Ug 2co9 duy 2 aur:|

" r2si20  r2sin20 a¢  r2 90 |’

ou au Ug ou u 1 au 1 oP
—¢+Ur—¢+—0—¢+—¢|:—< ¢+0059U0>+Ur:|+ ——

ot ar r oo r [sind \ d¢ orsing 9¢
Ugp 2co¥ dug 2  Juy
=v |V — e —— —— + 55—
v[ ¢ YZsirkg + r2sir?0 d¢ + r2sing ¢
——(r“u ——(sinéu — —— =0,
2 )+ g ag ¢ )t ing )

dove I'operatore di Laplace in coordinate sferiéhe

Vzu—la<r28u)+ 1 a<sin@au>Jr 1 9%
T r2) or r2sin 96 90 r2sir? 6 a¢?’

Nel caso particolare in cui il campo di velazitniziale up e le condizioni al
contorno sono assisimmetrici, ossia indipendentipdaono possibili soluzioni del
campo di moto aventi la stessa simmetria di invarianza pgeziani attorno all'asse,

del tipo

u=uc,6o,t) e P =P(,0o,1).

@
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| campiu(r, 6, t) e P(r, 0, t) sono allora governati dalle equazioni di Navier—Stokes per
le correntiincomprimibili assisimmetriche che si ottengalalle precedenti eliminando
tutti i termini contenenti la derivata rispettapa ovvero,
2
aur odUr Uy [dur u, 10P
T r<89 ") R
19 /50U 1 9, . ou 2ur 2 9(sinfug)
= ——( —) - —(sme—)——— - )
r2or or r2sing a0 20 rz . r2sing 96
dUp dUg Ug [ dUg coto u(% 1 0P
— tU——+———+u |- +
at ar r a0 r pr 00
10 /,0ug 1 9, . 0uy Ug 2 0ur
=v|—5—(rc°— —_— sme—)—% —— |,
U[r23r< or >+rzsln9 ae( 50 ) " vZsieg 12 ae]
3U¢ 8U¢ Ug 8U¢ Uy
— +U——+ ———+ —(cotd u u
8t+r8r+r89+r( 6 + Ur)
10 28U¢) 1 d ( . 0Ug Ugp
=v|5—(r"— - sm@—)—%,
v[r28r< or ) T vZsing a6 a0 r2sinfo
19, , .
——(r“u — —(sinfug) =0.
r28r( r)—i_rsmeae( 2
||
m Condizione iniziale e condizione al contorno -

Le equazioni di Navier—Stokes sono delle equazioni diffeiai alle derivate parziali
e da sole non costituiscono ancora un problema completattiirdome in qualunque
problema differenziale, queste equazioni richiedono kc#jgazione di alcune con-
dizioni supplementari per ottenere un problema ben postoprablema cié che
ammetta una soluzione unica (in un senso opportuno) almeireasi pu semplici.

Come abbiamo @i accennato nel capitolo 3 sulle equazioni di Eulero incom-
primibili, condizioni supplementari sono ad esempio neagg per potere risolvere
qualunque problema di dinamica di un punto materiale. Irstpueaso la legge fonda-
mentale della dinamica?r /dt2 = f(r, dr /dt) & un’equazione differenziale ordinaria
del secondo ordine per 'incognita= r(t), che rappresenta il vettore posizione del
corpo, la cui soluzione richede di specificare le dordizioni iniziali r(0) = rg e
dr (0)/dt = vo. Nel caso delle equazioni di Navier—StokeBwece necessario speci-
ficare unasola condizione iniziale (vettoriale): laelocita iniziale del fluido in ogni
punto, ovvero,

u(r, 0) = uo(r),

doveug(r) € un campo di velodi noto. In effetti, 'equazione evolutiva della velaxit

e del primo ordine nel tempo, dato che la posizione delleiqedie del fluidoe es-
tranea alla descrizione euleriana del suo moto. Non esigézé nessuna condizione
iniziale per la pressione dato che nom @lcuna equazione d’evoluzione per questa
variabile, che sappiamo essere nelle correnti incompiiimibsemplice moltiplicatore

di Lagrange.E pertanto un errore credere che sia necessario specificampo di
pressione iniziale.

Ma le equazioni di Navier—Stokes, come quelle di Euleropstifierenziali anche
dal punto di vistaspaziale in quanto esse contengono anche le derivate rispetto alle
coordinate spaziali: il gradiente, la divergenza, I'opera di derivata direzionale ma

@



| Auteri e Quartapelle: FLUIDODINAMICA. Capitolo 5 — pagina 79 Settembre 28, 2007 @

ISBN XX-abc-defg-h

Figura 5.7 Dominio e condizioni al
contorno per una corrente incomprimibile
viscosa
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soprattutto I'operatore laplaciano. Come conseguenzaytpenere un problema che
possa avere una sola soluzione, occorre specificare letoppoondizoni al contorno.

Il tipo di condizioni che possono o debbono essere fornjgemtie dal tipo di equazioni
e dalla natura del contorno nel problema in esame.

Senzaalcuna pretesa di analizzare questo aspetto in mogeto, nel caso delle
equazioni per correnti incomprimibili di un fluido viscosbldamo una condizione
al contornovettoriale da imporre su tutta la frontiera del dominibin cui si studia
il moto del fluido. Questo deriva dal fatto che I'equazionéiadguantiti di motoe
vettoriale e in essa presente il laplaciano dell'incognita La condizione al contorno
consiste allora nello specificare il vettore velacitsu tutta la frontieré®8 = 9V e saa
scritta nel modo seguente

u(r,t) g =b(rs,t)

conrs € S. Il valore al contorno b(rs, t) della velocia deve essere specificato per
ogni puntors € S e ogni istante > 0, come rappresentato schematicamente nella
figura 5.7 riferita a un tipico problema di corrente attornonaprofilo alare. Si noti
che la funziond(rs, t) & vettoriale e che la sua variabile spaziladicata com s per
evidenziare che il dominio di tale variabidimitato alla sola frontier&, che nel caso

in figura diventaS = SstU Sorpo

b(rs.t)

La condizione al contorno per il vettore velacié molto pu forte di quella ches
stata usata nello studio delle correnti non viscose. Lauiffza fondamentateche
I'inclusione del termine viscoso nell’equazione della ita di moto ha aumentato
I'ordine dell’equazione differenziale alle derivate patizdi uno. Pertanto la vera
condizione al contorno della realfisicae inclusa nel modello di Navier—Stokes mentre
non poteva essere soddisfatta nel modello delle equazi&hildro.

Nel caso particolare in cui una parte del contorno coincie en corpo solido
fermo che non permetteénl passaggio del fluido attraverso la sua superfi@dm
scivolamento del fluido su di esso, la condizione per la \i&logu questa parte del
contorno diventa omogenea

u(r, t)\corpo fermo=0-
Questa condizione al contorno include:

e La condizione di annullamento della componente tangerita deloci, che si
chiama condizione al contorno ddesioneo di aderenza in ingleseno slip
condition. Questa condizione propria del modello fisico di fluido viscoso che
non permette uno slittamento del fluido sulle pareti dei ceofidi e vale per ogni
fluido con viscos@ v # 0, per quanto piccolo possa essere il valore.di

e La condizione di annullamento della componente della velowrmale al corpo,
detta dinon penetrazione cheé invece comune a qualunque modello di fluido
indipendentemente dal suo carattere viscoso 0 non viscoso.

@
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Senza timore di essere ripetitivi, sottolineiamo che ledimoni supplementari sono
altrettanto importanti delle equazioni differenziali d@vernano il moto del fluido. In
real@, il tipo di condizioni che: lecito e necessario imporedegato strettamente alla
natura delle equazioni differenziali stesse, sectdcondizioni iniziali e al contorno
possono essere considerate come una parte integrantestdehaidi equazioni da
risolvere. Ad esempio, un elemento distintivo delle dueazipni di Navier—Stokes

e I'assenza di un termine con derivata temporale (primdarsglconda equazione,
cioe nella condizione d'incomprimibiét. Corrispondentemente, in questo sistema la
pressione iniziale non guessere imposta, anzi sarebbe sbagliato pensare di farlo.

Una volta completato dalle sue condizioni supplementaigiali e al contorno, il
sistema delle equazioni di Navier—Stokes costitiliseguentg@roblema completo

ot
V.-u=0,
u(r, 0) = uo(r),

ou 2 VP
—+U-V)u—vVau+— =0,
Iy

u(r,t)‘szb(rs, t).

| termini con il laplaciano della velodite il gradiente della pressione sono scritti nel
primo membro dell’equazione perele due variabilu e P sono entrambe incognite
del sistema (la densifp € invece una costante nota).

Questo problema presenta la stessa situazione paraddssalkbiamo incontrato
nel paragrafo 3.4 discutendo le equazioni di Eulero perecdirincomprimibili. Se i
campiu(r, t) e P(r, t) soddisfano le equazioni e le condizioni del problema, edjuin
forniscono una sua soluzione, alloraanche la copgiaf), P(r, t)+C(t)], doveC(t)
e una funzione arbitrari&, soluzione delle medesime equazioni e condizioni. Questo
si verifica facilmente sostituendo questi campi nelle eguaz nelle condizioni e
osservando ch®C(t) = 0 in quanto la funzion€(t) non dipende da.

Pertanto, data una soluzione del problema delle equazidwader—Stokes in-
comprimibili, esistono infinite altre soluzioni che diffecono soltanto per il valore
di riferimento della pressione, valore chegpmoltre essere scelto arbitrariamente in
ogni istante. Come nel caso non viscoso, questa situagiocnaseguenza dell’'ipotesi
d’'incomprimibilita, posta alla base del sistema di equazioni in esame, ma demhe
dall’avere considerato un problema in cui la veladio meglio la sua componente
normale)e prescritta suutto il contornoS; quest’ultima situazione tipica del moto
di un fluido contenuto in una regione delimitata da paretdedcorrenti confinate).

Dal punto di vista fisico, il valorassoluto della variabile termodinamica pressione
non puw essere variato senza che questo si rifletta sulle altrabiutermodinamiche
del fluido. Quindi siamo di fronte a un’incongruenza fra Iachizione teorica fornita
dalle equazioni di Navier—Stokes per correnti incompritngi principi della termo-
dinamica. In effetti, come s gia accennato nei paragrafi 2.4 e 2.5, l'introduzione
dell'ipotesi d’incomprimibilis ha eliminato ogni considerazione termodinamica dal
quadro descrittivo del moto del fluido. Pertanto il paradodsll'arbitrarieb del
livello della pressione delle correntiincomprimibili ima regione confinatauna con-
seguenzadiretta dell'ipotesi d'incomprimibditlel fluido e questo paradosso scompare
nell’ambito della dinamica dei fluidi comprimibili.

Notiamo infine che nei problemi in cui il fluido entra nel domiftorrenti aperte
e correnti esterne® possibile specificare il valore della pressione su unae et
contorno al posto di quello della velogihormale. In questi casi il campo di pressione
relativo alla soluzione delle equazioni incomprimibilimdsente pii dell’arbitrarieb
riscontrata nel caso delle correnti confinate. Inoltreiihpa trovatae definito univoca-
mente in modo assoluto poielta variabileP compare direttamente in una condizione
al contorno e non solo come argomento dell’operatore gnaglie

@
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Condizioni di compatibilita dei e fra i dati

Analogamente a quanto visto nel paragrafo 3.4 per il proaleroomprimibile di un
fluido non viscoso, i dati delle condizioni supplementaizige e al contornajo(r) e
b(rs,t), del problema incomprimibile viscoso considerato non possssere asseg-
nati in modo del tutto libero e indipendentemente I'uno’déifio. Questa limitazione
e del tutto evidente riguardo il campo della velagitizialeup che, essendo la corrente
incomprimibile, dova necessariamente essere a divergenza nulla. In altresphrol
campo di veloci inizialeup deve soddisfare la condizione di compatikilit

V.upg=0.

Ma anche il dato al contorra(r s, t) non pw essere scelto in modo completamente
arbitrario. Infatti, integrando su tutta la superfi@®@da componente normale della
velociab(rs, t) prescritta sul contorno, si ottiene immediatamente

?gﬁ Ut g = f A-b(rs,t),
s s

per ogni istante di tempb > 0. D’altra parte, in viri del teorema della divergenza
I'integrale del primo membro si gutrasformare in un integrale di volume, ovvero,

f V-u(r,t) = % f-b(rs,t),
Vv S

e, siccome il campo della veloaitleve essere a divergenza nifia- 0, tale integrale
e nullo e quindi deve necessariamente essere

fﬁ-b(rs,t)zo
S

per ognit > 0. Questa una condizione di compatibditglobale che la componente
normale del dato al contorra(r s, t) deve rispettare per oghi> 0 affincké il campo
di velocita possa soddisfare sempre il vincolo d’incomprimiilit

Infine, esiste un’ulteriore condizione che esprime la cdibpiaafrail datoiniziale
eil dato al contorno, s e pert = 0, che ha la forma seguente

fi-Uo(r);g=N-b(rs,0),

e che risulta utile nello studio delle correnti attorno apéahe partono in modo
impulsivo, argomento sul quale non ci soffermiamo.

Linsieme delle tre condizioni di compatibiitnel caso del problema viscoso
quindi dato da

V.ug=0,
%ﬁ-b(fs,t) =0,
S

f - Uo(r)g = f-b(rs, 0).

Nei problemi stazionari non esiste alcun dato iniziale eailove prescritto sul
contorno per la veloditnon dipende dal tempo, abbiamoelin= b(rs), per cui esiste
la sola condizione di compatibidit

%ﬁ-b(rs)zO.
S

@
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m Equazioni adimensionali: il numero di Reynolds -

Consideriamo una corrente incomprimibile attorno a un cadpforma assegnata
aventelunghezza caratteristicalL e supponiamo che il fluido si muova con una
velocita caratteristico U. Ad esempio, se consideriamo la corrente attorno a una
sfera,L potrebbe essere il raggio della sfera o anche il suo diametdopotrebbe
essere la velodtdel fluido all'infinito. Supponiamo inoltre di conoscerediari o e

u della densi e viscosi del fluido utilizzato in un determinato esperimento. Nelle
equazioni e nelle condizioni al contorno che governano feecte compaiono quattro
parametri:L, U, 0 e u. A prima vista sembrerebbe necessario esaminare una serie d
casi, per valori diversi dL, poi di U, poi ancora dijo e cos via, ma invece le cose
non stanno in questo modo. Tutte le correnti possibili déifeéi corrispondono a valori
differenti di un solo parametro. Questain fatto generale di notevole importanza per
le correnti viscose.

Una volta che sia stata stabilita la forma del corpo attotmpale scorre il fluido,
tutte correnti incomprimibili viscose possibili attornaale forma costituiscono una
famiglia a un solo parametro di soluzioni. Ad esempio, lasitare la viscos# dinam-
ica compaiono nell'’equazione del momento della quadiitnoto solo attraversoil loro
rapportou/p, che definisce la viscosittinematica.. Questo riduce a tre il numero di
parametriindipendenti. Ma questa riduzion@gssere sviluppata ulteriormente medi-
ante un processo nel quale le varie grandezze aventi le topip dimensioni fisiche
vengono sostituite da variabili senza dimensioni (ovvetionansionali) utilizzando
alcune grandezze di riferimento che definiscono le scalecde@nte considerata. La
scelta dei valori di riferimentd e U determina una scala per la variabile tempotale
mediante la relazione evidenfe= L /U.

Una volta introdotta le garndezze caratteristithe U, possiamo misurare le
grandezze, u et ecome frazioni rispetto alle quartitaratteristiche, introducendo le
seguentvariabili adimensionali:

P r o t Ut G u
L ST L’ U’

Per il teorema di derivazione delle funzioni composte, lavdéa parziale rispetto al

tempo si trasformeérnel modo seguente

dove il primo operatore agisce su una funzione delle vdrialdt mentre il secondo
agisce su unafunzione delle variabili adimensionafi. Analogamente, per la derivata
rispetto allo spazio risulta

V =

| S

V= Vv,

o
| =

r

doveVrappresenta |'operatore gradiente rispetto alle cooteimgdimensionalix, ¥, 7) =
7. In modo simile, ricordando ch@? = V.V, 'operatore laplaciano si trasforrier
nel modo seguente

1

52

v2=
Esprimiamo ora la veloctdimensionale, incognita originaria del problema incampr
mibile, in termini della corrispondente variabile adimensile,u = U G, e sostituiamo
nell’equazione della quanétdi moto (privata del termine di forza esteig)a
VP
-—_— = 0.
0

loumy 1. oo o Lo
T 5t —i—E((Uu)-V)(Uu) vV D+

|-

@
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Ricordando chd = L/U abbiamo

U* o + Uz(a V)i

— =+ —@- -V
Lot L L?
Moltiplicando tutti i termini perl/U? si ottiene

ol Lo~ Vsl o
- V)i— —V VP =0,
3 + (@ -Vl o a+

dovee stata introdotta lpressione adimensional® = P/(5U?2). Ilrapportov/(LU)
€ un numero puro (privo cédi dimensioni) e il suo reciproachiamataumero di
Reynolds

LU »pLU
v w

Esso permette di scrivere I'equazione della quantit moto nella classica forma
adimensionale

ad Lo~ R
— -V)i— —V“u+ VP =0.
8t+( ) Re +

In pratica, una volta effettuata la riduzione alle variabdimensionali e introdotto
il numero di Reynolds, tutte le variabili indipendenti e lariabili incognite sono
scritte eliminando il simbolo tilde per cui le equazioni di Navier—Stokes in forma
adimensionale saranno scritte semplicemente

ou
ot
V.u=0.

1
u-Vyu— —VZau+VP =0,
=+ ( ) Re aF

Per capire I'utili del numero di Reynolds, consideriamo le correnti attorhoeesfere
di raggi diversi, una corrente con una veladit,, = 50 m/s a grande distanza da
una sfera di raggia = 4cm e l'altra conU,, = 100 nys con raggiaa = 2cm. Se
scegliamo come il raggioa e comel la velocit all'infinito U, allora il numero di
Reynoldst lo stesso per entrambe le correnti. Le equazioni sodttistatle variabili
adimensionali sono quindi identiche per le due correnti.

Due correnti con la stessa geometria e lo stesso numero dioRkEsysono dette
simili. Pil precisamente, consideriamo i campi di veladitmensionalii; e u; di due
correnti nelle regionVy e Vs le quali sono in rapporto di scala secondo un fatigre
cod chel1 = AL». Supponiamo di avere scelto il valdde e U, per ciascuna corrente
e che le viscos# cinematiche dei rispettivi fluidi siang e v2. Se accade che

LiU LoU
Re . =Re  ovvero 22
V1 )

allora i campi di veloc& adimensionalili; e , soddisfano esattamente le stesse
equazioni nella stessa regione (adimensionale). Perparssiamo concludere che |l
campo della velocit dimensionalel; pud essere ottenuto dalla soluziamg opportu-
namente riscalata, mediante la relazione= 8—;U2: in altre parole le due veloéity

e uz sono simili. Questo risultaté molto importante. Significa che possiamo deter-
minare quale sia il moto di una corrente attorno a un’ala diglano senza bisogno
di costruire I'aeroplano e di provarlo. Possiamo invecdizeare un modello, tipica-
mente di dimensione ridotta, dell'aeroplano ed effettuksléa misure utilizzando una
velocita che dia lo stesso numero di Reynolc&'squesto il principio che permette di
utilizzare i risultati delle misure in galleria del vento swdelli di aeroplani o veicoli

@
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per prevedere i valori delle grandezze corrisponendegli aggetti reali. Ricordiamo
che abbiamo trascurato la comprimililidel fluido per cui il numero di Reynoldsil
solo parametro che rimane nelle equazioni adimensior@limanti interverrebbe un
secondo numero adimensionale, dato dal rapporto dell@it@ldi riferimentoU e la
velocita del suono nel fluido, chiamato numero di Mach, etga stato introdotto nel
paragrafo 2.8. Pertanto, quando la veladel fluidoé confrontabile con quella del
suono al suo interno, le correnti in due situazioni diveesaisno uguali quando sia i
loro numeri di Reynolds sono uguali sia i loro numeri di Maona uguali nelle due
situazioni sperimentali.

Il significato fisico del numero di Reynolds Rechiarito dal seguente ragion-
amento. Notiamo che le derivate delle componenti,dcome ad esempiéu/dx,
saranno tipicamente di ording/L, ovvero la componente varia di una quantit di
ordineU su distanze di ordiné. Tipicamente queste derivate avranno a loro volta
variazioni di ordineU /L su distanze di ordin&, per cui le derivate seconde come
92u/9x2 saranno di ordinel /L 2. Infine il termine non lineare, chiamato spesso anche
termineinerziale, avi variazioni di ordineJ - U/L = U2/L. Si ottengono cdde
seguenti stime dell’'ordine di grandezza dei due termimigpiali del’'equazione della
quantif di moto:

termine non lineare :  |(u-V)u| = O(U 2/L),
termine viscoso : lvV2ul = O(vU/L3?).

Se queste stime sono valide, si deduce che

termine non lineare U?/L LU
ine non fineare_ (Y7L \ _ o(EY) Z ore.
termine viscoso vU/L2 v

Questo rapporto pguessere interpretato

Il numero di Reynold® quindi importante peréhda una stima indicativa della
grandezza relativa dei due termini fondamentali dell’eiprze della quantit di moto.
Non sorprende pertanto che le correnti ad alto numero di &dgre quelle a basso
numero di Reynolds abbiano caratteristiche generali dl tliverse.

Adimensionalizzazione alternativa

Esiste una scelta diversa della scala temporale per definitempo adimensionale
che conduce ad una forma alternativa delle equazioni didta8tokes adimensio-
nali. Invece del tempo di riferimentb/U basato sulla lunghezza e sulla velaaiti
riferimento.& possibile prendere come scalatemporale quella detamamiafenomeno
della diffusione viscosa della vortiéit che data dal rapporta?/v. Questa scelta,
assieme alle scale usudlie U per le distanze e la veloéite alla nuova scajavU /L
per la pressione, permette di definigve variabili adimensionali secondo lo schema

FZE’ uzg, f:t/LTZ, ﬁzp/ﬁ‘l)_u.

Esprimendo le grandezze e gli operatori dimensionali imiieir delle nuove enti
adimensionali, I'equazione della quaatidi moto diventa

vU 3l N u?

L2at L
Moltiplicando la relazione pelr2/(vU) si ottiene

au e ol e
T Re(t-V)i — V2 + VP =0,
che rappresenta una forma adimensionale alternativa fagleetsica scritta in prece-
denza. Questa nuova formgiu comoda per analizzare il caso particolare di correnti
nelle quali gli effetti associati al termine non lineare sarascurabili, ovvero quando
si considera il limite Re~ 0.

coene WWeos WU

@
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Figura 5.8 Spessord dello strato limite
in funzione del numero di Reynolds
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Nelle applicazioni s& molto interessati a correntiin cuiil valore di Benolto grande.
Dobbiamo sottolineare che non sigpdire che “sev € piccolo allora gli effetti viscosi
non sono importanti”, in quanto questo ragionamento nosicdena le altre dimensioni
del problema. In altre paroley‘® piccolo”e un’affermazione priva di significato fisico
a meno che non sia stata scelta qualche scala per la lunghkzzelocia, mentre “Rie

e piccolo”e un’affermazione avente significato.

Correnti ad alti numeri di Reynolds

Il caso Re>>> 1 corrisponde a una corrente di un fluido in cui gli effetticasi
sono trascurabili rispetto a quelli inerziali del terminennlineare. Per le correnti
incomprimibili di un fluido non viscoso attorno a una sferaunecilindro calcolate nel
capitolo precedente il numero di Reynolds nol pssere definito, ma questi problemi
possono essere considerati come il caso limite perReo e u — 0. Tuttavia, anche
con Re molto grande sono comunque sempre presenti effettsiilocalizzati in uno
strato sottile di fluido vicino alla superficie del corpo e imawscia a valle di esso. In
queste regioni il valore molto grande delle variazioni lodal gradiente della velodt
rende il termine viscoso maggiore della stima considerapgécedenza. Nel capitolo
6 si mostrea che lo spessore tipigbnello strato di fluido vicino al corpo, chiamato
strato limite e di ordine

) 1

L [e'e m.
Tanto maggiore il numero di Reynolds tanto minoédo spessore dello strato limite,
secondo la relazione di ordine che si scrive anche céthe= O(Re‘l/z). poiche,
dopol il

Un numero di Reynolds elevatonecessario per potere applicare la teoria delle
correnti non viscose nella maggior parte del campo di mota,none sufficiente.
Nelle correnti i reali po verificarsi il fenomeno dellaeparazione dello strato limite
consistente nella deviazione improvvisa delle linee drexate dalla superficie del
corpo. Quando questo accade, la corrente osservatdto diversa da quella ricavabile
dalla teoria non viscogaunto di separazionedella corrente, dietro al corgopresente
unascia e il moto del fluido po diventare instazionario. In effetti, ai numeri di
Reynolds elevati le correnti stazionarie diventano spéssabili alle perturbazioni.
Questa instabilét spessa il preludio dellatransizione della corrente a un regime
turbolento. E stato proprio nel contesto dello studio dell’origine tleditabilita che
Reynolds introdusse per primo il parametro adimensiomalenéro puro) che porta il
Suo nome.

Correnti con numero di Reynolds tendente a zero

Nelle correnti a basso numero di Reynolds sb msservare un fenomeno molto inter-
essante di reversibilitapparente del moto del fluido. Un esperimento che mos#a tal
fenomemo consiste nel marcare con del colorante una pazamhesempio di forma
sferica, di un fluido trasparente, che riempie lo spazio aespfra due superfici cilin-
driche di raggio diverso. Il fluid@ inizialmente fermo e viene messo in movimento
dalla lenta rotazione di una delle due superfici del comve@jin modo che il numero di
Reynolds sia molto piccolo, dell’'ordine di 180 anche inferiore. Numeri di Reynolds
di questo ordine si ottengono facilmente in fluidi molto wisi; come ad esempio la
glicerina e contraddistinguono campi di vel@céstremamente regolari, per cui non
c’e alcun segno di disordine nel moto del fluido.

Nel corso dell’'esperimento la sfera di fluido colorata sodefa progressivamente
e si allunga fino a formare un nastro molto sottile, avvoltchenpil di una volta
intorno all'asse. Se, dopo alcuni giri, il cilindro viendttaruotare lentamente in
senso contrario per lo stesso numero di giri fino a ritornatkaposizione iniziale, la
sfera colorata si ricompone quasi nella stessa configurazmiziale. Lareversibilita
quasi completa delle correnti a bassissimo numero di Regraolita a comprendere il
modo di “nuotare” piuttosto insolito adottato da certi argani microscopici, come ad
esempio gli spermatozoi.

@
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m Soluzioni esatte per correnti stazionarie parallele -

Figura 5.9 Regione della corrente fra
due lastre piane parallele

In questo paragrafo presentiamo alcune soluzioni anadititelle equazioni di Navier—
Stokes incomprimibili nel caso di correnti stazionarie eafiale. Una corrente detta
parallela se il vettore velocd ha la stessa direzione in ogni punto. Le soluzioni che
esamineremo risultano essere molto semplici imivikglla semplicé geometrica dei
contorni che delimitano la regione occupata dal fluido e dehitere di tali regioni
che si estendono all'infinito in una o due direzioni. Le eqomizdi Navier—Stokes per
correnti incomprimibili e stazionarie sono

u-Vyu—vVau+ — =g,
0
V.-u=0,
saranno risolte, una volta completate da opportune candial contorno.

Equazioni del moto fra due lastre piane parallele

Il caso pu semplice di corrente incomprimibile viscosa descrighihediante una
soluzione analitica esatta delle equazioni di Navier—&alazionarie la corrente di
un fluido fra due lastre piane infinite, poste a distamfra loro, di cui una si muove con
velociaU costante e parallela alle lastre mentre I'aitenuta ferma (vedi figura 5.9).
Consideriamo un sistema cartesiano con I'asshretto nella stessa direzione della
velocita dellalastrain motd) = UX, I'assey perpendicolare alle due lastre e 'origine
del sistema posta in un punto qualunque della lastra fermiraAil pianoy = 0
coincide con la superficie della lastra ferma, mentre il pign= h coincide con la
superficie della lastra in moto.

Supponendo che il moto del fluido fra le due lastre sia bidsiarale, prenderemo
I'assez perpendicolare al piano del moto del fluido. In base alle @oni di moto
delle pareti che delimitano il fluido, si pusupporre che la veloéitu abbia diversa
da zero solo la componente Assumeremo quindi che le variabili incognite delle
equazioni di Navier—Stokes per la corrente piana stazi@s@&no della forma

ur) =[ux,y),0,0l=ux, )X e P(r)=PX,Y).

Tali incognite dovranno allora essere soluzione del segusistema di equazioni in
due dimensioni

VP
(Uu-Vyu—vvau+ — =0,
0

V.-u=0,

doveV 2 indica I'operatore di Laplace bidimensionale nel piang e dove abbiamo
supposto di potere trascurare |'effetto della forza di voduesterna eventualmente
presente. Nel caso in cui questa forza sia esprimibile megliegradiente di un’energia
potenziale, il suo effetto potrebbe comunque essere tématmto come una semplice
correzione esplicita della pressione.

Vediamo quali sono le conseguenze delle due equazioni gpdédlsi u(r) =
u(x, y) X. Dalla condizione d'incomprimibild si ottiene

Veu= — =
aX

07

per cui la velocia pw dipendere solo dalla coordinaga u = u(y) e quindi avremo
u(r) = u(y) X. Allora, per quanto riguarda il termine convettivo non hne, avremo

au(y)
aX

(U-Vyu= (u(y)X-V)(u(y) %) = u(y) x=0,

@
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e quindi ess@ nullo. Per quanto riguarda il termine viscoso avremo iavec

92 92 d2u(y)
2 S N
Vau= <m + 3_y2> uy)x = dy? X,

dove sie usata la notazione delle derivata ordinaria. Tenend®ddirguesti risultati,
I'equazione (vettoriale) della quariitli moto diventa quindi

du  19P _
d? VP dy2  max
V—l;)’\(—T:O <~ y fox
dy 0 P

—__ =0

ay

nelle due funzioni incognite = u(y) e P = P(X, y), doveiz = p v. La componente
y di tale equazione %—P = 0 per cui la pressione puipendere solo dalla coordinata
X, ovvero deve esserlé(x, y) = P(x), per cui 'equazione della componentalella

guantif di moto diventa

du 1dp _

dy2  mwdx
Questa equazionedel tipo f (y) — g(x) = 0. Max ey sono variabili indipendenti,
ovvero devono potere variare in modo indipendente, la i@mt@zpd essere soddis-

fatta solo se le funzionf e g sono entrambe costanti e le due costanti coincidono.
Introduciamo pertanto tale costante scrivendola cgradiente di pressione

dP
&P = (G )eos

dove l'indice inferiorecost € usato per ricordare che la derivata della pressione non
e una funzione dk ma deve essere una costante. Un gradiente posi@gox 0)
comporta una spinta sul fluido nel verso negativo dell'assaentre un gradiente
negativo Gp < 0) comporta una spinta nel verso positivo dell'agseil fluido e
sempre spinto nella direzione in daidiminuisce. La pressione lungo l'intercapedine
fra le due lastre a@rquindi 'andamento lineare

P(x) = Po + Gp X,

dove Py € una costante arbitraria, mentre la velacit= u(y) fra le due piastre doer
soddisfare I'equazione differenziale ordinaria

d2u . Gp

dy2 &

assieme alle condizioni al contorno della velaatille due lastre.

Corrente di Couette piana

Supponiamo ora che non esista alcun gradiente della pnesail fluido fra le due
lastre per cuGp = 0 e quindiP = costante e che inoltre le condizionial contorno siano
quelle con la lastra inferiore ferma e quella superiorddrdas con velocd orizzontale

U assegnata. In questo caso il problema da risolvera@gre

d2u

d—yzzo, u =0 e uch) = U.

Integrando due volte I'equazione differenziale si ottienenediatamente

u(y) = Ay + B.

@
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Figura 5.10 Campo di veloca della
corrente di Couette (piana)

ISBN XX-abc-defg-h

Imponendo prima la condizione al contorno sulla lastra &gmi0) = 0, si ottiene
B = 0, e poi la condizione al contorno sulla lastra in mai¢h) = U, si ottiene
A =U/h, per cuila soluzione

y
uly)=U =,

) h
per 0< y < h, ovvero un profilo di veloci lineare fra le due lastre. Questa corrente
si chiamacorrente di Couette (piana)ede mostrata nella figura 5.10.

Yya

_— > —— —— —— ——> ——> ———> ——> ——>

Calcoliamo ora il vettore sforzo viscoso nel fluido relathente a superfici parallele
ai piani delle lastre. Partiamo dalla relazione (vedi peaBp5.9)
sy = [2(h-V)u+ A xVxu]

che esprime la forza per uaitdi area causato dall’attrito viscoso che il fluido da
una parte di una superficie esercita attraverso di essa &ld fdosto dall'altra parte,
essendo la normal@ diretta verso il fluido agente. Se consideriamo una superfici
parallela ai piani delle lastre, la normale uscenéeuguale g, avremo quindi

§ =1 [20- V)UK +9xVx(uy) %]

[, duy) o duy) ,
_“[2 dy X+yx<_ dy )Z]
_ _[,duty) , du(y) ;] _ _ du(y)
_“[2 dy © dy JTHTdy
Sostituendai(y) = Uy/h si ottiene

X.

2L
Y=h O

per cuiil vettore sforzey tra le lastree uniforme e diretto parallelamente alle lastre nella

direzione della velocit, e sulla lastra superiore ha lo stesso valore, comexdrpuare

direttamente dalla relazior#®t@ — 77y x [V x u]'®"a || calcolo diretto fornisce

—9 oY= —0 —h ¢ U o oo v

$ete= Y x[Vx (U(Y) V=" = 9 x [Vuy)=" xK] = ~ 5= § x [§ xK] =

% Yyx2z= % X. La forza viscosa per uritdi volume sax nulla in ogni punto del

fluido.

Osservazione |l vettore sforzo appena calcolatgzU/h) X, rappresenta la forza
esterna per urit di area che si deve applicare alla lastra superiore pecimgua
mantenere il valor& della sua velocit costante e quindi a mantenere la corrente di
Couette fra le lastre. Una forza esterna, sempre pea dndérea, uguale in modulo e
direzione ma oppostain verso deve essere applicata dtailaferiore affincle rimanga
ferma contrastando I'azione della viscasttel fluido che tenderebbe a trascinarla in
direzionex.

@
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E importante osservare che la forza esterna agente sutita Eperiore effettua un
lavoro in quanto il suo punto di applicazione si sposta cdadtra. Quantitativamente,
dall’esterno deve allora essere fornita una potenza péa ahiarea pari gtU?/h
affincheé la lastra superiore continui a mantenere il moto staziortl fluido fra le
due lastre. Nasce a questo punto una domanda: dov& femergia spesa per fornire
la potenzarichiesta? La rispo&ta“nel fluido viscoso” il quale aumenta la sua energia
interna e quindi la sua temperatura a causa dell’attrierimt dovuto alla viscositdel
fluido.

Questo bilancio energetico indica che la descrizione dmlgsso di riscaldamento
del fluido a causa dell'attrito viscoso rende necessarisidenare il principio di con-
servazione dell’'energia. Formulando questo principi@imnfa locale, il riscaldamento
interno del fluido potrebbe allora essere descritto cematinte e quindi si potrebbe
anche determinare le variazioni conseguenti della ciersiel coefficiente di viscosit
1, che non potrebbero essera ptenuti costanti. In altre parole, verrebbero a cadere le
ipotesi che sono il fondamento del sistema di equazioni diétaStokes per correnti
incomprimibili con fluido di densé uniforme. Sarebbe pertanto necessario formu-
lare un sistema di equazioni della fluidodinamica génerale, chiamagguazioni di
Navier—Stokes comprimibili o completeo ancheequazioni di Navier—Stokestout
court che comprende, assieme all’equazione di conservazidizerdassa e a quella
della quantid di moto, anche I'equazione di conservazione dell'energigesto sis-
tema governa il moto dei fluidi comprimibili e viscosi e tulesue equazioni sono in
generale accoppiate fra loro.

Viceversa, se si accetta I'ipotesi di corrente incomprihajlil sistema di equazioni
di Navier—Stokes che si studia in questo capitolo pssere risolto indipendentemente
da considerazioni relative all'energia interna del fluide: distribuzione di questa
energia nello spazio e la sua variazione nel tempb ggsere infatti calcolata in una
fase successiva, dopo avere determinato il campo di moto.urDpunto di vista
sperimentale, affinéhil modello semplificato di corrente incomprimibile possaere
adeguato sarnecessario mettere all'esterno delle pareti che contengdluido un
insieme di apparati in grado di mantenere la sua temperatstante e uniforme in
ogni punto. Ad esempio, nel caso qui considerato di corraatamprimibile fra due
pareti, possiamo immaginare che esse siano mantenute &tanendhata temperatura
mediante un sistema di raffreddamento consistente in unmarte d'aria provocata
da un ventilatore esterno. Il flusso dell’aria permette diiagg che I'energia interna
del fluido fra le pareti continui ad aumentare e consente diti® verso I'esterno la
potenza spesa per mantenere in moto la lastra superiom®daribrza di frenamento
dovuta alla forza viscosa. Nel seguito il nostro studiosledirrenti incomprimibili sax
sviluppato supponendo che la deasltl fluido rimanga sempre esattamente uniforme.
Come ga accennato, per questo tipo di correnti 'equazione delentjga di moto e
la condizione d’'incomprimibibi costituiscono un sistema di equazioni pari al numero
di incognite e quindi esso puessere risolto, con le necessarie condizioni iniziali e al
contorno, prima di affrontare 'equazione che governadigim interna del fluido e che
coinvolge anche le propri@termodinamiche del fluido.

Corrente di Poiseuille piana

Esaminiamo ora il caso in cui fra le due lastre esiste un gradidella pressione il
quale, come abbiamo visto, deve essere costante. Comasidediapprima la situazione
piu semplice, nella quale entrambe le lastre sono ferme. Istquaso il problema da
risolveree
2
du_C  ww=0 e um=o
dy2 7

con il parametr@sp # 0 definito da

dP
&P = (G )eos

@
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Figura 5.11  Campo di veloca della
corrente di Poiseuille (piana)
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Integrando I'equazione si ha

G

uly) = —y2 4 Ay + B,

2w

dove le costanti d'integrazione sono determinate dalledizioni al contorno. La
prima condizione implica chB = 0 e poi la seconda chie = —Gph/(2m) per cui la

soluzioneg

1—

Gph?
uy) =-—- 2 (

2w

h):

per 0< y < h. Il campo di velocia fra le lastre ferme ha quindi un profilo parabolico
come quello mostrato nella figura 5.11 nel c&® < 0. Questo tipo di corrente
chiamatocorrente di Poiseuille (piana)

y

A

_— ——> ——> ——> —>

_— s —— ——> ——>

—_ ——> ——> ——> ——

— s —— —— ———

—> ——> ——> ——> ——

0

X

Il vettore sforzo viscoso associato alla direzignele quindi

_ _duty), _ Gph 2y\ .
s(y) =—n dy X=— 5 (1—F>X,

e ha un andamento lineare cgnseGp < 0 il segno di questa grandezeaositivo

nella me& inferiore del canale e negativo nella @efuperiore: @ corrisponde a
un effetto frenante dei filetti di fluido pivicini alle pareti su quelli pi lontani e al

contrario a un effetto accelerante di quelliiicini al centro del canale su quellitpi
lontani dal centro.

Il profilo di velocita pw essere espresso anche in forma adimensionale intro-
ducendo una veloditdi riferimento per la corrente considerata. Ad esempiausi p
scegliere la velocit massima al centro del canale, ovvero,

Gph? h2 (dP)
8w 8m\dx/cost
Introducendo la velodit adimensionalé = u/umayx € la coordinata verticale adimen-

sionaley = y/h, la relazione del profilo di veloditin forma adimensionale divexr
molto semplicemente,

ay) =4y1 -y,

Umax = U(h/2) = —

0=<y<1l

Corrente ibrida di Couette-Poiseuille

Veniamo infine al caso ibrido della corrente fra le due lapieme cheg provocata
dall’azione simultanea del moto della lastra superiorevaacia U e dalla presenza
di un gradiente di pressione (costante) in direzigrengo lo spazio fra le lastre. In
tale caso dobbiamo risolvere il seguente problema

d2u Gp

dy? = f u@ =0 e

uth) =U,

@
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Figura 5.12 Profili della velocit G(¥)
nella corrente piana di Couette—
—Poiseuille per valori diversi del
parametro adimensiona»
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con l'usuale significato dei simboli. La soluzioae

o =[o- % (- 9]

che, introducendo la veloéitadimensionale (nuovd) = u/U e I'ordinata adimen-
sionaley = y/h, pud essere espressa in forma adimensionale:

0(y) =[1-Gp1-y]y. 0<y=<1
Il parametro adimensionaf@p che appare in questa relazioadefinito da

- Gph? h? /dP
Gp = 2L _ _<_> ,
me) 22U \ dx /cost

e rappresenta I'importanza relativa dei due termini respbiti della corrente ibrida,
ovvero il gradiente della pressione e il moto della last@: = O corrisponde ad
assenza di gradiente di pressione e quindi alla correnteodet®e,Gp < 0 a un
gradiente della pressione che spinge il fluido nello stesssovdella velociaU della
lastra, eGp > 0 a un gradiente di pressione che spinge il fluido in verso sipal
moto della lastra (vedi figura 5.12).

y A

G =129/ 6/ 3/l 12

corrente inversa

Pw essere interessante sapere per quale valore del paraBpekeffetto della pres-
sione con gradiente positivo, che quindi spinge il fluidovezko negativo dell'asse
riesce a provocare una corrente in verso opposto al mota Belira, almeno in una
parte del canale.

Dalla figura 5.12 si nota che tale corrente inversa gasssibile solo a partire
da quel valore diGp per il qualeé nulla la pendenza del profilo di velazisulla
superficie della lastra inferiore. Esprimendo la condigiam forma adimensionale
da(y)/dy = 0, abbiamo

1—Gp(1—2y) =0,

che pery = 0fornisceGp = 1. QuindipelGp > 1 esistono regioni di corrente inversa
vicino alla lastra ferma e la loro estensione cresce al diimérdi Gp. Fisicamente una
regione di corrente inversa esiste quando la forza viscasarpi@a di volumee superata
dalgradiente di pressione avverso adversq cioe con la pressione che aumenta nella
verso positivo della corrente.

In modo simmetrico, si puverificare che pe6Gp < —1 la velociai nella zona
superiore del canake maggiore della veloditdella lastra.

@
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Figura 5.13
Tubo rettilineo di sezione circolare

Corrente di Poiseuille in un tubo di sezione circolare

La presenza di un gradiente di pressione costante in un fuidgrado di provocare
un moto in una sola direzione anche quando il fluedgonfinato all’interno di un
tubo rettilineo di sezione costante. Il casol gemplice e anche pirilevante per le
applicazionie quello di un tubo di sezione circolare il cui raggio indidrao cona.
Consideriamo la situazione ideale in cuiil tubo abbia lleada infinita e introduciamo
un sistema di coordinate cilindriche con I'agseoincidente con I'asse del tubo, come
mostrato nella figura 5.13.

Il moto stazionario del fluido sargovernato dalle seguenti equazioni e condizioni al
contorno

VP
Uu-vyu—vvau+ — =0,
0
V.-u=0,
Ujr=a =0,

dove il vettore veloci e tutti gli operatori sono espressi in coordinate cilicllei.

Data la geometria assisimmetrica, possiamo supporre cheldaita soluzione
del problema abbia solo la componente assigle che non dipenda dalla variabile
angolare, per cui scriveremo

u(r) = uz(R, 2) 2,
e similmente per il campo della pressione
P(r) = P(R, 2.

In altre parole stiamo cercando una soluzione stazionh@aia invariante per rotazioni
attorno all’assez. La condizione d’incomprimibila, unita all'ipotesi di campo di
velocita unidirezionale, implica che

JdUuz(R, 2)
= — = 0
a0z

V.u

’

per cuiuz non dipende da, ovvero risultau(r) = uz(R)z. Il termine non lineare
dell’equazione della quandtdi moto per la corrente unidirezionaenullo anche in
coordinate cilindriche in quanto

duz(R)
9z

z=0.

(U-Vu= (Uz(R 2-V)(uz(R) 2) = uz(R)
Riguardo al termine viscoso si vede subito che

VU =V2uyR 2) = (V2U,R)2= éi <R%> 2.

@
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Le variabili incogniteuz(R) e P(R, z) devono quindi soddisfare I'equazione della
guantif di moto

RdR dR o

conuz(R) soggetta alla (sola) condizione al contorno
La componente in direzion® dell’equazione della quanditdi motoé semplicemente

P

—— =0

IR
per cuila pressionB (R, z) puo dipendere solo dalla coordinata assidte= P(z). Di
conseguenza, I'equazione della componente IURgella quantid di moto si scrivex

v d du, 1dP
‘ﬁﬁ(Rﬁ)+ga—°-

Questa equazione della forma— f (R) + g(z) = 0 per cui, essend® e z variabili
indipendenti, richiede che le funziohie g siano entrambe costanti e che le due costanti
coincidano. Pertanto la pressioR€z) deve avere un gradiente assiatestante e
scriveremo quindi

P2 = Po+ Gpz,

dove abbiamo introdotto il parametro (costante)

dP
Ge = (g7 )eos

Si noti che peGp < 0 il fluido e spinto nel verso positivo dell'asgelLa differenza di
pressioneP(z2) — P(zy) fra due punti diversk; e zo lungo il tubo si chiamaerdita
di carico. Il termine “perdita” indica proprio il fatto che la pressi®diminuisce nella
direzione in cui scorre il fluido.

Con la definizione del parametf®p, il problema per la velocit assialeu;(R)
assume quindi la forma

1 d duZ GP
——|R—=)=—, uz(a = 0.
RdR( dR) I 2(2)

Non deve destare troppa sorpresa che I'equazione diffialerdel secondo ordine sia
completata da una sola condizione al contorno, goligstremoR = 0 dell’intervallo

0 < R < aincuisicerca la soluzione non rappresenta un contornasiéda velocia
possa essere prescritta. In altre parole, il valgi@®@) € un elemento della soluzione

che deve emergere dal procedimento di risoluzione delieigme. Verifichiamo se
cio accada effettivamente. Moltiplicando I'equazione e O si ottiene

d duZ GP
R (Rﬁ) =R

che pw essere integrata immediatamente una volta, fornendo

duZ GP 2
R—=—R A,
aR 2z

@
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dove A e la costante di integrazione. Dividendo ora pe# 0 si ottiene I'equazione
del primo ordine

d
&:%R_i_é’
drR ~ 21 R

che si integra ancora immediatamente:
G
Uz(R) = —2 R? + AInR + B,
4

dove B € la seconda costante d’integrazione. Ecco il punto: la priwstanteA
deve essere nulla affineHa soluzione sull'asse sia limitata. Imponendo infine la
condizione al contorna,(a) = O si ottieneB = —Gpa?/(47x) per cui la soluzione

Gpa? R2
uz(R) = — 4 <1—¥>,

per 0< R < a, avente un profilo parabolico cleechiamataorrente di Poiseuillenel
tubo a sezione circolare. La velatinassima raggiunta sull'asse del tubo e vale

2 2 d
-2 ( P)m

max

u = U 0 = — = —— —
z 2(0) 47 47\ dz

La velocita media(uz) su tutta la sezione del tubo si ottiene integrando la velocit

uz(R) su tutta I'area della sezione del tubo:

1 2 pra Gpa2 R2
= — 1- — ) RdRdO
el = 22 o /0 4 < az)

Gp a R3

B Gp R2 R4 a Gpa2 B ug’nax
T T 2 T 42

o 8 2
Determiniamo la portata in massawR, detta anch@ortata massica che passa nel
tubo. Essendo la veloditdiretta lungo I'asse, si deve calcolare l'integrale del flusso
su tutta la superficie circolar@ della sezione del tubo. Questo integralé stesso,
a meno di un fattore, di quello appena calcolato per deteraita velocia media,
per cui, invece di ripetere i calcoli precedenti, possiarmwdre la portata utilizzando
I'espressione della veloéitmedia(u;) e tenendo conto che la dersidel fluidoe
costante:

Gpa2 JTGpa4
P.M.=7p(u al=-p a?=— .
p(Uz) P 8 T a0

La relazione finale

JTGpa4

PM. =
8v

e nota con il nome diegge di Poiseuille

Determiniamo ora la forza agente sul tubo in conseguenda defrente di
Poiseuille che scorre al suo interno. In base alla relazmarecorrenti incompri-
mibili s = —[AS x V x u]|® dedotta nel paragrafo 5.9, do¥& indica il versore
normale alla superficie del tubo e diretto verso il fluido esmo

Stubo =n Ii xV x u|tubo’

@
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Figura 5.14 Corrente stazionaria con
superficie libera lungo un piano inclinato
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essend@tP® = —R. Un calcolo diretto fornisce

N duz(R n GpR . Gpa ,
stUbozﬁRx[— 2( )} f=—2" 5 P
dR  J|r=a
La forza per und di lunghezza si ottiene integrando questa espressiomm Ilan
circonferenza della sezione del tubo:

27 Gra
F, = —/ %ade = —7a%Gp.
0

Se il gradiente della pressiomenegativo,Gp < 0, allora il segno diF, & positivo:
cio e corretto in quanto il fluido si muove lungo il tubo nel versisipivo dell'assez

e quindi la forza che agisce sul tubo a causa della vistalgt fluido in moto ha lo
stesso verso della corrente.

Corrente lungo un piano inclinato causata dalla gravita

Consideriamo un altro caso di corrente unidirezionale, mwvqrato questa volta
dall'azione della forza gravitazionale agente sul fluidop@oniamo di avere un piano
infinito inclinato di un angolax rispetto al piano orizzontale e che uno strato di un
fluido viscoso di spessore uniforntesi trovi sopra il piano inclinato. Vogliamo
determinare il moto stazionario del fluido sempre nell’'gsdtche la corrente possa
essere considerata incomprimibile. Introduciamo un isiateartesiano con I'asse
diretto come la direzione di pendenza massima sul pianmatole con verso positivo
diretto verso il basso, per cui 'asgdorma un angole con il piano orizzontale, come
mostrato nella figura 5.14.

Prendiamo 'assg in direzione perpendicolare al piano inclinato e con verssitivo

al di sopra di tale piano, e scegliamo la posizione dellioegn modo che la superficie
del piano inclinato in contatto con il fluido corrispondgt &- 0. La direzione dell’asse
z sar allora orizzontale, perpendicolare al piano della figudiretta verso il lettore.
Studiamo il movimento discendente del fluido supponendd shie campo di veloci
sia piano e quindi appartenente al piatg. Supponiamo infine che il campo di moto
della corrente considerata dipenda solo dalla coordipatarmale al piano, ovvero

u(r) = [u(y), v(y), 0] = u(y) X+ v(y) ¥,
mentre la pression@ supposta essere indipendente solo dalla terza coordinata
P(r) = PX,y).

Sul fluido agisce la forza di volume esterna dovuta alla preselel campo di gravt
terrestre. Tale forza (per uaidi volume)e data dal vettore campo di gravitaziame
che saa espresso nel sistema cartesiano inclinato appena ittinatila relazione

g=gsinaX —gcosay.

@
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Le equazioni di Navier—Stokes che governano il moto staiordi un fluido viscoso
sono:

VP
(u-V)u—vv2u+?=g,

V.-u=0,
Notiamo subito che la condizione d'incomprimikalit

d d
_ duy n vly) _dv@y) _
X ay dy
implica chev = costante e, in vitt della condizione al contorno di non penetrazione

v(0) = 0 sulla superficie del piano inclinate,= 0, identicamente.

Essendo allora la corrente unidirezionale aon = u(y) X, il termine non lineare
(uV)ué nullo. Se teniamo poi conto della forma del termine viseodelle componenti
del campo di gravd, I'equazione della quangitdi moto assumarla forma

V-u

d’u X+ ve sina X cosu ¥
-V — — = oX— .
dy? 2 g g y
Scrivendo esplicitamente le due componenti cartesianaeatitg equazione abbiamo
dzu_l_ 1P _
-V =—+=——= o,
dy2 5 ax g
10P
—— = —gcosa.
p ay

La seconda di queste equazioni si integra immediatamente
P(x,y) = —pgcosay + f(x),
dove f (x) € una funzione dx da determinare.

Consideriamo ora la superficie superiore dello strato difluEssa in reala una
superficie di separazione fra il fluido che scorre sul piacbriato e I'aria soprastante.
In generale, la superficie di separazione fra due fluidi gifié e non miscibili, come,
ad esempio, acqua e olio oppure acqua e aria, si chfumperficie di interfaccia.
La presenza di una superficie di questo tipo introduce défieata matematiche nel
problema fluidodinamico che vanno oltre i limiti dello stadiffrontato in questo testo.
Infatti, la forma della superficie di interfaccia e il suo nmento non sono noti e
devono essere determinati come parte della soluzione delgma. La posizione dei
punti della superficie rappresenta quindi un’incognitaps@imentare che, per essere
determinata, richiede di imporre un numero di condizioru@itorno doppio rispetto
alle condizioni sui contorni ordinari, quali, ad esempia,parete di un corpo o il
contorno a grande distanza da esso. Nelle correnti visleosendizioni al contorno su
una superficie interfaccia consistono nella contisit della veloc# sia del vettore
sforzo totale (di pressione e viscoso) associato alla idineznormale alla superficie
stessa.

Nel caso della corrente lungo il piano inclinate,peb possibile una semplifi-
cazione drastica rispetto al caso generale, per due raglarprimi luogo, i valori
della densi e della viscosit dell’aria sono molto minori di quelli relativi al liquido
che scorre sul piano inclinato e questo permette di traseliinerzia e la viscos#
dell'aria rispetto a quelle del liquido. Si parla alloragiiperficie libera, invece di
superficie d'interfaccia, peréhil problema si riduce a determinare solo il moto del
fluido pit denso mentre la presenza dell’altro influisce solo attsavBazione della
sua pressione. |l secondo elemento di semplificazione wblgma in esame deriva
dal fatto che la forma della superficie liberain piano che a una distanza notedal
piano inclinato. Per quanto riguarda le condizioni dellieia, noné piu possibile
imporre la continué della componente tangente avendo considerato non visicoso
fluido superiore mentre la componente nornaleulla in tutto il campo di moto per
I'ipotesi di corrente unidirezionale. Per quanto riguard@ce le condizioni sul vettore
sforzo, la continua della componente normale equivale alla contindélla pressione

P(x, h) = Patm,

@
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dove Pym rappresenta la pressione atmosferica, e la condimlgtla componente tan-
gente corrisponde all'annullamento della componenteglidalel vettore sforzo vis-
coso sulla superficie libera del fluido:

_duch)
dy 0

In particolare, la prima condizione permette di trovarefianzione d'integrazione”
f (x) giacche abbiamo

P(x, h) = —pgcosa h + f(X) = Pam,

da cui segud (x) = costante= pgh cose + Pam, per cui il campo di pressione della
corrente dipendarsolo day e saa dato da

P(y) = Patm+ (pgcosa) (h —y).
Essendo quindiP/dx = 0, la prima equazione si semplifica in

du  gsina
dy? v
ede corredata da due condizioni al contorno: la prima di adesit! fluido sul piano

inclinato e la seconda di annullamento sulla superficigdiloella componente del
vettore sforzo viscossy, ovvero,

duth) 0

u0 =0 dy

La soluzione si calcola facilmente primaintegrando I'exjoae differenziale due volte,
da cui si ricava

gsina

y? + Ay + B,
2v

ucy) =

e poi imponendo le due condizioni al contorno per deterneidarcostanti di inte-
grazioneB = 0 e A = ghsina/v, ottenendo

Sin
u(y) = 25¢ i Zy@eh—y).
Vv

Il profilo della velocif € quindi parabolico e raggiunge la vel@cimassima sulla
superficie libera. La portata volumetrica di fluido lungoidmo inclinato, per unit di
lunghezza nella direzione € data dall'integrale

gh3

=~ sinca.
3v

h
P.V.:/ u(y)dy =
0

E Soluzioni esatte per correnti parallele dipendenti dal temp-

Consideriamo la corrente incomprimibile di un fluido visc@®n un campo di velogit
piano e avente in ogni punto la medesima direzione. Un sempisempio di una
corrente bidimensionake il moto di fluido vicino a una lastra piana che si muove nel
Suo stesso piano.

@
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Scegliamo un sistema di coordinate cartesiane con la ditelell'asse coin-
cidente con quella della veloaite I'assey pure appartenente al piano del campo di
velocita. Scriveremo allora le equazioni di Navier—Stokes noria@tazie per correnti
bidimensionali

ou > VP

— 4+ UW-V)u—vVau+ — =0,
ot P
V.-u=0,

doveu(r) = u(x,y,t) = u(x,y,t)X, P = P(x, y,t) e gli operatoriV e V 2 rapp-
resentano il gradiente e il laplaciano nelle coordinatepiihox-y. Come ga visto
nel paragrafo 5.6 per la corrente stazionaria, la condéz@imcomprimibilita implica
u(x, y,t) = u(y,t), il termine non linear& nullo e quello viscoso contiene solo la
componente. Le equazioni che governano il campo di moto si riducono djatia
sola equazione vettoriale

au . 9%u . VP
— K —v—s%+— =0.
ot ay? 0

La componentg di tale equazione semplicemente

oP
— =0,
ay

da cui segue immediatamente cRe= P(x,t). L'equazione della componente
diventa quindi

au 920 19P
_ =0,

a Va2 T oax

nelle due funzioni incogniter = u(y,t) e P = P(x,t), dove si deve notare la
diversit delle loro rispettive variabili spazialy, e x, sicche I'equazione risulta essere
del tipo F(x,t) + G(y,t) = 0, dove la funziond= comprende i primi due termini
dell’equazione e la funzion& corrisponde al terzo termine. Con un ragionamento
analogo a quello utilizzato nel metodo di separazione delt@bili possiamo dedurre
che entrambe le funziork e G devono dipendere esclusivamente dalla variabile
temporalet e che queste due funzioni tidevono essere una l'opposta dell’altra,
ovverosiaF (x,t) = C(t) e G(x, t) = —C(t). Pertanto I'equazione della componente
x della quantia di moto diventa:

9 92 19P
_u v _u =C(t) e —— = —C(),
ot ay? D X

doveC(t) € unafunzione da determinare. La soluzione dell’equazien& pressione

e immediataP(x,t) = C(t) x + P (t), dove la “costante” d’integrazionBs (t)

e arbitraria, conformemente alla natura indeterminatéadelriabile pressione nei
problemi incomprimibili. La funzioneC(t) e invece associata alla presenza di un
gradiente uniforme della pressione lungo la direzioneadadlocifi. Questo gradiente
sal causato da dei sistemi esterni, ad esempio una pompajitdensit pota essere
variabile nel tempo secondo I'andamento della funziGg. Per ogni funzion€(t)
assegnata esternamente, la corrispondente vé&logit t) del fluido saa la soluzione
dell’equazione di diffusione non omogenei una dimensione

9 2
_u — a_u — C(t)’
ot ay?

con le opportune condizioni iniziali e al contorno.

@
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Traslazione istantanea di una lastra piana

Consideriamo ora la corrente incomprimibile di un fluidocaiso vicino a una lastra
piana chee accelerata improvvisamente da ferma e che si muove gara#late a
sé stessa con veloaitcostantdd. Supponiamo che il moto del fluido sia causato
solamente dal moto della lastra, ovvero che il gradientk gebssione sia nullo, per
cuila velocitu(y, t) soddisfa lequazione di diffusione omogeneia una dimensione

au 92u
— —v—=0.
ot ay2

Il fluido occupa tutto il semispazip > 0 edé inizialmente fermo per cui la condizione
inizialee

u(y,0) =0, y > 0.

Supponiamo che la lastra sia messa in movimento al teémp® con una velocéU
e che questa velodéitsia poi mantenuta sempre costante. A causa della conelidion
adesione, le particelle di fluido in contatto con la lastragoveranno immediatamente
con la veloci&U e le condizioni al contorno, sulla lastra e all'infinito, aano allora

u@,t) =U, lim u(y,t) =0, t > 0.
y—00

Il problema per la velocitu cos formulato si chiamarimo problema di Stokes

Il problemae costituito dall’equazione di diffusione, cBaun’equazione differenziale
alle derivate parziali di tipparabolico, corredata da una condizione iniziale e da due
condizioni al contorno. La risoluzione del problema cotesisella determinazione
di una funzione di due variabili = u(y, t) che soddisfi identicamente I'equazione
differenziale nel quadranty > 0,t > 0) del pianospazio-temporale, chiamato anche
piano cinematica La soluzione deve inoltre soddisfare la condizione itézia= 0

sul semiasse positivey > 0,t = 0) e le condizioni al contorna = U eu = 0 sui
due contorni spazially = 0,t > 0) e (y — oo,t > 0) del quadrante. Si noti che la
condizione iniziale una sola, in quanto I'equazione di diffusione contieneslavata
prima rispetto al tempo, mentre le condizioni al contornmasdue in conformé con

il fatto che la derivata rispetto alla variabile spazigle una derivata seconda. Questo
problemadi Stokes in effetti identico al problema della diffusione dell'eg& interna

in una bacchetta solida lunga e sottile che conduce il cadpr@ndo la temperatura di
un’estremié e fatta variare istantaneamente da zero a un altro valoréraguenuta
sempre costante a quel valore.

Il problema alle derivate parziali per la veldgit presenta una caratteristica molto
importante che ne permette la riduzione a un problema diftdale pii semplice.
Infatti, I'enunciato del problema, o piprecisamente tutti i suoi elementi costitutivi,
ovvero I'equazione, la condizione iniziale, le condiziahtontorno ed eventualmenteiil
termine di sorgente (qui assente)n contengono@alcunalunghezzadiriferimentén
alcun intervallo temporale di riferimento. &suggerisce la possibgitthe la soluzione
del nostro problema vari cop e t solo attraverso una combinazione opportuna di
queste variabili e non in modo completamente indipendéntalire parole, mancando
nell’enunciato del problema una lunghezza di riferimentim éempo di riferimento, la
soluzione potr avere una dipendenza gaolo se essa implica anche una dipendenza
dat “collegata”.

Per individuare il tipo di legame esistente tra le variabililipendenti della
soluzione particolare ricercata, si procede introducamdocambiamento di variabili
consistente in una loro semplicdatazione, ovvero uncambiamento di scala del
tipo

y—>Y=uay e t— T =pt,

@
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e poi si cerca una relazione fra i parametri positié 8 che lasci invariata I'equazione
differenziale. Indichiamo la soluzione rispetto alle neeariabili indipendentiY, T)
con lalettera maiuscold (da non confondere con il valore della condizione al corgorn
considerato in precedenza), per cui avremo

uly,t) = U, T) = U(ay, Bt).
Possiamo allora sostituire nell’equazione di diffusiottermendo

au 0%u _ aU(ay,pt)  3°U(ay, B)

ot T2 T T ot Y-
_ U d@By 9 (9 da@y)
ToT dt oy \ay dy

aU 3 [9U
=f—=—-—va—|(—|.
aT ay \ay

Calcolando infine la derivata seconda si ottiene

au 92u auU 92U d(ay)

— V5 =0 —= —Vd —5

ot ay? T aY2 dy
_ U 2 02U
—PeT 7Y Gy

Si osserva che s¢ = o2 allora risulta

du  9%u 2[au BZU}

ot Vayr T LaT T Tav2

ovvero la trasformazione delle variabili
y—>Y=ay e t— T =at
lasciainvariata I'equazione di diffusione. @i indica la possibil& che esistano
soluzioni dell’equazione che siano funzioniydet semplicemente attraverso la singola
combinaziong/?/t. Infatti la trasformazione di variabiliy, t) — (Y, T) = (ay, a?t)
implica cheY?2/T = (ay)?/(e?t) = a?y?/(a?t) = y?/t, e quindi anche la “variabile
combinata” rimane invariata a seguito di una tale trasfaioree. Naturalmente
del tutto equivalente considerare la variahjle/t . Inoltre, & conveniente avere una
variabileadimensionale, per cui si po ricorrere alla costante, che ha le dimensioni
di una lunghezza al quadrato diviso un tempo, e considesiazerhbinazionsg//./vt.
Introduciamo allora laariabile di similarit a adimensionale

_ _ Y
17—17(y,t)—\/ﬁ

e cerchiamo quindi una soluzione dell’equazione di difinsi avente forma seguente
uy,t) = F(m) = F(n(y, ).

Questa scelta implica per la soluzione un passaggio da peadinza diretta dalle
variabiliy et a una dipendenzaindiretta dalle stesse variabili attsaMarsola funzione
n(y,t). Peril teorema di derivazione delle funzioni composte aivtu

ou  IF(n(y,t) ,,0n y -
AT ) ey & F/,

ot ot en 2t /vt

ou  IF(n(y,t) L 1
TR o = F,

ay ay o y Nt
2u 9 1 1 1 1
- = _F/ ,t _ F// [ —FH.
a2 = 3y <ﬂ (n(y ))) NG () N

@
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Sostituendo queste derivate parziali nell’equazioneftlisibne pemu abbiamo

v y
_F// F/ — 0
o (m + At ()

e semplificando otteniamo un’equaziaiifferenziale ordinaria
F’'+1nF' =0

con le due condizioni al contorno
FO=U, F(co)=0.

Notiamo che pet — 0 si han — oo per ogniy > 0 e quindi la seconda condizione
al contornoF (co) = 0 impone anche la condizione inizial¢y, 0) = 0 del problema
alle derivate parziali originario. Questo risultato chgice una conferma della validit
del legame esistente tra le variahjilet nella soluzione del problema in esame.

Siccome l'incognitaF dell’equazione differenziale compare in essa solo come
derivata, si paintrodurre I'incognita ausiliari& = F’ eridurre I'ordine dell'equazione:

G + 331G =0.

Questa equazione tuttavia priva di condizione al contorno pogckntrambe le con-
dizioni disponibili riguardano l'incognita originarig. D’altra parte, il teorema fon-
damentale del calcolo differenziale, ovvero:

b df(x)
/a 0 dx = f(b) — f(a),

pud essere applicato alla funzioRén) i cui i valori agli estremi dell'intervallo [Qoo[
sono specificati, ottenendo

/wmdnzF(oo)—F(O)=0—U=—U.
o dp

La definizione della nuova variabilé = F’ permette allora di scoprire che essa deve
soddisfare la seguentendizioneintegrale

/ G(@n)dn = —U.
0

Questa condizionglobale completa quindi I'equazione d& chee del primo ordine
(lineare a coefficienti non costanti) a variabili sepaiat@lla forma:

e _ 14
5 =51

La soluzione generake
Gy = Ae™" /4,

dove A ¢ la costante d'integrazione che viene determinata immmé&ncondizione
integrale

o0 2
A/ e 1/ 4dy = —U.
0

L'integrale definito si calcola facilmente dal valore dieitegrale definito dellafunzione
di Gaussee**:

o 2
f e X dx =7,

—00

@
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Figura 5.15 SoluzioneF ()
dell’equazione similare per la corrente
causata dalla traslazione improwvvisa di
una lastra piana

per cui si ottieneA = —U//7 . La soluzioned quindi
U 2
G() = ——=e 174,
(m N
L'equazione rimanente’ = G(n) € poi risolta mediante una semplice integrazione

U 2
F(n)zB——f e S/4ds,
NE

dove B e un’altra costante d’integrazione, da determinare impdad’'una o l'altra
delle due condizionial contorno dell’incognita origirelfi. Ad esempio, la condizione
F(0) = U fornisce subitoB = U. Pertanto la soluzione dell’equazione differenziale
del secondo ordine

_ I
F(n)_U[l ﬁ/o e ds},

ede mostrata nella figura 5.15.

01 0.2 0.3 0405 06 0.7 0.8 0.9 1.0F(y/U

Notiamo che se si fosse imposta I'altra condizione al comdai sarebbe ottenuta la
stessa soluzione. Infatti, imponendo la condiziéiiec) = 0, si ha

B—i/we*z/“ds—B—i\/_—O
NE NEd ’

da cui segue subitB = U.

Dalla soluzioneF (), ricordando la definizione della variabile similare- y/./vt
si ricava la soluzione della velogiti(y, t) = F(n) = F(y/+/t):

y
1 [t 24
uly,t)y=U 1——/ e S/4ds| .
J [ 77 Jo

| profili della veloci@ in alcuni istanti di tempo diversi sono mostrati nella fey6r16
peril casov = 1.

@
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Figura 5.16  Profili della velociau(y, t)
in istanti di tempo diversi per = 1 della

corrente parallela causata dalla traslazione

impulsiva di una lastra piana
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u(y,ty/u
0.1 0.2 0.3 0405 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

La soluzionee talvolta espressa utilizzando fanzione di errore erf(x) definita
) . . 2
dall'integrale delldunzione gaussiana *":

2 X _x2
erf(x)zﬁfo e " dX

0 eventualmente delfunzione complementare di erroreerfc(x) = 1 — erf(x). La
soluzione trovata puallora essere espressa nella forma seguente

. B y
u(y,t)y=U [1 erf(z\/ﬁﬂ.

La soluzioneu(y, t) rappresenta una superficie in uno spazio a tre dimensiorassin
cartesiani che corrispondono alle tre variaiilt eu. La figura 5.17 mostra la forma
complessiva della soluzione: le linee disegnate sullar§igfgecorrispondono al profilo
della veloci& in determinati istanti di tempo.

@
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Figura 5.17 Rappresentazione
tridimensionale dell'andamento della
velocita di un fluido viscoso causata dal

movimento istantaneo di una lastra piana

al tempot =0

Figura 5.18 Diffusione della vorticia da
una lastra messa in moto in modo
istantaneo al tempb= 0. Soluzione per
v=1

u/U

\

y

La forma semplice delle condizioniiniziali e al contornajtamente all'assenza di una
lunghezza di riferimento nel problem@a stata decisiva per ottenere una soluzione di
tipo similare. Le soluzioni similari sono una classe spleaith soluzioni che esistono
in problemi governati da equazioni differenziali alle date parziali di tipo parabolico
con due variabili indipendenti quando i dati del problema ontengono nessuna
scala assoluta delle lunghezze.

Il problema considerato soddisfa queste condizioni. Coite iinome stesso di
soluzione similare, i profili della velocitu(y, t) a istanti di tempo differenti sono tutti
geometricamente simili. Al tempot; la velocigu & funzione diy/./vt1 e al tempo
t2 la velociiu & lastessa funzione diy/,/vt;. La sola cosa che accade al crescere
del tempoe che il profilo della velocd risulta dilatato nello spazio di un coefficiente
pari a/t2/t1. In altre parole, la soluzione in istanti di tempo diversiase gli stessi
valori ma essi sono distribuiti sul’asgen modo sempre pidilatato. Cd non sarebbe
possibile se vi fosse una seconda lastra posta a una disfagz#a dalla lastra in
moto: in questo caso la lunghezz#&ornirebbe una scala spaziale di riferimento e una
soluzione similare non sarebbeaigossibile.

Diffusione della vorticita

Ritornando ad esaminare la soluzione similare trovatanapot, gli effetti del movi-
mento istantaneo della lastra sono limitati prevalentémamuna distanza dell’ordine
di «/vt da essa; ad esempice meno del 4 per cento Ui alla distanzay = 3/vt, in
quanto 1 erf(x) = 0.04 perx = 3.

Un modo alternativo di interpretare questo procésisdermini delladiffusione di
vorticit a. Nel problema piano considerato la distribuzione delldigiva nello spazio
e nel tempa data dalla funzione

8u(y,t)= U e_yz/(“”‘),
oy ot

che tende a zero esponenzialmente oltre una distanza astita tell'ordine diy/vt,
come mostrato nella figura 5.18 per la soluzione cea 1.

ya

w/U
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Figura 5.19 Rappresentazione
tridimensionale della diffusione della
vorticita da una lastra messa in moto in
modo istantaneo al tempo= 0
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La diffusione della vortick a causa dell'azione viscosa distribuisce in modo sempre
pit uniforme lostrato di vorticit ainiziale, ovvero rende semprelppiatta la concen-
della discontinuié fra la condizione al contorng0, t) = U pert — 0 e la condizione
inizialeu(y, 0) = 0 pery — 0) mentre la vorticée nullainizialmente in tutto il fluido

(la condizione inizialeu(y, 0) = 0 pery > 0 implicaw(y, 0) = 0). L'andamento
della vorticiiw (y, t) nello spazio e nel temporappresentato in modo tridimensionale

nella figura 5.19.
w/U

\

Queste conclusioni possono essere enunciate anche inrannaddo leggermente
diverso. In un tempo la vorticita si estende per una distanza dell’ordine di

distanza di diffusione viscosa O(+/vt).

Ovverosia, iltempo necessario affireda vorticit si diffonda su una distanza dell’ordine
di ¢ & dell'ordine di

tempo di diffusione viscosa= O(Zz/v).

oV ol e CIUCENICRIE  Metodo alternativo per le soluzioni similari

Nel procedimento seguito per determinare la soluzioneaiendella corrente provo-
cata dalla partenza impulsiva della lastr& siupposto che la variabile similare avesse
una forma determinata. La forma considerata non era stalattdecon un ragiona-
mento rigoroso ma solo giustificata con argomenti di plalisibh In questo senso il
successo del procedimergécolo verificato a posteriori dal fatto che abbiamo ottenuto
una soluzione fisicamente significativa. Vogliamo ora rgiderare il procedimento
per la ricerca di soluzioni similari @ mostrare un metoderalativo per individuare

le soluzioni di questo tipo. Questo metodo si basa sullag#di una variabile in-
dipendente di tipo adimensionale che abbia la forma di udgto di potenze delle
variabili indipendenti originarie con esponenti da detieame. Il valore preciso degli
esponente stabilito dalle condizioni che si devono soddisfare ptrare da un lato
un problema differenziale ordinario e dall’altro variakiblo di tipo adimensionale.

Laricercadisoluzioni similari consiste nella determiioae di una trasformazione
delle varibili che riduca I'equazione differenziale allerivate parziali in un’equazione
differenziale ordinaria. Dal momento che I'equazione dieivate parziali coinvolge
pit di una variabile indipendente e un’equazione differdezimdinaria solo unag
ragionevole assumere una trasformazione di variabili eéneht di combinare le due
variabili indipendenti. Pertanto assumiamo

n(y,t) = Cy™t",
doven & la variabile indipendente trasformata, che deve essareeadionale, €, m

e n sono delle costanti per ora indeterminate. Inoltre, pedeem adimensionale
I'equazione finale dobbiamo imporre che anche la varialijerttiente (cié la nuova

@
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incognita del problema differenziale ordinario) sia adwsienale. Siccome I'incognita
originariae la velociau e nel problema esiste una scala delle vedodéfinita dal valore
al contorndJ, la nuova incognitd deve essere definita da

u=Uf(n),
ovvero avremo la relazione

uty,t) = Uf(n(y,t) = Uf(Cy™t",
che esprime la vecchia incognita (dimensionalé) funzione di quella nuova (adi-
mensionale)f, la prima dipendente da due variabyié t) la seconda da una solg)(

Per mezzo di questa relazione di trasformazione possialvalage le derivate parziali
di u con la regola di derivazione delle funzioni composte, cteto

df
a_uzu@—zucwmt”—lf’,
ot ot dn
a ad
A _u ¢ —ycmy™iiny,
ay ay
9%u m—2.n ¢/ 22 2(m-1).2n e/
a_yz=UCm(m—1)y t"f +UC“m%y o

Sostituendo nell’equazione di diffusionewde dividendo pelJ # 0 si ottiene
Cny™" 1 — yCm(m— 1yM2t" ' — vC?m?y2M-D 2§ — Q.
Oradeterminiamo ivaloridn,neC in modo che sirealizzilariduzione a un’equazione
differenziale ordinaria adimensionale. Per prima cogaialamo il coefficiente vari-
abile del termine di ordine pielevato moltiplicando tutti i termini dell’equazione per
y—2(M-Dt=2" gitenendo:
vC2m? f” +vCm(m — 1y Mt "/ — Cny"™2t"1§ = 0.
May~Mt~" = C/n, per cui I'equazione si puscrivere nella forma pisemplice (dopo
avere diviso tutti i termini pe€?)

y2t71

n

Affinché questa equazione sia effettivamente un’equazione eiffégile ordinaria, il
coefficiente dell'ultimo termine deve essere una funzioole sli n e, poicte n =
Cy™t", questo richiede necessariamente= —m/2. In tal caso la relazione della
variabile di similaria diventa

y m

e I'equazione assume la forma

1
vm?f” +vmm—1) = f' —n f' = 0.
n

2
om 7 4 vm — 1) - f’+i(1)m f/ = 0.
n 2n \C

Affinché questa equazione diventi adimensionale deve e€$éfe= 1/v. Allora la
variabile di similaria saa definita dalla relazione finale

y \™
n(y.t) = (ﬁ)

e I'equazione differenziale ordinaria adimensionalerdaéa sai

1fm-1 1 2-m
f"+ | ——+=pm | f'=0.
m n 277
Naturalmente questa equazione deve essere risolta com leotdizioni al contorno

adimensionali:

fO=1 e f(oo)=0.
Il valore dim puo essere scelto in maniera arbitraria. Da questa sceltadigela
funzione f soluzione dell’equazione differenziale, rimanendo coquinalterata la

forma della soluzionai(y,t). Perm = 1 si riottiene lo stesso problema similare

analizzato in precedenza.
|

@
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Corrente non stazionaria fra due lastre parallele

Consideriamo ora la corrente generata ancora dal moto givpullella lastra piana
ma questa volta in presenza di una seconda l&atnaa posta a una distanzadalla
prima. La velocidu(y, t) dovra ora essere determinata nella striscia § < h come
soluzione della stessa equazione di diffusione
du 3%u
at ay

completata dalla condizione iniziale

=0,

u(y,0) =0, O<y<h,
e dalla condizioni al contorno
u,t) =U, uch,t) =0, t>0.

Non potendo ricercare una soluzione simile (nel problenisteesina lunghezza di
riferimento: la distanzh fra le lastre) osserviamo che I'equaziagnemogenea mentre
le condizioni al contorno non lo sono. Possiamo allora cerch riformulare il
problema mediante un cambiamento dell’incognita che rendagenee le condizioni
al contorno per poi provare ad applicare il metodo di sepanazielle variabili. Le due
condizionial contorno sono soddisfatte dalla sempliceiume lineardJ (1—y/h) che
rappresenta la corrente di Couette fra le due lastre. Qtwest@nee anche soluzione
(stazionaria) dell’equazione di diffusione. Possiamorallintrodurre una variabile
ausiliariaw mediante la definizione

u(y,t) = w(y, t) + U1 —y/h),
e osservare che la nuova incognitaleve essere soluzione del problema

dw 92w
—_— v —_—
ot ay?
w(y,0) =—-U(@—y/h), O<y<h,
w(0,t) =0, w(h,t) =0, t>0,

-0,

le cui condizioni al contorno sono ora completamente omegementre la condizione
iniziale e ora diversa da zero. Ricorriamo al metodo di separaziole dariabili
ricercando delle soluzioni elementslvi = W(y, t) che siano prodotto di due funzioni,
ovvero,

W(y.t) =Y(y) T®

doveY(y) e T(t) sono due nuove funzioni incognite. Sostitueimell’equazione
di diffusione si ottiene
dT d?y
Y——vT —
dt dy?
dove le derivate parziali sono diventate ordinarie pefdehnuove incognite sono fun-
zioni di una sola variabile. Dopo avere diviso per il prodefY T si ottiene

=0,

1dT  1d?y

vT dt Ydy2
Questa equazioreedel tipof (t) — g(y) = 0. Mat ey sono variabili indipendenti, per
cui la relazione richiede che entrambi i due termini siansta@ati e che le due costanti

siano coincidenti. Indicando tamstante di separazioneona, si ottengono le due
equazioni differenziali ordinarie

1dT 1d2y

Tat % Yoy o

@
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Il valore di o & per il momento sconosciuto. Consideriamo per prima larsto
equazione che riscriviamo come

2
d—Y =V,

dy?2

e osserviamo che le due condizioni al contorno omogen@et) = w(h,t) = 0
impongono suY (y) le condizioni anch’esse omogen¥€0) = Y(h) = 0. Per un
valoregenerico della costante non esistono funzioni che soddisfano sia I'equazione
differenziale che le due condizioni al contorno. Infatgios> 0 'equazione ammette
come soluzione due funzioni esponenziali con segno dpthiesnte positivo o negativo,
mentre ses < 0 le due soluzioni sono le funzioni seno e coseno, ma in etiram
casi none possibile trovare una loro combinazione lineare che silfinn entrambi
ipuntiy = 0ey = h. [ll casooc = 0 non interessa in quanto la prima equazione
diventerebbal T /dt = 0 con soluzionel = costante, per clW(y, t) sarebbe una
soluzione stazionarid/(y, t) = W(y).]

Tuttavia la costante pud essere scelta in modo d&) selezionare soluzioni che
oscillano eii) annullare le soluzioni oscillanti proprio nei punti estigell’'intervallo
0 < y < h. La prima condizione significa che si deve prendere= —«?, conk
costante, per cui le soluzioni sono Giy) e cogxy), mentre la seconda condizione
significa che si deve scartare la soluziongegse che inoltrec deve assumeresalori

discreti soddisfacenti la seguente condizione

Nz

h K
doven e un intero positivo qualsiasi. Tutte le soluzioni oscillaf (y) = sin(nzy/h)
siannullano pey = 0 ey = h e quindi permettono di costruire le soluzioni elementari

del metodo di separazione delle variabili. La costante gasgzioner deve quindi
assumere i seguenti valori

knh = nm == Kn =

O‘n=—l(§=—(n7'[/h)2 n=123,....

Per ogni valore di intero positivo dila prima equazione diventa

dTn 2
— = —v(nr/h)*T,
It (nr/h)* Th
e ammette la semplice soluzione esponendiaie) = e~ 7/t — g=n?z?ut/h?

Pertanto le soluzioni elementari in forma di prodotto rigee sono
Wa(y. t) = Ta(t) Ya(y) = sin(nzy/hy e ™7V n=12.3 ..

Nessuna di queste funzioni soddisfa da sola la condizioizéaie per I'incognita
ausiliariaw ma, siccome I'equazione di diffusione @i & lineare, si pa considerare
una loro combinazione lineate(y, t) definita dalla serie

0 00
w(y.t) =Y Wa(y.t) = Y Aysin(nry/h) e "7V,

n=1 n=1

che soddisfex 'equazione differenziale qualunque siano i valori dedficienti Ap.

A questo punto, si pliricorrere alla teoria della serie di Fourier per determena
coefficientiAn in modo tale che al tempo= 0 questa espansione coincida con il dato
iniziale del problema modificato, ovvero:

> Apsinnzy/h) = -U@—y/h) in0<y=<h
n=1

@
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Moltiplicando questa relazione per ¢irvry/ h) e integrando sull’intervallo [(h], la
relazione di ortogonabt

. 2r sen=n"=0
/ sinn@)sinnd)déd =1 = sen=n">1
o 0 sen#n

permette di trovare

h

Anz—E Uu@-y/h) sin(nny/h)dy:—z—u.
h 0 nm

La velocitau fra due lastre parellele provocata dal moto impulsivo dakéra inferiore
e quindi data dalla soluzione

o0

ufy.t) =U@ —y/h) - il > 1 sin(nry,/ hy e Tt/
n n

n=1

L'aspetto pii importante di questa soluziokeche per tempi > h2/v la corrente ha
raggiunto il suo stato stazionario (corrente di Couett@)didtribuzione della vorticit
e pressoch uniforme in tutto il fluido.

m Soluzioni esatte per correnti in geometria cilindrica -

Esistono soluzioni esatte delle equazioni di Navier—Staited caso di un fluido con-
tenuto fra superfici cilindriche coassiali che possonoareattorno all’asse comune.
Supponendo che i cilindriin rotazione siano molto lungépstto al loro raggio, il moto
del fluido pw essere considerato bidimensionale. Nel caso di problgrandenti dal
tempo supporremo inoltre che il campo di velagitiziale sia invariante per traslazioni
parallele all'asse del cilindro e per rotazioni attorndeaise. Co significa che studi-
amo soluzioni che non possono dipendere dalla coordinsial@s e nemmeno dalla
coordinata angolaré (escludendo la dipendenza dadei versori delle coordinate
polari/cilindriche). Sotto queste condizioni il campo dilecit della soluzione sar
piano e dipendérsolo dalla distanzR dall’asse comune dei due cilindri, oltre che dal
tempot, per cui si pota assumere in generale(r,t) = ur(R, t) R+ uy(R, t)é ed
ancheP(r,t) = P(R,1).

Le equazioni che governano questo tipo di correnti sonaalesathe equazioni di
Navier—Stokes incomprimibili

ou VP
— 4+ @U-V)U—vVaUu+ — =0,
ot 19

V.-u=0,

dove gli operatorV e V 2 rappresentano questa volta il gradiente e il laplaciani bid
mensionali nelle coordinate polari/cilindricfid in un piano perpendicolare all'asse
z.

Per prima cosa, analizziamo le conseguenze della condizioncomprimibilia
nel caso considerato; essa significa

1 dug(R, )
R 90

V-u= (Rur(R, 1)) +

ol Il
3l 3l

(RUR(R, 1) =0,

@
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per cui deve essemngr(R,t) = A(t)/R. Supponendo ora che le pareti cilindriche
contenenti il fluido siano impermeabili, per cui su di esge = 0, allora avremo
A(t) = 0 e quindiur(R, t) = 0 in ogni punto del fluido e per ogni> 0. In altre
parole il moto del fluido sarpuramentecircolare e quindiil campo della velodtdella
soluzione ava la forma seguente

u(r) = up(R, t) (6).

Vediamo ora quali sono le conseguenze di questo risultataypanto riguarda il
termine convettivo, esprimendolo ovviamente in coordirdindriche. Invece di usare
I'espressione fornita nella tabella degli operatori difeziali in coordinate cilindriche,
calcoliamo questo termine, tenendo conto esplicitameinéei wersoriR(9) e 67(9)
hanno|R(9)| = 1 e|67(9)| = 1 ma variano direzione con I'angofq

U-V)u= (ug(R )80 -V)(us (R, 1) 8(6))

19 . R, 1)]2do(®
= Up(R D)= (Ug(R 1) (0)) = M%'

Siccome risultad@(e)/de = —R(#), come mostrato nella figura 5.20, otteniamo

2
ug -
Figura5.20 lllustrazione della derivata (u-Vyju= ) R(©)
d6(9)/do = —R(0): notare che
|AQ| = A6, per cuildf/do| = 1 e quindiil termine non lineare diverso da zero. Passando al termine viscoso abbiamo
vau— (19 (r2 + 1 o2 (us(R, 1) 6(6))
~“\RaR\ 9R/) " RZpeZ) VT
19 AU (R, 1)\ » ug(R, 1) d20(0)
=——(R————= |0
RaR( oR ) ©+ R2 de2
19 g (R, 1) A ug (R, t) dR(6)
=——(R———= |00 — —
RaR( R ) ©) R2 do
190 dUg(R, 1) Ug(R, 1) ] 4
=|=—(R — 0(9),
Rar(RSR ) - e oo
R(67) in quantodR(9)/d6 = 6(0), come mostrato in figura 5.21. In base a questi risultati,
A0 / AR I'equazione della quantitdi moto per le correntiincomprimibili con traiettoriecidari
20 sal
7y |0 5
dUg ~ Uy A 190 dUy Ug |~ 10P .
—00)— ZRO) —v|=—|R—=)—-=100)+=-—=R(®)=0
ot 0@~ R RO ”[R3R< 8R> RZ} @)+ 23R RO
Figura 5.21 [Ilustrazione della derivata
dR(9)/do = 0(0): notare che nelle due funzioni incognitey (R, t) e P(R,t). La componente angolare di questa
|AR| = A6, per cuildR/d6| = 1 equazione

dUg 10 dUg Ug
S0y 22 (REZ) -2 =0,
ot ”[RaR< 8R> RZ}

e costituisce un’equazione indipendente nella sola intagn (R, t). E immediato
verificare che

1aRau u 9 1a(RU)
ROR\ 9R R2 JR\ROR ’

per cui 'equazione diy diventa:

@
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Figura 5.22
Cilindri coassiali rotanti

PARAGRAFO 5.8:  Soluzioni esatte per correnti in geometiliadrica 111

1
aﬁ—\)i —i(RUQ) =10}
ot iR\ ROR

L'equazione della componente radiale dell’equazioneadgllanti& di motoe invece

uz  19P

2 o
R T59R

Se trasferiamo il termine del gradiente di pressione nedrsg@ membro, in questa
relazione riconosciamo la legge fondamentale della dinamella formaa = f/m
per le particelle del fluido: infatti il termine a sinistrapfresenta I'accelerazione
centripeta della particella mentre il gradiente della pi@®ee la forza centripeta per
unita di volume all'interno del fluido che provoca il moto circaauniforme di ogni
sua patrticella.

Una volta determinata la veloaitiy (R, t), la pressiondP (R, t) puo essere calco-
lata dall'equazione della componente radiale della qtéadtimoto riscritta nel modo
seguente

10P  [us(R,1)]?
7OR R

che permette un’integrazione immediata

R / 2
P(R 1) = ﬁ/ L(E’ O 4R 4 co),

doveC(t) indica una funzione arbitraria del tempo.

Corrente di Couette fra superfici cilindriche in rotazione

Supponiamo che il fluido sia contenuto fra due superficidiicthe coassiali di raggio
aeb > ae che queste superfici ruotino con velaaingolare costani@, e 2y, vedi
figura 5.22. La corrente stazionaria causata dalla rotazitelle due superfici o di
una sola di esse si ottiene risolvendo la versione stazedatl’equazione dug (R).
Scriviamo questa equazione notando che nel problema staiida derivata rispetto
aR é ordinaria:

darisolvere con le condizioni al contorno

Up(a) = as2, e Uy (b) = b2p.
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Una prima integrazione fornisce I'equazione del primo oedi
1d
— —(Ruy) = Cy,
= dR( 0) 1

che integrata a sua volta conduce a

C1R?

Ruy = + Co.

Risolvendo rispetto gy e ridefinendo la costant®; /2 comeCs si ottiene la soluzione

C
Ug(R) = C1R+ 32,

dove le costantC; e C, sono da determinare mediante le condizioni al contorno. |l
campo di veloci e dato quindi dalla sovrapposizione di un moto di rotaziogiela e

di unvortice rettilineo. L'imposizione delle condiziori@ntorno conduce al seguente
sistema di due equazioni lineari algebriche nelle incegbite C,

aCi + Cy/a = af2,,
bC1 + Cz/b = b2y,

la cui soluzioned

_ b?2y — a2,

ab?(2a — $2p)
Ch=———2, =22 =

Ca b2 — a2

Questa soluzione nota comeorrente di Couette cilindrica o corrente di Taylor—
Couette Nella figura 5.23% mostrato il campo di veloéitperb = 4a nel caso in cui il
cilindro internoe fisso mentre quello esterno ruota. La situazione oppostaatiione
del cilindro interno con il cilindro esterno fermeomostrata nella figura 5.24. Infine
nella figura 5.2% riportata la soluzione nel caso in cui entrambi i cilindiwtano, ma
in senso inverso e ca?2; = —1082p.

Figura 5.23 Corrente di Taylor—Couette pbr= 4a Figura 5.24 Corrente di Taylor—Couette pbr= 4a
con cilindro esterno rotante e cilindro interno fermo con cilindro interno rotante e cilindro esterno fermo

Lapressiond (R) della corrente stazionaria di Taylor—Couette si ottierikadelazione

R /\12 R 2 /
P(R):ﬁf MdR’:ﬁ/ <C1R’+2) dR

R R R

_(R 2CiC; C2
:p/ (ch’+ 17222 )R

@
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Figura 5.25 Campo di veloci della
corrente di Taylor—Couette pbr= 4a con
cilindro interno rotante in senso opposto al
cilindro esterno, quand@®,; = —10£2,

PARAGRAFO 5.9:  Viscosi nei fluidi reali (comprimibili) 113

Una semplice integrazione fornisce

c? R C?
P(R) =7 [71 R? 4+ 2C1C,In <c_3) — Z—Ffz} ,

dove la nuova costante di integrazidbgarbitrariaé stata fatta comparire di proposito
all'interno del logaritmo, per rendere il suo argomentawaetisionale.

m Viscosita nei fluidi reali (comprimibili) I |

Come abbhiamo visto, la forza agente sul fluido in conseguaelzaio carattere viscoso
assume una forma particolarmente semplice nel caso ditoirreomprimibili. Infatti,
se vale questa ipotesi assieme a quella di visaaBitaglio costantey = 7z, la forza
per unit di massd*C risulta essere espressa dalla relazione

fvisc — vV 2u’
dovev = 1 /p rappresenta il coefficiente (costante) di viscsiinematica, com
indicante la densit uniforme del fluido. Questa espressione vettoréalgiuttosto
facile da tenere in conto, almeno nel caso di coordinatesiarie, poich in questo
caso I'operatore di Laplace agente su un campo vettorigde@mdipendentemente su
ciascuna delle sue componenti. Di conseguenza, le compaagtesiane della forza
viscosa sono date da

visc 2 visc 2 visc 2
£/ =vV-u, fy =vV-*°y, ;5 =vV-w.
Ciascuno di questi tre termini deve essere aggiunto nelnsiecmembro di ognuna
delle tre componenti cartesiane dell’equazione della titzadi moto del sistema di

equazioni di Eulero per le correnti incomprimibili, ovveno forma vettoriale avremo
il termine viscoso aggiuntivo

visc __ 2

fy>t=vV-u.
La semplicia della forza viscosa espressa in coordinate cartesidaeragione per
cui le equazioni di Navier—Stokes incomprimibili ammeti@oluzioni analitiche che

possono essere determinate agevolmente, almeno nel casoatiti in regioni limitate
da pareti di forma semplice.

La situazione delle coordinate cilindriche e sferichepil complessa poi¢h
I'azione dell’operatore di Laplace su un campo vettoriadpresso in queste coor-
dinatenon si separa in azioni indipendenti su ciascuna delle compodehvettore:
I'operatoreV 2 introduce infatti un accoppiamento fra due delle compairedittdriche
e fra tutte e tre le componenti sferiche del campo vettosaleui agisce. Quindi nel
problema di Navier—Stokes incomprimibile in coordinatendiriche o sferiche la pre-
senza del termine viscoso non permette dirisolvere le égpiadelle componentidella
velociau in modo indipendente.

@
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Nonostante la forma relativamente semplice della forzaoga nelle correnti
incomprimibili con viscosi costante, la sua deduziod@lguanto complicata, essen-
zialmente per due motivi diversi. In primo luogo una desorie completa dell’attrito
viscoso internamente a un fluido deve partire dall’analisirdfluido comprimibile.
Vedremo che considerare un fluido di tipo generale conduceise che esistondue
forme diverse di attrito al suo interno associate a duerdistoefficienti di viscosa,
relativi uno all'attrito ditaglio e I'altro all’attrito di dilatazione. In secondo luogo,
le due viscos# dipendono in generale dalle condizioni termodinamicHefld&lo
nel punto considerato. Come vedremo, questi due aspeipieindenti intervengono
in modo intrecciato nel ragionamento che conduce alla ftardella forza viscosa
presente nel caso delle equazioni di Navier—Stokes inciomitghi.

Tensore degli sforzi viscosi

Consideriamo all'interno di un fluido una superficie eleragatAS di normalef,
attraverso la quale si esercita I'interazione fra le palécdel fluido. In assenza di
attrito viscoso, la forza interna fra le particebesolo nella direzione normatfe e
dipende dal valore della pressiofenel punto considerato. Precisamente la forza
esercitata attraverso la superfied& dalle particelle che si trovano dalla parte in cui
puntah sul fluido che si trova dalla parte oppostdata da- P ASA.

Se il fluido e reale, la forza interna tra le particelle, esercitataatiiso la superficie
AS, hacomponentisialungo la normale siain direzione taregentS. Quindila forza
interna nore pit descrivibile mediante la sola grandezza scaRu@mbinata con il
versore normal@. Nella reald, I'azione interna costituita da un vettore che dipende
in modulo e direzione dalla normafe e che in generale ha una direzione diversa
da quella della normale stessa. Siccome nello spazio teidfsionale le direzioni
indipendenti sono tre, I'azione interna fra le particek filiido saa rappresentata da
tre vettori distinti, ciascuno associato a una direziowgpi@ndente. In altre parole per
caratterizzare I'interazione fra le particelle di un fluddscosoeé necessario introdurre
una grandezza di nuovo tipo, che si chiaieasore degli sforzi viscose che si indica
con il simbolo particolar®. Questa grandezza rappresenta la forza pea uhiarea
relativa alle tre diverse orientazioninello spazio. Essaa grandezzaintrinseca, come
lo sono i vettori, ma rappresenta un operatore lineare gmsasche la sua azione su un
determinato vettore produce un altro vettore. In un deteainisistema di riferimento

il tensoreS sal descritto da una matrice i cui elementi dipendono dalmistscelto,
esattamente come accade per un vettore e le sue componeaetisamente una
colonna del tensor® rappresenta la forza per uaitli area che si esercita attraverso
una superficie elementat&S la cui normaleé nella direzione corrispondente alla
colonna considerata.

Si pw dimostrare che la legge di conservazione del momento delatit di
moto (0 momento angolare) implica che il tensore degli $tbexe esserammetrico.
Nel caso di coordinate cartesiane il tensore degli sforstasiS € allora dato dalla
matrice simmetrica

Sx.x Sim sim
S=1|Syx Syy Ssim
Sx Szy Szz

mentre, in un sistema di coordinate curvilinee ortogonaifi gersori(iq, i, 73), il
tensore degli sforzi viscosi samdicato nella forma generale:
S1.1 Sim  sim
S=|S21 S2 sim
$31 32 S33
Noto il tensore dello sforzo viscosbin un punto del fluido, possiamo introdurre il

vettore sforzo viscoso § relativo a una superficie con normdiefacendo agire |l
tensoreS suf (vedi figura 5.26)

@
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Figura 5.26 3

Vettore sforzo viscoso, ovvero proiezione s =S-A — Sxi(U) = Z s,jwnj, 1=123.
del tensoré lungo la direzione della j=1

normalef

Tensore di rapidita di deformazione

Gli sforzi interni si manifestano anche in un solido continad esempio in un materiale
elastico come un pezzo di metallo o di altra sostanza sdiideffetti la differenza fra
liquidi e solidi emerge solo quando si analizza la causai démyizi interni nel mezzo
continuo: per un solido lo sforzo dipende dalla deformagilmtale del corpo mentre
per un fluido esso dipende dalapidita di variazione della deformazione locale del
fluido. Dobbiamo quindi introdurre una nuova grandezza edgrdi rappresentare
questo aspetto cinematico del campo di moto del fluido.

Per determinare quale sia questa grandezza incomincidmariderare il campo
di moto di un corpo rigido. Esso puwsolo traslare e ruotare. Il campo di velaotthe
caratterizza i punti del corpo puguindi essere espresso come somma di un contributo
uniforme, la veloci di traslaziondJ, e di un contributo dovuto alla sola rotazione,
esprimibile mediante la relazione

Urotaz (1, t) = Q(t) x[r — ro(t)]

doverg(t) & un punto appartenente all’asse di rotazione all’istanBoicté muoven-
dosi, oltre a traslare e a ruotare, si deforma, il campo dicil che caratterizza le
particelle di un fluido nore esprimibile mediante la somma di questi due soli con-
tributi, ma occorre tenere in considerazione anche la i@pabn cui le particelle di
fluido si stanno deformando. Inoltre, mentre nel caso di upasolido la veloca
angolaree funzione solamente del tempo, nel caso di un continuo ciefoile essa
puod essere diversa da particella a particella, e quratiche funzione della posizione,
scriveremo perci £(r, t). Occorre ora trovare un modo per descrivere la ragpictin
cui si deforma localmente il fluido, oltre che la vel@cdon cui esso trasla e ruota. In
real@a, I'informazione cercata interamente contenuta nel campo di vefair, t),
quindi il problema consiste nell’estrarre dal campo di eébpsoltanto la parte relativa
alla rapidig con cui si deformano le particelle. Per fare questo corisit® due
punti vicini fra loro,r e r’, entrambi appartenenti al campo di moto. Chiameremo
la differenzar’ — r che, in coordinate cartesiane ortogonalipmssere scritta come
dr = dxX + dyy + dzz. Come sie detto, la veloc# in entrambi i punti pa essere
vista come somma di tre contributi: uno legato alla compt&aslatoria del campo
di moto, uno dovuto alla componente rotatoria del campo dorpii un contributo che
rappresenta la rapiditcon cui il fluido si deforma. In altre parole possiamo scgve

u(r,t) = U(t) + Urotaz (r, t) + Udeform (', t)
u(r’, t) = U(t) + Urotaz (', t) + Udeform (', t).

Nel caso in cui il moto del fluido sia puramente traslatorissia quanto la velogit
e uniforme in tutti i punti del campo di moto, i due punti si mecanno con la
medesima veloct, possiamo quindi ritenere che la differenza fra le vedoditdue
punti vicini contenga le informazioni relative alla rag#ldi rotazione e alla rapiditdi
deformazione delle particelle di fluido. Per vederlo, cdasamo questa differenza di
velocita e supponiamo che i due punti siano molto vicini, siamo finfateressati alle
propriet locali del campo di moto, punto per punto. Esprimendo laci&l nel punto
r’ per mezzo dello sviluppo in serie di Taylor della velagiiell'intorno del punta, e

@
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troncando la serie ai termini infinitesimi del prim’ordiragbiamo
u(r',t) —u(r, t)

au au au
=u(r,t)+ —dxX+ —dyy+ —dzz+ O(jr' — r|?) — u(r, t
u(r, t) oy OXX 3y yy+ 5 dz2 (I =rl) —u(r,t)

in cui per fissare le idee abbiamo cosiderato un sistema ddowde cartesiane e
ortogonali. Se definiamo ora il tensore gradiente dellacrgld> mediante le derivate
delle tre componenti della veloaitispetto a ciascuna delle coordinate spaziali, le cui
componenti cartesiane sono

G—>gi,j = —

0X;

possiamo esprimere la differenza di velacith modo estremamente sintetico, come
prodotto scalare fra il tensof& e il vettoredr,

ur’,t)y —u(r,t)y ~G - dr.

Il tensoreG, in ogni punto del campo di moto, contiene una descriziotie geopriet
locali del campo di velocit per quanto concerne la rotazione e la deformazione della
particella difluido. Allo scopo didescrivere la rapilii deformazione della particella,

da cui dipendono gli sforzi viscosi, dobbiamo quindi esgatal tensore dei gradienti

di velocita la parte relativa soltanto all’effettiva rap@idi deformazione, depurandolo
dal contributo dovuto alla rotazione della particella. R&e questo consideriamo un
campo di veloci& puramente rotatorio, e quindi rigido, con velacingolare2(t) e
siarg(t) un punto appartenente all’'asse di rotazione, la veloedl puntor € data
dall'espressione

Urot(r, t) = (t) x[r —ro(t)]

dove il pediceaot indica il fatto che si tratta del solo contributo dovuto altdazione
della particella. Allo stesso modo la velacitel punta’ € data da

Urot(r', 1) = (', t) x[r" —ro(t)]
= Q(r, ) x[r' —ro®] + O(Ir' —r]?)
cosiccle la differenza di velocit fra i due puntr er’ risulta
Urot(r', 1) — Urot(r, 1) = Q(r, t) xdr 4+ O(|dr ?).
Un calcolo diretto del prodotto vettoriale fornisce
Urot(r', t) — Urot(r, t)

Come fatto in precedenza, questa espressioldeepgere riscritta in forma sintetica

introducendo un nuovo tensore, il tensore vekbaitgolare che, in coordinate cartesiane
ortogonali, corrisponde alla matrice

0 -2, &
R - QZ 0 _QX
-2y 2% 0

@
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Utilizzando la relazion&2 = 3V x u, il tensore della velocit angolare pd essere
riscritto in questo modo
Ju dv du  Jw

ay 09X 9z  0X

1] ov du v  Jdw
R==-| ——— 0 — - —
21 ox oy dz  dy

ow du Jdw  Jv

X a9z 9dy 0z
Ricordiamo ora che ogni tensofe pud essere scomposto in maniera unica nella
somma di un tensore simmetrico, tale&he per la sua rappresentazione in coordinate
cartesiane ortogonali valga l'ideriiti ; = gji, e di un tensore antisimmetrico, tale
cioé da soddisfare I'identitg; j = —gj ;. Definiamo ora il trasposto di un tensore, e
lo indichiamo con I'apicé", quel tensore la cui rappresentazione cartesiana soddisfa
la relazionegjtfi =0ij- E facile vedere allora che la decomposizione del ten&gre
come di un qualsiasi tensore doppio, nella somma della sta giemmetricd e della
sua parte antisimmetricasi ottiene ponend® = 3(G + G"), A = 3(G — G"). Un
calcolo diretto ci permette di vedere che= R, ne deduciamo quindi che la parte
antisimmetrica del tensore dei gradienti di velagitalcolato in un punto, rappresenta
il moto di pura rotazione della particella fluida in quel panDi conseguenza il moto
di deformazione della stessa particella deve necessartarassere associato alla parte
simmetrica del tensore del gradiente della vefocit

La nuova grandezza cercata consiste quindi nella versiomeetrizzata del ten-
sore dei “gradienti del campo di velogfte si chiamaensore di rapidita di defor-
mazione

D(u) = 3[G + G"].
Glielementi della matrice che rappresent&io) in un sistema di coordinate cartesiane

sono dati da
1 /0y ou; .
djw==(—=+—), i,j=123,
L) 2<8xi ax,-> :
ovverosia, scrivendo in forma dettagliata tutti gli elerelella relativa matrice,
au . .
— sim sim
X
1[0du + av av sim
Dw=1|73 ay | ax ay

18u+8w 18v+8w Jw

210z 09X 20z 9y 0z
La definizione generale del tensore dei gradienti dellaci®lache risulta valida per
ogni sistema di coordinate curvilinee ortogorelnvece la seguente

D(u) «<— 5[+ @ -V)u+i'- @ -V)ul,

doveq ed i’ sono due versori la cui direzione varia in tutte le possitiiiezioni, in
modo da generare il carattere tensorialddi Anche la definizione generale indica
che la matrice del tensoi(u) & simmetrica. Gli elementi dd(u) in un sistema di
coordinate curvilinee ortogonali con versgii i), ed#j3 sono dati da

dij(w) = 3[A - Gy -VI)u+a; - @ -Voul, i.j=123

Per ricavare questi elementi si deve pertanto ricordareilotedcolo della derivata
(#); - V)u richiede di espanderein termini delle sue componenti nello stesso sistema
di coordinate, ovvero,

(1 - V)u = (i - V) (Uy i1+ Uy o+ Ug i13),
e di tenere conto che anche i versipyi, ed#3in generale possono dipendere da una

0 piu coordinate, per cui alcune derivatejglpotranno essere diverse da zero e quindi
Vi potranno essere contributi aggiuntivi anche per le @étmponenti ortogonali.

@
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Fluido viscoso newtoniano

Per definire le propri@tdel fluido riguardanti I'attrito interno viscoso si deverfoe

il legame fra i due tensori (entrambi simmetrici) degli gioviscosi e dei gradienti
della velocit. In linea teorica sono possibili legami aventi forme déegemma il caso

di un semplice legaméneare fraD e S & particolarmente importante e conduce alla
classe di fluidi viscosi dettewtoniani. Questa ipotese il corrispettivo per i fluidi
dellipotesidilineari tra gli sforzi e le deformazioni che caratterizza il contanrento
perfettamente elastico dei corpi solidi.

Supponiamo ora ch@ sia una funzione lineare di e che il fluido siaisotropo,
cioé che le sue propriatsiano indipendenti dalla direzione nello spazio. Il ppie
di invarianza rispetto alle rotazioni nello spazio permettora di dimostrare (si veda
I'originale dimostrazione proposta da Federico Lastagiappendice T) che sono
sufficienti solo due coefficienti scalari per caratterieziitegame lineare fra i tensori
D edS, e che tale legame assume la seguente forma

Su) =2u D) +A(V-w) I,

dove 1 si chiama coefficiente diiscosita (di taglio) e A si chiama coefficiente di
viscosita di dilatazione. Questi coefficienti devono soddisfare le condizioni sedgiue
nw>0exr+ :—23“ > 0.

In certi casi si preferisce fare comparire un nuovo tensoretaccia nulla. Os-
servando allora ch¥ - u & uguale alla traccia di(u), la relazione lineare precedente
fra il tensore dei gradienti di velodite il tensore degli sforzi viscosi si puiscrivere
anche nella forma seguente:

S() = 2u[D(u) — 3(V-w I+ ¢ (V- I,

dove: = %M + A € chiamatsecondo coefficiente di viscositper distinguerlo da,
che allorae indicato comerimo coefficiente di viscosia.

In generale, per fluidi con propréegeneriche, il valore dei due coefficienti di
viscosit dipende dalle condizioni termodinamiche del fluido, pepotremo scrivere

w=nu(T, P) e L =A(T, P).

Nel campo di moto del fluido avremo in generdle= T(r,t) e P = P(r, t), per cui
il valore di i« e » dipendea della posizione e dal tempo, ovvero avremo, per esempio,

p(T(r, 6, P(r, 1) = u(r, 1.

Osserviamo infine che il tensore degli sforzi viscosi si s@atio sforzo normale
dovuto alla pressione per costituirdgnsore totale degli sforzi

T(P,u) = —P I+ S(u),

che per un fluido viscoso di tipo newtoniano assume la forma:

T(P,u) = —PI+4+2uDu) + A (V-u) L

Vettore sforzo viscoso relativo a una superficie

Possiamo ora determinare il vettore sforzo visc®ga) relativo a una superficie con
normale generica in un punto di un campo di moto di cui sia noto il tensore degli
sforzi viscosiS(u). Per definizione abbiams (u) = S(u) - A, ovvero

3
S =Y _sWn;, i=123
=

@
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Un calcolo diretto, sebbene un po’ noioso, in un sistemaadiidioate curvilinee ortog-
onali qualsiasi, ad esempio in coordinate cartesiane, giterdi ricavare la seguente
relazione vettoriale

Si(U) = pu[2(A-V)u+AxVxu] +AAV-u.
L'espressione nel secondo membro ha una forma vettorigi@seca e quindi pl
essere utilizzata per calcolasg(u) in qualunque sistema di coordinate curvilinee

ortogonali.

Forza di attrito viscoso

Nel caso difluido viscoso, sulle particelle agisce una farerna di interazione dovuta
all'attrito viscoso. La forza viscosa per uhitli volumeFV'sC si ottiene considerando
un volumetto di fluido e sommando tutte le forze agenti sulla superficie. Gi
conduce a valutare la divergenza del tensore simmetrict sfeyzi viscosi S(u),
ovvero all'espressione

FVS¢ = V. S(u),

le cui componenti vettoriali sono date dall’espressione
visc ;

FSC= V. [sj,W)], =123
Sostituendo I'espressione esplicitasgji(u) si ha quindi

FYSC= V. [2u (- V)U + p iy x Vxu+ 14 V- ul, i=123.
Un calcolo ancora diretto, in un qualunque sistema di coattéicurvilinee ortogonali,
ad esempio cartesiane, permette di dedurre la seguengessigpre della forza viscosa

per unit di volume agente in un fluido qualsiasi, anche comprimibile

FYISC — — Vx (wVxu) + V((2u + 2)(V - 1))
+2(Vu) xVxu — 2(Vu)V-u+2((Vu) - V)u.

Questo risultato ha una forma vettoriale intrinseca e quissioé valido in qualunque
sistema di coordinate curvilinee ortogonali.
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CAPITOLO 6

Equazioni dello strato
limite stazionario 2D

Introduzione In questo capitolo presentiamo i concetti della teoria dello strato limite

di Prandtl finalizzati allo studio delle correnti incomprimibili viscose ad alti numeri

di Reynolds. Deriviamo le equazioni di Prandtl per il caso di correnti stazionare in
due dimensioni seguendo il procedimento con cui sono state ricavate in origine. Esso
e basato sull'analisi dellimportanza relativa dei vari termini presenti nell’equazione
della quantia'di moto quando una corrente stazionaria investe una lastra piana semi-
infinita o un corpo molto sottile disposti parallelamente alla direzione della velocita
incidente. Sotto queste condizioni si ottiene un sistema contenente solo due equazioni
per le componenti cartesiane della velaaitentre la pressiorestabilita dalla legge

di Bernoulli valida nella regione in cui I'effetto della viscasiplo essere considerato
trascurabile.

m Caratteristiche generali dello strato limite i

La teoria dello strato limite Stata sviluppata da Ludwig Prandtl per studiare correnti
ad alti numeri di Reynolds in cui la veloai€ prevalentementanidirezionale mentre

le sue variazioni sono prevalentemeitasversali alla sua stessa direzione. Nella
sua forma pi'semplice la teoria consiste, in estrema sintesi, in una riduzione delle
equazioni di Navier—Stokes per correnti incomprimibili stazionarie ottenuta al prezzo
di dovere risolveredue problemi distinti eaccoppiati fra loro, onde determinare il
campo di moto in tutto il dominio del fluido: un problenvescoso (ridotto) nella
regione vicina alla parete del corpo, dove gli effetti della viseostno importanti a
causa della condizione al contorno di veladitilla, chee"chiamato problema interno,

e un problemaon viscoso nella regione lontana, chiamato problema esterno.

Ipotesi della teoria dello strato limite su una lastra

Precisamente, le ipotesi alla base della teoria dello strato limite che sara analizzata in
questo capitolo sono le seguenti:

e corrente incomprimibile e fluido di denaitiniforme;

e corrente bidimensionale e stazionaria;

e lastra piana semi-infinita o corpo sottile allineati con la corrente esterna;
o effetti viscosi importanti solo in uno strato sottile vicino al corpo.

Impostiamo inizialmente il problema scrivendo le equazioni che governano la corrente
con caratteristiche che derivano dalle prime tre ipotesi stgjnifica ridurre le equazioni

di Navier—Stokes incomprimibili al caso di corrente stazionaria in due dimensioni e
specificando le condizioni al contorno appropriate alla geometria di una lastra sottile.
Successivamente si analizzano invece le conseguenze della quarta ipotesi che & la parte
pit complessa da formulare per ricavare le equazioni di Prandtl.

Consideriamo una lastra semi-infinita, investita da una corrente la cui velocita
a grande distanza parallela al piano della lastra e perpendicolare al suo bordo di
attacco. Si suppone che la corrente sia piana, per cui si introduce un sistema di
coordinate cartesiang, y). La me# positiva dell’assex coincide con la sezione
trasversale della lastra e I'origine delle coordinate corrisponde allo spigolo di attacco
della lastra. La corrente esterna ha la stessa direzione e lo stesso verso dell'asse

Le equazioni che governano la corrente incomprimibile di un fluido avente densita
uniforme,p = p, e viscosia costanteyw = x, nel caso di moto stazionario si ottengono

@
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eliminando il termine di derivata temporale dalle equazitbMavier—Stokes introdotte
nel paragrafo 5.4
VP
u-vyu—vvau+ — =0,
0

V.-u=0,

dovev = /p. Se consideriamo ora il problema di una corrente bidimerade
piana e scriviamo tutti i termini esprimendoli mediantedeinate cartesianey, le
equazioni di Navier—Stokes precedenti assumono la forma

du  du 3%u 3% 19P
U—+v——v|—S+— —— =0,
aX ay X2 = 9y? D OX
FLLBNN U 82v+82v LRy
ax Ay ax2 9y poy
au 9

)

ax  ay

Il campo di moto deve essere determinato in tutto il pianotranne lungo la semiretta
(X > 0,y = 0), che rappresenta una sezione della lastra. Notiamo chesa dalla
natura incomprimibile della corrente, la presenza del @anfluisce sul campo di
moto anche nella regione a monke< 0. Tuttavia, queste perturbazioni si attenuano
allontandosi dal corpo e quindi a grande distanza la cagrsiriw ritenere nota e sar
tenuta in conto attraverso I'imposizione delle condiziaontorno.

Le condizionial contorno necessarie per il problema detrh piana semi-infinita
disposta come il semipiany = 0, x > 0) sono le seguenti. Innanzi tutto, la velacit
del fluido deve annullarsi su tutta la superficie della lastra

ux,0 =0 perx > O.
Poi, a grande distanza sopra e sotto la lastra la valécitssegnata da una corrente
esterna, ovvero, si hanno le condizioni

u(x, £00) = u$s(x) pervx,
dove u${(x) sono le distribuzioni asintotiche della velazit Infine si deve imporre
anche I'andamento della veloai monte della lastra tramite le condizioni

u(—o0, y) = umontey, pervy,

doveu™ony) & la distribuzione nota della veloaitn grande distanza a monte della
lastra. Landamento della veloaitlella corrente a valle della lastra, ovveroypes oo,
noneé invece specificato.

Supponiamo ora di restringere I'attenzione a condiziomicadtorno per le quali
il campo di moto siasimmetrico rispetto al piano orizzontalg = 0. Un esempie
il caso di corrente esterna uniforme parallela alla lasBa.si considerano soluzioni
simmetricheg sufficiente risolvere il problema nel semipiano superipre 0. Allora,
I'insieme delle condizioni al contorno da imporre sullao@ta comprende

u(x,0) =0, X > 0,
u(x, co) = u®s{(x), VX,

u(—oo,y) = um™My),  y>o0.

A queste si devono aggiungeredendizioni di smmetria sulla semirettdax < 0,y =

0), per le quali la componente della velocit normale all’asse di simmetria deve
annullarsi, mentre la componentéangente all’asse deve avere derivata normale nulla
sull'asse stesso, ovvero in termini espliciti:

ou(x, 0) B

0, v(x,0) =0, X < 0.
ay

@
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Notare che la componenteparallela alla semirettex < 0, y = 0) potra assumere
valori diversi da zero, tranne nel bordo di attacco delléarédadove la velocd u si
annulla, per cuu(0, 0) = 0. Raccogliendo insieme le varie condizioni al contorno di
ciascuna componente avremo: per la componente orizzatebdevelocia:

au(x, 0

M:O, X <0 e  uix,0=0x>=0,
ay

u(x, co) = u®si(x), VX,

u(-oo,y) =um™"qy), y>0;
e per la componente verticale:

U(X, O) - O, VX,
v(X, 00) = v&(x), VX,

v(—00, y) = vMON&y), y > 0.

Nelle applicazioni di interesse ingegneristico il valoedla viscosia cinematica del
fluido, tipicamente aria o acquémolto piccolo, dell’'ordine di 16°div 106, per cui

i numeri di Reynolds in gioco sono estremamente grandi, edcfdiv 108. Questa
circostanza sembra suggerire che il termine viscoso del#ieione della quandtdi
moto possa essere tranquillamente trascurato rispet@liagt che sia quindi possibile
ricorrere al modello delle correnti non viscose governatibedequazioni di Eulero.
Occorre peb notare che il termine viscogoquello con ordine di derivazione massimo
nelle equazioni di Navier—Stokes e che la sua eliminazi@mporterebbe di non
potere pii imporre la condizione di non scivolamento sulle paretideol Questa
condzionee invece essenziale pekla viscosia del fluido, per quanto piccola
comunque presente e provoca un rallentamento del fluidaoialla parete fino a
rendere nulla la sua veloaisulla parete. Questo comportamento della corrente nella
regione dello strato limite vicino alla superficie dei cosplidi € contraddistinto dalla
presenza di variazioni notevoli della velaciticino alle pareti e soprattutto di valori
molto grandi della curvatura del profilo di velagjtche rendono il termine viscoso
di entita confrontabile con quella degli altri termini dell'equaze. Inoltre I'azione
della viscosia &€ molto importante in quant® la causa fondamentale della resistenza
che la corrente esercita sul corpo immerso nel fluido. In le@i@ne i termini viscosi
non possono essere eliminati completamente delle equa@bmoto, ma si cerca
una riduzione almeno parziale che sia adeguata alla rievlezlel problem nel limite
Re — oo mantenendo nell’approssimazione solo I'effetto printgpdella viscosa
nella configurazione geometrica considerata.

m Teoria dello strato limite di Prandtl 1R

Come accennato nell’introduzione, le equazioni dellotstlinite di Prandtl possono
essere derivate dalle equazioni di Navier—Stokes sia median argomento euristico
basato su consideriazioni fisiche sia mediante una proaeatidimite per Re— oc.
In questo paragrafo seguiamo la prima via, dovuta origmaeinte a Prandtl, in cui si
analizzano gli ordini di grandezza dei vari termini dell@agioni di Navier—Stokes.

Analisi degli ordini di grandezza

La figura 6.1 mostra una tipica configurazione di strato krsil una lastra piana semi-
infinita investita da una corrente uniforme parallela ahpiaella lastra. In questo
problema non esiste alcuna scala spaziale di riferimenfinitde per cui si poth
considerare solo la distanzadal bordo di attacco della lastra come lunghezza utile
per procedere alla formulazione adimensionale del prodlem

@
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Figura 6.1  Struttura dello strato limite su
una lastra piana semi-infinita

Indichiamo poi cordy la distanza verticalg = &y dalla lastra del punto in cui il
valore della veloc# raggiunge approssimativamente il valore della corresterea, ad
esempiau(x, y) = 0.99 u®S(y). La grandezzdy rappresenta quindi una stima della
spessoredello strato limitein corrispondenza del puntosulla lastra. Sisuppone che
agli alti numeri di Reynolds la struttura del campo di mototsile che 'andamento di
3x sia come mostrato nella figura 6.1. Questo significa chen&raella zona vicina al
bordo di attacco dové ~ x, lo spessore dello strato limitesupposto essere piccolo
rispetto alla distanza, ovverody < X.

2 Y

18)(

La componente della velocia del campo di moto sadi ordinel, doveU rappresenta
un valore caratteristico tipico della componerteella velocia della corrente esterna,
ad esempio, nel caso di velaziesterna uniform& saa U = U. Indichiamo poi
con'V un valore tipico della componente verticale della vefnathe stimeremo fra un
momento. Su questa baspossibile fornire una stima del valore delle derivate saz
delle variabili incognite, che saranno:

ou U vV

~ — -~ —

IX X Yy b

Notiamo che nelle relazioni di questo tipo contenenti stotheari termini il segno
delle quantia non ha alcuna importanza e le relazioni devono sempreedssese fra
i valori assoluti delle grandezze considerate.

La condizione d’incomprimibil& della corrente in due dimensioni permette di

ricavare subito che
U % )
Z = VYV~ U=
X Sx X

Pertanto la condizione sulla piccolezza dello spessole stehto limitesy « x implica
anche

vV<Uu

il che significa che il moto del fluido nello strato limitkequasi parallelo alla lastra.
Procedendo nella nostra analisi degli ordini di grandezaasideriamo I'equazione
della componente orizzontale della velacit
uau+ au 82u+82u +18P 0
— 4+ v——v|—+ — - =
aX ay X2 = 9y? D 9X
La stima di tutte le derivate di che compaiono nell’equazione permette di scrivere
Uu Uu U Uu 10P
U—+V—+v|=+5)+=—~0.
X 8x x2 = 82 D aX

Si ricorda che i segni non sono significativi nelle relazidguardanti le stime dei
termini. Se usiamo ora la stima @i appena ottenuta, si vede che i due termini non
lineari hanno lo stesso ordine di grandezza, pbich

U U U2 S U U?  U?
+ U
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Inoltre & evidente che, dei due termini viscosi, quello relativa alrivata lungo la
lastraé molto minore di quello relativo alla derivata normale. Dheeguenza la stima
dei termini dell’equazione permette di scrivere

U2 U 1aP

v+ =2,
5§+58x

avendo trascurato i coefficienti numerici, di nessuna irtgyora nelle stime dei termini.
Affinché I'entita del termine viscoso sia dello stesso ordine di quella deiiteé non
lineari, come ipotizzato debba accadere all'interno dstitato limite, dova valere la
condizione

U? U . VX

— ~v—>  dacui 8~ .

X 8% U

In altre parole, dalle ipotesi di Prandtl e dal fatto cheiirtigni viscoso e non lineari sono
dello stesso ordine segue che lo spesgpdello strato limite dipende dalla distanza
dal bordo di attacco secondo la relazione

VX . . . Sx %
S ~ [ — oin forma adimensionale — ~ |—.
U X UX

Se ora introduciamo un numero di Reynoldsale basato sulla distanzadal bordo

di attacco della lastra
UX
Rey = —,
v

lo spessore adimensionale dello strato limiteddarseguente dipendenza da.Re

=2}

X 1

X  J/Re
Nell’ambito dell’approssimazion& « X, il termine viscoso associato alla derivata
lungo la parete podressere trascurato e I'equazione della componedétia velocia
siridura a
u du 9% 19P

u_ E— [E—
ax TVay " Vay2 T 5 ax

Consideriamo ora I'equazione relativa alla componentéadetlocia normale alla
parete

L a%3+a% LRy
—t+t V==V S+ =0 =
aX ay ax2 = 9y? D Ay
e applichiamo a essa la stessa analisi degli ordini di gzradeAbbiamo
v v v v 10P
U=—+V—+Vv|=S+5)+=—~0.
X Sx X2 D

Anche in questo caso i due termini non lineari hanno lo stesdime di grandezza in
guanto, per la stima derivante dalla condizione d’incomgrilita, risulta

uv+vv wmv+v2'w+v2
X 6)( 6)( X 8)( 6)( 6X ’

e la derivata seconda rispettxa trascurabile se confrontata con quella rispetyo a
per cui vale la stima

V2 Vv  19P
_— U_
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Utilizzando la stima diV, questa relazione equivalente a

U 28y U 19P
v — +
x2 X8y

per cui, esprimendo in termini del numero di Reynolds locale,= Ux/Re, si ha
anche

U2 sy 1 U2 19P
o —— =
X Rec 8x  p dy

Dal momento che Re~ x?/82, perdy < x e Reg > 1 i primi due termini hanno lo
stesso ordine di grandezza. Ne consegue che il terzo teaniago stesso ordine di
grandezza degli altri oppure $gpitl piccolo. Quest’ultimo termine, se confrontato con
il corrispondente dell’equazioni della componexteisulta piccolo, quindi, seguendo
Prandtl, possiamo assumere

P _o

ay
Pertanto la pressione nello strato limite vadiein prima approssimazione, solo con
la coordinatax lungo la parete e non dipendedalla distanza dalla parete stessa,
ovvero avremd = P(x). Laforma corretta dell’equazione per la componendella
velocita appena ricavata saallora

U, o 82u+1dP_O
aX Uay vayz pdx

E]

dove la derivata parziale d? e stata sostituita dalla derivata ordinaria in quanto la
pressione dentro lo strato limigefunzione della sola variabile

Il sistema di equazioni da soddisfare per determinare ilpzai moto della
corrente attorno alla lastra saguindi

u8u+ au 82u+1dP 0
—tv——v—S+-—=
X ay ay2  pdx
d d

L )

ax  ay

3

Abbiamo pertanto un sistema di due equazioni niggncogniteu(x, y), v(X, y) e
P(x), che richiede quindi di essere completato opportunamesrtpqiere avere una
soluzione unica.

Corrente non viscosa

Ea questo punto che interviene I'elemento gelicato della teoria di Prandtl. Lontano
dalla lastra gli effetti della viscositdel fluido sono trascurabili e la corre@teescritta
con buona approssimazione dalle equazioni di Eulero pegcthicomprimibili piane
stazionarie. Di conseguenza &agyossibile determinare il campo di pressione della
corrente inviscida a una certa distanza dalla lastra esmle in questa zonale equazioni
di Eulero con le relative condizioni al contorno. Abbiametwainei capitoli 3 e 4 che
con queste equazioni la condizione al contorno correttargmire sulla veloci e
quella per la sola componente normale alla frontiera delidmemSe indichiamo con
ué(x, y) e Pé(x, y) le variabili incognite delle nostre equazioni di Eulero dmlvere

nel semipiang/ > 0, avremo allora le seguenti condizioni al contorno:

u(—o0, y) = u™"qy), y >0,

¥(x,00=0 e 18X, 00) = v®(x), X > 0,

@
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doveu™"&y) ¢ la distribuzione della componente orizzontale dellasigia monte, a
grande distanza dalla lastra, ment?&(x) & la distribuzione della componente verticale
della velocit esterna imposta a grande distanza dalla lastra.

Supponendo ora di avere determinato il campo di pres$¥61e, y) della corrente
non viscosa, possiamo valutare il suo andamento sullaficipelella lastra e assumerlo
come pressione nota internamente allo strato limite. he alarole, la pressione della
corrente inviscida valutata sulla lastra viene utilizza¢a rappresentare 'andamento
della pressione nella regione dello strato limite. In terimiatematici porremo quindi

P(x) = Pé(x, 0).

Questo significa che la variabile incognRax) vista in precedenzadeterminata dalla
funzioneP®&(x, 0) calcolata risolvendo le equazioni di Eulero incomprimibil

Con questa assunzione I'equazione della componente ata&eodella velocd
per il problema viscoso dello strato limite assuenkr seguente forma

du  du 92u 1 9Pe(x, 0)
u— + V— —V —5 = =T 5.
aX ay ay? D ¢

in cui il secondo membré ora un termin@oto.

Equazioni dello strato limite di Prandtl

L'ultimo passo per la costruzione delle equazioni dellatstrlimite nel caso della
corrente attorno alla lastra piana semi-infinita derivasigiporre che la corrente a
monte sia uniforme, ovvero dallo scegliere la condizionsoaltorno particolare

u¥(—oo,y)=U, y=>0,

doveU > 0, mentre si permette ancora una distribuzione della vi@l@sterna ver-
ticale v®SY(x) di tipo generale. La condizione a monte implica che la caerérirro-
tazionale per cui la corrente inviscida soddiaftr versione irrotazionale del teorema
di Bernoulli, ossia,

Pe(x, 1
Py S )P =C,

doveC e una costante arbitraria. Valutando questa relaziona fastra, ossia per
y = 0, doveu®(x, 0) = u®(x, 0) X dato chev®(x, 0) = 0, e risolvendo rispetto alla
pressione, abbiamo

Pe(x,0)

—}[ue(x, 0]%+C,
0 2

e quindi la derivata della pressione rispetto @

19P%(x,00  1d[u®(x,0)]?
p ax 2 dx

’

da sostituire nell’equazione della componente orizzerdalla velocid, che assume la
forma

au au 92u _ 1d[ué(x, 0)]2

u— _ =
8x+vay vay2 2 dx

@
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La funzione di correntg ¢ stata
introdotta nel paragrafo 3.9.

Combinando questa equazione con la condizione d’inconilpitingd si ottiene il
seguente sistema

du  du 9%2u  1d[ué(x, 0)]?
U= tp=ao oo
aX ay y2 2 dx
) d
u, v _,

ax oy

con due equazioni differenziali alle derivate parzialil@elue incogniteu(x, y) e
v(X, y). Questo sistema noto con il nome dequazioni di Prandtl della teoria dello
strato limite. Si noti che la funzione®(x, 0) & conosciuta e quindi il termine del
membro di destra della prima equaziansemplicemente il suo termine noto.

Il dominio in cui risolviamo queste equazioaicostituito dal primo quadrante
x>0,y > 0).

Per quanto riguarda le condizioni al contorno, sulla lastrempone I'annulla-
mento della veloc#t. Inoltre, sulla retta verticale = 0, y > 0, si impone che la
componente orizzontale della velacisia uniforme, ovveroy(0,y) = U. Infine,

a grande distanza dalla lastra, si impone, sempre sulla @oempe orizzontale, la
distribuzione della velocitu®(x, 0) fornita dalla soluzione delle equazioni di Eulero
valutata sulla superficie della lastra. Naturalmente speap che sia soddisfatta la
condizioneu®(0,0) = U. Linsieme delle condizioni al contorno da imporre nella
risoluzione delle equazioni di Prandétl

ux,0)=0 e u(x,o0) = uéx, 0), X > 0,
u@,y)=U, y > 0,
v(x,0) =0, X > 0.

Si pw notare che, mentre la componente della vedouitparallela alla lastra ha
condizioni al contorno sia sulla lastya= 0 sia pery — oo, la componente verticale
v e specificata solo sulla lastra. @& conforme alla natura delle equazioni di Prandtl
per le variabili primitive nelle quali la sola derivata seda presente d2u/dy2 mentre
I'unica derivata div rispetto ay presentes la derivata prima. Inoltre, soltanto la
variabileu & derivata rispetto &, per cui sulla semiretta verticale passanteper 0

si pw imporre la condizione al contorno solo per

Osservazione |l problema di Prandtl casformulato presenta una singolaritn
corrispondenza del bordo di attacco della lastra, ovvelimngine delle coordinate
cartesiane. Infatti in questo punto la componente orizlendella veloc& deve
essere nulla, in quanto esiste la condizione di non scivetamsulla lastra, ma deve
anche essere ugualdJa in virtu della condizione di veloditsulla semiretta verticale,
u(0, y=0) = U. EssenddJ necessariamente diverso da zero, il dato al contorno della
componentai della velocia & alloradiscontinuo nel vertice in basso a sinistf, 0)

del dominio, che corrisponde al bordo di attacco della dastQuesta discontinuit
dei dati al contorno du implica unasingolarita della soluzione. Come vedremo fra
un momento, tale singolagitgioca un ruolo essenziale nel ricavare soluzioni di tipo
similare del problema della lastra piana.

Rappresentazione della funzione di corrente

Una forma conveniente delle equazioni di Prandtl si ottietiézzando la funzione
di correnteyy mediante la quale la teoria dello strato limiteopessere formulata in
termini di una sola equazione differenziale per questabée scalare. Come noto, la
funzione di correntey permette di rappresentare il campo di veladgitcomprimibile

@
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di una corrente piana mediante le relazioni

=0 e =
ay aX

In questo modo risulta soddisfatto il vincolo di incomprailita, a cura del lettore
verificarlo, e la prima delle delle due equazioni di Prangéiame la forma

Y\ 9%y ay\ %y 3%y 1d[ué(x,0)]?
<8y)8x8y <8x> o2 Vayd T2 dx

Abbiamo una sola equazione differenziale alle derivateiphrdel terzo ordine in
una sola incognitayr, e di tipo non lineare. Le condizioni al contorno per la nuova
variabile s si derivano dal quelle originarie pere v. Consideriamo per prima la
condizione di non penetrazione sulla lastréx, 0) = 0. In termini diyr essa diventa
v (x,0)/9x = 0, relazione che, una volta integrata lungo I'asspud essere scritta
pil semplicemente come

¥ (X, 0) = costante= 0, x > 0.

E lecito prendere uguale a zero il valore della costantetetjimzione in quanto la
funzione di corrente definita a meno di una costante arbitraria. Anche la comuiézi

sulla semiretta verticale = 0 ey > 0, cice 3y (0, y)/dy = U, puwd essere integrata e
conduce alla semplice condizione

y
I/f(O,y)sz Udy=Uy, y > 0.

Le altre due condizioni al contorno per la componente dellacita parallela alla lastra
si riscrivono direttamente come condizioni sulla derivd@itg rispetto alla coordinata
y normale alla lastra:

%);’0) =0, W) _ us(x, 0), x > 0.

dy

Il problema completo dello strato limite nella rappreseittae della funzione di cor-
rente consiste quindi: nell’equazione pky che scriviamo con le derivate di ordine
piu elevato scritte per prime, e nelle condizioni al contorppema ricavate:

o’y (aw) >y (M) 0%y _ _1dlu®x, 0]

”a—y3 ax ) ay2 9y Jaxay 2 dx
0
¥(x,0) =0, i/’—;X—’—)zq X > 0,
M = Ue(X, O), X > O’
ay

v(0,y)=Uy, y=>0.

In questa formulazione il problema dello strato limite tavéa natura matematica
delle semplificazioni conseguenti alle ipotesi poste dadtta fondamento della sua
teoria: I'equazione della funzione di corrente, che nebagnerale di corrente piana
incomprimibile di tipo Navier—Stokes del quarto ordine, si riduce a un’equazione
del terzo ordine. Corrispondentemente sul “contorno orizzle lontano’y — oo

la nuova variabile incognité¢x ha una sola condizione al contorno invece di due. Per
guanto riguarda le condizioni al contorno sulla semirettidivale(x = 0,y > 0), c’e

una sola condizione in conforraiton la sparizione di tutte le derivate rispetto di
ordine superiore al primo.
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