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Con riferimento al gioco del lotto, fissiamo I'ati@one sul

numero che sara estratto per primo sulla ruotaatirfo sabato

prossimo. Allo stato della nostra attuale inforroa®, quel

numero, che ancora non conosciamo, € uno degti caenpresi

trale 90.

Siamo quindi di fronte ad una partizione di novaocssi

elementariay: “ll primo estratto sulla ruota di Palermo sabato

prossimo én” (h=1, 2, ..., 90).

Diremo anche che aleatorio (nel senso di non ancora

conosciuto) il numero “primo estratto ...” il cualre € da
ritenersiben determinato sin da questo momento ma non noto
per carenza di informazione.

Si possono costruire esempi a volonta. E’ aleatdrio

numero dei pezzi che saranno dichiarati accettatoipo il
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collaudo che effettueremo supezzi prodotti da una macchina, e

aleatorio il numero ditésté che usciranno im lanci successivi

di una moneta, il numero di errori tipografici nebkto di cui ci

accingiamo a leggere le bozze ... .

Abbiamo sin qui indicato esempi di numeri aleatcine

conducono alla considerazione di partizioni fini@#gni evento

della corrispondente partizione fa riferimento adoudei

possibili, distinti, valori o, come diremo nel s&gu ad una

possibiledeterminazionelel numero aleatorio.

E’ agevole, peraltro, pensare a numeri aleatoricle

possibili determinazioni sono un’infinita (numerabi o

continua).

E’ numerabile, ad esempio, I'insieme dei possialiori del

“numero razionale scelto a caso nell'intervallo 1y, E si potra

pensare ad un esperimento concettuale che perdhgtsalare di
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“scelta a caso” di un numero razionale.

Conviene considerare numerabile I'insieme dellesjtols

determinazioni del numero, aleatorio, di “arrivii dn certo

fenomeno entro un assegnato intervallo di temptaRmttarsi,

concretamente, del numero di chiamate telefonicde ua

centralino nella prossima ora, o del numero di sirreli

un’attrezzatura per guasto o altro nelle prossiemiguattro ore,

del numero di sinistri che saranno denunciati aa compagnia

assicuratrice nel prossimo esercizio ... . In questmpi infatti,

non e possibile fissare a priori, in condizioni geli, un numero

massimo di arrivi, sicché appare opportuno accogligpotesi

che le possibili determinazioni del numero di “@frisiano lo

zero e gli interi positivi.

Si perviene poi alla considerazione di un numeeatakio

le cui determinazioni riempiono un insieme cheapdtenza del



Prof. Letterio Guglielmo Le Variabili Aleatorie

continuo pensando alle possibili posizioni di unngou su
un’asse. Ad esempio: fissato su un bersaglio pianpunto da
chiamarsi “centro”, si fissi I'attenzione sulla @inza da esso del
punto che sara colpito al prossimo colpo. Tale adza €
misurata da un numero aleatorio le cui possibitedrinazioni
riempiono un intervallo di numeri reali non negativ

La “ulteriore durata in vita” di un individuo o di
un’attrezzatura offre un altro esempio di numeeatdrio le cui
determinazioni possibili sono quelle di un intelwadi numeri
reali che sara teoricamente opportuno considergrermrmente
illimitato.

Interessa a questo punto sottolineare due aspetti d
discorso precedente, che sono:

1) parlando di un numero aleatorio occorre pensare che

trattasi di un numero compiutamente determinato ma
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non ancora a noi noto per carenza di informazisne,

riferisca essa ad eventi futuri o passati;

2) la considerazione di un numero aleatorio ci ha otind

spontaneamente alla considerazione di un partizibne

casi elementari possibili.

In generale, per quel che riguarda la partiziondicato -

come faremo nel seguito - cof o altra lettera maiuscola un

numero aleatorio e con le corrispondenti letterauscole le

possibili determinazioni distinte &, gli eventi aleatori possibili

sono del tipg/X = x} conx [/ A, essend@ un generico insieme

di numeri reali. In particolarg’X = x,}, h Z/Ne {X = x}, x [71,

ove N e lI'insieme finito di interi o I'insieme dei numaraturali

(e cio quando la partizione e finita, rispettivatgenumerabile)

ed | un insieme di numeri reali avente la potenza daltiouo

(quando tale e la potenza dell’insieme delle detemioni diX).
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Per quel che concerne la carenza di informazione va

osservato che, in generale, non ci troviamo dofattuno stato

di completa ignoranza sull'andamento del fenomemagui il

numero aleatorio €& legato. Possediamo invece unéa ce

informazione che, in quanto incompleta, non ci eoms di

precisare il valore del numero aleatorio, cioe ééedninazione

che esso ha assunto o assumera. Essa pero, atnesantirci

eventualmente di individuare [linsieme delle possib

determinazioni del numero aleatorio, riuscira sidite per

permetterci di distribuire la probabilita sugli etie della

partizione da esso generata. Ci serviremo, allopgcali

valutazioni coerenti formulate sulla base di opmiconvenienti

che conducano, quando possibile, a modelli di iBistroni

semplici o operativamente agili.

Tipicamente, pero, la costruzione della distriboeio
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avviene attraverso valutazioni sintetiche via via pumerose.

Intendiamo dire con cio che, di norma, noi saremgriado di

incominciare con il riassumere le nostre opiniomfermazioni

in un numero certo che ci dica l'ordine di grandezhe ci

attendiamo per il numero aleatorio in considerazien poi, in

altri numeri certi che ci indichino l'ordine di grdezza dei

possibili scarti (o di loro convenienti funzionift@no a quella

prima valutazione riassuntiva.

Questo processo si arresta, di norma e a seconta de

esigenze dei singoli problemi, ad un modesto numéiro

valutazioni sintetiche che non permettono in gdeerdi

costruire lintera distribuzione ma che sono suéinti per la

trattazione del problema in esame. Tali questiarasno trattate

a suo luogo ove vedremo come tali valutazioni sictie si

possano altresi ricavare una volta assegnata tabd@one di
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probabilita sulla partizione. Riprendiamo ora leraplificazioni

sopra indicate.

Con riferimento al numero aleatorio “primo estratto “

appare ragionevole accogliere lipotesi di “simn#tre dare

qguindi una distribuzione uniforme sui novanta ocalsimentari,

assegnando cioe il valore 1/90 ad ogni caso elaredt (h= 1,

2, ..., 90).

Con riferimento alla distanza aleatoria dal centtel

bersaglio del punto che sara colpito nel prossiwmipc (e, del

pari, per “la ulteriore durata in vita ... ") appamnaturale

attribuire probabilitda nulla al caso elementafX = x/,

qualunque six nell'intervallo | di possibili valori e assegnare

probabilita positive aintervalli di valori x contenuti in |,

introducendo - nel modo che sara chiarito nel proapitolo -

una densita della distribuzione.
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Capitolo I°:

e variabili aleatorie

unidimensionali.
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[.1 La variabile aleatoria come funzioneP-misurabile.

Come detto in premessa, la considerazione di unemum

aleatorio conduce spontaneamente alla consideeailbrnuna

partizione: quella degli evenfiX = x}, ovex percorre l'insieme

delle possibili determinazioni, e che le informamioche

possediamo consentono, almeno teoricamente, dyr@e®euna

distribuzione di probabilita su quella partizione.

Piu in generale, ora, diremo che stiamo consideramnd

numero aleatorio ogni volta che agli eventi di ypatizione,

sulla quale e stata assegnata una distribuziongrababilita,

siano associate le determinazioni numeriche di gnaadezza,

dimensionale o no.

Con cio un numero aleatord appare come una funzione,

che indicheremo nel seguito con il simbol@d, definita sui

“punti” w di una partizione?.

12
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Il codominio di tale funzione € un insieme di nunreali

che puo essere finito, numerabile, continuo. Spdlgizione Q,

d’altra parte, e stata assegnata una distribuzibrprobabilita.

Se vogliamo che tale distribuzione induca, tranatdunzione

X(a), una distribuzione di probabilita sull'insieme gmssibili

valori del numero aleatorio [codominio ®{c)] occorre che la

funzione stessa sia opportuna e amisurabile nel senso che

ora preciseremo.

Dire che su una partizion#2 e stata assegnata una

distribuzione di probabilita significa dire, lo ci@iamo, che e

stata assegnata una funzione (misui) non negativa,

normalizzata, completamente additiva, sugli evediti una

famiglia boreliang/B/, di Q2 (sui casi elementari se la partizione

e discreta).

Su @ sia definita ora una funzionga). Fissato inQ un

13
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eventoE (insieme di “punti”«) rimarra individuato un insieme

Je di numeri reali, codominio dell&(¢) al variare diw in E.

L’insieme Jz € detto anchémmaginedi E [generata da(d)]

nell'insieme dei numeri reali.

Fissato, viceversa, un insiendedi numeri reali rimane

individuato inQ un insiemek, di punti win corrispondenza dei

quali riescex(a) [7J, cioe si verifica I'eventd; = {X(«) 73} (la

determinazione dX € un numero di). L'insiemeE;, dicesi anche

controimmaginei J in Q.

Interessa a questo punto pervenire alla valutazidne

probabilita di eventi del tipgx(«) [7J}. Ma per quali insiemi ?

Se le determinazioni possibili del numero aleatofioc=

X(e) sono in numero discreto, gliche interesano si riducono,

manifestamente, a punti dell'asse reale o a lamioni finite o

al piu numerabili.

14
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In condizioni generali bastera limitarsi alla calesiazione

di intervalli (degeneri o no, limitati o no, aperi chiusi,

superiormente chiusi ... ). Se, infatti, sono \aihit le

probabilita delle controimmagit, di intervallil, lo sono quelle

di eventi 2 controimmagini di boreliani dell’'asse reale, p&ch

esse appartengono alla famiglia completamente iaddit

contenente gli evenk,.

Bastera anzi, come vedremo, considerare particolari

intervalli: quelli inferiormente limitati e supenimente chiusi.

Siano J un tale intervallo ex il suo estremo superiore.

Consideriamo l'event®&(a) //J} = {X(¢) <X}, ovvero I'evento:

“il numero aleatorioX = X(a) assume una determinazione non

superiore ad”. Valutare la probabilita di tale evento significa

valutare la probabilita dell’event®,, controimmagine in2 di J.

Occorre dunque chkE; appartenga alla famiglia di eventi

15
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per i quali rimane assegnata la probabHité @, ovvero che sia

un evento che direm®&-misurabile Sono tali gli eventi della

famiglia {B} dei boreliani o riunioni di essi con eventi di

probabilita nulla (ricordiamo che, in generale, ogmi evento di

Q riesce misurabile se si vuole che la misuPa sia

completamente additiva!). In conclusione: la fumea(c), che

descrive il numero aleatorio in esame, deve goddzta

seguente proprieta:

Comunque si fissi un numero reale x, I'insiemepgiti w

di 2 in corrispondenza dei quali ries¢g&(w) <x} dev'essere P-

misurabile, ovvero dev’essere possibile assegreapmdbabilita

allevento/x(w) < x/.

Una funzionex(«) che goda di tale proprieta € detta anche

unafunzione P-misurabile

Raccogliendo le nozioni sin qui esposte possiamo

16
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finalmente pervenire alla seguente definizione, wuma

assiomatica, di numero aleatorio:

Un numero aleatorio X € una funzione reale, P-nabie,

definita sui punti di una partizione sulla qualeasstata

assegnata una distribuzione, P, di probabilita.

Nel seguito in luogo dnumero aleatoriodiremovariabile

aleatoria e cio per adeguarci alla terminologia ormai impos

ovunque da tempo. In realta pero, nella nozionevatiabile

aleatoria non vi e nulla di ... variabile. Tratia ripetiamo

ancora, di un numero (0 grandezza dimensionale)

compiutamente determinato ma non ancora CONOSOIEO

mancanza di informazione.

|.2 Funzione di ripartizione di una variabile aleabria.

Nel precedente paragrafo é stato detto che la dersione

17
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di una variabile aleatoriaX conduce in sostanza, fissato
arbitrariamente un numero real®, alla considerazione
dellevento che indicheremo nel seguito cgK < x}. “La
variabile aleatoria assume una determinazione non superiore a
X'. E’ per tali eventi che dobbiamo saper valuta@tobabilita.
Diamo ora la seguente definizione:
Dicesi funzione di ripartizione della v.a. k& funzione di
variabile realef(x) definita dalla:
F(X) = Prob {X =xJ.
La funzione di ripartizione e ovviamente limitata:
0<sF(X) =1
Essa riesce poi monotona non decrescente. Siagbi ife
X, due numeri reali qualunque cen> x;. E’:
F(x2) = Prob {X =x} >Prob {X =x} = F(Xy),

poiché l'evento/X < x;} implica I'evento/X < x} (e laP &

18
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completamente additiva).
E’ chiaro inoltre, da quanto precede, che:

lim F(x) =0, lim F(x) =1.

X— — X — +00

La F(x) puo riuscire continua o no. In quest'ultimo caso o

punti di discontinuitd possono essere al piu umitd

numerabile e le discontinuita sono di prima spé€saiti). Cio e

conseguenza del fatto cli€x) € monotona e limitata. Inoltre

negli eventuali punti di discontinuita (x) € continua a destra.

Tale proprieta, ci limitiamo ad affermarlo, € cogsenza della

completa additivita della probabilit® (cioe della continuita

della misuraP).

E’ agevole verificare a questo punto che assedadtix),

assegnata cioe la probabilita ad ogni evefifo< x}, rimane

assegnata la probabilitd ad ogni evento del fijo< x}, {X =

X}, {X > %}, X 2%}, fa< X <b}, fasX<b}, fa<X<b} {a

19



Prof. Letterio Guglielmo Le Variabili Aleatorie

< X < b} ovvero, come detto al precedente paragrafo, riamne
assegnata la probabilita per ogni intervallo defi&a reale (e
quindi per la famiglia boreliana dell’asse, gensradagli
intervalli).

In particolare: la probabilitd delleventgX = x,} € la

differenza tra il limite destro e quello sinistrellid F(x) nel

puNtoXo:
Prob{ X = x} = lim F(y- lim A3
Dalla
Prob{ X< @ + Proff a< X< b= Prop X )
segue la

Prob{la< X< B = F(h- K 9.

Si dira che una distribuzione lemitata se le possibili

determinazioni dX cadono tutte entro un intervallo limitato.

Torna utile interpretare la distribuzione di prottigdbodi una

20
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v.a. alla stregua della distribuzione di una mgssataria) su
una retta. LaF(x), allora, misura la “massa depositata alla
sinistra del punto di asciss& (compresa quella eventualmente
concentrata irx stesso). L'incrementB(b)-F(a) misura la massa
contenuta nell'intervallo superiormente chifapb)].

Se le determinazioni della v4.sono in numero discreto, la
distribuzione concentra la massa in un numero elisali punti

assegnando alla determinaziogda probabilitap, (h =1, 2, ...;

2 pn = 1). Si parla anche di v.discreta

E’ questo, ad esempio, il caso della v.a. “puntizeabile
col lancio di un dado”. Le possibili determinaziaono i sei
numeriinteri 1, 2, ..., 6.

Per ragioni di “simmetria” assumiamo la equiprolitbdei
sei casi elementari possibili; la distribuzionecamtca allora

masse pari a 1/6 in ognuno dei 6 punti di ascissd,, x = 2, ...,

21
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X = 6.
La corrispondente funzione di ripartizione, il cui
diagramma é indicato ifigura 1, € costante a tratti, continua a

destra.

L S e e S e

quando le determinazioni di una v.X. riempiono un
insieme continuo di numeri reali possono presentasguenti
casi:
a) La distribuzione concentra ancora la massa in umatp
finito (0 numerabile) di punti x(h = 1, 2, ...). Agli
intervalli dell'asse reale che non contengono alountox;

viene allora attribuita probabilita nulla. La fuame di

22
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ripartizioneF(x) € ancora una funzione costante a tratti con

“salti” di ampiezzgp, nei puntix,. Una situazione siffatta si

incontra tipicamente ogni volta che si “discretizaaa v.a.

I cui valori possibili riempiono un continuo di nennreali.

Si pensi, ad esempio, alla va.“statura di un individuo

scelto a caso in una collettivita”. Le sue deteamiani

possibili formano un insieme di numeri reali positiSe,

come d'ordinario, si conviene di misurare la statur

approssimata al centimetro, la variabile diventscudita.

Dire allora che la statura € 178 cm significa ialta che la

statura di quell'individuo € compresa tra 177,5/8,% cm.

L’insieme delle possibili determinazioni viene cid&iso

in intervalli di ampiezza pari a 1 cm a partireuea statura

minima quale, ad esempio, 150 cm e sino ad unaratat

massima quale, ad esempio, 220 cm. La funzione di

23
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ripartizione concentra la massa nei 71 puxgEl50,
X,=151, ..., %;=220. La massa concentrata =150 € la
probabilita che la statura non superi 150,5 cmligua
X=151 e la probabilta che la statura sia compresa
nell'intervallo (150,5 - 151,5), ecc. In effettitta avviene
come se la v.aX ammettesse solamente un numero finito di
possibili determinazioni.

b) La distribuzione non concentra masse in alcun pugto
“diffusa”. La F(x) € continua ed esiste una funziof(g),

tale che:

X

F(x) = [ f(t)dt.

—00

La f(x) non €& negativaH(x) monotona non decrescente] e

normalizzata, nel senso che

ff(x)dx: lim F(y) =1,

24
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Nei punti di continuita dell&Xx) risulta

dF(Xx)
dx

= f(x).

La funzionef(x) € detta anchdensitadella distribuzione. Si

intende l'appropriatezza del termine osservando lehenassa

contenuta nell'intervalldx, x+4x), cioe l'incrementor(x+4x)-

F(x), vale, nelle nostre ipotesi e s @n punto di discontinuita

della densitaf(x)4x a meno di infinitesimi di ordine superiore al

primo rispetta4x.

La F(x) monotona, continua, € derivabile quasi ovunque

(salvo cioé un insieme di misura nulla) ed é I'grede della

propria derivata. Tale situazione si presenta godad~(x) e

assolutamente continudon ricorderemo qui la definizione di

funzione assolutamente continua preferendo direhencel

seguito che nel caso che stiamo esaminando I&X\eaontinua

e la sua distribuzione di probabilita € dotataehgita.

25
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d)

La F(x) € continua, €per la monotoniaperivabile quasi
ovunque ma con derivata nullde non € quindi
rappresentabile come integrale della propria d&a)vd.a
distribuzione non concentra la massa in alcun p[pdhé
la F(x) € continua] ma la diffonde su un insieme di misura
nulla (non esiste quindi, finita, una densita). Ul caso
limite, interessante da un punto di vista teoriow del
guale non avremo occasione di occuparci nel seguito

Il caso piu generale riguarda una distribuzione €hena
“mistura” (combinazione lineare convessa) dei mibdel
descritti in a), b), ¢). La piu generalefunzioneigartizione

e cioe una funzione del tipo

FO)=qR(X)+GR(3+ ¢ R(Y,

conc =0 2 ¢ =1, e le F funzioni di ripartizione

appartenenti ai tre tipi considerati in a), b), c).

26
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|.3 Valori caratteristici di una distribuzione.

La funzione di ripartizione descrive compiutameumnta v.a.

Frequentemente pero, e specie nelle applicaziaterassa (o

basta o non e possibile altro che) conoscere aleoafori

caratteristici o sintetici della distribuzione cine forniscano

un’immagine riassuntiva sufficiente per gli scopefissi.

Si pensi ad esempio di dover considerare un guadagn

aleatorioX, frutto dell'investimento di un capitale in un’iaita

economica i cui profitti non sono “certi” (com’é mspre

realistico pensare). In un primo momento non irdseea

considerare la distribuzione ®i (e certo non sara agevole, in

condizioni generali, indicare la funzione di ripadne).

Interessera pero almeno la considerazione di wre/aerto che

ci consenta di orientarci sullordine di grandezehe ci

attendiamo per il guadagno aleatorio in questi@nepensi, allo
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scopo, all'interpretazione in termini di scommessalla

definizione di probabilita nella concezione soggattValutare

pari ap la probabilitd di un certo eventd significa essere

disposti a scambiare I'importo cenpocon il guadagno aleatorio

che assume il valore 1 se si verifte@ 0 nel nel caso opposto.

Orbene diremo speranza matematica del guadagno

aleatorio X l'importo certo m, che indicheremo agaclcol

simboloE(X), che siamo disposti a scambiare con il guadagno

aleatorio X, nel senso cioé che siamo disposti eevere

(pagare) m per lasciare (richiedere) al competitorg@possesso

del guadagno che si realizzera (o che si € real@maa che non

conosciamo).

La valutazione di tale importo certo assume sicéstiente

la valutazione della distribuzione condensando m wnico

valore le opinioni e informazioni sulla grandez#satoriaX.

28
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La considerazione della sola speranza matematiandin

e pero sufficiente nella larga maggioranza dei.c8sipensi,

infatti, di dover decidere la scelta dell'investime del capitale

in due attivita che assicurano guadagni aleatodulesperanze

matematiche giudichiamo uguali. Giudicheremo, ih daso,

indifferente investire nellluna o nell’altra attigi il nostro

capitale ? . Certamente no, se sappiamo che a phardperanza

matematica le determinazioni possibili (positivenegative) di

un guadagno aleatorio sono molto maggiori in vadmsoluto di

quelle dell’altro si che a fronte di eventuali grioguadagni

positivi possano verificarsi perdite molto elevate.

A parita di speranza matematica del guadagno, un

investimento, appare allora piu “rischioso” delifal e la

decisione circa la scelta dell'investimento saiféuenzata dalla

valutazione della rischiosita, ottenuta attravemsa misura della

29



Prof. Letterio Guglielmo Le Variabili Aleatorie

dispersione della distribuzione attorno alla gienata speranza
matematica. Allo scopo potremo considerare una awoe.:

quella le cui determinazioni sono i quadrati deggarti del

guadagno aleatorio dalla sua speranza matematedatava la

speranza matematica di tale nuova variabile, @msarprocurati

un nuovo valore caratteristico, dett@rianza che ci dara
indicazioni sulla dispersione della distribuziofianto maggiore
e la varianza tanto piu dispersa € la distribuziatierno alla

speranza matematica.

Preciseremo successivamente tali concetti. Peorhemto,
con le considerazioni precedenti, ci siamo podtargtuazione
di chi, trovandosi di fronte alla distribuzione dna massa
comungue ripartita su un filo rigido (di massa ¢ragbile), si
preoccupa anzi tutto di determinare il baricentey passare

successivamente alla ricerca del momento di ineaimno ad
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esso, riassumendo nella conoscenza di queste gmndeella

della distribuzione nella sua interezza. Potremmeaspre di

proseguire nella ricerca di altri valori sinteticalutando le

speranze matematiche di convenienti funzioni della X onde

pervenire ad una conoscenza sempre piu estesa della

distribuzione.

Diremo, viceversa, a questo punto come si coswuisdtali

valori caratteristicinota la distribuzionell problema di inferire

sulla distribuzione attraverso la conoscenza dorvadintetici

sara ripreso successivamente.

|.4 Speranza matematica di una variabile aleatoria.

SiaX una v.a. e si&(x) la sua funzione di ripartizione.
Dicesi speranza martematica (o valor medidj X il

numero certo, il cui significato é stato dichiarael paragrafo
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precedente, definito dalla
E(X) =2 %R, [1.1]
h
se la distribuzione e discreta e la serie a secamdmbro

converge assolutamente (e quindi incondizionataentalla

E(X):fxﬂ@dx [1.2]

se la distribuzione e dotata di densita ed edisi&g, I'integrale
[1x f () dx

Si osservi che la serie a secondo membro della), [1.1
rispettivamente I'integrale della [1.2], potrebbesistere finiti e
non verificarsi 'assoluta sommabilita. In tali cairemo che
non esiste la speranza matematicaXdi Manifestamente la
speranza matematica Hiesiste per ogni distribuzione limitata
(in particolare quando le determinazioni Xlisono in numero

finito).
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Le definizioni [1.1] e [1.2] riguardano due tipintaolari di
distribuzioni (discreta e assolutamente continua).
Nel caso generale (e quindi anche nei due oraatjlia

definizione é data in termini dell'integrale di &tjes:

E(X) = deF( X [1.3]

(ferma restando la condizione di assoluta somntapili

Dalle definizioni testé date appare che il humBfX) e
interpretabile (come gia suggerito) alla streguaasktissa del
baricentro di una distribuzione lineare di massaS$a totale
unitaria).

Quando riesc&(X) = Ola v.a. dicesequa Si osservi che e

E(aX+b) = aE(X)+b, [1.4]

sicche, in particolare, la v.&X-E(X) eequa

Interessa ora considerare i valori medi di altra.,v.

convenienti funzioni della v.a (in particolare, potenze intere
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positive).
Sia g(x) una funzione reale della variabile reale
assolutamente sommabile rispetto alla funzioneigdrtizione

F(x) della v.aX, sicché esista, finito, I'integrale
Jlo0oldrR(x.

Diremo allora speranza matematica della wa= g(X) Il

numero, che indicheremo c&fg(X)], definito dalla:

E[o(X]= | o » dR ¥ [1.5].
Va qui osservato che secondo la [1.3] la sperarieenatica

di Y = g(X) e data dall'integrale

+00

[ yaa(y)

—00

ove G(y) e la funzione di ripartizione delMla quale, come
si intuisce, puo essere costruita notk (e e data lag(x).

Notiamo che la [1.5] dice che il valor medio di wa.Y
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funzione della v.aX, si puo calcolare operando direttamente con
la distribuzione dell¥.

Torna utile per il seqguito il seguente risultatoech
generalizza la [1.4]. Siandr; = gi(X) e Y, = gx(X) due v.a.
funzioni della v.aX ed esistan&(Y,), E(Y>).

Dalla
[lo.00+ g,(R| dR 3 < [| g o df X+ [| o Kk dE

segue l'esistenza dt(Y;tY,) e risulta anzi, dalla [1.5], che:
E(Y1+Y2) = E(Y)+E(Y2) [1.6].
La [1.6] stabilisce, in un caso particolare, gaoprieta
additivadella speranza matematica. Su tale proprietangtemo

nel successivo Capitolo.

.5 Momenti di una variabile aleatoria.

Considereremo ora particolari funzioni della vX&. le
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potenzeX" e le potenze del suo valore assolwd, conn intero
positivo.

Le speranze matematiche, quando esistano finite,

m, = E(X")= [ X dR ¥ ,

B =E(XI" = [I4"dR(3

diconsi rispettivamentemomento di ordine ,ne momento
assoluto di ordine wlalla v.aX (o della sua distribuzione).
Dalle definizioni scende che: se esiste il momentp
esistono il momento assolui, e tutti i momentim, e 4 di
ordinek inferiore an. In particolare ény=1 e my=E(X).
L'importanza della considerazione dei momenti sedake
seguente teorema che ci limitiamo solo ad enuncksistano i
momentim, di ordinen comunque elevato della v.e la serie

di potenze
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Yo

abbia raggio di convergenza positivo. La succession,} dei
momenti individua allora la funzione di ripartizeyi(x), di X.

Altre questioni nelle quali torna utile la consideone dei
momenti riguardano la “forma” della distribuziondJna
distribuzione si dicessimmetricase esiste un numegotale che,
per ognix,

F(a-X)=1- F(a+ Y —Proff X= a+ k
o nel caso di una distribuzione dotata di densita,
f(a-x) = f(a+ % .

Il numeroa € detto, in tali condizioni, centro di simmetria.

Manifestamente se una distribuzione é simmetricaseste
la speranza matematica, questa € il centro di sirrane

Definiamo a questo punto i momenti di ordimattornoad

un valorec, qualunque, come i numeg[(X-c)"]. in particolare
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diconsimomenti centralquelli valutati attorno ac = E(X) = m.
Il momento centrale di ordinesara indicato nel seguito cem,
sicché u,= E[(X-my)".

Se esistono i momenti, la simmetria di una disizibne é
caratterizzata dal fatto che i momenti centralodiine dispari
(quanti esistono) sono nulli. Per misurare la daviee
dallandamento simmetrico di una distribuzioneasiritorso, se
esiste il momento centrale terzo, al cosidettefficiente di

asimmetria,

A seconda del segno ghsi parla di asimmetria positiva o

negativa.

|.6 Varianza. - Disuguaglianza di Bienayme-Cebicev.
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Particolarmente significativa € la considerazionel d

momento centrale secondo detto anciuganzadi X,
var(X)= g4 = E[(X-m)*] .

La determinazione positiva della radice quadratasde
detta anchescarto quadratico medigbrevemente s.q.m.) e
indicata usualmente cow (e per tale motivo denoteremo
talvolta, nel seguito, cod?(X) o conoa? la varianza dX).

Nell'analogia meccanica, precedentemente indicata a
proposito della speranza matematica, il signifiditp, € quello
di momento di inerzia attorno al baricentro. Irrigkrmini, o e

la distanza dal baricentro dei punti (simmetrispgtto ad esso)
nei quali andrebbe concentrata la massa unitaeta(sull’'uno e
meta sull'altro, ad esempio) per avere una distiine
concentrata che presenti lo stesso momento diigngigpetto al

baricentro) della distribuzione originale.
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E' agevole intendere che il secondo momento della

variabile X attorno ad un valore € minimo quando esso €

calcolato attorno al valor medioy. La verifica formale é

immediata. E’ infatti:

(X=9*=[(X-m) +(m- ¥

e di qui, in forza della [1.6],

E(X-09*1=H( X-m?*+Z m-)XE % m+ m)t=
=E[(X-m)®+(m- §?

sicche

var(X)< E[(X - 9?]

e il minimo di E[(x-9?% si realizza proprio in corrispondenza

di c=m.

Torna utile per il seguito tenere presente la:

var(X)= E(X)? - E[( X)]2. [1.7]

Si osservi poi che sussiste la
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var(@aX + b)= & var(X) ,

come facilmente si prova.

Tra le variabili Y = aX + hh funzioni lineari dellaX,

particolarmente interessante € la

Y= [ove m=E(X) e o= o(X)]

che dicesivariabile ridotta (associata allaX). Essa € una

variabile equa E(Y) = 0] la cui varianza € unitaria; inoltre &

una variabile adimensionale (men¥Xeotrebbe essere misurata

in cm, Kg, ..., a seconda del suo significato).

Il valor mediom, di una variabile aleatori® fornisce una

prima immagine riassuntivgosizionale della distribuzione: la

varianza (o lo s.g.m.) ha invece le caratteristithen parametro

di dispersionenel senso che la conoscenza della varianza

permette di intendere se la distribuzione sia piumeno

concentrata attorno al valor medaho
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Celebre in proposito € laisuguaglianza di Bienayme-
Cebicev Essa dice che, noti la speranza matematicae o

s.g.m.g, fissato comunque un numero reale positjvtsulta

1
12

Prob{‘x— m‘z 'U} st

0, anche, postE = to:

var(X)

Prob{‘ X- rq‘ > 5} < . [1.8]

si intende subito il sussistere di tale disuguagia
pensando in termini dell'analogia meccanica, Lasaassterna
all'intervallo di ampiezza2to centrato nel baricentro non puo
superarel/® perché - altrimenti - il momento di inerzia della
distribuzione sarebbe maggiore df = var(X).

La prova della [1.8] per via analitica si consegied resto

facilmente. Siaeun numero positivo, arbitrariamente scelto. E’:

Prob{‘X—rq‘za}: IdF()@.

| x-m|ze
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Perx variabile nell'insieme di integrazione e

—‘X_ml‘u
E

sicche:

| dF9s J o a3

|x-m|z¢ € |x-m

<—j(x m)? dF(»—Var(X)

Si osservi che nella maggiorazione si pud consideiau

. Quando

. . X
in generale, la potenzh-esima del rapport gml‘

esista, finito, il momento centraleesimo si perviene allora alla
seguente generalizzazione della disuguaglianza ieinagme-

Cebicev:

Prob{‘x— rq‘zs} sg—lh Ed X- rﬂh) . [1.9]

La disuguaglianza di Bienayme-Cebicev € stata Igtabi

senza ipotizzare per la distribuzione altro chesis®nza del
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valor medio e della varianza. Per colpa di taleegalita, la

disuguaglianza é generalmente poco significativando la si

debba impiegare nei casi particolari.

|.7 Indici posizionali. - Mediana, frattili, moda.

Si é detto che il valor medio € un indice posizlenaltri

indici di questo tipo sono la mediana, i frattifi,moda.

Dicesi mediana della distribuzione un’asciss;,, che

divide I'asse dei numeri reali in due semirettecescuna delel

quali rimane depositata la meta della massa dédkailnizione

della variabileX. Una tale definizione si adatta propriamente al

caso di una distribuzione continua ove, alloga, € soluzione

della F(x) = %

Puo avvenire - considerando in particolare funzidni

ripartizione costanti a tratti - che esistano pialon x
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soddisfacenti laF(x) = %2; ognuno di essi e dettnediana

Puo accadere altresi che non esista alcuna asgjssale
che F(xy) = 1-F(Xy2) = Y2. Per ovviare a tale inconveniente e
ponendosi nelle condizioni piu generali, diremedianaogni

valorex;,, che soddisfa contemporaneamente le:
1 1
Prob{Xs>§2§, Prob{X2>§2§.

La mediana € caratterizzata da una proprieta aaafog
quella del valor medio: il primo momento assolug| X-c |) €
minimo sec € mediana.

E’ infatti:
E(X-d) = [Ix- ¢dR 3=-[(x ¥ df )+ [( x )o dF)x.

Facendo comparirg,, negli integrali

e ponendo, sotto il segno di integrale; ¢ = X - X, + Xy/2- C Si
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ottiene facilmente:

de—@=Eﬂx—@$+2Iu«¢dwx+(%—)E{dFm—Icm%=

X2

=E(X-x,)+2[(x- 9 d 3

Xy 2

(per la definizione di mediana). L’integralfe(x—c)dF(x) e non

negativo perc maggiore, minore o uguale x,; donde la
conclusione.

In modo analogo a quello indicato per la mediana si
definiscono ifrattili. Fissato comunque un numera@ompreso
tra 0 e 1, il numero (0 i numery),, soluzione dellaF(x) = v
dicesi, frattile di ordine v. In particolare sono considerati i
quartili, v = Y4, Y2, ¥4per v = Y2 ritroviamo la mediana); decili,
v=1/10, ..., 9/1C icentili, v=1/100, ..., 99/100

Ben definita solo per le distribuzioni assolutansent

continue e discrete € lanoda Nel primo caso essa e la
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determinazione dX cui compete la massima densita (quando tale

massimo € unico; altrimenti ogni punto massimotiraiae una

moda e la distribuzione dicgsurimodalg.

Nel secondo caso, s& sono i “salti” della funzione di

ripartizione F(x) in corrispondenza alle determinaziogidella

v.a.X, un puntax, € una moda se risultp,.1< pn € Pn > P+t

In figura 2 é indicata la densita di una distribuzione

k3

- S

Figuma 2

unimodale; la densita presenta una “coda” lungastrd della

moda, breve a sinistra; € asimmetrica e il coeffite di

asimmetria, ); € positivo (si scambiano le conclusioni circa
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I'ampiezza delle code s¢ < 0).

Chiudiamo queste notizie indicando ancora altrosidlpici

impiegati per esaminare la maggior o minor dispersidella

distribuzione.

Limiteremo le nostre considerazioni algzarto semplice

medio che € il primo momento assoluto attorno alla mealia

(con il che esso diviene minimo) e @mpo di variazionehe

misura I'ampiezza del minimo intervallo, se esistetato, entro

il quale cadono tutte le determinazioni della Vvaiteaaleatoria.

Come indice di dispersione € inoltre usatadeidifferenza

interquartile, (X4 - X1/4)/2.
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Capitolo I1°:

e variabili aleatorie

multiple.
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[1.1 Distribuzioni bidimensionali congiunte.

Nella premessa abbiamo considerato la varigbitkstanza

dal centro del punto colpito in un bersaglio piaflopunto

colpito, fissato un sistema cartesiano di riferitoene

individuato dalle sue due coordinate, sicche sisgméa

spontanea anche la considerazione di una coppignaba, di

variabili aleatorieX, Y (ascissa e ordinata del punto).

In tal caso si parla, indifferentemente, di copgii@ariabili

o di variabile aleatoria doppiao bidimensionale, o di vettore

aleatorio a due componenti (unidimensionali) ednéenédiato

intendere come si possa accedere all’estensiotedadnozione

per pervenire a quella di variabile aleatamtdimensionale X4,

Xz, ..., %) (0 vettore aleatorio a componenti). Soffermeremo,

pero, nel seguito, la nostra attenzione sul cas@uibili doppie,

solo accennando alle estensioni.
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Interessera anzitutto introdurre la nozione di fane dui
ripartizione estendendo in modo opportuno la naziatata
precedentemente per una variabile unidimensionale.

Dicesi, precisamentefunzione di ripartizione congiunta
della variabile doppidX, Y)e si indica corF(x, y), la funzione
definita dalla:

F(x,y) = Prot{ X< xn Y< }/ .

La F(x, y) & definita sull'intero piano; come funzione delle
sue variabili, separatamente, € monotona non dsres

E

;%Lg(xh’ykjpw

im F(x,y)=1lim Hxy=0.
X - —00 y— —00
La F(x, y) misura la “massa” contenute nel quadrante

delimitato superiormente dalle semirette uscentpdato (x, y),
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parallele agli assi e orientate come i semiassatnadli X, Y.

La massa contenuta nel rettangolo che ha il latlled agli
assi e verticP1a(xy, 1), Pio(X1, ¥2), Paa(Xe, Y1), P2o(Xz, ¥2), (CONXy
<X, eVy<y,) e data allora da:

F(X2,¥2) = F(X ¥2) = FOG W+ Hx, W)

Si pensi, infatti, con riferimento alfagura 3, che per
valutare la massa depositata sul rettan§e{d?;, P,; P,
occorre sottrarre dalla massa contenuta nel queddanertice
P,,, quella contenuta nei quadranti di vertii,, P>, e

restituire quella del

Fai Faa

P Fiz

h 3

Figura 3
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guadrante di verticB,; che in tal modo e stata tolta due volte.

Valutata la massa che la distribuzione assegnettangol
del piano, e facile valutare quella ripartita slurpettangol
(riunioni di rettangoli disgiunti) e pensare di tungare” tale
valutazione sugli insiemi della famiglia boreliaganerata dai
rettangoli del piano.

Come nel caso unidimensionale limiteremo sostamzate
le nostre considerazioni a due tipi particolaridistribuzioni
congiunte: a) discrete e, b) dotate di densita.

a) La distribuzione e di tipo discreto se concentrasea
Prk NEI punti(X,, y) di un insieme al piu numerabile di punti del
piano. Va inteso che i numeg sono le possibili determinazioni

di unav.aXey,quelle diunav.ar e

phk=Prob[X: X N Y= X} .

Dev’essere, ovviamente,
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Zhlzk: P =1.

Si pensi, per semplificare, alla coppia di v.A.:“punto
realizzato col lancio di un dadaoY, “punto realizzato col lancio
di un secondo dado (o col secondo lancio di un sisde
dado)”. Le determinazioni possibili sono le treeiasoppie
ordinate(h,k)
con h, k=1, 2, ..., 6 Per ragioni di “simmetria” e di
indipendenza tra i due lanci, assumiam@=1/36.

Per una distribuzione di tipo discreto e:

FOOY) =20 P -

X=XV Sy

La F(x,y) € una funzione costante “a pezzi", con
discontinuita lungo intervalli o semirette uscetdi punti(x, )
ove sono concentrate le masse.

In figura 4 €& indicato il valore delld(x,y) nel caso del
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citato esempio dei punti realizzabili con due lanci

1
S [ 1ea | 12 | 23 | Gas 1
&
= e =l R Y R el [ =R e =) B
. 1 | 29 [ 13 | a9 | 5@ e
q Mz s | e | 1@ | Sz 1z
5 | 1ed | 15 |29 | &1& 173
135 [ 115 112 [ 1 | 535 15
1
o 1 2 a4 a4 5 "

Figuad

b) Una distribuzione si dice dotata di densit®siste una

funzionef(x, y) non negativa, normalizza(aj [ £ (xy)dxdy= 1},

—00—00

tale che per la funzione di ripartizioRé€x, y) risulti:

F(x,y) = | [ f(&mdedy .

—00—00

La F(x, y) e allora una funzione continua nella due variabili
Nei punti di continuita della densit§, y)é:

O°F(X,Y) _
Txdy f(xy) .
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Osservando ora che, nell’ipotesi di continuita elelkrivate

seconde miste dell&X, y),si ha:

: 1 —
W g FOCHBX Y+ 89 = Rx yra = Rxd xyr £ x)f=

_O'F(x,)
" 5a

si intende che sussiste, trascurando infinitesimi oddine

superiore al secondo (rispetto alla distagaa® + Ay , la:
Prob{x< X< x+Axn W Y yrA}y= € XA KX Yy

che porge il significato della densita.

Per passare poi alla considerazione di casi pitergdin
occorre pensare che una distribuzione bidimenstonalo
presentare una varieta di comportamento maggioreguéile
unidimensionali.

Si rifletta (e soccorre anche qui 'immagine meccardi
distribuzione di masse sul piano) che la distriboei puo

concentrare masse non solo su punti isolati masalsu “curve”
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(varieta unidimensionali), sicche il caso piu gateisi presenta

come una mistura di distribuzioni delle quali unan@entra

masse su punti isolati, una seconda distribuiscesenau varieta

unidimensionali con densita lineare, e una terzstriduisce

masse su insiemi bidimensionali con densita supaildi.

[1.2 Distribuzioni marginali e distribuzioni subord inate.

La funzione di ripartizion&(x, y)della v.a. doppi&X, Y)e
la funzione di ripartizione di una distribuzionepitobabilita che
e stata detta, lo ricordiamo, congiunta.

Sempre con riferimento alla coppia di quelle vdicesi
distribuzione marginale della v.a. X la distribuzione
unidimensionale la cui funzione di ripartizioneataldalla

F,(X) = lim F(x y) =Prod X< xn Y<+oo} ,
y_.+oo

sicche, pensando alla distribuzione di masse dahoiF;(x)
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misura la massa contenuta nel semipiano alla saandstlla retta
(parallela all’assey) luogo dei punti di ascissa e quella
eventualmente concentrata su tale retta.

Analogamente, la

Fz(y): lim F(X,)OZPI’Ot{ X< +on Y< }/

dicesi funzione di ripartizione della distribuziomarginale della
Y.

Il significato della nozione e I'appropriatezza t&imine si
intendono in modo particolarmente agevole se sifé@imento
alle distribuzioni discrete.

Notiamo, allo scopo, che in generale una distrioei
discreta e descritta dalla matrice delle probabpjj attribuite
alle determinazioni(x,, Y. Si veda in proposito lo schema di

figura 5.
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X
X1 Pz P2 ... Pyj Pim Pr.
X2 Po1 P22 .. IS Pom Po.
X P P2 .. 8] . Pm B
X Pn1 Pn2 p1j Phm .
Pi1 P2 e P; e Pm
Figura 5

La tabella, beninteso, potrebbe estendersi alfiitdinelle
due direzioni.

La somma della rigeesima della matrice riportata figura
5 e un numero, che denotiamo qgan il cui significato e quello
di probabilita dell'eventg’X = x,}.

Infatti:

pi.:ﬂl+92+---+mn=Prol{ X= Xn ¥= 5}+...+ Pr o[b X o0 ¥ m}/:
:Prob{X:xn Y<+oo}:Prol{) X= P}

Le p;, forniscono, al variare dj la distribuzione marginale

di probabilita dellaX.
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Analogo il significato dellep,; ottenute sommando gli

elementi della colonnpesima della matrice.

Le p;=Prob{X <+ o n Y =y} descrivono, al variare gl

la distribuzione marginale di probabilita defaSi noti che lep;

ep; sono segnate “ai margini” della matricefigura 5.

Nel caso delle distribuzioni dotate di densita &
()= [déf f(&mdy ,

la cui densita

+o00

f,(x) = | f(xmdy

—00

e detta densita della distribuzione marginale d¢lla

Analogamente

+00

f,(y) = [ f(&y)de

—00

e detta densita della distribuzione marginale délla
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Un’altra nozione di distribuzione interessa orasderare
ed é quella didistribuzione secondaria (0 condizionatay
un’ipotesi.

Con riferimento ad una variabile dopp{X, Y) di tipo

discreto e ricordando la nozione di probabilitacsdinata,

Proby X=xn Y=y )
Prob{X=X‘Y: Y}: bi,rob{Y: y,-} }:%

By

sicché risulta ZProb{x: x‘Y: y}=1. Le D fissa
i y

rimanendo l'ipotesk =y;, forniscono dunque, al variareiduna
distribuzione di probabilita. Tale distribuzione detta
distribuzione (della variabil¥) subordinata all'ipotesfY =y, }.

Si indica con
F(x‘yj): Prot{ X< >‘<Y: y}

la sua funzione di ripartizione.

Nel caso delle distribuzioni dotate di densita cmiamo
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col definire la distribuzione delld subordinata all'ipotesy <Y

<y + k supposta di probabilitd non nulla, attraverso la:

Prob{Xs XN y< Y< w ﬂ(_

Prob{Xs*y< Y< w ﬂ(: Prob{y<Ys y+l}

Jde [ t(&man [ 1.0

T 4w y+k

Jag [ f&may I f(£,6)d¢

L'ultima uguaglianza sussiste in forza del teoredwdla

y+k

media integral{ [f(&m =k (5,9)} [con Gopportuno inly, y +
y

K).

Facendo ora tenderle allo zero, supposte soddisfatte le
opportune condizioni di continuita delig, y)che consentono |l
passaggio al limite sotto il segno di integraleedasdensita della
distribuzione marginal&(y) € non nulla nel puntg, si perviene

alla:
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[ &y

F(x|y)=|ki[r(1)Prot{ X< ky< Y& }(:wa

La F(x]y) e, nelle nostre ipotesi, una funzione di ripaotiz

continua; la sua densita e

f(x,
f(x|y)= (x,y)

f(y)
Analogo il significato della funzion&(y|x) di ripartizione

della Y subordinatamente all'ipotegiX = x} e della densita

f(x
f0 =

Esemplificheremo i concetti ora esposti di distzione
marginale e subordinata con riferimento al casoumd v.a.
doppia(X, Y)discreta. Fissiamo ,allo scopo, I'attenzione sa un
collettivita di individui (ad esempio coscritti alleva in una data
sessione) e consideriamo per ogni individuo duattaistiche

somatiche: statura (misurata in cm) e peso (misurakg). Si
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pensi di sorteggiare “a caso” un individuo da cuebllettivita

(si intende con cio riferirsi ad un meccanismo del&® che

attribuisce ad ognuno degli individui la medesimababilita di

essere sorteggiato). Sono aleatorie, prima detgoia, la statura

X il pesoY di quellindividuo. Sianox; X, ..., % le possibili

determinazioni della staturayg v», ..., ¥, quelle del peso. Anche

in forza di precedenti osservazioni su collettividmaloghe”, si

sia costruita la distribuzione di probabilita cangia F(x, y)

descritta da una tabella quale quelldigura 5. Allora p € la

probabilita che la staturd dell’individuo scelto a caso misuxi

cm e il pesoY sia diyk kg. La pn, € la probabilita che un

individuo scelto a caso abbia statura paw, &m; Ia% e la

probabilita che si&, cm la statura di un individuo il cui pesye

kg.
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[1.3 Valori caratteristici di una distrib. bidimens ionale.

Sia (X, Y) una v.a. doppia e si&(x,y) la funzione di

ripartizione della distribuzione congiunta>dj Y. Consideriamo

poi la v.a.Z = g(X, Y) essendag(x, y) una funzione reale,

misurabile, delle variabili reak, y.

Manifestamente la distribuzione della vAa.e deducibile

dalla distribuzione congiunta dellX, Y per tramite della

funzioneg (che trasforma insiemi del piano in insiemi sigta

reale). In vista di valutare la speranza matematitaZ

dovremmo pertanto costruire dapprima la detta idistione; il

che, lo si intende agevolmente, pu0 comportare vobte

difficolta, [dipendenti ,in genere, dalla natura della funzighe

y)]. Cio pero non e necessario perche quella speraaiEmatica

puo essere costruita direttamente sulla distrimemongiunta di

X, Y.
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Precisamente: la distribuzione sia discreta eria se

Z\_g(xh' ykj (S0

h,k
risulti convergente.

Allora €, quiper definizione

E(Z)=E[g(x,v)]=§q”) R [2.1].

Analogamente, se I&(x, y) e dotata di densita ed esiste

finito I'integrale

+00+00

J [la(x vl f(x y) dxdy

—00—00

la speranza matematicaZle data, per definizione, da :

+00+00

E)=Hax =[] dxy { xydxdr2

—00—00

Ripetiamo che le [2.1], [2.2] sono definizioni maecé
possibile provare che i numeri calcolati a secomgéonbro delle

[2.1], [2.2] sono, di fatto, la speranza matematiedla v.a.Z
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gquale si troverebbe ragionando sulla distribuzione
unidimensionale della stessa.

Cio posto, cominciamo col provare che sussiste ifa ¢
annunciata proprieta additiva della speranza matematica
Precisamente, postg(x ,y) = X +y troviamo, nell'ipotesi - ad

esempio - di una distribuzione dotata di densita:

+00+00 + 00 +00

E[x+¥= [ [(x+y f(xydxdsc_f Xt x)y dxdy[ [ ¢f, 9y dxdy

—00—00 —00—00

+00

=fx{_j f(x, y)dy} dx+f Ej { x yd}x dy

—00 —00

= [xt,(ydx+ [ yE(y dyE= E X+ E X

Analoga la distribuzione nel caso di una distribna
discreta.

Consideriamo ancora lav.&Z = X + Y e, nell'ipotesi che
la distribuzione congiunta diX, Y sia dotata di densita,

ricerchiamone la funzione di ripartizione, cioéflamzioneF(z)
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definita dalla:

F(z) = Prob/X + Y < z}J.

Si tratta di ricercare la massa che la distribuzioongiunta

assegna al semipiamer y < z (vedifigura 6).

]
oy

Figuma s

Siaf(x, y)la densita della distribuzione congiunta. La massa
contenuta nella strisciatraleretie+t y=¢ e x+y={+d{
e, a meno di infinitesimi di ordine superiore ainp rispetto a

d{uguale a

dé | f(x&= X dx

68



Prof. Letterio Guglielmo Le Variabili Aleatorie

e ne viene la:
F@) = [ f(x&- 3 dx. 23]

La densita della distribuzione unidimensional& @i poi la:

+o0

f(@)=[ f(xz- 3 dx. [2.4]

—00

Notiamo ora che, determinata la densita [2.4],daranza

matematica diZz = X +Y andrebbe calcolata secondo la:

E(2) = Tzf(z) dz:T {ZT ( xz X %x dz [2.5]

—00 —00 —00

La speranza matematica [2.5] € quella gia calcalatando
la definizione diE(X + ).

Abbandonando ora il caso particolarg(x, y) = x + vy
rivolgeremo la nostra attenzione al calcolo deljgeranze
matematiche di altre variabili aleatogéX, Y).

Interessano, in particolare, le speranze matenatiteile
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v.a.Z = g(X, Y) = X x Y prodotti di potenze intere dell v.4.e
Y.

La quantita E(X" x Y¥) & detta anchenomento di ordine
h+k (della distribuzione doppia) e verra indicata siahbolomy.

Particolarmente significativa riesce la consideyaei dei
(due) momenti primimy,, Ny, € dei (tre) momenti secondiy,
My, Mba.

| momenti primi

myo = E(X), my = E(Y)

forniscono le speranze matematiche (o valori mddiX,
rispettivamentey’.

Le indicheremo nel seguito com,, rispettivamentem,.
Come abbiamo gia constataig, m, sono speranze matematiche
di variabili unidimensionali valutate sulle rispeé distribuzioni

marginali.
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Del pari su quelle distribuzioni sono valutati i menti
secondi
My = E(X°) e M= E(Y?)
e i momenti centrali secondi (o varianze):
Hoo = var(X) = E[(X - m)?]
toz = var(Y) = E[(Y - m)?] .
I momento secondo centrale misto
ta = E[(X-m)(Y -m)],
e detto ancheovarianzadelle v.aX, Ye si indica con il simbolo
cov(X,Y)

In termini dell'interpretazione meccanica, i numeg, m,
forniscono le coordinate del pbaricentro dellardisizione di
massa sul piano, i momenti secondi sono momentnelzia
rispetto ad assi paralleli agli assi coordinatictvarianza e |l

momento centrifugo rispetto al baricentro.
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Giova ancora annotare la:
var(X +Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X, Y) [2.6]
che fornisce la varianza della somma di due v.a[24.€] si
ricava immediatamente dalla:
var(X + Y) =E{[(X + Y) - (m+ m)] 2}=
= E[(X - m)7 + EI(Y - m)] + 2E[(X - m)(Y - ny)].
Dicesi funzione caratteristica della v.a. doppg Y) la
funzione delle variabili reali, v,
#(u,v) = E(e*),
E subito visto che:
a) ¢(00) =1,
b) [p(u,v)| = E(8 ) < B &) =1,
C) #(-u-v) = 4(u V) .
Anche nel caso bidimensionale, quando esistanoment

di ordine h + k esistono le derivate parziali:
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5h+k¢(uiv) - h+ ji( UX+ Vv
~ucty =i"KE(X YR e
sicche
- ey = 4 (F0)
my = NEANEERY ,

La ¢(u,0) = ¢,(u) e poi la funzione caratteristica della

distribuzione marginale dellX, mentre la ¢(0,v) = ¢,(v) €

quella della distribuzione marginale defla

Sussite, ci limitiamo ad affermarlo, I'analogo tesbrema di

inversione di Levy. In altri termini, la conoscendealla ¢(u,v)

permette di risalire a quella della funzione dartzioneF(x, y)

della distribuzione congiunta.

I1.4 Variabili aleatorie indipendenti.

Due variabili aleatorieX, Y diconsiindipendenti se ogni

evento che faccia riferimento alle determinazionimeriche
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delluna é indipendente stocasticamente da qualanguento

che riguardi le determinazioni dell'altra.

Si riguarderanno, ad esempio, indipendenti le X.‘gunto

realizzato col lancio di un primo dadoY,“punto realizzato col

lancio di un secondo dado”, quando non appaianemaghe ci

portino a valutare le probabilita delle determimatidi Y visto

X, in modo diverso da quello seguito ignorando dultato

dell’altro lancio (e analogamente scambialydmn X).

L’'ascissaX e l'ordinata¥Y del punto colpito nel tiro di un

bersaglio potranno essere giudicate indipendentina prima

approssimazione. Si potra pensare, pero, che pea do difetti

nel congegno di tiro o di atteggiamento del tiratorcolpi “alti”

si accompagnino piu volentieri con i colpi “a dasto simili

altre deviazioni dall'indipendenza.

Le v.a.X, Y “ulteriori durate in vita degli individui di una
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coppia” difficilmente potranno essere giudicateipethdenti se
si tratta di individui apparentati (coniugi, frdiefratelli siamesi,
...), ragionevolmente invece, se si tratta di irdlivappartenenti
a collettivita diverse.

Siano oraF(x,y), Fi(x), F(y) la funzione di ripartizione
della distribuzione congiunta, rispettivamente tpiebelle
distribuzioni marginali dX e diY.

Condizione necessaria e sufficiente perché X, Yiosia
indipendenti € che risulti, per ognix ey,

F(x, y) = Fi(x) ¥ Fa(y) .
Cio comporta nel caso discreto le
P = Pi. XPj, Lj=1,2, ..,
e nel caso delle distribuzioni dotate di densita la
f(x, y) = fu(x) xfay) -

Notiamo subito che s€ eY sono indipendenti risulta:
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E(XY) =EX)E(Y) .
Nel caso di distribuzioni discrete si ha, infatti,

E(XY)=§>M mk=§wpp=; %sz: y p= E X E)Y

Analoga la dimostrazione nel caso delle distribnzdotate
di densita.

Dopo di cio, in termini della funzione carattertstj la
condizione di indipendenza stocasticaXraY € dichiarata dalla

#(u, v) = ¢i(u) x gaA(v) , [2.7]
come segue dalla
E(d™) = F( 0" = K ¢9OE &) .

Si badi perdo che la condizione E(XY) = E(X)E(Y)
necessaria per l'indipendenza, potrebbe esseras$attia anche
in condizioni di dipendenza stocastica.

Notando che si ha:
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cov(X, Y) =E[(X - m)(Y - m)] =
= E(XY - mY - mX + mm,) = E(XY) -E(X)E(Y) ,
la condizione che la speranza matematica del pimdda uguale
al prodotto delle speranze matematiche comportanliiarsi
della covarianza.

Le due variabili X, Y diconsi in tale situazionenon
correlate o ancheortogonali (sicche, in particolare, due v.a.
indipendenti sono non correlate mentre non e \erngéversa).

La condizione [2.7] per le funzioni caratteristiceinvece,
ci limitiamo ad affermarlo, condizione necessariguéficiente
per l'indipendenza.

Osserviamo qui quanto segue, a proposito della sgdm
di due v.a. X, Y indipendenti. Dette ¢-(u) la funzione
caratteristica dZ = X + Y e ¢«(u) e ¢(u) quelle degli

addendi, é:
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¢, (u)= B[] = B e 0T = E&)DE & =¢,( )upy ).u

Dunque:la funzione caratteristica della somma di due v.a.
indipendenti € il prodotto delle loro funzioni céteristiche.

Per quanto riguarda poi la funzione di ripartiziaheZ si

osservi che ora le [2.3], [2.4] divengono rispetthente:

F(2) = [de] £(% (- 3 dx, 2.3]

+o00

f@) = (% f,(z- 3 dx. [2.4]

—00

Pertanto, quando la distribuzione congiunta Xdie Y
indipendenti e dotata di densita, la densita dettenma é il
prodotto convulotorialelle densita degli addendi; con tale nome
si designa infatti I'integrale a secondo membrdad.4’].

Osserviamo infine che, nel caso di indipendenzaon n
correlazione la [2.6] si riduce alla:

var(X +Y) = var(X) + var(Y) [2.6']
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che ci dice che allora la varianza e additiva.

[1.5 Correlazione. - Regressione. - Regressione &are.

Abbandoneremo ora il caso particolare di indipezdetna
le v.a. X, Y (caso piuttosto limite) per studiare la correlago
che, in generale, intercede tra due v.a. . Abbigrodetto che
guando risulticov(X, Y) = Ole due v.a. diconsi non correlate o
ortogonali; nel caso opposto la correlazione traeedicesi
positiva 0 negativa a seconda del segno della mwa. Onde
misurare, poi, I'entita di tipi particolari di calazione trax e Y
possono introdursi vari indici.

Soffermeremo la nostra attenzione sodice di

correlazione lineare (di Bravaigjefinito nel modo seguente:

_cov(X,Y)
P a(X)a(Y) -

E’, intanto, evidente chee un “indice” cioé una grandezza
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adimensionale, essendo, la covarianzaXdiY misurata nelle
stesse unita del prodottgX)o(Y) e gli s.g.m. secondo le unita di
misura diX, rispettivament¢.

In generale risulta:

ld<1. [2.8]

Consideriamo, infatti, la v.aAX + Y con A, y parametri
reali, supponendo per semplicita formalg(X) = E(Y) = O.
Valutiamone la varianza.

E"

var(AX + pY)= E[AX+uY)?]1= BA ¥°1+2 EA ¥ Y+ [Eu Y] =
A2 var(X )+ 2Au cov(X Y )+ 1 var(Y).

La varianza di una v.a. € non negativa, siccheotand
guadratica nelle variabili readi, 4,

A2 var(X)+ 2Au cov(X Y )+ 17 var(Y), [2.9]

e definita positiva o semidefinita positiva.
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Cio implica, com’e ben noto, la
lcov(X,Y) < o (X)a(Y)
ovvero la [2.8].

Osserviamo ancore che la [2.9] € demidefinita pasit
allora e allora soltanto che= #1. In quella condizione &[(AX
+ Y¥] = 0 oltre che perA = u= 0 per tutte le coppie di
numeri A, i il cui rapporto € una costante (per tutti i purdl d
piano A, i appartenenti ad una retta passante per l'origine).

Siccheé allora e allora soltanto cjpe= #1 risulta nulla la
varianza della v.a.kX - Y (avendo postok = -A/y) e avremo
guindi, a meno di un evento Eimisura nulla,

Prob/kX - YZ0}=0.

La v.a kX - Y coincide, a meno di quell’'evento con la sua

speranza matematica che, per ipotesi, € nulla.

In altri termini: allora e allora soltanto clm@assume uno dei
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suoi valori estremi,#l, la dipendenza stocastica tkae Y &

addirittura una dipendenza funzionale di tipo mgatare

(lineare): Y = kX.

Il significato dell’indice di correlazionep, appare anche

evidenziato dalle considerazioni che ora svolgereenache

riguardano la nozione di regressione (propriamerte

regressione lineanetra due v.a.

con riferimento alla coppia(X, Y) si fissi una

determinazione, diciamoly della v.a.Y, e si determini, in

corrispondenza, la speranza matemati€fXy) della v.a. X

subordinatamente all'ipotest =y.

Al variare diy, il valor medioE(X//) descrive un insieme di

punti che viene denominatourva di regressione di X su.Y

Quanto precede lasci intendere che trattasi dalt@acdel piano

X, ydi equazioni parametriche:
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{}=aﬂ»=m(y
y=Yy.

Se la distribuzione e discreta, trattasi - ovviateendi un
insieme di punti isolati che, per estensione dyuizggio, viene
ancora chiamato “curva” di regressione. ChiaramenieseX e
Y sono indipendenti, la curva di regressione Xdisu Y &
semplicemente la retta parallela all’agseli equazionex = m,,
passante per il baricentro della distribuzione.

Analogo il significato dicurva di regressione di Y su; X

essa ¢ il luogo di equazioni parametriche:

X=X
{y=a%»=m(x
e nel caso di indipendenza, trattasi della rettaqdiazioney =
m, parallela all’'asse.
Per intendere su un esempio il significato delleveudi

regressione si ripensi alle v.X = statura,Y = peso di un
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individuo scelto a caso in una collettivita. Le @sszioni
compiute sulla collettivita abbiano posto in evidemn insieme
di possibili coppie ordinaté€x,, y) quali quelle che appaiono

nellafigura 7.

Yk

h 3

La coppia (X, V) Si sia presentatan,, Vvolte sulle n
osservazioni (sicché,/n e la frequenza osservata di quella
coppia di determinazioni &, Y).

Assumendo pari dl/n la probabilita di sorteggiare un
determinato individuo dalla collettivita (adottandmoe una

scelta a caso) valuteremo ugualeng@n la probabilita che
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guellindividuo abbia statura ugualexacm e peso uguale ya
kg. La curva di regressione della statura sul gestsce ora la
statura media in corrispondenza ad ogni singolardehazione
del peso (una statura tipica, per cosi dire, rapporal peso).
Analogo il significato dell’altra curva di regresse. Occorre
soffermare l'attenzione sulla asimmetria delle doeioni: Una
cosa e la statura tipica per pesi assegnati, ibleso tipico per
assegnate stature (le curve di regressione nowridoimo se non
casualmente).
Le curve di regressione godono di una proprieta

particolarmente significativa , che enunceremo aerimento

alla curva di regressione HisuY. E’:
E{[x-m(V1?} =min & x- 617}
ossia la deviazione quadratica mediaXdia una funziong(Y)

della v.a.Y € minima quandg(Y)é uguale ay(Y),
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Invero, nell'ipotesi di distribuzione dotata di d#a,

risulta;

+00+00

E(X-ogW2=[]lx ¢X% € x)y dxdy

—00—00

=_f°f2(y)_f[x— o V1% f(OXY dde

e I’integraIeT[x— a( V1% f( Y dx& minimo quandog(y) = my(y),

poiché fornisce - allora - la varianza Minella distribuzione
subordinata all'ipotesiY =y (si ricordi allo scopo la proprieta
del minimo della varianza di una v.a.; vedi parégt&).

Le curve di regressione, in generale distintecestano, di
norma, dall’andamento rettilineo. Nelle applicazipratiche ove
guesto scostamento € usualmente poco sensibileldjoitaira
nullo) si preferisce considerare, in luogo dellerveu di
regressione, delleette di regressione&he le approssimano nel

senso che sara tosto chiarito.
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Precisamente: dicesetta di regressione lineardi X su Y
quella delle rette di equaziong = ay + [ in corrispondenza
alla quale riesce minima la deviazione quadratiedien E{TX -
(aY + B]?}, delle distanze misurate sulle parallele all’assea
le determinazioni dK e le corrispondenti determinazioni @diY
+ [ Si rifletta, per intendere il significato delle eta
approssimazione, che ad ogni determinazigndella v.a.Y
corrisponde una distribuzione, subordinata, d€l&asi ricordi la

proprieta della curva di regressionexasu Y.

Ora é:

E[[X—(aY+,8]2} = X-2Xawp+(@® V+2a8 ¥ p7)|=
E(X?)-2aE(XY) - 28K XY+a® & Y¥)+ 208 E )Y+ p*

e la soluzione del sistema di equazioni ottenutoubando la

derivate parziali rispetta, Se:
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B=m, -,0%; m,,
sicché la cercata retta di regressione lineadegliY ¢ la retta di
equazione
g
X—m, =p;;(y— m) .
In modo analogo si trova che la:
Uy
y-m, =pz(x- m)

e I'equazione della retta di regressione linearé sliX.

Si osservi che segg=0 (non correlazione trX eY) le rette
di regressione sono parallele agli assi coordilssi,o = #1 le
due rette coincidono (sappiamo gia che in quei dasi
dipendenza stocastica tb& e Y € un legame di dipendenza

lineare).

In ogni caso le rette di regressione passano fparitentro
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della distribuzione. Sep # 0, linclinazione sull’asse delle

ascisse e positiva 0 negativa a seconda che gia> 0

(correlazione positiva) @< 0 (correlazione negativa).

[1.6 Ellisse di inerzia. - Ellisse di concentrazion.

Si e visto che le rette di regressione godono geliprieta
di rendere minima la speranza matematica del qtmdtegli
scarti tra una v.a. e una funzione lineare detBalGli scarti
sono misurati in entrambi i casi sulle parallele @ asse
coordinato.

Consideriamo ora una generica rettalel piano(x, y) e
indichiamo cory, la “distanza aleatoria dei punti immagine delle
possibili coppie di determinazioni della v.a. dapfX, Y)dar
(misurata, quindi, sulla direzione ortogonale alfa Per ogni

rettar si calcoli la speranza matematid&(4,%), del quadrato

89



Prof. Letterio Guglielmo Le Variabili Aleatorie

della distanza.

La rettar che rende minima tale speranza matematica e
dettaretta di regressione ortogonal®lanifestamente tale retta
deve passare per il baricentpm, m) della distribuzione. (Si
riflette sul fatto cheE(4% misura il momento di inerzia della
distribuzione rispetto alla rett

Detto @ I'angolo che la generica retraper il baricentro
forma col verso positivo dell’assel’equazione della é:

(x=m)sind—(y- m)cosd=0
e risulta
E(D?) = E{[( X- m) sif-( Y- n)cosaF} =
= var(X)sinf8-2pc (X)o (Y) sif codd+ var(Y)cosd =
= o;sin’6-2po,0,sindcosd + o, cod b .
Al variare ora di@ si pensi di staccare, a partire dal

baricentro e sui due versi di ogni direzioneun segmento di

lunghezza pari al reciproco dE(4)] ™. Il luogo dei punti in tal
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modo ottenuto € un’ellisse, dethisse di inerziadi equazione

(x—rzny _Zp(x—m)(y— M) (¥ Zrt))2 _ 21 |
o, 0,0, o, o,0

X y 5
La retta di regressione ortogonale [univocamente
determinata, salvo il casop = 0 e *(X) = J(Y) & asse
maggiore dell'ellisse.
Le rette di regressione lineare sono diametri, ctias
coniugato con un’asse coordinato. Si vedagara 8 ove conry

e indicata la retta di regressione Xlisu'Y, conr, la retta di

regressione dY suX e conr la retta di regressione ortogonale.

!}

Figua s
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La famiglia di ellissi omotetiche

(x-m)?  x-m)y-m) (v 7 _

o; 0,0, o,

[2.10]

Cui appartiene perc = I'ellisse di inerzia, € per piu aspetti

0,0,
interessante. Si osservi intanto che wer 0 (non correlazione)
e per oy = ¢, trattasi di circonferenze (ogni diametro € asse
maggiore).
Per ¢/ = 1 le ellissi degenerano su una retta doppia

(sappiamo gia il significato della condizione: laassa € tutta

raccolta su una retta).

Sia |d < 1; lellisse della famiglia [2.10], conc® = 4(1 -
/) gode di una particolare proprieta: & I'ellisséreta quale si
puo pensare concentrata in modo uniforme la masgaria
mantenendo invariati i momenti primi e secondi alell

distribuzione originaria della v.a. dopp{, Y) L'ellisse in
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guestione ¢é dettalisse di concentrazione.

93



Prof. Letterio Guglielmo Le Variabili Aleatorie

Bibliografia.

94



Prof. Letterio Guglielmo Le Variabili Aleatorie

- J. Bass Elements de calcul des probabilitddasson,

1962.

- B. De Finetti  Teoria della probabilitaEinaudi, 1963.

- M. Cugiani Metodi dell’analisi numericaUtet, 1967.

- H. Cramer Mathematical methods of statistié&inceton

University press, 1946.

- T. S. Ferguson Mathematical statistics Academic press,

1967.

- B. V. GnedenkoThe theory of probabilityChelsea publishing

company, 1962.

- W. Feller An introduction to probability theory and its

applications vol II, J. Wiley, 1966.

- L. J. Savage The foundations of statistic3. Wiley, 1954.

- F. Spitzer Principles of random walk/an Nostrand co.

inc., 1964.

95



Prof. Letterio Guglielmo Le Variabili Aleatorie

- S. S. Wilks Mathematical statistics]. Wiley, 1962.

96



Prof. Letterio Guglielmo Le Variabili Aleatorie

Indice.

97



Prof. Letterio Guglielmo Le Variabili Aleatorie

= PreMESSaA.. .. pag. 2

- Capitolo I°: Le variabili aleatorie unidimensionia

.1 La variabile aleatoria come funzione P-misurabe...............

11
I.2 Funzione di ripartizione di una variabile aledoria...............
16
1.3 Valori caratteristici di una distribuzione. ...................ceee 26
[.4 Speranza matematica di una variabile aleatoria................ 30
[.5 Momenti di una variabile aleatoria................cooooiiiiiiiiiiinnne.
35
I.6 Varianza. - Disuguaglianza di Bienayme-Cebicew............ 38
[.7 Indici posizionali. - Mediana, frattili, moda................ccccoee.
43

- Capitolo 1I°: Le variabili aleatorie multiple.

[1.1 Distribuzioni bidimensionali congiunte............ccccoeeevveeeeeenn...

49

98



Prof. Letterio Guglielmo Le Variabili Aleatorie

I1.2 Distribuzioni marginali e distribuzioni subor dinate............

56
[1.3 Valori caratteristici di una distribuzione bi dimensionale.. 64
1.4 Variabili aleatorie indipendenti. .........cccccceeiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn.
72
I1.5 Correlazione. - Regressione. - Regression@dare............. 78
[1.6 Ellisse di inerzia. - Ellisse di concentrazios...................... 88
- Bibliografia.........oooovveiiiiii s 93

99



	Premessa
	1. Le variabili aleatorie unidimensionali
	1.1 La variabile aleatoria come funzione P-misurabile
	1.2 Funzione di ripartizione di una variabile aleatoria
	1.3 Valori caratteristici di una distribuzione
	1.4 Speranza matematica di una variabile aleatoria
	1.5 Momenti di una variabile aleatoria
	1.6 Varianza. - Disuguaglianza di Bienaymè-Cebicev
	1.7 Indici posizionali. - Mediana, frattili, moda

	2. Le variabili aleatorie multiple
	2.1 Distribuzioni bidimensionali congiunte
	2.2 Distribuzioni marginali e distribuzioni subordinate
	2.3 Valori caratteristici di una distrib. bidimensionale
	2.4 Variabili aleatorie indipendenti
	2.5 Correlazione. - Regressione. - Regressione lineare
	2.6 Ellisse di inerzia. - Ellisse di concentrazione

	Bibliografia
	Indice

