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Analisi della varianza (ANOVA) ad una via

Dicembre 2002

L’analisi della varianza (ANOVA) è una metodologia statistica che per-
mette di valutare gli effetti su una variabile di interesse di fattori di control-
lo che possono assumere diversi livelli. Per esempio, gli effetti sulla durata
media di un componente al variare della qualità del materiale con cui è pro-
dotto, del tipo di metodologia di produzione adottata; del tipo di controllo
di qualità sul prodotto finito, ecc. . .

Per motivi di tempo e di opportunità didattica descriveremo il metodo
applicato al caso in cui si vogliano valutare gli effetti di un solo fattore di
controllo. Ovvero tratteremo il caso della analisi della varianza da una via.

Referenze Per ulteriori informazioni o approfondimenti sull’analisi della
varianza si consiglia di consultare il testo di P. Erto, Probabilità e Statistica,
Mc Graw-Hill.

1 Analisi della varianza ad una via

Assumiamo quindi di aver misurato una certa variabile di interesse X per
N valori diversi dell’unico fattore di controllo e ogni volta di aver effettuato
M osservazioni. Assumiamo che le singole osservazioni siano statisticamente
indipendenti e che quindi sia possibile modellizzarle come N · M variabili
aleatorie indipendenti Xij con i = 1, . . . , N l’indice corrispondente al valore
i-esimo del fattore di controllo e j = 1, . . . ,M l’indice associato alla j-esima
osservazione (all’interno del gruppo di osservazioni corrispondenti allo stesso
livello del fattore di controllo). È naturale pensare che le Xij siano v.a.
gaussiane di media µi e varianza σ2. La media dipende solo dal livello del
fattore di controllo mentre la varianza, per semplicità, assumiamo che non
dipenda dal fattore di controllo. Nelle applicazioni pratiche si dovrà, di caso
in caso, valutare se sia possibile o meno assumere tale indipendenza. Si
ricordi che il nostro obiettivo finale è estrarre dalle osservazioni gli effetti
dei vari livelli del fattore di controllo sulla quantità misurata.

L’unica caratteristica che dipende dal livello del fattore è il valor medio
µi delle osservazioni. Per valutare quindi un qualche effetto del cambiamento
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del fattore di controllo sulla variabile misurata possiamo costruire un test
statistico che tenti di rigettare l’ipotesi nulla

H0 = “Tutti gli µi sono uguali”

a favore dell’ipotesi

H1 = “Almeno uno dei µi è diverso dagli altri”.

Consideriamo quindi il seguente modello:

Xij = µ + αi + εij

dove abbiamo espresso le v.a. Xij come somme di quantità deterministiche
µ e αi e di quantità aleatorie εij indipendenti con distribuzione gaussiana a
media nulla e varianza σ2. Le v.a. εij sono interpretabili come gli errori di
misura o le variabilità aleatorie intrinseche alle singole osservazioni, mentre
le quantità deterministiche µ, αi sono legate alle µi dalla seguente semplice
relazione:

µi = µ + αi

con

µ =
µ1 + µ2 + · · · + µN

N

e di conseguenza
α1 + α2 + · · · + αN = 0.

In questo modo l’ipotesi nulla H0 è equivalente ad avere µi = µ per ogni i,
ovvero αi = 0 per ogni i mentre l’ipotesi H1 equivale al fatto che, almeno
uno degli αi è ragionevolmente diverso da zero.

Il nostro scopo è quindi quello di costruire una opportuna statistica e
una regione di rigetto per H0 associata a tale statistica.

Consideriamo le seguenti quantità:

X :=
1

NM

N
∑

i=1

M
∑

j=1

Xij

Xi· :=
1

M

N
∑

j=1

Xij

e

Σt :=
N

∑

i=1

M
∑

j=1

(Xij − X)2
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Osserviamo che

Σt =
N

∑

i=1

M
∑

j=1

(Xij − Xi· + Xi· − X)2

=
N

∑

i=1

M
∑

j=1

[

(Xi· − X)2 + (Xij − Xi·)
2 + 2(Xij − Xi·)(Xi· − X)

]

= M
N

∑

i=1

(Xi· − X)2 +
N

∑

i=1

M
∑

j=1

(Xij − Xi·)
2 +

N
∑

i=1

M
∑

j=1

2(Xij − Xi·)(Xi· − X)

= M

N
∑

i=1

(Xi· − X)2 +

N
∑

i=1

M
∑

j=1

(Xij − Xi·)
2

poichè:

2
N

∑

i=1

M
∑

j=1

(Xij − Xi·)(Xi· − X) = 2
N

∑

i=1

(Xi· − X)
M
∑

j=1

(Xij − Xi·)

= 2

N
∑

i=1

(Xi· − X)





M
∑

j=1

Xij −

M
∑

j=1

Xi·





= 2

N
∑

i=1

(Xi· − X)
[

MXi· − MXi·

]

= 0.

Quindi ponendo

Σf :=
N

∑

i=1

(Xi· − X)2

ed

Σe :=

N
∑

i=1

M
∑

j=1

(Xij − Xi·)
2

abbiamo che
Σt = MΣf + Σe (1)

Un’interpretazione intuitiva di quest’ultima uguaglianza è la seguente: Σt

può essere inteso come il momento d’inerzia di MN masse unitarie collocate
nei punti Xij (in una dimensione spaziale), X è il baricentro di tutte le masse,
mentre Xi· quello dei gruppi di M masse con lo stesso indice i. La formula
dice allora che il momento di inerzia totale è costituito dalla somma Σe dei
momenti di inerzia dei singoli gruppi rispetto ai loro baricentri (con i fissato)
più il momento di inerzia dei gruppi rispetto al baricentro complessivo del
sistema (MΣf ).
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Dal punto di vista statistico la formula (1) si interpreta invece cos̀ı : la
somma Σt degli scarti quadratici di tutte le osservazioni Xij dalla loro media
complessiva X si può decomporre in due contributi: il primo MΣf dipende
solo dagli scarti delle medie parziali Xi· dalla media complessiva, mentre il
secondo Σe dipende solo dagli scarti delle osservazioni dalle medie parziali
del gruppo alle quali appartengono.

Se l’ipotesi H0 è vera, allora tutte le v.a. Xij sono N(µ, σ2) e

E Σe =

N
∑

i=1

E

M
∑

j=1

(Xij − Xi·)
2 = N(M − 1)σ2

mentre

E Σf =
N

∑

i=1

E(Xi· − X)2 =
(N − 1)σ2

M
(2)

(verificare!).
Queste due uguaglianze sono casi particolari del fatto che date n v.a.

gaussiane Yk k = 1, . . . , n a media nulla e varianza σ2

Y , la v.a.

S2

Y :=
n

∑

k=1

(Yi − Y )2

(varianza empirica) con

Y :=
1

n

n
∑

k=1

Yi

è tale che E S2

Y = (n − 1)σ2.
Nella eq. (2) le v.a. gaussiane di cui calcoliamo la varianza empirica

sono le Xi· che risultano a loro volta gaussiane con varianza Var(Xi·) =
σ2/M (poiché sono le medie empiriche di M v.a. gaussiane indipendenti
con varianza σ2). Quindi definendo:

S2

e :=
1

N(M − 1)
Σe e S2

f :=
M

N − 1
Σf

si ha che
E

[

S2

e

]

= E
[

S2

f

]

= σ2.

quindi sia S2
e che S2

f sono stimatori non distorti della varianza delle Xij

(questo se H0 è vera).
La v.a. Σe/σ2 ha la distribuzione di un χ2 con N(M−1) gradi di libertà;

possiamo infatti decomporla come segue:

Σe

σ2
=

N
∑

i=1

M
∑

j=1

(Xij − Xi·)
2

σ2
=

N
∑

i=1

Σe,i

σ2
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con

Σe,i =
M
∑

j=1

(Xij − Xi·)
2

e notare che le Σe,i/σ2, i = 1, . . . , N hanno distribuzione χ2 con M −1 gradi
di libertà e che sono indipendenti.

Invece Σf/(σ2/M) = MΣf/σ2 ha distribuzione χ2 con N − 1 gradi
di libertà. Un fatto notevole che non dimostreremo è che Σf e Σe sono
indipendenti. Intuitivamente questo significa che le fluttuazioni intorno alla
media empirica di ciascun gruppo sono indipendenti dalle fluttuazioni delle
medie empiriche di ciascun gruppo rispetto a quella complessiva.

Definizione 1 Se Sn e Sm sono due v.a. χ2 rispettivamente con n ed m
gradi di libertà, allora la v.a.

Zn,m =
(Sn/n)

(Sm/m)

ha una distribuzione continua e viene chiamata Z (zeta) di Fisher con
parametri n, m.

Quindi la v.a.

Ẑ =
(MΣf/σ2)/(N − 1)

(Σe/σ2)/[N(M − 1)]
=

MN(M − 1)

N − 1

Σf

Σe

ha distribuzione Z di Fisher con parametri N − 1, N(M − 1).
Conoscendo i quantili della Z di Fisher possiamo costruire una regione

di rigetto per H0 al livello di confidenza 1 − α.
Denotiamo con zα(n, m) i quantili della Z di Fisher con parametri n, m al

livello α, ovvero se Zn,m è una v.a. Z di Fisher con parametri n, m abbiamo
che

P(Zn,m ≤ zα(n, m)) = α

Allora possiamo prendere come regione di rigetto per Ẑ il seguente
intervallo (ad una coda) R = [z1−α(N − 1, N(M − 1)), +∞). Infatti

P(Ẑ ∈ R) = P(Ẑ ≥ z1−α(N − 1, N(M − 1)))

= 1 − P(Ẑ < z1−α(N − 1, N(M − 1))) = α.

La scelta di una regione di rigetto ad una coda è suggerita dalla seguente
osservazione: se H0 è falsa (ovvero se alcune delle µi sono diverse dalle altre)
allora la variabilità delle osservazioni tra i diversi gruppi tenderà a essere
maggiore della variabilità delle misurazioni all’interno dei singoli gruppi e
quindi la variabilie Ẑ avrà la propensione ad assumere valori grandi. Voglia-
mo che il test sia sensibile a questo tipo di deviazioni dal comportamento
statistico atteso per Ẑ.
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Una volta determinata la regione di rigetto (a fissato livello di confidenza)
possiamo calcolare il valore effettivo di Ẑ dai dati del nostro problema e
confrontarlo con R. Se Ẑ cade all’interno di R allora possiamo rigettare H0 a
favore di H1. Abbiamo in questo caso abbastanza evidenze sperimentali per
sostenere che i diversi valori del fattore di controllo influenzano in maniera
deterministica la variabile che stiamo osservando. Occorreranno però analisi
di natura diversa (e.g. una regressione) per quantificare l’entità di tali effetti
o anche la dipendenza dettagliata dai vari livelli del fattore di controllo.

Esercizio 1 Verificare che nel caso generale (ovvero senza porre αi = 0 per
ogni i) si ha che

E
[

S2

e

]

= σ2

ed

E
[

S2

f

]

= σ2 +
M

N − 1

N
∑

i=1

α2

i

Questo implica che il valore atteso di S2

f è minimo quando H0 è vera.

2 Esempio di ANOVA ad una via

Per migliorare le caratteristiche di durata (a sollecitazioni dinamiche) di un
componente aereonautico si è deciso di aggiungere delle fibre di carbonio al
materiale composito con cui è prodotto. Si è tuttavia incerti su quale sia la
migliore lunghezza delle fibre tra le quattro possibili per questa particolare
applicazione. Si decide pertanto di effettuare una breve sperimentazione per
appurare innanzitutto se la lunghezza delle fibre abbia o meno un effetto
significativo sulla durata del componente. Nel caso che l’effetto esista, si
vuole conoscere quale sia la lunghezza ottima da adottare.

Si sono pertanto approntati 4 gruppi, di 5 prototipi ciascuno, per ognuna
della 4 alternative di lunghezza disponibili. Sottoponendoli a prove di durata
si sono ottenuti i risultati riportati nella tabella sottostante.

livello osservazioni
media e
varianza

interv. di
confidenza
della media

1 8.99, 9.89, 9.61, 9.31, 9.35 9.43, 0.1146 [9.01, 9.85]

2
11.62, 11.40, 11.11, 10.80,
11.72

11.33, 0.1426 [10.86, 11.80]

3
11.85, 11.33, 11.84, 13.83,
11.05

11.998, 1.1866 [10.63, 13.33]

4 7.57, 11.27, 8.94, 7.89, 9.28 8.99, 2.12785 [7.18, 10.80]
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Dai dati si ricava facilmente che Σt = 45.717 e che Σf = 6.286, poi
abbiamo che N = 4 mentre M = 5. Dunque Σe = Σt − MΣf = 45.716 −

31.430 = 14.287, quindi

Ẑ∗ =
MN(M − 1)

N − 1

Σf

Σe

=
5 · 4 · 4

3

6.286

14.287
= 11.733

Se ora calcoliamo la probabilità che una variabile Z di Fisher con parametri
3, 16 (N − 1, N(M − 1)) abbia un valore più grande di Ẑ∗ si ottiene

P(Z3,16 > Ẑ∗) = 0.0003

da cui si può concludere che l’ipotesi H0 può essere rigettata fino al livello
di significatività 1 − 0.0003 = 0.9997. Viceversa se fissiamo un livello di
significatività 1 − α = 0.95 standard, abbiamo che la regione di rigetto è
R = [3.29,+∞) che porta lo stesso a rigettare H0. Abbiamo quindi una forte
evidenza che le µi sono diverse al variare del fattore di controllo. Stimando in
maniera standard un’intervallo di confidenza al 95% sulla media (riportato
anch’esso sulla tabella) si può osservare che il terzo gruppo di osservazioni
presentano una media sensibilmente maggiore degli altri gruppi. Sarà quindi
preferibile utilizzare fibre corrispondenti al livello 3.

Osservazione Di seguito riportiamo la tabella della funzione di ripartizio-
ne della Z di Fisher, da cui si possono anche stimare i quantili. Si noti che
nella tabella l’indice m corrisponder al primo parametro della Z (il numero
di gradi di libertà della variabile χ2 al numeratore) mentre l’indice n cor-
risponde al secondo parametro (il numero di gradi di libertà della variabile
χ2 al denominatore).
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Sui metodi Monte Carlo

Novembre 2002

1 Somme di variabili indipendenti

Alcuni dei fenomeni più interessanti che si incontrano nello studio della
teoria della probabilità sono legati alle proprietà delle somme di molti ad-
dendi indipendenti. Supponiamo che X1, . . . ,Xn, . . . sia una sequenza di
v.a. indipendenti e consideriamo le somme pariziali

Sn := X1 + · · · + Xn

come mostreremo, specificando un pò meglio le condizioni necessarie, accade
che nel limite n → ∞ si ha

Sn

n
→ E X1

cioè le somme parziali, opportunamente normalizzate, tendono al valore me-
dio probabilistico dei singoli addendi. Il significato di questa frase sarà
chiarito più sotto. Si noti come Sn/n non sia altro che la media empiri-
ca delle v.a. X1, . . . ,Xn. Si immagina infatti la seguente situazione: in
un esperimento una certa misurazione viene ripetuta n volte ottenendo n
valori: x1, . . . , xn (useremo le lettere minuscole per denotare il risultato di
un particolare esperimento). Questi x1, . . . , xn sono dei numeri e non delle
variabili aleatorie, però è possibile construire un modello probabilistico della
situazione reale di fronte alla quale ci troviamo. Nel modello esistono varia-
bili aleatorie X1, . . . ,Xn che sono delle funzioni dallo spazio degli eventi Ω
a valori in R. Il nostro esperimento è un particolare evento ω ∈ Ω e i valori
da noi ottenuti x1, . . . , xn sono i valori che le v.a. X1, . . . ,Xn prendono in
corrispondenza di questo determinato evento ω:

Xi(ω) = xi

per ogni i = 1, . . . , n.
La media empirica XN := Sn/n è quella particolare v.a. che sull’evento

corrispondente al nostro esperimento vale esattamente (x1 + · · · + xn)/n,
appunto la media delle nostre osservazioni sperimentali.

Se eseguo molte misurazioni “indipendenti” e medio i risultati di queste
osservazioni, il risultato che ottengo (e cioè XN ) non sarà più un valore
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casuale (o fluttuante, o comunque soggetto alla aleatorietà intriseca delle
singole misurazioni) ma sarà un valore ben determinato che nel modello
probabilistico corrisponde al valor medio del singolo addendo Xi.

Teorema 1 (Legge (debole) dei grandi numeri) Siano X1, . . . ,XN va-
riabili aleatorie indipendenti ed identicamente distribuite (i.i.d) di media
E X1 = µ e varianza Var(X1) = σ2. Definendo la media empirica come

XN :=
X1 + · · · + XN

N
(1)

si ha che al tendere di N all’infinito XN converge in probabilità a µ. Ovvero,
fissati a piacere ε, δ positivi esiste N0(ε, δ) tale che

P(|XN − µ| ≥ δ) ≤ ε

per ogni N > N0(ε, δ).

Dim. Calcoliamo la media e la varianza di XN :

E XN =
E X1 + · · · + E XN

N
= µ

mentre

Var(XN ) = E
(

XN − µ
)2

= N−2
E

[

N
∑

i=1

(Xi − µ)

]2

= N−2
N
∑

i=1

E [(Xi − µ)]2 =
σ2

N

Quindi la media delle XN non varia con N mentre la varianza diventa sempre
più piccola. Quindi intuitivamente è chiaro che la probabilità che XN prenda
valori lontani dalla media deve diventare piccola per N grandi (si ricordi che
la varianza misura la “dispersione” di una variabile aleatoria attorno alla sua
media). Per formalizzare questa intuizione abbiamo bisogno della seguente
disuguaglianza (di Chebishev): per ogni v.a. Z con varianza finita vale che

P(|Z − E Z| ≥ a) ≤ Var(Z)

a2
(2)

che dimosteremo nel seguito. Applicando la (2) alla v.a. XN si ottiene:

P(|XN − µ| ≥ a) ≤ σ2

Na2

e scegliendo a = δ e N0(ε, δ) in modo tale che σ2 ≤ εδ2N0(ε, δ) si ottiene

P(|XN − µ| ≥ δ) ≤ σ2

Nδ2
≤ σ2

N0(ε, δ)δ2
≤ ε

per ogni N ≥ N0(ε, δ) che prova la tesi. �
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Lemma 1 (Disuguaglianza di Chebishev) Per ogni v.a. Z con varian-
za finita, vale che

P(|Z − E Z| ≥ a) ≤ Var(Z)

a2
. (3)

Dim. Sia F (z) la seguente funzione

F (z) =

{

1 se |z − E Z| ≥ a;

0 se |z − E Z| < a.

allora sarà vero che, per ogni possibile valore di Z,

(Z − E Z)2 ≥ (Z − E Z)2F (Z)

dato che il membro destro si ottiene dal sinistro moltiplicando per 0 od 1 a
seconda del valore di Z. Poi, possiamo anche scrivere che

(Z − EZ)2F (Z) ≥ a2F (Z)

poichè quando l’espressione (Z − E Z)2 al primo membro è minore di a2 la
funzione F (Z) vale zero e quindi entrambe i membri si annullano, mentre se
(Z−EZ)2 è maggiore di a2 allora la disuguaglianza è banalmente verificata.
Si ottiene quindi

(Z − EZ)2 ≥ a2F (Z)

e prendendo il valore medio di entrambe i membri

Var(Z) = E(Z − E Z)2 ≥ a2
E F (Z) = a2

P(|z − E Z| ≥ a)

che è la tesi che volevamo dimostrare. �

Nel seguito avremo bisogno di un risultato più forte di quello ottenuto
nel teorema precedente (legge debole dei grandi numeri). In particolare
vorremo che, fissato l’esperimento ω, la sequenza di medie empiriche Xn(ω)
(ora sono numeri e non v.a.) converga (nel senso della convergenza delle
serie numeriche) ad E X1. Questo risultato è garantito (nelle ipotesi che
abbiamo già formulato sopra) dal seguente teorema che non dimostriamo:

Teorema 2 (Legge forte dei grandi numeri) Nelle ipotesi del teorema
precedente vale che, esiste A ⊂ Ω tale che P(A) = 1 e che

lim
n→∞

Xn(ω) = E X1

per ogni ω ∈ A.

Si noti che il teorema non può escudere che esistano casi particolari in
cui la convergenza non ha luogo. Ma assicura se l’insieme Ω\A di questi casi
particolari ha probabilità nulla e quindi in un certo senso è ininfluente.

Il prossimo risultato caratterizza il modo in cui le medie empiriche si
avvicinano asintoticamente al valore limite.
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Teorema 3 (Teorema del Limite Centrale (TLC)) Sia X1, . . . ,Xn, . . .
una sequenza i.i.d. di v.a. con media µ e varianza σ2, la v.a.

Zn =
X1 + · · · + Xn − nµ

σ
√

n
=

√
n

Xn − µ

σ

nel limite n → ∞ converge in legge a una v.a. Gaussiana standard.

Dim. Per comodità, introduciamo le v.a.,

Yi :=
Xi − µ

σ

aventi media nulla e varianza unitaria (verificare), si noti che la sequenza
Y1, . . . , Yn, . . . è ancora i.i.d.. In questo modo Zn =

√
n Y n. Calcoliamo la

funzione generatrice dei momenti di Zn:

ΦZn
(θ) := E

[

eθZn

]

=

n
∏

i=1

E

[

eθYi/
√

n
]

= E

[

eθY1/
√

n
]n

=
[

ΦY1
(θ/

√
n)
]n

dove ΦY1
(θ) := E eθY1 è la funzione generatrice dei momenti di Y1 e do-

ve si è utilizzata, in maniera cruciale, l’indipendenza e l’uguaglianza delle
distribuzioni delle Yi.

Quando n è grande possiamo espandere ΦY1
(θ/

√
n) in serie di Taylor:

ΦY1
(θ/

√
n) = ΦY1

(0) + Φ′
Y1

(0)
θ√
n

+
1

2
Φ′′

Y1
(0)

(

θ√
n

)2

+ O

(

(

θ√
n

)3
)

e ricordando che ΦY1
(0) = 1 (sempre), Φ′

Y1
(0) = E Y1 = 0, Φ′′

Y1
(0) = E Y 2

1 =
Var(Y1) = 1, si ha

ΦZn
(θ) =

[

1 +
θ2

2n
+ O

(

θ2/n3/2
)

]n

= exp

{

n log

[

1 +
θ2

2n
+ O

(

θ3/n3/2
)

]}

= exp

[

θ2

2
+ O

(

θ3/n1/2
)

]

da cui si ottiene che

lim
n→∞

ΦZn
(θ) = exp

(

θ2

2

)

che è proprio la funzione generatice della Gaussiana standard. Quindi poichè
le f.g. di Zn convergono alla f.g. di una Gaussiana standard possiamo
affermare che la distribuzione di Zn converge, al tendere di n all’infinito,
alla distribuzione di una Gaussiana standard. �

Una conseguenza importante del TLC è la possibilità di approssimare la
distribuzione (opportunamente normalizzata) di una somma di v.a. indipen-
denti con quella gaussiana, la cui forma analitica è ben nota. In particolare,
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se X1, . . . ,Xn sono v.a. i.i.d e Z ∼ N(0, 1) allora per n sufficentemente
grande (di solito 10 ÷ 50 è abbastanza) si ha che

P
(

a ≤ Xn ≤ b
)

= P

(√
n

a − µ

σ
≤

√
n

Zn − µ

σ
≤

√
n

a − µ

σ

)

≈ P

(√
n

a − µ

σ
≤ Z ≤

√
n

b − µ

σ

)

= F

(√
n

b − µ

σ

)

− F

(√
n

a − µ

σ

)

dove F (x) è da funzione di ripartizione di una Gaussiana standard

F (x) := P(Z ≤ x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2 du

Intuitivamente, il teorema del limite centrale, asserisce che, per n suffi-
centemente grande

Xn ≈ E X1 + n−1/2Z

cioè che Xn differisce dal suo valore limite E X1 per uno scarto che va a zero
come n−1/2 e che ha una distribuzione gaussiana.

2 Stima del valore medio

I risultati della sezione precedente suggeriscono un metodo per stimare il
valore medio µ = EX di una variabile aleatoria X (si suppone sempre che
E |X| < ∞, cioè che abbia senso parlare del valore medio di X). Disponendo
di un campione x1, . . . , xn di rango n estratto da una popolazione di v.a.
X1, . . . ,Xn tutte distribuite come X, possiamo stimare µ come

µstima =
x1 + · · · + xn

n
.

La legge forte dei grandi numeri ci assicura che µstima → µ nel limite in cui
il campione ha rango arbitrariamente grande (n → ∞). Nelle applicazione
pratiche il rango del campione è finito e sorge il problema di caraterizza-
re l’errore che si commette approssimando µ con µstima. Formalizzando
il problema consideriamo la v.a. corrispondente a µstima, ovvero la media
empirica:

Xn =
X1 + · · · + Xn

n
.

Abbiamo il seguente risutato:

Teorema 4 Sia σ2 = Var(X) e µ = E X, allora per ogni livello di confi-
denza 1 − α fissato, con 0 < α < 1 si ha che, per n → ∞,

P

(

|Xn − µ| ≤ σ√
n

φ1−α/2

)

≈ 1 − α. (4)

dove φα denota il quantile della legge gaussiana standard al livello α.
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Dim. Osserviamo che se G è una v.a. gaussiana standard (N(0, 1)) si ha
che

P(|G| ≤ φ1−α/2) = 1 − α (5)

dove ricordiamo che φα è definito come l’unico numero tale che

P(G ≤ φα) = α.

Il teorema del limite centrale garantisce che

Z =
√

n
Xn − µ

σ

tende ad avere distribuzione gaussiana standard nel limite n → ∞, appli-
cando quindi la (5) a Z (in maniera approssimata) si ottiene

1 − α ≈ P(|Z| ≤ φ1−α/2) = P

(√
n

σ
|Xn − µ| ≤ φ1−α/2

)

(6)

che è ciò che volevamo dimostrare. �

Fissando un certo livello di confidenza 1 − α (per es. 95% oppure 99%)
possiamo affermare che la media “vera” µ è approssimata dalla stima empiri-
ca Xn con un errore che al più è pari a φ1−α/2σ/

√
n. Usualmente φ1−α/2 ≈ 2.

Se n aumenta l’errore che riesco a garantire, a parità di livello di confidenza,
è minore. Viceversa, se ammetto un livello di confidenza minore, l’erro-
re parimenti diminuisce (si noti però che in questo caso pago la maggior
precisione del risultato con una sua minore affidabilità).

Una osservazione: Il risultato che diamo non è, ne può essere, certo.
Utilizzando un metodo statistico non è possibile ottenere risultati certi, se
non nel limite in cui il rango del campione considerato diventa infinito. Con
un numero finito di osservazioni possiamo fare delle affermazioni che sono
plausibili e il cui grado di plausibilità è misurato dal livello di confidenza.

Per stimare l’errore nel modo appena esposto è necessario conoscere σ
ovvero la varianza della v.a. X. Usualmente questo non è possibile nelle
applicazioni e sorge il problema di stimare la varianza utilizzando il campione
a nostra disposizione.

Uno stimatore ben noto per la varianza è il seguente:

S2
n :=

1

n − 1

[

n
∑

i=1

(Xi − Xn)2

]

(7)

che gode della proprietà (dimostrarlo):

E S2
n = Var(X) = σ2.

e il cui valore dipende solamente dal campione X1, . . . ,Xn.
Volendo sostituire questo stimatore al valore esatto di σ2 il risultato

enunciato nel teorema precedente viene sostituito dal seguente:
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Teorema 5 Per ogni livello di confidenza 1 − α fissato, con 0 < α < 1 si
ha che, per n → ∞,

P

(

|Xn − µ| ≤ Sn√
n

t1−α/2(n − 1)

)

≈ 1 − α. (8)

dove tα(m) denota il quantile della legge T di Student con m gradi di libertà
al livello α.

Dim. Consideriamo

Z =
√

n
Xn − µ

S
.

Un risultato che non dimostriamo suggerisce che Z è approssimativamente
distribuita come una v.a. T di Student con n−1 gradi di libertà. Procedendo
come nella dimostrazione del teorema precedente si ottiene l’enunciato. �

Riassumendo: per ottenere una stima di µ dato un campione x1, . . . , xn si
devono calcolare la media empirica xn e la varianza empirica s2

n del campione
utilizzando le formule:

xn =
x1 + · · · + xn

n
e

s2
n =

1

n − 1

[

n
∑

i=1

(xi − xn)2

]

.

Fissando un livello di confidenza 1−α si può affermare che la media vera µ
di X giace nel seguente intervallo

xn − sn√
n

t1−α/2(n − 1) ≤ µ ≤ xn +
sn√
n

t1−α/2(n − 1)

scrittura che si può abbreviare in

µ = xn ± sn√
n

t1−α/2(n − 1).

3 Generazione di numeri casuali

I metodi MC si basano sulla possibilità di disporre di un campione di una v.a.
la cui distribuzione sia nota. Il modo più semplice ed efficente di ottenere
questi campioni è quello di utilizzare un generatore di numeri casuali che
non è altro che un particolare programma di calcolatore (o una funzione
all’interno di un linguaggio di programmazione o di un pacchetto applicativo
come ad esempio MathCad, MathLab, Excel, ecc. . . ). In realtà il calcolatore
non è in grado di generare una sequenza di numeri “veramente” casuale. Cio
che ogni generatore di numeri causali (o più propriamente pseudo-casuali)
fa è applicare iterativamente una trasformazione deterministica R partendo
da un valore iniziale x0 (seme) per ottenere una sequenza {xn} tale che
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xn = R(xn−1). Dal punto di vista statistico questa sequenza si comporta
come una successione di campioni di v.a. indipendenti, tutti con la stessa
distribuzione che usualmente è quella di una v.a. uniforme sull’intervallo
[0, 1]. Un generatore è più o meno buono a seconda del fatto che le sequenze
che è in grado di generare si comportano effettivamente come ci si aspetta
da un campione casuale, oppure mostrano delle regolarità che denunciano
la natura deterministica della procedura che le ha generate. Usualmente i
generatori presenti nei pacchetti applicativi hanno una qualità media.

Assumiamo che si disponga di un generatore di numeri casuali (GNC)
che fornisce un campione casuale di rango arbitrario di una v.a. uniforme
in [0, 1]. Nelle applicazioni avremmo bisogno di campioni estratti da popo-
lazioni avente distribuzioni diverse da quella uniforme in [0, 1]. Sorge quindi
la necessità di ottenere delle v.a. con distribuzione prefissata date delle v.a.
indipendenti e uniformi in [0, 1].

Ci viene in aiuto il seguente risultato

Lemma 2 Sia X una v.a. continua che ha densità pX(x) e funzione di
ripartizione FX(x), allora, se U è una v.a. uniforme in [0, 1] si ha che, la
v.a. Y definita come

Y = F−1
X (U)

ha la stessa distribuzione di X.

Dim. Ricordiamo che FX(t) = P(X ≤ t) e che F ′
X(t) = pX(t) ≤ 0. Se

A = {t : pX(t) > 0} è l’insieme dei valori che X può prendere, allora FX

è strettamente crescente sull’insieme A e quindi invertibile. Consideriamo
quindi FX : A → [0, 1] e sia F−1

X : [0, 1] → A la sua inversa, cioè la funzione
tale che

F−1
X (FX(t)) = t, per ogni t ∈ A

e
FX(F−1

X (u)) = u, per ogni u ∈ [0, 1].

Si noti che se a, b ∈ A, a ≤ b se e solo se FX(a) ≤ FX(b). Abbiamo quindi
che, se t ∈ A,

FY (t) = P(Y ≤ t) = P(F−1
X (U) ≤ t) = P(FX(F−1

X (U)) ≤ FX(t))

= P(U ≤ FX(t)) = FX(t)

dove FU (t) è la funzione di ripartizione di una variabile uniforme in [0, 1],
cioè:

Fu(t) =











0 se t < 0

t se 0 ≤ t ≤ 1

1 se t > 1
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Essendo quindi FY (t) = FX(t) per ogni t ∈ A ed entrambe le funzioni
essendo crescenti e continue, si ha che FY (t) = FX(t) per ogni t ∈ R. �

Questo lemma ci permette di costruire una v.a. Y avente distribuzione
data (specificata da F (t)) ogni qualvolta fossimo in grado di ottenere in
maniera esplicita l’inversa della funzione di ripartizione F (t).

Esempio 1 Sia F la funzione di ripartizione di una v.a. esponenziale di
parametro λ:

F (t) =

{

0 se t < 0

1 − e−λt se t ≥ 0.

Abbiamo che A = R+ (i numeri reali positivi). Calcoliamo l’inversa di
F (t) : A → [0, 1]. Dato t ≥ 0 sia h = F (t) ∈ [0, 1], allora

h = 1 − e−λt

che implica
t = −λ−1 log(1 − h)

quindi F−1(h) = −λ−1 log(1−h). Applicando il lemma precendente abbiamo
che, se U è una v.a. uniforme in [0, 1], allora

Y = F−1(U) = −λ−1 log(1 − U)

è una v.a. esponenziale di parametro λ.

I problema della generazione di v.a. discrete è invece risolto con l’aiuto
del seguente lemma:

Lemma 3 Sia X una v.a. discreta che prende valori xi, i = 1, . . . , n con
probabilità pi = P(X = xi) > 0 tali che

∑n
i=1 pi = 1. Definiamo le quantità

qi, i = 0, . . . , n tali che

qi =
i
∑

j=1

pj, per i = 1, . . . , n

ponendo q0 = 0. Sia U una v.a uniforme in [0, 1]. Sia F : [0, 1] → R la
funzione

F (u) :=























x1 se u ∈ [q0, q1) = [0, q1),

x2 se u ∈ [q1, q2),
...

xn se u ∈ [qn−1, qn] = [qn−1, 1];

allora la v.a. Y = F (U) ha la stessa distribuzione di X.
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Dim. Calcoliamo P(Y = xi):

P (Y = xi) = P (F (U) = xi) = P (U ∈ [qi−1, qi)) = (qi − qi−1) = pi

mentre P(Y = x) = 0 se x 6= xi per ogni i = 1, . . . , n. Quindi Y ha la stessa
distribuzione di X. �

Esempio 2 Supponiamo di voler generare una v.a. di Bernoulli con para-
metro 1/3, i.e. una v.a. X tale che

P(X = 0) = 2/3, P(X = 1) = 1/3, P(X 6∈ {0, 1}) = 0.

Consideriamo la funzione F : [0, 1] → R tale che

F (u) =

{

0 se u ∈ [0, 2/3)

1 se u ∈ [2/3, 1]

allora, per il lemma precedente, X = F (U) ha la distribuzione cercata.

Il lemma 2 non è praticamente applicabile quando non si conosce una
forma analitica della funzione di ripartizione della v.a. di interesse, oppure
quando la funzione di ripartizione non può essere invertita. In questi casi
occorrono vie alternative per generare dei numeri casuali con la distribuzione
voluta. Un caso importante per il quale il lemma 2 risulta inapplicabile è
quello della legge Gaussiana. In questo caso la funzione di ripartizione Φ è
data dall’integrale

Φ(t) =

∫ t

−∞

e−u2/2

√
2π

du

di cui non si ha a disposizione una forma analitica e quindi non si conosce
neppure la funzione inversa Φ−1. Una tecnica per generare v.a. Gaussiane
è descritta nella seguente proposizione:

Lemma 4 Siano date due v.a. R,Θ indipendenti e tali che R sia una v.a.
Esponenziale di parametro 1 e Θ una v.a. uniforme in [0, 2π]. Allora la v.a.

X :=
√

2R cos(Θ)

ha una distribuzione Gaussiana standard.

Dim. È sufficente dimostrare che

P(X ∈ A)
?
=

∫

A

e−u2/2

√
2π

du

per ogni intervallo A ⊂ R. Sia 11A : R → R la funzione caratteristica
dell’insieme A, ovvero

11A(x) =

{

1 se x ∈ A,

0 altrimenti.
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Allora

P(X ∈ A) = E [11A(X)] = E

[

11A

(√
2R cos(Θ)

)]

=

∫ ∞

0
dr

∫ 2π

0
dθ11A

(√
2r cos(θ)

) e−r

2π

=

∫ ∞

0
ρdρ

∫ 2π

0
dθ11A (ρ cos(θ))

e−ρ2/2

2π
(ponendo ρ2 = 2r)

=

∫∫

R2

dxdy11A (x)
e−(x2+y2)/2

2π
(coord. polari → coord. cartesiane)

=

∫

R

dx11A (x)
e−x2/2

√
2π

∫

R

dy
e−y2/2

√
2π

=

∫

R

dx11A (x)
e−x2/2

√
2π

=

∫

A
dx

e−x2/2

√
2π

dove abbiamo fatto uso della trasformazione tra coordinate cartesiane e
polari e dell’identità:

∫

R

dy
e−y2/2

√
2π

= 1.

Abbiamo quindi verificato che la v.a. che abbiamo costruito ha la distribu-
zione gaussiana standard. �

4 Stima MC di una funzione di distribuzione

Alcuni problemi applicativi in cui la metodologia MC è largamente appli-
cabile sono quelli in cui è necessario valutare la distribuzione di probabilità
di una v.a. per la quale non si dispone di forme analitiche chiuse o che è
il risultato di un calcolo complesso. Per esempio: supponiamo di avere una
v.a X di cui conosciamo la distribuzione (e per la quale sappiamo generare
dei campioni casuali), e una funzione F : R → R che non conosciamo nei
dettagli o che risulta essere molto complessa. Il nostro scopo è valutare la
distribuzione di probabilità della v.a. Y = F (X). Un caso concreto potreb-
be essere quello in cui X rappresenta la velocità del vento in un particolare
giorno e F la funzione che associa alla velocità del vento la concentrazione di
inquinanti nell’atmosfera nelle vicinanze di un’industria. In questo caso un
complesso programma di simulazioni potrebbe calcolare F dato X senza che
noi possiamo essere in grado di esprimere in forma semplice la dipendenza
di Y = F (X) da X.

Valutare la distribuzione di Y è equivalente a calcolare la funzione di
ripartizione:

FY (t) := P(Y ≤ t) = P(F (X) ≤ t)
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Consideriamo la seguente funzione Ht : R → [0, 1]:

Ht(x) :=

{

1 se x ≤ t,

0 altrimenti.

Utilizzando Ht riscriviamo la funzione di ripartizione di Y come il seguente
valor medio

Ft(t) = P(F (X) ≤ t) = E[Ht(F (X))]

abbiamo quindi ricondotto il problema di valutare la funzione di ripartizione
a quello di stimare dei valori medii. Possiamo quindi adottare la metodologia
MC che abbiamo esposto in precedenza. Dato un campione di rango N di
X: X1, . . . ,XN introduciamo la stima MC di FY :

F̂Y (t) :=
1

N

N
∑

i=1

Ht(F (Xi)) =
1

N

N
∑

i=1

Ht(Yi)

dove Yi = F (Xi). Consideriamo la lista di valori Y1, Y2, . . . , YN e riscrivia-
moli chiamando Ŷ1 il più piccolo, Ŷ2 il secondo in ordine di grandezza, e cosi
via fino a ŶN che quindi corrisponderà al massimo degli Yi. Abbiamo quindi
che

Ŷ1 ≤ Ŷ2 ≤ · · · ≤ ŶN−1 ≤ ŶN .

Assumendo che non succeda mai che Ŷi = Ŷi+1 (cioè che due tra i vari valori
Yj siano uguali) si può dare una semplice descrizione della funzione F̂Y (t)
(vista come funzione di t una volta estratto il campione): questa funzione
vale 0 per t → −∞ e ha un salto di ampiezza 1/N ogni volta che t = Ŷi per
qualche valore di i. Più in particolare possiamo dire che

F̂Y (t) =











0 se t < Ŷ1;

k/N se Ŷk ≤ t < Ŷk+1;

1 se ŶN ≤ t;

Per i risultati che abbiamo esposto in precedenza, quando N → ∞ si ha
che F̂Y (t) → FY (t), quindi più N è grande più la nostra stima della funzione
di ripartizione di Y sarà buona.

Una volta stimata la funzione di ripartizione possiamo anche ottenere
stime dei quantili di Y dalla seguente considerazione. Supponiamo di voler
conoscere il quantile a livello α di Y , ovvero il numero yα tale che:

P(Y ≤ yα) = FY (yα) = α.

Possedento una stima F̂Y di FY , una stima ŷα del quantile yα è data da un
qualunque valore di t (in generale non unico) tale che:

F̂Y (ŷα) ≈ α.
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Esempio 3 Abbiamo estratto 6 campioni di una v.a. X uniforme in [0, 1]:

X1 = 0.128251,X2 = 0.0164056,X3 = 0.142219,

X4 = 0.0797794,X5 = 0.0164213,X6 = 0.78388.

Sia F la funzione F (x) = x2: stimare il quantile al livello 0.8 della v.a.
Y = F (X).

Procediamo come illustrato sopra: calcoliamo Yi = F (Xi) ottenendo

Y1 = 0.0164484, Y2 = 0.000269142, Y3 = 0.0202264,

Y4 = 0.00636475, Y5 = 0.00026966, Y6 = 0.614467.

Gli Ŷi si ottengono dagli Yi con un semplice ordinamento crescente:

Ŷ1 = 0.000269142, Ŷ2 = 0.00026966, Ŷ3 = 0.00636475,

Ŷ4 = 0.0164484, Ŷ5 = 0.0202264, Ŷ6 = 0.614467.

Dobbiamo ora trovare ŷ0.8 tale che F̂Y (ŷ0.8) ≈ 0.8, poichè N = 6 la F̂Y è una
funzione a gradini tutti di ampiezza 1/6 ≈ 0.17 quindi FY (t) = 4/6 ≈ 0.666
quando Ŷ4 ≤ t < Ŷ5 e FY (t) = 4/6 ≈ 0.8333 quando Ŷ5 ≤ t < Ŷ6. Si può
scegliere come stima del quantile ŷ0.8 = Ŷ5 = 0.0202264. Come esercizio si
calcoli il vero quantile di Y e lo si confronti con il valore ottenuto dalla stima
MC. Si vedrà che l’accordo non è molto buono. Ciò è dovuto alla piccola
dimensione (N = 6) del campione estratto.
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