INSIEMI E RELAZIONI

1. Insemi e operazioni su di

Il concetto di insieme € primitivo ed € snonimo di classe, totalita
SaA uninsemed eementi qualunque. Per indicare che a & un demento di A scriveremo al A.
Se A, B sono insemi, diremo che A & un sottoinsieme di B e scriveremo A | B se ogni demento di
A e un demento di B. Frai sottoinsemi di B ¢ sono in particolare B stesso el insieme vuoto che
viene denotato con /.
Dueindem A eB s dicono uguali, A =B,se hanno gli $ess eementi cioe se

Al BeBi AU A=B.
Diremo che un sottoinseme A di B @proprio, se A * B escriveremo A 1 B;
Se A e un inseme, denoteremo ©n P(A) I indeme i cui dementi sono | sottoingemi di A; P(A) 9
dicel’ insieme delle parti di A.
Se A, B s0ono indemi, diremo unione di A e B I'indeme codituito dagli dementi che sanno in A
oppurein B, A E B = {x :xI A o X B}, diremo intersezione d A e B I" indeme codtituito dagli
dementi comuni ad A eB, A C B = {x : ¥ A exl B}, mentre diremo differenza di A e B I'inseme
degli elementi di A che non sono dementi di B,A - B=A\B ={x:x A¥l B}.
Dueindemi g dicono disgiunti selaloro intersezione € I'insgeme vuoto.
Se A é sottoinseme di B diremo complementare (o complemento) di A in B I'indeme B - A elo
denoteremo con CgA.
Se B el’insieme ambienteil complementare di A in B verra semplicemente denotato con CA .
Se A, B sono ingemi, definiamo prodotto cartesiano di A e B e lo denoteremo con AxB, I’ indeme

i cui elementi sono le coppie ordinate (ab) cona A ebl B.
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Proprieta:
1) ACA=A, AEA=A
2) ACB=BCA, AEB=BE A (propriethcommutativa)
3) ACE=A AEE=A
4 (ACB)CC=AC((BCC), (AEBJEC=AEBEC) (proprietaassocidtiva)
5 ACBEC)=(ACBYE((ACC) (proprietadigributive ddl’intersezione rigpetto

AEBCC=(AEB)C(AEC) 4l unioneeddl’ unionerispetto al’ intersezione)

6) CACB)=CAECB; C(AEB)=CACCB (Formuledi DeMorgan)

2. Applicazioni

Sao A, B indemi. S dice applicazione (o funzione) di A in B, e S denota con |: A® B, una

corrispondenza che associa ad ogni demento xI A un demento ! (X)1 B.

Un' goplicazione d dice:

iniettiva  (od anche: 1) s ad dementi digtinti di A corrigpondono dementi didtinti di B, cioé s
"Xy Xl ALXt %P (X)L (%) oanchedal (x) =1 (%) P X=X

suriettiva (od anche: su tutto) se ogni demento di B € il corrigpondente di qualche eemento di A,
coése' yi B,$xI A:y=!(X);

biiettiva s e Iiniettiva e uriettivay una gpplicazione hiigttiva di A in B e deta pure una
corrispondenza biunivoca fraA e B.

Sa |: A®B un goplicazione, dices immagine di | e d indica con Im;, il sottoindeme di B

codtituito dagli elementi che sono corrispondenti di qualche eemento di A, cioe

Im} ={yl B¥$ xi Atdechey=](x)}.

Chiaramente| ésuriettivaseesolose Im} =B.

Esempi:
1) |:N®R, n® 1/n- 1noneun’ goplicazione perché non esge | (1).
2 Sa M = {essri umani}; |: M®M, ad ogni essere umano® un genitore. Non € una
applicazione perché non € ben definito il corrispondente (padre o madre) di un eemento di
M.
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3 1:QRZMN® m+n Q={m/n,mnT N,n?t 0elafrazione & ridotta a minimi termini}
e un' gpplicazione.
E iniettiva? No! 2/31 3/2b f(2/3)=1(3/2).
E suriettiva? No! Lo 0 non proviene daacun demento di Q.

4) ia: AA "X A i(X) = x dices applicazione identica o0 unitd, essa & niettiva e suriettiva
pertanto € biiettiva.

5 |:N®N n ® n+1 éun goplicazione iniettiva ma non suriettiva perché lo 0 non proviene

da nessun eemento.

Prodotto di applicazioni. Sao |: A®B, g B®C agpplicazioni. S definisce prodotto o

composizione di |, g, I" applicazione di A in C ottenuta gpplicando successvamente prima | e poi

g; essaviene denotatacon g o | ed édefinitada(go ! )(X) =g(l (x)) " xI A.

Il prodotto di applicazioni gode della proprieta associativa cioé per | ‘A® B, gB® C, h.C® D s ha:
ho(goi)=(hog)o;

Se I’ gpplicazione ! : A® B & hiiettiva dlora s pud definire I' gpplicazione inversa | 1: B® A come
sgue " y1 B,!(y) el unicodementox T Atdeche! (x)=y.

Chiaramente & 1) lolt=ig, 2) !l =iy 3 (HI=!.

Sullacomposizione di due gpplicazioni 9 hanno vari risultati, cuni dei quai sono richiaméti nelle

seguenti due proposizioni.

Proposizionel: Sano | : A® B, g C applicazioni. Allora
(1) se| egsonoiniettiveP go| éiniettiva,
(2) se| egsonosuriettiveP go| ésuriettiva,
(3) s} egsonobiettiveP go| ehiiettiva,
(4) sego| ésuriettivab g ésuriettiva,
(5) sego| éiniettivab | éiniettiva,

(6) sego| ehiettiva b | éiniettivaeg e suriettiva.

Proposizione 2 Sano | : A® B, g: B® A applicazioni, einoltre | og= ige go| = ipdllora} eg

sono entrambe biiettiveeg = ! "1,
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Dati due insemi A e B possamo considerare un nuovo inseme, denotato con B!, codtituito da tutte
le goplicazioni di A in B. Un caso particolarmente importante € il caso in cui B = {0,1} eI’ ingeme
codtituito da due dementi 0,1; denoteremo tde ingeme con il Smbolo 2.

Se!' 1 2 cioése!: A® {0,1} dlora" x1 Asha!(x)=0oppure! (x)=1

Se A @& un indeme, per ogni suo sottoinseme |, | I A, possamo definire un' applicazione

- A® {0,1} che cardterizzagli dementi di | ,detta funzione caratteristica di | nel seguente modo:
/ Osexl |

L 1n A® {0,1} i) =

1l 1 \

Chiaramente& | A A® {0,1} 'a(x)=1"xI Ae! 2 A®{0,1} ! #(x)=0" xI A.

1sexl |

Teorema Sa A un insieme. Esiste una corrispondenza biunivoca fra gli insiemi 2* e P(A).
Dimostrazione. Definiamo due applicazioni j , y comesegue. j : 2* ® P(A) associaad ogni applicazione ! : A® 2 il sottoinsieme di
A codtituito dagli elementi XI A tdi che! (x) = 1.
y: P(A) ® 2" associaad ogni sottoinseme B 1 A I’ applicazione! : A® 2 definitada
f(x):‘%Osex]' B

11sex| B

E facilevederechej oy =1pa €Yy 0j = 1,* e quindi basta applicare la proposizione 2.

Faremo uso del seguente assoma dellateoriadegli indemi:
Assoma della scelta o di Zermelo: Sa A un indeme. Esigte dlora una gpplicazione che ad ogni

sottoinsiemenon vuoto B | A associa un emento appartenente a B.
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3. Potenza di un indeme

S dice che due insemi A e B hanno la stessa potenza 0 sono equipotenti se esiste una
corrispondenza biunivoca fra AeB, es scrive |A| = |B|.

S dice che A ha potenza superiore di B e s scrive |JA| > |B| se B e equipotente ad un sottoinsgeme di
A ed A e B non sono equipotenti.

Un indeme S dice numerabile s ha la dessa potenza ddl'indeme de numeri  naturdi
N={0,1,2,3,...}.

Unindemesd dice averelapotenza del continuo se hala stessa potenza del’inseme R del numeri

redi.

Proposizione: N, Z, Q, hanno la stessa potenza.

Proposizione: La potenzadi N e minoredi quelladi R, cioé |R|> |N].
Dimostrazione. Osservato cheN | R basta provare che N ed R non sono equipotenti.
Supponiamo per assurdo che $ labiiezione| : N® R cos definita
1 (0) = £ a,C01C02Co3. .. Con. .-
1 (1) =+ a3,€11C12C13...Capn.... Numeri redi in formadi numeri decimdi illimitati
................................. non periodici di periodo 9
1 (N) =% &n,Cn1Cn2Cn3...Can. ..

Congderao il numero a = 0,CoC1...Ch...CONCoL 9 el o1, C119el Cp, C219et Cp3...,.Ccit9€el ...

s hache" nl N!(n)! a.Assurdo perché avevamo supposto |N| =|R|.

Proposizione: Per ogni insiemeA & |A| < [P(A)| =|24).

Dimostrazione. Anzitutto P(A) contiene il sottoinsieme costituito dalle parti di A che possiedono un solo elemento e quindi
otteniamo una applicazione iniettiva di A in questo sottoinsieme di P(A). Proviamo adesso che non pud esistere un’ applicazione
suriettivadi A in P(A), e quindi A e P(A) non sono equipotenti. Supponiamo per assurdo che esista una applicazione suriettiva
I': A® P(A); per ogni elemento al A consideriamo il sottoinsieme ! (a)i P(A) esiaB = {al A | al ! (a)}; B &un sottoinsiemedi A e
quindi, per la suriettivita di | esiste bi A tale che ! (b) = B. Due casi sono possibili: bi ! (b) alora per definizione deve essere bi B

oppure bl ! (b) alora per definizione bl B; in entrambi i casi si hal’ assurdo.
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Proposizione: Sa A uninsieme numerabile. Allora A” A é pure numerabile.

Dimostrazione. Poiché A & numerabile possamo numerare | suoi dementi A = {a, ap, as,...};
disponiamo gli elementi di A"~ A nel quadro:

(a1, &), (a1, @), (a1, ag),. .-

(a2, &), (a2, @), (a2, &3),...

(as, &), (a3, &), (as, ag),...

e abiliamo la corrigpondenza | : N® A" A come seguel
(D) =(an, &), 1(2) = (a1, @), 1 (3) = (@2 &), 1 (4) = (a1, &), | (5) = (a2, @), (6) = (a3, &),..

e cosl viasecondo il cosiddetto metodo diagonde di Cantor.

Un insieme s dice finito se & vuoto oppure € equipotente all’insieme {1, 2, 3, ..., n} formato dai

primi n numeri naturali, per qualchenl N. Un insieme non finito si dice infinito.

Proposizione: Sa A uninsieme Le seguenti condizioni sono equivalenti:

(i) A éinfinito.

(i) A possiede un sottoinsieme numerabile.

(iii) A éequipotente ad un suo sottoinsieme proprio.
Dimostrazione. (i)b (ii) A non & vuoto; sia a; un elemento d A; & { a;}1 A perché A @infinito esia a,! a;, al A; &{ aj, a}tAe
siaag! ay, a, asl A ecosi via costruiamo un sottoinsieme numerabile{ a;, a,, as,...} | A.
Osserviamo che in questaprova s e fatto uso dell’ assomadi Zermelo.
(i) b (i) SiaNi A un sottoinsieme numerabile; indichiamo con &, ay,... gli elementi di N; consideriamo il seguente sottoinsieme
A di A, A =(A-N)E{ a, ay, 8g...}.
Si ha AL A perché a, | A’ ed inoltre A’ & equipotente ad A: basta infatti considerare I’ applicazione f: A’® A definita da f(x)=x se
X A-N ed f(an ) = a,per n=1,2,...

(iii)p (i) Un insieme finito non & equipotente ad un suo sottoinsieme proprio. Tale fatto, che sembra piuttosto evidente, pud essere

facilmente dimostrato mediante induzione.
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Diamo un esampio di un insieme che d§ pud mettere in corrispondenza biunivoca con un suo

sottoinsieme proprio.

pP]
\'I" L] \P:P}

c P E B

Sano: r una semiretta, CE un ssgmento su r, CD un segmento perpendicolare ad r e tale che
CD = CE ed s unaretta pardlela ad r e passante per D. Detti A I'indeme de punti di CE divers da
E, e B I'indeme de punti di CD divers da D, per ogni punto P T A, la circonferenza di centro C e
raggio CPintersecaCD inun puntoj (P) erestacos definitaun’applicazionej : A® B hiiettiva
Proiettando da O i punti di (D divers da D su r 9 ottiene una gpplicazione biiettiva y ddl’indeme
B ndl'indeme de punti di r; dunque y o j risulta una gpplicazione biiettiva ddl’'ingeme de punti
del ssgmento CE divers daE ndl’'insemede punti di r.

Ipotes dd continuo: L’ipotes del continuo afferma che s un indeme infinito A ha potenza
minore della potenzadel continuo, alora A &€ numerabile.
E dato provato che da I'ipotes del continuo che la sua negazione sono entrambe compatibili con

gli usudi assomi ddllateoriadegli ingemi.
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4. Relazioni di equivalenza

Dices relazione binaria definita su un inseme A, un sottoinseme R | A" A. Se (a,b)l R scriviamo
anche aRb e diciamo che a sandlareazione R con b.
Esempi di relazioni binarie definite su A sono A" A stesso e la relazione identica | definita da alb se
esolosea=h.
S dice che unareéazione binaria gode della proprieta

riflessiva seaRa perogni al A,

transitiva se daaRb ebRc segue aRc per a, b, cT A,

antismmetrica sedaaRb e bRaseguea=bpera, bl A,

simmetrica se daaRb segue bRa per a, b1 A.

Una relazione binaria definita su un insieme A s chiama relazione di equivalenza su A se gode
delle proprieta riflessiva, transitiva, simmetrica. Se E € una rdazione di equivaenza, invece di aEb
sriveremo a © b (E) e leggeremo “a equivdente a b in E” o0, quando non ¢ e posshbilita di
equivoco, scriveremo semplicementea © b e leggeremo “a equivdenteab”.

Dices partizione di A una famiglia di sottoingemi non vuoti di A tae che ogni demento di A gain
uno ed uno solo de sottoindemi della famiglia | sottoingemi ddla famiglia 9 dicono le class della
partizione.

Una partizione di A definisce una relazione di equivalenza su A Bastaporre a® b (E) quandoaeb
ganno ndla sessa classe ddla patizione infati 9§ vede subito che E gode ddle tre proprigta
riflessiva, trandtiva, Smmetrica

Viceversa, unarelazione di equivalenza su A definisce una partizione di A.

Infatti per ogni al A, consideriamo il sottoinsieme C(a) I A costituito dagli elementi equivalenti ad a, ciog C(a) = {xi A |x° a}; s
vede subito che la famiglia {C(a)} . A costituisce una partizione di A: infatti al C(a) perché a© a; inoltre se & pure al C(b) s ha
a® b; sealorax @ un demento qualunque di C(b) &€x © b e per le proprietd smmetrica e transitiva x © a cioé M C(a) dacui
C(b) I C(a); analogamente C(a) I C(b). Ne segue che ogni elemento di A staiin unae unasola classe dellafamiglia{ C(a)} 4 a-
Siaora E una rdazione di equivdenza definita su A. Definiamo insgeme quoziente di A rispetto ad
E e lo denotiamo con A/E, I' indeme che ha come dementi le class dela partizione di A asociaa
ad E, cioe A/JE ={ C(a) | al A}.

Se ad ogni al A associamo la classe C(@) cui gppartiene, otteniamo una applicazione
j 1 A® AJE detta applicazione canonica associata ad E; s vede subito che j g e suriettiva ed é

inettivaseenlo = E = 1.
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Sano dati ora due indemi A, B ed una applicazione | : A® B tra esd, dlora s puod definire su A una
relazione di equivdenza E; ponendo a° b (Ef) se | (a) = | (b); tde rdazione 9 dice rdazione di

equivdenzaassociataad | .

1° Teorema di omomorfismo: Sa| : A® B una applicazione ed E; larelazione di equivalenza su
Aassociataad | ; sia A/E; I' inseme quoziente di Arispetto ad Er ej g : A® A/E;  |" applicazione
canonica associata ad Es; allora:

1) esisteunaapplicazioney g : A/E: ® Btalecheil triangolo

A—>»B

\/

AJEs

YE
commuta, Cioe | : Y g oj g;
2) I applicazioney g : A/E: ® B einiettiva;

3) Im =Imy g ; inparticolare| ésuriettivaseesolosey g e suriettiva.

Come conseguenza abbiamo che ogni agpplicazione | S pud scrivere come prodotto di una

goplicazione suriettiva e di unainiettiva
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5. Rdazioni di ordinamento parziale.

Una relazione binaria definita su un insieme A s chiama relazione di ordinamento parziale se gode

delle proprieta riflessiva, transitiva, antismmetrica. Un indeme A con una rdazione R di
ordinamento parzide definitasu di esso, S chiamaingeme parzalmente ordinato, brevemente p.o..

Se R & una rdlazione di ordinamento parzide definita su A, per a, bl A scriveremo a £ b invece che
aRb e leggeremo ‘a minore 0 ugude ab”. See a£ be a! b dlora scriveremo a < b eleggeremo
“a grettamente minoredi b”.

Sia A un indeme po. e a bl A. Se a £ b oppure bE a dlora i due dementi a e b S dicono
confrontabili. Un indeme p.o. in cui due quaunque dementi sono confrontabili, 9 dice un indeme
ordinato o linearmente ordinato o catena. Un demento al A s dice minimo (assoluto) di A se a £ x
per ogni X1 A. Il minimo, quando esiste, € unico.

Un demento al A § dice minimale o minimo relativo di A se non ¢ & nessun demento minore o
ugude ad a digtinto da a stesso cioe se dax£ a seguex = a.

In modo dd tutto andogo S danno le nozioni di massimo edi massimo relativo. Un ingeme p.o. S
dice ben ordinato quando ogni suo sottoingeme ha il minimo. Un inseme ben ordinao & anche

ordinato.

Minoranti_ e maggioranti; esremo inferiore ed estremo _superiore Sa A un indeme p.o. € B un suo

sottoingeme. Si chianaminorante di B in A undemento al A tae chea £ x per ogni x1 B.
S chiama estremo inferiore di B in A il massmo de minoranti. Notiamo che non & detto che
esgano minorati di B in A e £ ne esisono pud dars che il loro indeme non abbia massmo;
pertanto I estremo inferiore non sempre esste.
L’ estremo inferiorea di B in A € caratterizzato dalle seguenti due proprieta:

(i) al Aeaf xperognixi B

(i) sebl Aétdecheb £ x perogni xI B dlorab £ a.
Ossrviamo che s= I' estremo inferiore di B in A esste ed € un demento di B dlora e il
minimo di B; viceversail minimo di B, seesgte, € anchel’ estremo inferiore di B in A.
In modo analogo S danno le definizioni di maggioranti edi estremo superiore di BinA.
Un indeme p.o. 9 dice completo quando ogni suo sottoindeme ha estremo superiore e estremo

inferiore. In particolare un ingeme p.o. completo ha minimo e massmo.
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Diagrammi_di_indemi_p.o. finiti: Assegnato un indeme p.o. finito (A£) e utle congderare il

diagramma di A, ottenuto ne seguente modo. S disegnano tanti punti quanti sono gli ementi dell’
indeme, avendo I’ accortezza di disegnare a piu in basso di b se a £ b; 9 congiungono poi due
dementi a, b con un segmeno se a<b e non d sono dementi maggiori di a e minori di b. DA
grafico che s ottiene S possono leggere con facilitatutte le proprietadell’ indeme p.o. A.

Condizioni equivdenti dl’ assoma di Zemedo: Le seguenti condizioni sono equivdenti Al

assomad Zermdo:
() (Teoremadi Zermelo). Ogni inseme pud essere ben ordinato.
(i) (Lemma di Zorn). Se un indeme p.o. A gode dela proprieta che ogni catena in

contenuta ha un maggiorante alora A ha ameno un massmo reétivo.
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TEORIA DEI NUMERI

1. Numeri naturali, interi rdativi e principi d'induzione

Le proprieta ddl’ingeme N = {0, 1, 2, ...} da& numeri naturai possono essere dedotte dai seguenti
assiomi di Peano:
1. Ceé un'goplicazione iniettiva f: N® N che ad ogni numero naturae n fa corrispondere il
numero naturde n” detto il successivo di n.
2. N-Imf e codtituito da un solo e emento denotato con O.
3. (Assomadi induzione). SePi N étaecheOl Pedinoltredan Pseguen'l PaloraP=N.

L’assoma 3 permette di dimograre il principio di dimostrazione per induzione |I: Supponiamo
che ad ogni numero naturale sia associata una proprieta P(n). Se accade che:
1. P(0) everg;
2. P(n") évera ogni qualvolta & vera P(n);
allora P(n) & veraper ognini N.
Dimograzione Chiamiamo P I'indeme de numeri n per cui P(n) € vera Allora per ipotes abbiamo

cheOl Pechesenl Pdloran'l P, per I’'assoma3, I'insdeme P coincide con N.

Ddl’assoma di induzione segue anche il Principio di definizione per induzione s goplica per
definire funzioni |: N ® M, M un indeme quaunque. In base a questo principio la funzione | e
perfettamente  determinata quando € assegnato il vaore | (0) e una regola che permette di

determinare | (n") conoscendo | (n); usiamo questo principio per definire sommae prodotto in N:

i O+m=m i 0xm=0
Sommaj . . Prodotto | .
in"+m=(n+m) TN xm=nxm+m

S dimodra che per tai operazioni vagono le proprietd associativa, commutativa, di cancellazione,
nonché la proprieta distributiva del prodotto rispetto ala somma.
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" xy,z1l N (x+y)+z=x+(y+2 (Xy)z=x(y2) proprieta associativa

"xyl N X+y=y+Xx Xy = yX proprieta commutativa
" xVy,z1 N X+y=z+yb x=z xy=zy b x=2zy0 leggedi cancellazone
" xy,z1l N X(y+2)=xy+xz proprieta distributiva del prodotto risp. alla somma

In N s puo definire un ordinamento parzide, detto ordinamento aritmetico:
afbseesgex 1 Ntaecheb=a+x

E immediato verificare le tre proprieta dell’ ordinamento parziade.

Teorema: N e ben ordinato con la relazione di ordinamento aritmetico.

Dimostrazione 1: SaSi N, SnonvuctoesiaM = {m¥m £sperognisi S}.S haOl M;inoltresesi S,§ >squindi s T M. Nesgede
M 1 N. Esiste allora per I'assioma 3, un numero il M, tale che mi*| M. Allora T £sperognisi Semi Sperchésefosse mi Ssaebe
T <sperognisi Sequindi m*£sperognisi Sciod m*1T M contro I’ipotesi: 11 & quindi il minimo di S.

Dimostrazione 2: SaSi N un sottoinsieme privo di minimo; vogliamo dimostrare che & vuoto. Consideriamo la proprieta P(n): “Tutti i neturdi £n
non stanno in S”; evidentemente P(0) & vera, altrimenti O sarebbe il minimo di S. Supponiamo vera P(n) e dimostriamo P(n+1): quindi tutti i naturali
£nnonstannoin S, e se ci stesse n + 1 alora esso sarebbe il minimo di S. Quindi & vera P(n+1) eper il Principio d'induzionetuttele P(n) sono vere:

segue che S € vuoto.

Indichecemo con Z = {..., -2, -1, 0, 1, 2, ...} I'indeme dei numeri interi relativi; S possono
definire le operazioni di somma e prodotto tra numeri interi reldivi in modo che vagano proprieta
andoghe a quédle de numeri naurdi. 1l prodotto di zero per un quaunque intero € ugude a zero; il
prodotto di due interi relativi non nulli € ugude d prodotto del loro vaori assoluti (come numeri
naturali) preso con il segno pit o con il segno meno a seconda che abbiano lo stesso segno oppure
no; in particolare il prodotto di due numeri divers da zero € diverso da zero. Tae proprieta s
esprime dicendo chein Z valelalegge di annullamento del prodotto.

Ossarviamo che I'indeme Z 9 puo rendere parzidmente ordinato usando la stessa definizione ddla
relazione aritmetica su N: § vede subito che ogni inseme dd tipo {x 1 Z|a £ x},al Z fissto, &

ancora ben ordinato.

Principio di dimostrazione per induzione Il: Sa {P(n), n 3 ng, nol Z} una successione di
proposizioni. Supponiamo che:

1. P(no) everg;

2. seP(m) éveraper ng £ m< nalloraP(n) évera;

allora tutte le proposizioni P(n) sono vere per ogni n 3 no.

Teorema: Il Principio di induzione | e equivalente al principio d'induzione 1.
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2. Teoremadi divisone, M.C.D em.c.m

Teorema di divisonein N: Sanoa, b1 N conb> 0. Esiste un’unica coppia di interi g, r tali che
a=bg+rcon0O£r<b

Dimostrazione 1. Procediano per induzione sul numero a precisamente useremo la forma ll. Se
a<b dlorarisultaa = 0b + a e il teorema e vero (ameno nd caso a = 0 <b). Supponiamo quindi & b,
e supponiamo il teorema vero per ogni @ tde che 0 £ @ < a Consideriamo ab: € un numero 20 e
<a perché b>0. Per I'ipotes induttiva S pudo scrivere ab = qub + r con 0 £ r <b; 9 hadlora
a = (gu +1)b + r. Per I'unicita supponiamo che s abbiabq + r = bg; + r; con q, ¢, r, r1 soddisfacenti
il teorema. Allora b(g-g1) = n-r; se fosse r>r s arriverebbe ad un assurdo perché ri-r < b mentre
essendob(q—q1) >0eb>0deveessere (Q — 1) ® 1lequindi b(q—qi) 2 b. Segue dlorar, =r eda
b(-aq) =09 haq —q; = 0 per lalegge di annullamento del prodotto. Se invece fosse k<r 9
avrebbe lo stesso risultato dar - r1 = b(q1 — Q).

Dimostrazione 2 Condderiamo I'indeme S={a —bx ¥Ya—bx 3 0,x T N}; S & non vuoto perché
contiecnea —b0O=a 1 N equindi ha minimo, diciamo r = a — bq per uncerto g T N. Se fosse B b
dlorasarebbe 0 £r — b < r perché b e positivo er —b =a — b(q + 1), contro I'ipotes cher &l

minmo di S.

Teorema di divisone in Z Sano a, b due interi relativi, b * 0. Esiste un’unica coppia di interi g, r

talichea=bg+rcon0£ r<|b|.

Massimo comune divisore e minimo comune multiplo. Sanoab 1 Z, &0, bt 0. Diciamo che “a
divide b” e scriviamo ab se esiste ¢ T Z tde che b = ac. S chiama massimo comune divisore (MCD)
della coppiaa,b unnumerodi Ztaleche:

1. dlaed|b

2. seclaec|ballorac|d
S chiamaminimo comune multiplo (mem) della coppia a,b un numeromi Z tale che:

1. amebjm

2. sealceb|calloram|c
Supponiamo che d, d gano entrambi massmo comune divisore di a b; ddla definizione segue
d|d ed | daquindi d =hd, d = kd per certi h, kK T Z. Sostituendo § ottiene d = hkd e, per
cancellazione, hk = 1; segue h =k = 1 oppure h = k = -1 e d sono d pit due massmi comuni

divisori di ab uno opposto ddl’dtro. Dimodstriamo di seguito che il massmo comune divisore
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esge quindi se d € massmo comune divisore lo € anche - d. Andogamente per il minimo comune
multiplo.
S suole indicare il massmo comune divisore postivo di a b con MCD(ab) oppure solo (a b); il

minimo comune multiplo pogtivo viene indicato con mem(a, b) oppure [ab].

Teorema: Sanoa, b1 Z—{0}; allora esiste MCD(a, b).

Dimostrazione 1: consideriamo I'insieme S={ax + by | ax + by >0, x, y T Z}; esso & non vuoto perché contiene, per esempio, &+ k. Quind ha

minimo, siad=aX +bY. Verifichiamo che d = MCD(ab). Poiché e d > 0, per il teoremadi divisionerisultaa= dg + r con 0 £r<d sefoser>0
dlorar=a-dg=a-(aX+ by)a=al- Xq) — bqu Sequesto e contro I'ipotesi ched il minimo di A. Quindi dja ed analogamente si

dimostra djb. Se poi un intero ¢ & tale che cla, clb allorasaraa = ch, b = ck e sostituendo: d = chX +cky =c(hX +ky) cioécld.
Dimostrazione 2 : (Algoritmo di Euclide delle divisoni successve). Possamo supporre a 3 b > 0.
Applichiamo il teorema di divisone dla coppia a b: &= bg + rcon 0 £r<b; ser =0 alora

b = MCD(ah), come s verifica facilmente. Altrimenti possamo dividere b per r, ottenendo:
b =rgq + n eripetere il ragionamento di prima Cos continuando S ariva ad un termine poiché

b>r>r;>...3 0; abbiamo cos il seguente quadro:

a=bqg+r
b=rq; +r1

r=rigz+n

M-2 =I-10n + I'n

-1 = M0n+1

Vogliamo dimodrare che r,, I'ultimo resto non nullo, € il MCD di ab. Usamo I'induzione sul
numero di divisoni; il primo paso lo abbiamo gia viso. Consideriamo ora la coppia b, r: per
I'ipotes induttiva risulta r, il MCD di b, r, perché il numero di divisoni effettuate € uno in meno.
Ddla relazione a = bg + r s vede che pla poiché b e rr; inoltre, se cla e clb dlora c|r perché

r =a—bqequindi cJr, perchér, il MCD di b,r. Quindi r, = MCD(a,b).

Ddla dimostrazione del teorema precedente risulta che, dati due interi non nulli ab il loro massmo
comune divisore d § pud scrivere d = ax + by per cati interi rdativi x,y. Ci riferiremo ad una tde

relazione come al'identita di_Bézout. Se MCD(ab) = 1 dloraa e b g diranno primi traloro o

coprimi.

- Teoriada numeri - 15



3. Decomposizionein fattori primi

Unnumeropl Z s diceprimoseédiversoda0, +1 ei suoi unici divisori sono =1, +p.

S dimogtrache
1) sep & un numero primo e pY¥ab alora g/a oppure g/; piu in generde s p € un numero
primoepYaia ... & dlorap¥s per quachei, LEI £.
2) sea|bce(ab)=1adloraalc
3) Sianoa b1 Z,al 0,bt 0. Alloraun minimo comune multiplo di a b &[a, b] = (&) / (a b),
cioé asxgnati due interi divers da zero a b un loro minimo comune multiplo S ottiene

dividendo il prodotto dei due numeri per il loro MCD

Teorema fondamentale del'aritmetica: Ogni numero naturale strettamente maggiore di uno s

fattorizza nel prodotto di numeri primi positivi in maniera unica a meno dell’ ordine dei fattori.

Ossarviamo che il teorema di decomposizione in fattori primi S estende facilmente a Z; infatti preso
un numero minore di =1, il suo opposto ha una fattorizzazione in fattori pogtivi. Basta alora
cambiare di segno uno de fattori; notiamo che in Z I'unicita della decomposizione vale non solo a

meno dell’ ordine ma anche ameno del segno de fattori primi.

Teoremadi Euclide: | numeri primi sono infiniti.

Dimodtrazione Supponiamo per asurdo che tutti i numei  primi dano  ndl'indeme
P={p1, p ... pr} € consderiamo il numero 1+ p p2 ... Pn. non € primo perché e maggiore di
tutti gli dementi di P, dlora avra un divisore primo g Se g fosse un demento di P dlora g
dividerebbe sap; p2 ... pn che 1+ p; p2 ... pn €quindi laloro differenza che fa 1. assurdo.

- Teoriada numeri - 16



4. Sistemi di numerazionein baseb

Quando scriviamo il numero a = 3481 intendiamo esprimere sinteticamente la somma:

a=3x10°+4x10° +8x10+1
che e la rappresentazione in base 10 dd numero a. Tae rappresentazione dei numeri 9 dice
posizionde perché il vaore di una cifra dipende dala sua posizione. La base 10 che s adopera
usudmente € puramente convenzionde; piu in generde S potrebbe rappresentare |0 stesso numero

ain base b, come precisato nel seguente teorema.

Teorema: Per ogni intero b > 1 possiamo rappresentare un numero naturale a > 0 in maniera
unica in base b:
a=rb"+r _b" +. . +rb+r,

conO£ri<bperogniier,>0.

Usudmente s rgppresentano le cifre, cioé i numeri tra 0 e b — 1, con un unico smbolo: ad esempio
{0,1} perb=2,{0,1,...,9,A,B, ..., F} perb=16.

Dimostrazione: Procediamo per induzione su a. | numeri 0 < a< b si rappresentano con un’ unica cifra, cioé abbiamo n = 0, ro =a Sea3 bdlora
possiamo applicare il teorema di divisione: a= bq + ro. Poiché b > 1 risulta q < a e possiamo applicare |’ipotesi induttiva:
q=rb™ + rpab™?+ L+

Sostituendo si halatesi. Da notare che I’ unicita dellarappresentazione derivadal’ unicitadi quoziente e resto nelladivisione e ddl’ipotes induttiva.

La dimostrazione precedente fornisce anche un agoritmo per ottenere un numero in base b: g
divide a per b e poi il quoziente ancora per b fino ad ottenere quoziente zero.
a= bqO + 1

Qo=bai +11

On-2 = bOn-1 + -1
On-1=b0 + 1y
Larappresentazione cercataéa= (n fn-1 ... 1 fo)o
S possono effettuare le quattro operazioni in qualunque base; I’ unica novita é che bisogna usare la

tavola pitagorica di base b.
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Esempi:
5=12°+ 02" + 12°
2749 = 240° + 7207 + 440" + 940°

Per scrivere un numeroin base 2;

0 23 |2 375=(101110111),

Per scrivere un numero in base 4:

375 = (11313),

H
e
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5. Congruenze

FissatonT N diciamo chea® b (mod n) se accade chea—b = kn per qualche ki Z.
a°b(modn)U nla-b

Ad esempio: n=5
7° 2 (mod 5)
14° 4 (mod 5)

Proposizione: Sono equivalenti:
1) a° b(modn)
2) a= b+ knper qualchekl Z
3) aebhanno lo stesso resto se divis per n
Dimodtrazione:
1P 2: nla—bvuol direchea—b = kn per quacheinterok 1 Z.
2P 3:Sea=nqi+neb=ngz + rp, sodituendo ina=b + kn 9 trovang; + r1 =ng + rz + kn cioe
r—r» =n(ce —q +K) equindi r1 = r» per definizione di reto.

3p 1:Daa=nqg;+r,b=ng +rdg ottienea—b=n (o1 — ).

Proprieta delle congruenze:
Dati a® b(modn)ed ° b’ (mod n) s hache:
1) a+a°b+b (modn)
2) ad ° bb' (modn)
3) Sea® b(modn)eddividen (n=dr) dloraa® b (mod d)
4) Sea® b(modr)ea® b(mods) dloraa® b (mod|r,9])

5 Sert! Oera® rb(modn)alora a® b (mod (—n))
r,n

Avendos per ipotes a—b=kned — b’ =kinlal) ela2) seguono dd fatto che:
sommando membro a membro, S ha
a+a —(b+b)=(k+ki)n,cioea+a° b+b (modn);
moltiplicando membro amembro g ottiene:
aa =bb' + bkin + b'kn + kkyr? = bb’ + n (bky+ b’k + kkqn) e quindi ag © bb’ (mod n).
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La 3) segue subito dalla proprieta transitiva della divisibilita. L'ipotesi di 4), per definizione, vuol dire che a—béemutiplo comunedi r, sequind la
tesi segue dalla definizione di minimo comune multiplo. Per [a5), siad = (r, n) equindi r =r'd, n=n’d con (', n’") = 1; poiché n | ra—rb=r (a—h),
sostituendo si ottiene r'd(a— b) = kdn’ e quindi ' (a—b) = kn’ cioén’ |r' (a—b).

Osserviamo che, nel caso che (r, n) = 1, [a5) & una proprieta di cancellazione delle congruenze.

Proposizione: La congruenzain Z fissaton1 N & una relazione di equivalenza.
Infatti valgono le proprieta:
Riflessva a® a(mod n) a—a=0=0x
Trangtiva a® b(modn)eb® c(modn) P a° c(modn)
a-b=kin e b-c=kon b a-c=(kp+k2)n
Smmetrica a® b(modn) P b° a(modn)
a—-b=kn P b—a=(-k)n

Le class disgiunte in cui Z viene ripartito dala congruenza modulo n S sogliono denotare con [0]y,
[1]n, ..., [n — 1]n, od anche senza indice se non c'e possihilita di confusone. L’indeme di tai dasg,
dette anche class di resto modulo n, viene indicato con Z, = {[O]n, [1]n, ..., [N —1]n}.
Notiamo che le proprieta 1) e 2) permettono definire operazioni di somma e prodotto in Zy:

[a] +[b] =[a+b]  [&][b] = [ab]
Tdi operazioni sono ben definite, nel senso che il risultato non dipende dai rappresentanti scelti per
leclass: sedl [a] eb'T [b] dlora[a + b] =[a+ b] perlal) e[ab] = [ab] per la2).

Congderiamo le seguenti congruenze contenenti incognite:
1) x+a® b(modn)
2) ax° b(modn)

La1l) g risolve facilmente, infaiti essendo -a® -a(mod n), sommando membro amembro S ottiene:
x=b—-a(modn);x+2° 3(mod5)dacui x° 3—2(mod5)equindi x ° 1+ 5k

Per risolvere la 2) osserviamo che essa @ equivaente al’equazione ax + ny =b per quachey T Z;
pertanto risolvere la congruenza equivde dunque a risolvere quest’ultima equazione nelle incognite
intere X, y. Posto d = (an), e quindi a=da, n=dn con (&, n") =1, s ottiene da’x + dn'y = b da
cui segue dlb. Perché la congruenza abbia soluzione e quindi necessario che djb. In td caso, posto

b=db s ha per I'identita di Bézout, d = ax + ny e, moltiplicando per b’, b = axb’ + nyb’ ed
trova che x = Xb' é una soluzione della congruenza. Ossarviamo che s X, X' Sono soluzioni ddla
congruenza § ha ax +ny = b per quachey T Z eax + ny = b per quadchey 1 Z; uguagliando
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ax+ny=ax +ny dacuiax —x)=nly —y)equindi a(x —x)=n(y’-y). Poiché (@, n') =1ne
viene che & dividey —vy, cioés hay —y =ak perk T Z e sodituendo x —x' = n'’k. In definitiva
abbiamo trovato che, se X,y € una soluzione, tutte le soluzioni s ottengono ponendo X’ =X —n'k e

y' =y +ak, col sgnificato dei smboli sopra specificato.

6. Criteri di divigbilita

Supponiamo di avere un numero a e la sua rappresentazione in base dieci:

a=rn10" + 110" + 1,10 + 19

Le proprieta 1) e 2) ddle congruenze permettono di dimodrare dcuni criteri di divisibilita del

numero a.

Criterio di divigbilita per 9@ Un numero a é divisibile per 9 se e solo se 9 divide la somma delle
cifre.
Dimostrazione: Poiché 10 © 1 (mod 9) per la2) s ha 10" © 1 (mod 9) per ogni r 2 0O, ed anche

rs10" rs(mod 9) per lal) equindi a = rn10" + ry.1210™ 1 + ... + 1110+ re® rp + Mt +...+ 1 + 1o (Mod 9)

Osserviamo che serisultaa+ b = ¢, ab = d per certi interi a, b, ¢, d 1 Z allora & anche [a]n + [b]n = []n, [a]n [b]n = [d]n per ogni nT N; questa
proprieta puo essere usata per controllare |’ esattezza delle operazioni trainteri, anche se & solo una condizione necessaria. La ben nota provadd nove
€ basata sul precedente criterio: viene usato proprio il numero nove per la particolare facilita del calcolo del resto modulo nove.

Se un numero edivisibile per 9 allora lo &€ anche per 3

Criterio di divigbilita per 3 Un numero a é divisibile per 3 se e solo se 3 divide la somma delle

cifre.

Criterio di divisbilita per 2 o per 5: Un numero a € divisibile per 2 o per 5 se I'ultima cifra e

rispettivamente divisibileper 2o per 5(2| ro 05| ro).
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7. Teorema cinese del resto

Sano my, Ny, ..., M, numeri naturali > 1 due a due coprimi e ay, &, ..., a, interi relativi. Allora il
sstema di congruenze

xe s (rexim)
'?xoa2 (mod m,)
:

fx°a, (modm,)

ha soluzioni. Se X , X' sono due soluzioni allora X © x' (mod M), dove M = mymy...m,.

Dimostrazione: Fissato i supponiamo a =1, g =0 perj ! i. Poniamo ki = mims...miami+1my ed osserviamo che (m, k) = L infatti undivisoreprimo
di m; che divida ki dovrebbe dividere uno dei fattori m;. Per I’identita di Bézout esistono interi ri, s tali che rik; + sm; = 1; daquesto s vede che
riki © 0 (mod ki) eriki © 1 (mod m;). Serik; © 0 (mod ki) allora anche riki © 0 (mod my) per j * i poiché m; | ki edunqueil numero x; =rk; ésduzione
del sistema nel caso particolare che stiamo studiando. In questa maniera abbiamo trovato n numeri X1, Xz, ..., Xn; asSViamocheax;® a(modm) e
axi ° 0(mod m;) per ogni j i edinoltre ayix1 + &X2+ ... + &Xn © & (mod m;) per ogni i =1, 2, ..., n. Pertanto X= auX1 + &Xz +... +aX,eua
soluzione del sistema. Sex’ e un’atrasoluzione alorasi ha X —x’ © 0(mod m;) per ogni i; per definizione questo significam; | X — X equindi

X — X" e multiplo del minimo comune multiplo degli m;. Poiché i numeri m; sono coprimi tale minimo comune multiplo €l loro prodotto.

Ossarviamo che la dimostrazione del teorema fornisce un agoritmo per trovare una soluzione de
sstema, sempre che Sa soddisfatta I'ipotes, cioeé che i moduli m sSano coprimi. Osserviamo ancora
che il teorema cinee da solo una condizione aufficiente per la risolubilita dd ssema pud
effettivamente capitare che il dgema abbia soluzione anche se i moduli non sono a due a due
coprimi.

Un procedimento dternativo a quelo dd teorema e di risolvere le congruenze due dla volta Se
X% & (mod m) dlorasarax = a + Wy per ogni intero u; seéanchex © a (mod ) dlora dovra
essere g + MU = & + Ml per opportuni interi Y, W. Quedtultima equazione anmette soluzioni
s (M, mp) | & — &; in td caso 9 possono trovare soluzioni tramite I'identita di Bézout. Tdi
soluzioni saranno de tipo {X + k[my, mp], k T Z}; s dovranno poi ricercare tra questi i numeri che
sano eventudmente soluzione della terza congruenza. Questo procedimento permette di trovare
tutte le soluzioni del sitema, se esistono, € S puo applicare anche nd caso in cui I'ipotes dd

teorema cinese Savera; in quest’ ultimo caso § é sicuri apriori di trovare soluzioni.
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Esempi:

Risolvere i seguenti sstemi di congruenze:

|x°2(mod4)
i X° 2(mod 4)
a) | b) { x © 5(mod 7)
12x° 3(mod 7) i
1 X © 1(mod 3)
)|x°2(mod4) b i x=2+4k b i x=2+4k b i x=2+4K
12x° 3mod 7) 1ox=3+7t 12(2+4k) =3+ 7t 18k-7t=-1

Shak=-1+7m e t=1+8m equndix=2+4(-1+7m)=2- 4+28m=-2+28m

b) Poichéi moduli m = 4, my = 7, ng = 3 S0no a due a due coprimi dlora il Sstema, per il teorema
cinex dd resto, anmette soluzioni, che sono gli interi X' = X+ kM dove X= 2X; + 52 + Ixze
M =mpmp ximg =4 %73, k1 Z
| numeri X1, X2, X3 SONO 0gnuno una soluzione particolare rispettivamente del seguenti tre Sstemi:
i x° 1(mod 4)
1) {x° 0(mod7)
¥x ° 0 (mod 3)
| x° 0(mod 4)
2) | x ° 1(mod 7)
1x°0(mod 3)
|x° 0 (mod 4)
3) . x © 0 (mod 7)
1x°1(mod 3)
Ossarvimo che :

- iduenumeai My =4 e ki =nmpng =21 sono coprimi per cui € 1= rik; + mys; ossa
1=21nr+ 4 g, dacui segue che x3 = rnky = 21 K € una oluzione dd ssema 1).
Risultar;=1 e s =-5equindi x; =21

- iduenumei mp=7e ky=mmg =12 sono coprimi per cui € 1= rky + mys, ossa
1=12p + 7 $ dacui segue che X2 = Rk, = 12 kL € unasoluzione de sstema 2).
Risultar, =3es=-5 equind x2=36.

- iduenumeai mg=3e ks = mmp =28 0no coprimi per cui € 1 = r3kz + mzSz 0ssa
1 =28 B+ 3 3 dacui segue che X3 = Rkz = 28 13 € una luzione dd sstema 3).
Risultars=1es;=-7equindi X3 =28.

Inconclusone X =2x; +5x, + X3 =42+ 180+28=250 e x'=250- 84k.
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Proviamo a risolvere lo stesso sgema in un atro modo, uguagliando le congruenze due dla volta

Una volta trovate le soluzioni comuni a due congruenze § determinino tra queste qudle che
soddisfano laterza congruenza.

1 X ©° 2(mod 4) ix=1+3a ix=1+3a ix=1+3a

T 1 T T ., a=-1+4t
i Xx°5mod7) b {x=2+4b P {1+3a=2+4b b [3a-4b=1 s ha

i i i i b=-1+3t
L x © 1(mod 3) lx°5(mod7)  1x°5(mod7) L x©° 5(mod 7)

Cix=1+3(-1+4t)=1- 3+12t =-2+12t _ jx=-2+12 X =-2+12t
equindi { b i b i
iX=5+7c i- 2+12t=5+7c {12t-7c=7
t=21+7k

dacu x=-2+12 (21 + 7k) = -2 + 252 + 84k = 250 + 84k.
c=35+12k
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STRUTTURE ALGEBRICHE

1. Operazioni algebriche binarie

Dato un inseme M! A, chianmiano operazione algebrica binaria definita su M una quaunque
applicazione f che associa ad ogni coppia ordinata (a, b) di dementi distinti 0 no di M uno ed un
s0lo elemerto ¢ appartenente ad M.

M M® M "(a, bl MM ! (a, b)=cl M

L’ operazione viene indicataconi smboli : * , 0, A ,...s haa*b=c.
Esempi:
1) La somma e il prodotto introdotte in N sono operazioni agebriche binarie , mentre la
sottrazione e la divisone non |o sono.
2) Sa P lI'indeme de numeri pai e D qudlo deé numeri dispari, la somma €& un’ operazione
agebrica binaria definitasu P, mentrenon lo e su D.
3) Sono esempi di operazioni algebriche binarie definite su N*
- I'gpplicazione f che associa dla coppia @, b) ,di dementi distinti o no, la potenza che ha
per base il primo demento e per esponente il secondo demento:  f(a, b) ® &>  cioé
a* b=a’.
- I'applicazione f che associa dla coppia (a, b), di dementi diginti o no, il loro MCD:
ao b=M.CD. (a b).
S dice chel’ operazione* definitasu M gode della proprieta commutativa se:
" a, bl M dvaificache a*b=b*a.
Le operazioni + e x suindemi N e Q sono commutative, le operazioni - e : in Q , come pure
|’ devamento a potenzain N* non sono commutative.
L’ operazione* definitasu M gode della proprieta associativa se:
" ab,cl M dveificache (a*b)*c=a*(b*c).

Leoperazioni +e x suN, Q e Z sono associdtive.

@ | simboli N*, Z",Q",R indicano gli insiemi dei numeri naturali interi, relativi, razionali e redli privati dello 0.
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Non e associativa
- I'devamento a potenza in N°, ( infati ad esempio & (2*3)*4t 2*(3*4), avendos
(2% 3)* 4=2% 4=(23)*=212 @ 2% (3*4)=2* 3*=281)
- lasottrazione in Z, (infatti ad esempio & 8-(5-2) 1 (8-5)-2, avendos
8-(5-2)=8-3=5 e (8-5)-2=3-2=1.)
Altri esempi:
1) SaM unindeme non vuoto e* |’ operazione su di esso definitain modo tae che:
"abl M a* b=b .Tde operazione e asocidiva ,(infatti € (a*b)*c=a*(b*c) , avendos
(@*b)*c=b*c=c e a*(b* c)=a*c=c); ma non & chiaramente commutativa, a meno che
I"'insgeme sia codtituito da un unico eemento, cioe M| =1.
2) Sa E un inseme e P(E) I'indeme ddle sue parti, le operazioni di C e E su P(E) sono

commutative e associative.

Una struttura algebrica € un inseme non vuoto su cui Sono definite una o piu operazioni dgebriche
binarie.
Un gruppoide € una druttura agebrica con una operazione adgebrica binaria definita su di esso,
verra denotato con (M, *).
Un semigruppo € un gruppoide in cui | operazione gode della proprieta associaiva
Un samigruppo § dice abeliano (0 commutetivo) se I'operazione in definita gode ddla
proprieta commutativa.
Elemento neutro di un gruppoide (M, *) @ quell’dlementoel M taeche" al M s ha
a*e=e*a=a.
- N, Z, Q, con I'operazione di addizione sono semigruppi abeliani ed hanno lo 0 demento
neutro.
- N, Z, Q, con I'operazione di moaltiplicazione sono semigruppi abeliani ed hanno 1 come
elemento neutro ed € chiamato elemento unita.
- Qoon ' operazione di divisone non hademento neutro infaiti al= a mentrel: a' a.
In un gruppoide (M, *) con eemento neutro e dices elemento ssmmetrico di a un demento &’ tde
chea*a =a *a= e
Se$ &, g dicechea é smmetrizzabile
-In N nessun demento tranne o 0 € Smmetrizzabile rispetto a +.
-In (Z, +) qudsas demento & smmetrizzabile ( il sSmmetrico di a & -a) cos anche in (Q°, ¥ (il

smmetricodi a € 1/a).
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2. Gruppi

Un semigruppo con elemento unita nel quale ogni elemento e simmetrizzabile € detto gruppo.
Cio equivade a dire che un gruppo € un insdeme non vuoto M con una operazione agebrica binaria
I'M"M® M: (a, b) ® a* b definitasu esso laquae gode ddlle seguenti 3 proprieta:
1) "abcl M: (a*brc=a*(b*c) (*e&associativa)
2) $el M: are=zera=a "al M ($eementoneutro)
3) "a M $al M : ara=a+a=e ("al Meésmmetrizzabile)
Teoremi
- Inungruppo |’ elemento neutro € unico .
Supponiamo per assurdo che esistano due dementi neutri e ed € . Per la proprieta ddl’emento
neutro s ha
"al M a*e=e*a=a dunque
e*e€=€*e=e eache €*e=e*€ =¢€ dacui e=¢€.
- Inun gruppo ogni elemento a ammette un solo ssimmetrico a’ .

Supponiamo per assurdo che esistano " a1 M due dementi Smmetrici a” ed a'. Consideriamo:

dacui: a’' = a'.

Spesso |'operazione dgebrica binaria dd gruppo € indicata con x (chiamata maltiplicazione) in ta
caso I'elemento neutro verra indicato con 1 ed e detto unitd, mentre il Smmetrico di a verra indicato
con a' , ed & detto il reciproco e il gruppo & detto moltiplicativo; usudmente in un gruppo
moltiplicativo scriveremo ab invece di a xb.

E immediaio verificareche (@t )'=a e (ab)l=bta™.

Tdvolta, specidmente quando S tratta di gruppi abdiani, S usa la notazione additiva invece di
quella maltiplicativa. Cioe: |'operazione de gruppo s chiama addizione (invece di maltiplicazione)
ed srive a + b (invece di a xb ), I'demento unita dd gruppo s chiama zero e s indica con 0
(invece di 1); I'inverso di a s chiama opposto e s indica con —a (invece di a?). S pone inaltre
at+(-b)=a-b.
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Per semplicita di scrittura | teoremi che seguono sarano formulati nel caso di un gruppo

moaltiplicativo (G, ¥. S noti che essi valgono anche ndl caso generde di un gruppo (G, *).

Teoremi
1) SeGeéungruppo,” abl G ledueequazioni ax=b e ya=b ammettono una sola soluzione.
Infatti x= a™b e y=ba™® sono soluzioni e sono uniche.
2) Inun gruppo valgono le leggi di cancellazione a sinistra e a destra, cioe:
"abcl G da ab=ac seguecheb=c.

"a b,cl G daba=ca seguecheb=c.

Altra definizione di gruppo. Un gruppo G & un semigruppo in cui le due equazioni ax=b e ya=b
ammettono ciascuna una ed una sola soluzione per ogni a, b1 G.

G} G}

1) Associdiv a 1) Associdiv a
] ) :

|
'Ilé)?ei atataca’ o U .:.2)" a,bl G, leequazioni ax=beya=b
19" al G 3a":a"a=aa" =e f henno una sola soluzione

Un gruppo s dice abeliano o commutativo se |’ operazione gode della proprieta commutativa.

Chiamiamo ordine di un gruppo finito il numero dei suoi dementi.

Semigruppo e gruppo Smmetrico. Sia M un ingeme non vuoto. L’'ingeme ddle applicazioni di M

in M e un semigruppo rispetto a prodotto di gpplicazioni e s diceil semigruppo simmetrico su M.
L’'indeme ddle gpplicazioni biiettive di M in M € un gruppo e s chiama il gruppo simmetrico su
M. Se M e finito e ha n dementi , il gruppo Smmetrico su M e finito ed ha nl=n x(n-1) x...x2 x1
eementi. In quest’ultimo caso il gruppo Smmetrico S suole chiamare gruppo delle sostituzioni su n
elementi; se M={1,2,...,n} dloraun sogtituzione viene spesso indicata con

& 2 .. ng

G a2
dove{as,a, ... a,} ={1.2, ... n}.
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3. Sottogruppi.

Sottosemigruppo di un semigruppo G € un sottoinseme non vuoto A di G che risulta essere
semigruppo rispetto ala sessa operazione definitain G.
Cioaccadeseesolose” a, b1 Ashache abl A cioé
A sottosemigruppo di GU " a, bl A, abl A
Sottogruppo di un gruppo G € un sottoindeme A non vuoto di G che risulta essere un gruppo

ripetto ala stessa operazione definitain G.

In ogni gruppo G esstono dmeno due sottogruppi, i cosddetti  sottogruppi banali o impropri . Ess
sono il gruppo stesso e il sottogruppo che ha come unico demento |'demento neutro di G; ogni
altro sottogruppo e detto proprio.
Teorema: Condizione necessaria e sufficiente affinché A(sottoinsieme non vuoto di G) sia un
sottogruppo di G e che siano verificate le seguenti due condizioni:

1) "abl Ap abl A

2) "al Ap ali A

Insintesi: Al EsottogruppodiG U 1)"a bl Ab abl A; 2)"al Ab a'l A

Dimostrazione:
P  EssendoA unsottogruppodi G, ossaungruppos hache" abl A abl A e all A.
U Poichéda a,bil AP abl A segue chel operazione definitain G & anche un’ operazione
definitain A.
Inoltre " a, b,c T A s ha a(bc)=(ab)c perché la proprieta associativa che vae in tutto G , vae
ancheinA.
Poiché le condizioni 1) e 2) vagono "a, b T A per b= a' s haa a'= d A, cicé I'demento

neutro di G sta pure in A. Ed essendo anche che "a , @'l A segue che A & un gruppo, Gioé un

sottogruppo.
Le condizioni 1) e 2) equivalgono all’ unica condizione " a,bT Ab ab*l A

Le condizioni dd precedente teorema possono, in dcuni cad, essere dleggerite. E' il caso in cui
A éun sottoingemefinito di un gruppo G. S hainfatti:
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Teorema: A sottoinsieme finito di un gruppo G e un sottogruppodi GU "a, bl APb abl A
Dimogtrazione:
P Infati essendo A un sottogruppo e quindi un gruppo, e chiuso rispetto dl’ operazione
definitain G equindi in A.
U Se" a,al AP a al A d hacheA & un sottogruppo. Ci serviamo dela seconda
definizione di gruppo e cioé che le due equazioni ax=b e ya=b hanno una sola soluzione.
Nel nostro caso " ai, @ facciamo vedere che le equazioni ax= a e ya = a hanno una sola
soluzione. Condderiamo a tale scopo | prodotti ai a; ,ai ay,.........,ai an ciascuno di esd, per ipotes
T A e sono tutti, a due a due distinti (altrimenti per la legge di cancdlazione da ai ar=ai asP ar = &)
pertanto coincidono con gli n eementi di A , ed esattamente uno di sarauguae a g , cioé sara
ai ar= g coel’'dementoar elasoluzionein A ddl’equazione aix= gj .
Analogamente condderando i prodotti a; & a2 &,......... 8, a , 9 prova che I'equazione yai = g
ammette soluzionein A.
Ossavazione lafinitezzadi A é essenzide. Infaiti:

Q" =Q-{0} con I’ operazione di moltiplicazione & un gruppo.

N“=N-{0} con I’ operazione di moltiplicazione non & un gruppo.

N éunsottoinsemedi Q es hache"a,bT N b abl N° ma(N" , ) nonéun

sottogruppo di (Q° , X).

I nter sezione ed unione di sottogr uppi.
Teorema: Se Se H sono due sottogruppi di G SC H € un sottogruppo di G.
Dimodrazione. Infatti:
a) seal SCH,esendoSeH sottogruppi b a*1 Seal Hquindial SCH.
b) sea, bl SC H,essendo SeH sottogruppi P abT S,abT HPb abl SCH.

Pt in generde se {Gi}ii1 & un insieme di sottogruppi di G allora G = C G; (formato dagli

elementi comuni a tutti i sottogruppi G; ) € un sottogruppo di G.

- Strutture dgebriche - 30



Teorema: Se Se H sono due sottogruppi di G P SEH non & sottogruppo di G, tranne nel caso in
cuiHi SoppureSi H.

Dimogtrazione. Saal S-Hebl H-S, facciamo vederecheab T SEH.

Supponiamo per assurdo che ab 1 SEH , ad esempio ab 1 S, avremo ab=s. Maltiplicando ambo i
membri a snisraper a' s avrebbe a'ab = a's1T S b b = a's1 Scio & assurdo perché bi S

andogamenteseab T H s perviene ad un assurdo.

4. Gruppi ciclici e generatori.

Se al G, s conddaino tutti gli dementi “generati” da a usando I’operazione del gruppo. Nella
notazone moltiplicativa poniamo:
a=e®, al=a, a"=a"lxa perm>Ll.
al= inversodi a a’=(al)(al=(at)? ad=(at)( al( al)= (@), ...
cod a™=( ahm.
E’ immediato provare che:
ama" =g™n @)= am"
e da queste deriva che I'indeme {a" | nl Z}& un sottogruppo abdiano di G, che indicheremo con

G(a), s chiama sottogruppo ciclico generato da a.

Un gruppo G g dice ciclico quando coincide con un suo sottogruppo ciclico, cioé se esiste un suo
elemento a tae che G(a)= G, |’ demento a € detto generatore di G.

Se |’ operazione definitain G €I’ addizione S hanno le seguenti posizioni:

Oz= 0 (dementoneutrodi G) la=a ma=(m-l)a+a (-)a=-a (-m)a= m(-a)equindi:
na+ma=(n+m)a n(ma)=(nm)a

e gli dementi di G(a) sono gli dementi dd tipop ma, mi Z, cioé tutti i multipli di a secondo un intero

reativo m.

Esempi:
1) (Z,+) éungruppo ciclico, e generato dal’intero 1, e un dtro generatore e —1.
2) Dao un poligono regolae di n 3 3 lati, il gruppo ddle rotazioni atorno d centro de

poligono che mutano in 2l poligono € un gruppo cidlico di ordine n.

@ pyr usando |a notazione molti plicativa, per non creare confusione tipograficamente, continuiamo ad indicare cone
I’ elemento unita del gruppo.
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Per il sottogruppo ciclico generato dall’ lemento a S possono presentare due casi:
1)  Lepotenzedi a sono adue a due distinte, cioé per htk & a"1 & dloraesste unabiiezione
Z« G(@) , ®a" ; tad caso G(a) possede infiniti dementi, e § dice che a & un demento di

ordine o periodo infinito.

Esempio:
(Z, +) , 'demento 1 ha adine infinito, cos come I'demento —1. (Z, +) pud essere generato
da loda-1.

2)  Esdstono dueinteri rdativi ht k tali chea = a*, intal caso supposto k>h s ha

a“xa" =a" xa=ep a“" = econ k-h>0, cioé esistono potenze di a ad esponente > 0 egudi ad
e. Il piu piccolo intero positivo n per cui a" =e dices ordine o periodo di a e s dice che a haordine
finito n.

1

Se a haordine finito n , dlora le potenze a’=e a 1

=a, r> AR a sono a due a due
distinte, perché se fosse a” = &, con O<h’<k’<n-1 sarebbe & ™ = econ 0 < kK'-h'<n-1 ecid &
assurdo.

Inoltre ogni dtra potenza a™ T G(a) , con m intero rdaivo, & ugude ad una delle potenze a' con
O<r <n-1 , perché possamo scriverel m=ng+r e quindi: a” = a™" = a™ @ =@" )! &
ed essendo a'=eb a"=a

Pertanto se un demento al G ha ordine finito n, dlora il sottogruppo G(a) ha ordine n e i suoi

demettisono: e a,a’,....,a"™"t.

Generatori. Sia G = G(a) un gruppo ciclico, vogliamo trovarei suoi generatori .
Chiaramente affinché un demento di G, a' , Sa anch’esso un generatore € necessario e sufficiente
che essaun quacheintero stdeche (@' )>=a ciog, a °=a.
Didinguiamo i cas G cidico infinito e G diclico finito.

- Se G é ddico infinito, I'uguaglianza a
entrambi —1.

Ci sono alora solo due dementi che possono generare un gruppo cidico infinito, a' e a,

*=a implicarss1lequindi r ed s sono entrambi 1 o

I'uno inverso dd’ dtro.

- Se G éddico finito di ordine n, da a” S=a b a®xa'= a xa® coéa®! =a’ =eequindi
rs-1 deve essere un multiplo di n, rs-1= kn , ossa rs- kn = 1 per quache intero k, co sgnifica
(cfr. identitadi Bezout ) che 1=M.C.D (r , n), cioér e n sono coprimi fraloro.

Quindi s= a e generatore di un gruppo ciclico finito di ordine n dlora tutte le potenze di a con

esponente un NUMero r primo con N sono generatori di G.
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S provache:  Ogni sottogruppo di un gruppo ciclico € un gruppo ciclico.
Piu exdlicitamente Ogni sottogruppo di un gruppo cidlico infinito diverso dal sottogruppo unita é
un gruppo cidlico infinito, e ogni sottogruppo di un gruppo cidico finito € un gruppo ciclico finito.

5. Teoremi di L agrange, Fermat, Eulero.

Di notevole importarza nelateoriada gruppi finiti eil seguente;
Teorema di Lagrange L’ordine di un sottogruppo G’ di un gruppo finito G € un divisore
dell’ ordine del gruppo, ciog |G| | | G| .
Corallari:
1) SeG éunsottogruppo propriodi Gallora|G'| < |G|/ 2
2) SeGeéungruppofinitodiordinenedal Gp a"=e.
Infetti, detto m I’ ordine di a, per il teoremadi Lagrange, m eun divisoredi n, cioe
n=km dacui a” =(@™ )k =e=e,
3) Se G eungruppo finito avente ordine un numero primo p, allora G é ciclico.
Infaiti saal G eat e. Posto H=G(a), I’ ordine di H & maggiore di 1 e divide p , quindi

necessariamente essendo p primo, coincide con p, cioe H=G(a)=G.

S hainoltre

Teorema: Un gruppo G & privo di sottogruppi propri U G é finito ed ha per ordine un numero
primo p.

Dimostrazione:

U G non pud avere sottogruppi propri, perché I’ ordine di un tale sottogruppo dovrebbe dividere | ordine di G stesso ed essendo tale
ordine un numero primo p, gli unici divisori sono se stesso €1, che corrispondono ai due sottogruppi impropri.

b Saal G conat e Posto H=G(a) dovra necessariamente essere G=H , cioé G éciclico ed & generato daa.
Dimostriamo che efinito; infatti se fosse ciclico infinito le potenze di a ad esponente pari formerebbero un sottogruppo proprio
di G, assurdo. Quindi G éciclico finito di ordinen.

Proviamo che n & primo; infatti se fosse rxs=n con I<r , s <n Je potenze g a ,(@)?,... ,(@)%! formerebbero un sottogruppo
proprio di G di ordines, e cio € assurdo essendo G privo di sottogruppi propri. Quindi n & necessariamente primo.

Sull’ esstenza di sottogruppi di un gruppo cidico finito S hail seguente
Teorema: Se G e un gruppo ciclico finito di ordine n allora per ogni divisioner di n esiste un unico

sottogruppo di ordiner.
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Come gpplicazione del teoremadi Lagrange s puo dimodtrareiil
Teoremadi Fermat: Sep &un numero ed al Z & primo con p allora a®™° 1 mod. p.
La tes equivde a dire che a®*! e 1 divis per p danno lo stesso resto, cioé la classe dei resii

individuata da a®* élastessadi quelaindividuatada 1, ciog[aP]=[1] in (Zp, »).

Per ogni numero ni N indichiamo con j (n) la cardinalita dell’insieme dei numeri naturali minori

di neprimi con n. Essaéunafunzionedi N in s stesso nota come funzione di Eulero.

S hache j (n)=n O? %% (cioe il prodotto P € esteso a tutti i humeri primi p che dividono n,
np

compreso se stesso se n e primo).

Esempio: | (45) = 45%(1- 1/3) X(1- 1/5), poichéi divisori primi di 45 sono 3 e5.

j (45)=45 x 2/3 x4/5 =24,

Chiaramente sen e primo, p, j (p)=p-1, sen & composto, j (n)<n-1.

Una generdizzazione del precedente teoremadi Fermat €il seguente:

Teoremadi Eulero: Senl Nedal Zéprimoconnb & ™ °1 modn.

Un numero x & una radice quadrata non banale di 1 se soddisfa |’ equazione x?° 1(mod n).
Esempio: 6 € unaradice quadrata non bandedi 1, mod 35.

L egato a quest’ ultimo concetto e aqudlo di numero composto S hail seguente:

Teorema: Se esiste una radice quadrata non banale di 1, diversadale-1(=n-1), modn, alloran

€ composto.

6. Algebra modulare.

S é vido che I'indeme ddle class di reto mod n viene indicato con Z, ={ [0],[1],...,[n1]} e che
in sono Sate definite due operazioni, lasommaceil prodotto mod n:

[a] +[b]=[a+b] [a] X{b]=[axb]

Tdi operazioni sono ben definite nd senso che il risultato non dipende dai rappresentati scelti per le

clasd.
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Infetti sea’ 1 [a] eb’ 1 [b] soraa-a’=kneb-b’=hne

- sommando membro amembro s ha(a+b)- (a'+b’) = (k+h)ncioéa +b'T [a+b]

- moltiplicando la prima per b elasecondaper @ 9§ ha ab—-ab = bkn eab-ab =ahne
sommando membro amembro & ab - a’b'=(kb + ha’)n cioeab'T [ab].

S veificafaclmente che tai operazioni Sono associative e commutative pertanto (Z,, + ) e

(Zn, ¥ risultano essere dei semigruppi abeliani.

Rigpetto dla somma c'e I'demento neutro che € la classe [0] ed ogni demento [a | ha il suo
opposto —{a] ossia [n-a] poiché [a]+[n-a] =[0], pertanto (Z, , + ) € un gruppo, detto gruppo additivo
mod n, elasuacardinditaen.

Denotate le class di eguivdenza con i loro dementi rgppresentativi, riportiamo la tabdla
dell’ operazione dd gruppo (Zs, +).

+ |0 1 2 3 4 5
o1 2 3 435
(1 2 3 4 5 0
223 4.5 0 1
I3 4 50101 2
4 |4 5 0 | 2 3
515 0 1 2 3 4

Rigoetto dla moltiplicazione, la dasse [1] € I'demento neutro e non tutti gli ementi di Z,  hanno
inverso; solo quegli dementi che sono primi con n hanno inverso. Infaiti affinche [x] T Z, sa
I'inverso di [a] dovra avers [a][x]=[ax]=[1], ci0 dgnifica che ax e 1 devono dtare nella stessa
classe, cioé dovra esistere un quache ki Z tade che ax-1=kn ossa ax-kn=1; cid non sempre &
possibile, lo e solo se (cfr. Identita di Bezout) a ed n sono primi fraloro, cioe se M.C.D.(a, n)=1.
Pertanto posto Z, ={[a] T Z. | M.C.D.(a, n)=1}, (Z.", X) & un gruppo, detto gruppo moltiplicativo
modulo n, elasuacadinditaej (n).
Esempio:
1. se n = 15 denotate sempre le class di equivalenza con i loro eementi rgppresentativi, S ha
Z15={ 0,1, ...,13, 14}, j (15)= 15X(1- 1/3) X(1- 1/5)= (15%2 x4) / 15=8.
Zis ={1,2,4,7,8,11,13,14}.
2. sen=7shaz; ={1,2, 3 4,5,6}.
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Di sequito vengono riportate le tabelle moltiplicative dei gruppi (Z7, Y e (Z1s , ¥:

. w1 2 4 Kodn o134
1 :’!."- 4 |1 5| 6 | . 2 4 . 1 13 14
HENFAEREREAN 2 12 4 & 14 | 1o
2l2lals|1l3]s 1 R 3 HT N
2 | T 07 1 134 g | W
3|36 |2]{5]1]4
Ble 0 2 114 13 14
4|4 1 | 512 |6]3 TR TR T | a
1 F]13l1)1614]2 I3 013 1 7 1 14 A
& &5 _||3 211 14 4 1% 11 # 4 |
Complementi:
S ossarvi che

- nd gruppo additivo mod 6 (Zs, +) i sottogruppi ciclici generati dai suoi eementi sono:

G(0)={0} G(3)={0, 3}

G(1)={0, 1,2, 3,4, 5} G(4)={0, 2, 4}

G(2)=0, 2, 4} G(5)={0, 1, 2, 3, 4, 5}

- nel gruppo maltiplicativo mod 7 (Z7, X) i sottogruppi cidlici generati dai suoi ementi sono:
G(1)={1} G(4)={1,2, 4}

G(2)={1,2 4 G(5)={1, 2, 3, 4,5, 6}

G(3)={1,2,3,4,5,6} G(6)={1, 6}

- nel gruppo maltiplicativo mod 15 (Z15 , X) i sottogruppi ciclici generati dai suoi elementi sono:
G(D)={1} G(8)={1, 2, 4, 8}

G(2)={1. 2 4,8} G(11)={1, 11}

G(4={1, 4} G(13)={1, 4, 7, 13}

G(7)=(1,4,7,13} G(14)={1, 14}

Pertanto ricordate le definizioni di gruppo ciclico edi generatore 9 ha che:

- (Zs, ) eun gruppo ciclico, generato da 1 e dal suo opposto 5. Essendo I’ ordine del
gruppo 6, per ogni suo divisorer (2, 3) esiste uno ed un solo sottogruppo ciclico di
tale ordine. 1l sottogruppo ciclico di ordine 2 €{0, 3} ed ha come generatore 3, il
sottogruppo ciclico di ordine 3€{0, 2, 4} ed hacome generatori 2 e 4.

- (Z7', ») @un gruppo ciclico, generato da 3 e dal suo inverso 5. Essendo I’ ordine del
gruppo j (7)=6, per ogni suo divisorer (2, 3) esiste uno ed un solo sottogruppo
ciclico di tale ordine. Il sottogruppo ciclico di ordine2 €{1, 6} ed hacome
generatore 6, il sottogruppo ciclico di ordine 3 €{1, 2, 4} ed hacome generatori 2 e
4.

- (Z15 , ¥) non &un gruppo cidlico. Esso ha tre sottogruppi ciclici di ordine 2 e due
sottogruppi ciclici di ordine 3.
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7. Andli, corpi, campi ereative sottostr utture

S chiama anello un insieme non vuoto A con due operazioni algebriche binarie definite su di esso,
una di addizione e una di moltiplicazione (A, +, X) tali che:
1) (A, +)eungruppo abeliano cioé:
"ab,cl Asha
- a+(b+c)=(a+b)+c.
- at+b=b+a
- "al A $0I A:at+0=0+a=a.
- "al A $-al A:a+(-a)=0.
2) (A, X) e un semigruppo cioe:
"abcl Ae
- a(bc)=(ab)c.
3) valgono le proprieta distributive della moltiplicazione rispetto all’ addizione sia a destra che
asnistra.
"abcl A
- a(b+c)=ab+ac.
- (b+ca=ba+ca
(A, +) e detto gruppo additivo di A.
(A, X) & detto semigruppo moltiplicativo di A.
Se la xgode ddlla proprieta commutetiva, A e detto anello commutativo.
Seil semigruppo (A, X) hademento unita diverso dalo zero, S indicacon 1 es chiamaidentita (o
unitd) dell’ andlo.
Un andlo con eemento identita (o unitd) ha ameno due ementi, I’ 1 elo 0.

Proprieta ddl’anélo.
1) "al A €0a=a0=0
2) " abl Aeé(-a)b=a(-b)=-ab

3 " abclAeéa(c)=ab-ac e (bca=ba-ca

Un demento a0 1 A s dice che & un divisore dello zero se esiste I3 0 A tde che ab=0 oppure
ba=0.

L’insgeme delle matrici quadrate di ordine n & un esempio di andllo con divisori dello zero.
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Un andlo commutativo privo di divisori dello zero dices dominio d’ integrita.

Esempi di andli commutativi con demento identita, o unitaprivi di divisori dello zero, sono:
Z+3 Q+¥ R+3.

(2Z, +, X) e un esempio di anelo commutativo non unitario.

Andlo di polinomi.

Sa R un andlo commutativo. Con R[x] denotiamo I'indeme dei polinomi ndla indeterminata X a
coefficienti in R.

Sel(X)= ap+ ag X+ ...+ a x" con ayl0, dloran s dicegrado di | (X) e a, S chiama coefficiente
direttivo o primo coefficiente.

SeR hademento unital eay=1, il polinomio | (X) S dice monico.

R[x] con l'usude definizione di addizione e mdltiplicazione risulta un andlo commutetivo, e
I’anello dei polinomi nell’indeterminata x.

S veificache se R e privo di divisori dello zero lo e anche R[X].

Ri[X] indical’anello dei polinomi inx di grado< n.

Dices corpo un anello A in cui gli elementi diversi da zero formano un gruppo rispetto alla
moltiplicazione, tale gruppo s dice gruppo moltiplicativo del corpo.

Dices campo un corpo in cui la moltiplicazione € commutativa.

Sottostrutture.
Un sottoingeme H non vuoto (HXA ) di un andlo] corpo , canpo | A dices sottoanello
[sottocorpo , sottocampo] di A se risulta essere un andlo [ corpo , campo | rispetto ale stesse due
operazioni definitein A.
Condizioni caratteristiche.
- SaA unandloeH un sottoinsemenonvuoto di A, H e Hi A, s verificaimmediatamente:
H sottoandlodi AU 1)" a, bl Hp akl He2)" a bl Hb a-bl H.

- SiaK un corpo e H un suo sottoinseme con dmeno due eementi, S ha

H sottocorpodi KU 1)" a, bl Hb abiHe2)" a bl H,bt0b ak™i H.
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8. Omomorfismi fra strutture

Sano G e G due gruppoidi (oppure semigruppi oppure gruppi).
Un'applicazione | :G® G § dice un omomorfismo di G in G quando, per ogni a, b TG, &
| (@b)=1 (a) 1 (b).
Un omomorfismo iniettivo 9 chiama pure monomor fismo od anche unaimmersionedi GinG' .
Un omomorfismo suriettivo s chiama pure un epimorfismo.
Un omomorfismo biiettivo 5 dice un isomorfismo fraGeG'.
Proposizione: Sa| :G® G’ un omomorfismo fra gruppi. Allora:

(i) fle)=¢€

(i)  f@hH=(f(a)™

(iii)  seH éun sottogruppo di G alloraf(H)= { al G'| $al H talechef(a) =a’ }&un

sottogruppo di G.

(iv) seH’ éunsottogruppo di G alloraf*(H')={ al G| f(a) 1 H’' } &un sottogruppo di G.
Dimostrazione:
(i) Da f(a)=f(ae)=f(a) f(e)= f(a) dunquef(e) e demento nueutro di G'.
(i) Dae =f(e) = f(aal)=f(a) f(a™') segue che f(a') &l'inversodi f(a), cicé f(al)=(f(a))™
(iii) Intanto f(H) non & vuoto perché € =f(e)l f(H). Inoltre se &' ,b’ T f(H) significa che a'=f(a) e
b'=f(b) con ab T H : dlora ab™ = f(a)f(b’)= f(a bY)i f(H) perché a bl H essendo H un
sottogruppo di G.
(iv)intanto f (H’) non & vuoto perché e f (H') in quanto f(e)=e'T H'. Indltre se abl f (H)
sonifica f(a),f(b) T H'; dlora a b1 f }(H') perché f(a bY)= f(@)f(b)*l H' essendo H' un
sottogruppo di G'.
Nucleo ed immagine di un omomorfismo.
Sa | G®G un omomorfismo di gruppi. Definiamo nucleo di f e lo denotiamo con Ker f |l
sottoinsemedi G:  Ker f= { al G|f(a) =€}.
Definiamo immagine di f e ladenotiamo con Im f, il sottoingemedi G':

Imf={a'1 G |esisteal G tdechef(a) =a’}.
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Proposizione: Sa | :G® G’ un omomorfismo di gruppi. S ha:
(i) Ker f & un sottogruppo di G.
(i) Imf & un sottogruppo di G'.
(iii)  feéiniettiva se e solo se Ker f={€}.
(iv) fesuriettivaseesoloseIlmf=G'.
Dimostrazione:
(i) E Ker f=f({e}) equindi bastaapplicareil punto (iv) della proposizione precedente.
(i) E Imf=1(G) equindi bastaapplicareil punto (iii) della proposizione precedente.
(iii)  Se f éinidtiva e f(a)=€', essendo pure f(e)=€ segue a =e cioé Ker f={¢e}. Vicevarsasa
Ker f={e} esanoa,bi Gtdi chef(a)=f(b) ; dacio segue € = f(a)f(b)'=f(ab™) dacui

ab™l Ker f quindi ab!=ecioga=b.

Sao R e R due andli (oppure corpi) un’applicazione | :R® R € un omomorfismo di Rin R s
"a, bl Rrisulta

1) f(a+b)=f(a)+f(b)

2) f(ak)=f(a)>f(b)
Per gli omomorfismi tra andli (0 corpi) vagono teoremi andoghi a queli per gli omomorfismi fra
gruppi.
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POLINOMI

1. Funzioni polinomiali e polinomi

Sono noti campi infiniti (es. il campo de compless C, qudlo de redi R, quello dei raziondi Q) e
campi finiti (es. Z, laclasse del resti modp con p numero primo).

Nel seguito, ove non espressamente detto, indicheremo con K, un qua ungue campo.

Dices funzione polinomiale (o funzione razionde intera) su K, unafunzione p di K in se stesso,

p: K® K, tdeche$nl N (n3 0)edegli dementi al K tdi chep(a) =apa’+ a;al+...+a,a"
"al K.

Essaverraindicata ne seguente modo:

X® p(x) =aox+ap xM+...+ax" " xi K

Detto F I' indeme di tutte le funzioni polinomidi di K in se gesx0, € possbile definirein tae

ingemela+ eil -, tenendo conto della definizionedi + e - nel campo K.

(P+a)(x) = p(x)+a(x) (P-a)(x) = p(x)-a(x) "xI K

Due funzioni polinomiali sono uguai se assumono gli stessi valori in corrigpondenzadi ogni X1 K;
cioes “comportano” alo stesso modo.

F con queste due operazioni € un andllo commutativo con eemento unita

L’ demento neutro rispetto ala +, lo zero, & quelafunzione polinomiae che associa™ xi K
I’elemento O di K.

Lafunzione oppostadi p &lafunzione- p tae che (- p)(x) =- p(x) " xI K.

Lafunzione unitadi F &lafunzione polinomiae che associa " xI K I’ demento 11 K, ossala

funzione costante ugude a 1.

Un polinomio p(x) a coefficienti nel campo K, é un’ espressione dd tipo:
p(X) = apt awX + apx’+...+ ap X"

con al K ex un’ indeterminata.

L’ indemede polinomi in K g indicacon il ambolo K[x].
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Due polinomi p(x) =S a X eq(x) =S by x' sono uguai seesolose a=b; " i, cio& hanno lastessa

scritturaformae.

Da quanto detto S ha che le funzioni polinomidi e i polinomi vengono indicati alo sesso modo ma

chiaramente g trattadi concetti diver.

L’ gpplicazione y : K[x] ® F chead ogni palinomio p(x) = ap+ a1x + axx>+...+ a, X"l K[x] associa
la funzione p(x) che manda ogni ¢l K in p(c) = ap+ aiC + axC®+...+ a, ¢ di K & suriettivama, in
generde, non e iniettiva, infatti pud accadere che due polinomi divers danno luogo dla stessa
funzione polinomide.

Esempi:
1) SiaK[x] = Z[x]; i duepolinomi: p(x) =x* e q(x)=x>+x?- x dannoluogo dlastessa

funzione polinomide infatti:

p(0)=0 q0) =0
p() =1 q1) =1
p(2) =1 q2) =1

2) SiaK|[x] = Zy[x]; i duepolinomi: p(x) =x-1 e q(x)=x°- 1dano luogo dla stessafunzione

polinomideessedo:  p(0)=qg(0)=1 e p(1)=q(l)=0.

Cio percheK = Z3, Z, sonofiniti, seinvece K foseinfinito, dloral’ applicazioney sarebbe
biunivocaein ta caso due polinomi che definiscono la stessa funzione polinomiae sono ugudi

come polinomi.

K[Xx] con le stesse operazioni definitein F e un andlo commuitativo con emento 1; il polinomio
nullo é qudloi cui coefficienti sono tutti nulli, I" opposto dd polinomio p(x) € quel polinomio che
ha come coefficienti gli opposti dei coefficienti di p(x).

Per grado di un polinomio p(x) = ag+ aix + a1x>+...+ ap X", degp(x), s intende |’ interon sea, 1 0,
tae coefficiente e detto coefficiente direttivo.

Il grado di p(x) = ap, cioe di una costante 1 0 e zero, mentre d polinomio nullo (tutti | coefficient
nulli) non s attribuisce dcun grado (oppure s dagrado - ¥).
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S verificafaciimente chel” andlo K[x] € un dominio di integrita (cioe privo di divisori dello zero).

Sono note lerdazioni frai gradi di due polinomi e qudli dellaloro sommae del loro prodotto.

deg(p(x)+ a(x)) £ max (degp(x), degq(x)) deg(p(x)- a(x)) = degp(x)+degq(x)

2. Divisone, M.C.D., m.c.m. tra due polinomi

La druttura de polinomi in un determinato campo, € smile a qudla degli interi, nd senso che gran
pate ddle definizioni e proprieta degli interi (quai teorema ddla divisone, M.C.D., m.cm,,
fettorizzazione,...) 9 danno in modo anaogo per i polinomi.

Teorema della divisone. Sia K un campo e K[x] I' andlo de polinomi ndla indeterminata x a
coefficienti in K. Siano f(X) e g(x) due polinomil K[x] con g(x) 0 (diverso da polinomio nullo).
Esiste unaed unasola coppiadi polinomi q(x), r(x)I K[x] tai che

f(x) = g(x) q(x)+ r(x) con degq(x) =degf(x)- degg(x), r(x) = 0 (polinomio nullo) o degr (X)< degg(x)

La dimostrazione s fa per induzione sul grado di f(x), che si suppone maggiore di quello di g(x), perché se f(x) =0s ha

0=0-9gXx) +0ese deg(x) < deg(x) s ha f(x) = g(x) - 0 + f(x), inoltre essa da una procedura per cacolare effettivamente il
quoziente e il resto della divisione. Applicheremo tale procedura per determinare il MCD fra due polinomi mediante I’ algoritmo di
Euclide delle divisioni successive nel paragrafo 6 “Complementi ed esempi”. Nel caso particolare che il divisore g(x) = X - a, per
“ottenere” il quoziente eil resto della divisione s preferisce applicare la“regola di Ruffini”.

Ser(x) = 0dlorad diceche f(x) edivighile per g(x), oppure g(x) dividef(x) in K[x].

M.C.D.

Sanof(x), g(x) T K[x]. Un palinomio d(x)I K[x] &un M.C.D. fraf(x) e g(x)
1. sed(X)If(x) ed(x)lg(x)
2. seq(X)If(x) eq(x)lg(x) alora q(x)ld(x)

Come per i numeri, due polinomi hanno piti di un M.CD.: es X-1 e 6x* - 12x + 6 hanno come
M.CD. (x- 1),(2x- 2),(3x - 3),...,i qudi 9 dividono |’ un|’ dtro.

L' dgoritmo di Euclide, ddle divisoni successive, che ¢ garantisce I’ esstenza dd M.CD. fra
interi, vale anche per i polinomi, per cui I' ultimo reto non nullo, nelle divisoni successve, fra

due polinomi non entrambi nulli € unloro M.C.D.
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Due polinomi f(X) e g(x) 9 dicono associati se esste una costante non nullaa tale che f(x) = a g(x).

Es. sef(x) = 4%+12x- 4 e g(x) = x2+3x- 15 ha f(x) = 4 g(x).

“Essre asocidi” € una rdazione di equivdenza e in ogni dasse di polinomi ¢e un polinomio il
cui coefficiente direttivo € 1, e detto monico. Per convenzione il MCD di due polinomi & quel

MCD monico.

Vdel identita di Bezout: Sed(x) = M.C.D.(f(x), g(x)) dloraesstonoin K[x] h(x) ed I(x) tdi che
d(x) = f(x)-h(x) + g(x)-1(x)

Sel=M.C.D.(f(x), g(x)) dloraf(x) e g(x) sono detti coprimi.
m.cm.
Sanof(x), g(x) T K[x]. Un polinomio m(x)I K[x] &un m.cm. fraf(x) e g(x)

3. sef(x)Im(x) eg(x)Im(x)
4. sef(x)| c(x) e g(x)| c(x) dlora m(x)| c(x)

3. Teoremadi Ruffini e Radice multipla

Sef(x) T K[X], un elemento al K s diceche éunaradiceo zerodi f(x) serisulta f(a) = 0.

Per il polinomio nullo, poiché tutti i coefficienti sono nulli, s hache” al K & una sua radice.

Teoremadi Ruffini

Sef(x)T K[x] edal K, aéunaradicedi f(x) U (x- a)¥4f(x)

Dimostrazione.

P Dividiamo f(x) per (x - a), s ha f(x) = (x - a)q(x)= + r(x) con degr(x) < 1, facciamo vedere
cheer(x) = O; infetti essendo a radice @ f(a) = 0 cioé 0 =f(a) = 0q(x) + r(x) = r(x)

U Seeé(x - a)¥2f(x) d ha f(x) = (x - a)g(x) equindi perx =ae f(a)=0cioeaeradiced f(x).

Coroallario.Un polinomio f(x) T K[x] di gradon3 0 haal piti nradici.
Dimostrazione. La dimodirazione viene fatta per induzione su n.

Sen=0pP f(x) écodanteenon haradici.
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Sen>0pb f(x) ononharadici eil teoremaé vero, oppure haunaradice a e, per il teoremadi
Ruffini, 9 haf(x) = (x - a)q(x) incui q(x) hagradon - 1. Poichéleradici di f(x) sono a eleradici
di g, che per ipotes induttivahad piun - 1 radici, segue che f(x) had piunradid.

Dd corollario seguecheseas, as,..., ar, onoradici di f(x) tutte diginte, dloraf(x) e divisbile per:
(x- ax
X- az

b f(x) édvishileper (x - a1) (x- az)... (x- ar).

X- ar,conren

\

Sef(x) T K[x] ea éunaradicedi f(x), diremo chea ha molteplicita sseseéil massimo intero tale
che (x- a)%Af(x).
Ciogéa hamolteplicitasper f(x) se (x - a)%4f(x) e (X - a)5+1%/f(x).

Si ricordi chela derivataprimadi un polinomio f(x) = an X" + an.1.xX™ ... + arx + ag &:
(X) = nan X" +(+ Dan. X"+, +ag
S provache (f(x) + g(x)) =f'(x) + g'(x) e (f(x) - 9(x))" = (x)- g(x) + {(x) - g"(X)

Teorema Sef(x) T K[x] ea @unasuaradice, a éradiced molteplicita® 20 f (a)=0
Dimostrazione.

P Sea éradicemultiplas ha(x - a)*%f(x) cioé f(x) = (x- a)?q(x) dacui derivando &
f(x)=2(x- a)g(x) + (x- a)’q'(x) eposto x=a b f(a)=0.

U Essendo a una radice, per il teorema di Ruffini e (x - a)¥%2f(x) coe f(x) =(x- a)q(x) dacui
derivando 9§ ha f(x) = q(x) + (x - a)g' (x) ed essendo f'(a) = 0 segue che g(a) =0 ossa
(x - a)yg(x) ciod g(x) =(x - a)gu(x) dacui sostituendo & f(x) = (x - a)’qu(x) cioé a ha

molteplicitadmeno 2.
Alla luce di questa definizione di molteplicita nd cordllario di Ruffini, per cui ogni f(x)I K[x] di

grado n 3 0 ha d piu n radici, va precisato che ognuna ddle radici va “contatd’ con la sua

molteplicita

- Polinomi - 45



4. Riducibilita
Saf(x)l K[x] un palinomio non nullo. S dice chef(x) & riducibilein K[x] se esistono g(x) e h(x)

non cogtanti (cioé di grado 3 1) tai chef(x) = g(x)-h(x).

S dice che f(x) & irriducibile in K[x] se non & costante e non esistono g(x) e h(x)I K[x] con
degg(x) @ 1 edegh(x) 2 1 tade chef(x) = g(x)-h(x).

Lariducibilita o meno di un polinomio, in un determinato campo K, dipende dal campo stesso.
Esempi:
X + aeéirriducibilein K[x] quaunque sakK.
x? + 1 éirriducibilein R[X] ein Zs[x], &riducibilein C[x] (¢ + 1= (x — 1)(x + 1))
einZy[x] (¢ +1=(x + 1)°)
2 — 2 @irriducibilein Q[x], & riducibilein RX] (€ —2 = (x — /2 )(x + +/2)
X2 + 2 ériducibilein C[x] e Z[X], &irriducibilein Q[X]

Nela riducibilita dei polinomi, i polinomi irriducibili hanno lo gesso ruolo che hanno | numeri
primi nella fattorizzazione degli interi, e come negli interi 9 dimodra che ogni polinomio f(x) di

grado 3 1 s fattorizza in modo unico, a meno dell’ ordine, nel prodotto di polinomi irriducibili.

Determiniamo i polinomi irriducibili.

Nel campo complesso C, (come pure in R) la riducibilita o irriduchbilita di un polinomio e

conseguenza immediata dd seguente:
Teorema Fondamentale dell’Algebra: Ogni polinomio f(x)i C[x] di grado 3 1 ammette una

radicein C.

Corallario. Ogni polinomio f(x) di grado n ammette in C esattamente n radici.
Dimosgtrazione. Se a1 € una radice di f(x), per il teoremadi Ruffini, § ha f(x) = (x - a1)q(x), con q(x)
di grado n - 1 e a coefficienti in C; quindi per il teorema fondamentde ddl’ dgebra q(x) avra la

radicea,l C pertanto proseguendo sara f(x) = (X - a1)(X - az)... (X - an).

Quindi ogni polinomio di C[X] s fattorizzain fattori lineari
In definitiva

i polinomi in C[X] irriducibili in C, sono tutti e soli i polinomi di 1° grado.
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Nel campo rede R, ossarviamo che: se f(x) € a coeffidienti redi e al C & unaradice di f(x), anche

a (coniugatodi a) @unaradicedi f(x), eindltreessendoa +a’, a xa’ dementodi Rs hache
(x-a)x-a)=ac+bx+c

cona bl R.S provache

I polinomi in R[] irriducibili su R sono tutti e soli i polinomi di 1° grado e quelli di

2° grado con DE 0.

Pertanto:

Ogni polinomio f(x) di grado 3 3 eriducibilein R.
Se degf(x) = 3 dlora il polinomio avra necessariamente una radice rede e le dtre due saranno redi
(diginte 0 no) oppure immaginarie e coniugate. Quindi ogni polinomio f(x) di terzo grado é
riducibile in tre fattori lineari (digtinti 0 no) oppure in un fattore lineare e uno di secondo grado
irriducibile.
Se deg f(x) > 3 dispai dlora il polinomio avra sScuramente una radice rede per cui ndla sua
fattorizzazione ¢ sara un fatore lineare.
Se deg f(x) > 3 pai e il polinomio non ha radici redi dlora pud essere decomposto in fattori di
2° grado con radici immaginarie.
NOTA: Allaluce di quanto detto se f(x) non haradici in R non vuol dire che eirriducibile.
Esempi:
| polinomi x*+3x*+2 e x*+1 non hanno radici redli, ma sono riducibili, s hainfati:

X*+3x%+2 = (C+1)(6C+2)
X+l =X+ 1+ 263 - 28 = (B+1)2 - 28 = (+1 - V2 %) (0C+1 +4/2X)

Pertanto la mancanza di radici nd campo R non asscura, in generde, I’ irriducibilita, tranne ne

canincui il grado di f(x) € 2.

Ne campo de raziondi Q, non Samo in grado di caraterizzare i polinomi irriducibili. Polinomi

imidudibili in Q[x] ¢ € ne sono di tutti i gradi. Esempio X" - 2in Q[X] €irriducibile quaunque san.

Ci limitiamo afar vedere come lairriducibilitain Q[X] elegatadlo sudio de polinomi in Z[x].

: r r i r r R
Infatti se f () =—0x"+-Lx"*+ +Lx+-2 conr,sl Zes ! O,
Sn Sn-l Sl S0

possamo ad associare un polinomio g(X)I Z[x] moltiplicando f(x) stesso per il mcm, s, de
uoi codffidenti s,, Sh-1,..., S1, So- S hainfatti:
Sf(x) = g1 Z[x] con g(x)=an X" +an.1 X" +... +aixx+ay conal Z
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Esempio:
f(x) = 3/8x° + 6/7x +3/2 m.cm.(8, 7, 2) = 56
g(x) = 56 f(x) = 21x% + 48x +84 = 3(7x¢ + 16x +28)

Patato lo dudio de polinomi a coefficenti in Q € ricondotto dlo dudio dei polinomi a
coeffidenti in Z; ed essendo f(x) e g(x) asocidti, ne viene che g(X) sara irriducibile in Q[x] se e

solo selo ef(x).

Saf(x) = an X" +an. X" .. +aix +agl Z[x], f(x) s dice primitivo seil MCD(an,an- 1,...,a1,80)=1.
Chiaramente se uno dei coefficienti a = 1, il polinomio & primitivo.

Dao un polinomio g(X)I Z[x], il polinomio primitivo ad associato € il polinomio g(x)/d dove
d=M.C.D. de coefficienti di g(x).

Per quanto concerne lariducibilitain Z[x] e Q[x], § hail seguente teorema, meglio noto come

Lemmadi Gauss. Saf(x) Z[X] primitivo: f(x) & decomponibilein Q[x] P f(x) &decomponibilein
Z[X].

Nella dimodrazione § drutta il fatto che il prodotto di due polinomi primitivi € ancora un
polinomio primitivo.

Esempi:

1) f(x)=2¢=3x+11 Z[x], primitivo, esso &decomponibilein Q[x], f(x) = 2 (x — 1)(x - %),é

decomponibile purein Z[x], s hainfatti 2¢ —3x + 1 = (x —1)(2x — 1).

2) X +10% + 247 Z[x], primitivo, &ricudibilein Q[x], f(x) = Ex2+288,2, o0
e3 6 22 a

decomponibile purein Z[x], s hainfatti X* + 10x° + 24 = (3 + 4)( + 6).

Da lemma di Gauss segue che un polinomio primitivo in Z[X] eirriducibilein Q[x] seesoloselo é
inZ[x].

Il seguente teorema ci da ddle informazioni sulle radici raziondi di un polinomio a coefficienti
interi, pertanto permette di stabilire se esso eriducibile con fattori lineari in Q[x] (e quindi in Z[X]).
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Teorema. Sef(x) = a, X" +an.1x" +...+ ayxx + aol Z[x] ea =r/s ésuaradicerazionale, con
M.C.D.(r,s) =1, allorar divide ap ed sdivide a; .

Dimostrazione. Infatti avendos a,r"/s" + an.1 " Ys" 1 +... + ayr/s+ap=0 b

anr"+an 1 Mis+.. +ars+a'=0 b rl@art+ani Mm%+ +as ) =- as'
edessendo M.C.D.(r,9) =1P r¥ag

andogamente - a" = an.1 M+, +airs 2 +aps" ) edessendoM.CD.(r,9) =1b rva,

Corollario. Se f(x) € monico (a, = 1) e a e una sua radice razionale allora a € intera e divide il
termine noto.

Il suddetto teorema, conosciuto anche come “Criterio ddla radice® per la riducibilita di un
polinomio a coeffidenti interi in Q[x], in pratica ¢ permette di trovare le eventudi radici raziondi
di un polinomio a coefficienti interi; esse vanno cercate ndl’ indeme delle frazioni r/s dove r € un

divisore dd termine noto ed s € un divisore dd coefficiente direttivo.

5. Criteri di Irriducibilita

Diamo ora due criteri che ¢ permettono di afermare se un polinomio a coefficienti interi €
irriducibile in tale campo; danno ddle condizioni sufficienti per I'irriduchbilita, ma non

necessarie,

1) Criteriodi Eisenstein
Sa f(X) = an X" + an.1x" +... + a1x + ap un polinomioin Z[x] cona, ! 0, e supponiamo
che esiste un numero primo p tale che:
1. p¥ap, pYay,..., PY8n-1, pMean
(p divide ogni coefficiente di f(x) tranne quello di grado massimo)
2. p¥s8o. (p* non divideil termine noto)

Allorail polinomio f(x) éirriducibilein Z[ x] .
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Dimostrazione. Supponiamo che f(x) sariducibile nd prodotto dei due fattori

b(X) = bX + br.axX" 1 +...+ bix+ by di grador

c(X) = coC+ Ce X 1+, + Cix+ o digrados,
Cioé S puo scrivere:
f(X) = b(X)c(X) = (BX + br- 21X T +...+ bix+ bo)(CoC+ Cs X L +...+ cax+ Cp).
Confrontando i coefficienti S ha ap = bocy e poiché pvag e Wﬁo cioé pvbocy e yz% boco Segue che
po divide uno solo de coefficienti ly, @. Supponiamo che p}/bo,/{af/z:o. Inoltre p non pud dividere
tutti di by dtrimenti dividerebbe tutti i coefficienti di f(x), cioé gli a. Sak il minimo intero tde che
p/l/:bT(, cioe p/bo, pl/bl,...,pl/bk-lgp%k. Maax = bxCp + bk-1C1 +...+ bick-1 + bock €divisihile per p,
dacui segue che pYdxCo e cio e assurdo perché p non divide nébx né ¢y .
Poiché supporre f(x) ridudhilein Z[x] portaad un assurdo, ne segue che f(x) eéirriducibilein Z[x].

Un dtro criterio di irriducibilita el criterio del Modn.

Preiminarmente osserviamo che, fissato un intero postivo n, I'applicazione j : Z ® Z,, che associa
ad ogni intero la classe resto modulo n a cui tale intero gppartiene, € un omomorfismo.

L' gpplicazione j : Z[X] ® Z,[x], che associa ad ogni polinomio f(x)I Z[x] il polinomio™ f(x)I Z,
ottenuto da f(x) riducendoi suoi coefficienti modn, € ancora un omomorfismo.

Chiaramente seil grado di f(x)I Z[x] @ mdlorail grado di ~ f(x)I Z.[x] €£ m.

Se % saradegf(x) = deg f(x).

2) Criteriodd Modn
Sano:
~ f(X) = am x™ +am 1 x™ .. +ax +agl Z[x] primitivo,
~ nunintero positivo che non divide il coefficiente direttivo di f(x) am , p%am
~ “f(X) il polinomio ottenuto da f(x) riducendo i suoi coefficienti modn (" f(X)I Za[X]).

Se " f(x) éirriducibilein Z,[x] P f(x) éirriducibilein Q[X] (e quindi in Z[X]).

Questo criterio @ molto utile perchéi polinomi in Z,[x] di grado £ m sono esattamente ™

(tante sono le posshili scdte degli m + 1 coeffidenti di un polinomio di grado £ m in Z,[X]) e
pertanto € possihile gabilire se un polinomio di Z,[X] Sa riducibile o no in tae campo mediante un
numero finito di prove.

Inoltre il suddetto criterio ¢ da informazion sulla irriducibilith o meno di polinomi per i qudi non é
possibile gpplicareil criterio di Eisengtein.
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6. Complementi ed esempi

1. Ricordiamo il procedimento ddll’ goritmo di Euclide ddlle divisoni successive:

Se f(x) e g(x) sono due polinomi operando con le divisoni successve s ha
f(x) = 9(x) a(x)+ r(x)

9(x) = r(x) qu(x)+ ra(x)

r(x) = ru(x) g2(x)+ ra(x)

r1(X)= r2(x) as(x)+ ra(x)

............ e’ ultimo resto non nullo € un MCD fraf(x) e g(x)

Esempi.
Trovareil MCD applicando I’ dgoritmo di Euclide fra
a) f(x) =x>H+x+leg(x) =x>- 3% 2 inR[x];

b) f(x) =xX"+7C+3 e g(X) = X*+x+2 in Zy1[X]

a) f(x) = x>+ +x+leg(x) = x5 3x- 2
XX +0C+H0E+x+1 | X +0x- 3X- 2
X+0 -3¢ - 234 X+x+3
= X*+3¢+2¢+ x+1
X'+ 0 - 3x°-2x
= 3C+5C+3x+1
3+ 0-9-6

= B +12x +7
qix) =x2+x+3 r(x) = 5 +12x +7

$+ e -3 -2 | 5% +12X +7
X3 +12/5%°  + 7/5x x/5 - 12/25

= -12/5%% +22/5x - 2
- 12/5x% +144/25x - 84/25
= 34/25x +34/25
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M=3-2 = xe 2
P P EIPY>

5X2 +12x + 7 34/25x + 34/25
5x? + 5x 125/34x + 175/34
= > +7

> +7

125 175
X)= —X+— 1o(X)=0
02(X) 2 2 2(X)

L’ ultimo resto non nullo € 34/25(x + 1), questo € un M.C.D.; per convenzioneil MCD efratutti i

MCD quello monico, cioé x|+ 1.

b) f(x) = X*+7x°+3 e g(X) = X°+x+2 inZ11[X]
X+ 0C+ T+ 0x+3 | X+ X+ 2
X+ 3+ 28 X2+ 10X + 6

= -X°+5x°+0x+3

10x% + 5%+ Ox + 3
10x% +10x% +9x

= -5¢-9%x+3

6X+2x + 3

6X°+6x + 1

= -4x+2

X +2 q(x)=x* +10x + 6 r(x)=7x +2

X+ X+ 2 X+ 2
X2 +5x 8x+1 (I" inversodi 7 in Z31 €8, cfr tabdlamaltiplicativa.)

7x+2éunM.C.D. di f(x) e g(x), quello monico s ottiene moltiplicando il M.C.D. trovato per 8,
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2. Determinare tutti i polinomi irriducibili di 2° e 3° grado in Zy[X] ein Z3[X].

| polinomi di grado £ min Z, sono tanti quante le disposizioni con ripetizione di n elementi su m+1
posti, cioé ™!,

| polinomi irriducibili di grado £ 2 in Z[x] sono 2% = 8, di cui quattro hanno il coefficiente direttivo

nullo e quattro uguae a uno, pertanto i polinomi di 2° grado sono i seguenti quiattro:

ax’+bx + ¢

2
X+ 1= (x+1)>
X2+ X =X(X + 1)
x2+x+1 Iriducibile

e e
R, OO
P ORO

| polinomi irriducibili di grado £ 3in Z[x] sono 2* = 16. Di questi otto hanno il coefficiente
direttivo nullo e otto uguale auno, pertanto i polinomi di 3° grado sono i seguenti otto:

ax’+bx+cx +d

1 0 0 0 X

1 1 0 0 X+ X = (X +1)

1 0 1 0 X +x = x (X + 1)

1 0 0 1 XC+1=(x+1) (€ +x+1)

1 1 1 0 XX+ X=X (¢ + X+ 1)

1 1 0 1 CHxe+1 Irriducibile
1 0 1 1 XCHx+1 Irriducibile
1 1 1 1

XX +x+1=(x+1)°

| polinomi di grado £ 2 in Zs[x] sono 3° = 27. Di questi 9 hanno coefficiente direttivo zero, 9 sono
monici (coefficiente direttivo uno), 9 sono non monici (coefficiente direttivo due).
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ac +bx+c aé+bx+c
2 0 0 2¢ 1 0 O
2 1 1 2X“+X+1 Irriducibile 1 1 1
2 2 2 2P+ 2xX+2=2(x+2)7? 1 2 2
2 0 1 2¢+1=2(x+1)(x+2) 1 0 1
2 1 0 2¢+x=x(x+1) 1 1 0
2 0 2 2%+2 Imiducibile |1 0 2
2 2 0 2¢+2xX=2(x+1) 1 2 0
2 1 2 2P+x+2=2(x+1)? 1 1 2
2 2 1 2¢+Xx+1 Imiducibile |1 2 1

X2

X+ X +1=(x+2)°

X2+ 2X + 2 Irriducibile
X+ 1 Irriducibile
X2+ X=X (X +1)

X +2=(x+2) (x + 1)

X+ 2X=X (X +2)

X+ X+ 2 Irriducibile

X+ 2x+1=(x+1)?

| polinomi di grado £ 3in Zs[x] sono 3* = 81 di cui 27 hanno coefficiente direttivo zero, 27 sono

monici (coefficiente direttivo 1) e 27 hanno coefficiente direttivo 2.

Riportiamo i coefficienti dei 27 polinomi monici; da quest’ ultimi e facile ottenere i coefficienti del

polinomi con coefficiente direttivo 2. Per determinarei polinomi irriducibili S procede caso per

caso come prima.
axc +bx® +cx +d

o

RPRPRRRPRPRPRRPRPRRPRPRPRPRRPRRPRPRRPRPRERRPRPRRERRRERER
O OOOOOOOONDNDNNNDNDNNDNNERERPEPERPERPERPRERPRERERE
NFRPNORONRPRONRPNORONRPRONRPRNORONRO
RPNONORNRPRORNONORNRORNONORNREO

X + X2

X+ +x+1
X+ X+ 2X + 2
X +xe+1
X+ X + X
X+ X+ 2

X + X2 + 2x
X+ X +X+2
XA+ X+ 2x+ 1
X+ 2%°
X+ 2 +x+1
X+ 2 + 2X + 2
X+ 24+ 1
X + 2% + X
X+ 2% + 2
X+ 2% + 2X
X+ 2C + X +2
X+ 24 +2x + 1
X3

XCH+x+1
X+ 2X + 2

X +1

X + X

X+ 2

X + 2X

X+ X+ 2

X+ 2x+ 1
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SPAZI VETTORIALI

1. Spazi e sottospazi vettoriali

Definizione: Dato un indeme V non vuoto e un corpo K di sostegno s dice cheV é un K-spazio
vettoride 0 uno spazio vettoride su K se sono definite un’ operazione di sommainV, +:V xV ®
V ed un prodotto esterno, x: K x V ® V, per le qudi valgono le seguenti otto proprieta:
Proprieta della somma:
1. "v,w,zl Viha(v+w)+z=v+(w+2) (proprietaassociativa);
2. "viVvVs$0o,1 V|v+0,=v (esistenzadi unelemento neutro);
3 "viV$VviT V|v+vi=0, (esistenzadi unopposto);
4, " v,wl Vehav+w=w+v (proprieta commutativa).
Le proprieta 1 — 4 asseriscono che (V, +) € un gruppo abdiano.
Proprieta de prodotto per unal K:
1. "vi Ve" abl Kshaa(bv)=(ab)yv;
2. " vl Vihailv=v.
Proprieta digtributive:
1. "vi Ve" abl Ksha(a+tbyv=av+bv;

2. "v,wl Ve" al Kshaa(v+w) =av+aw

Ddladefinizione di spazio vettoride seguono:
I. 1l vettore nullo di V, che indicheremo con Oy, € unico;
[I. Perogni v 1 Vil suo opposto, che indicheremo con —v, & unico e questo € uguae a (1)v. S
Lrive v+ (—v)=v—-vew+ (-v) =w-v;
IIl. av=0,U a= 0 oppurev = 0y;
IV. ShaHav)=a(~)=(-av " al Ke" vl V.

Ddti n vettori vq, Vs, ..., Va1 Venscdai a, &, ..., a,1 Kil vettore v = aqvy + &Vo +...+ &V S

chiamacombinazione linearedi v1, va, ..., v, con coefficienti &y, &, ..., a, ed appartieneaV.
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Sottospazio: Dato uno spazio vettoriale V su un campo K, s diceche S, con Si V, & un sottospazio

di V se Séuno spazo vettoriale su K rispetto alle operazioni di V.

Teorema: SaSi V. Seéun sottospaziodi Vseesolose" a, bl Ke" u,vi Sshaau+bvi S

Dimogtrazione: Se'S & un sottogpazio di V risultacheau, bv T Sequindiau+bvi S.

Viceversa se au + bv 1 S, risultano definite in S le stesse operazioni definite in V e quindi la
somma & associativa e commutativa Per a=b=1s hau+ vl S perb=0s haaul S per

a=b=0segueOu=0,1 S. Ledltre proprietavagonoin Sin quanto valgonoinV.

Dal teorema precedente segue che S & un sottospazio di V see solo se
1) uvi SP u+vl S
2) al Keul Sp aul S;
3 ol S

Osservazioni:
1) Ogni sottospazio di V' deve necessariamente contenere il vettore nullo 0,. Quindi s
O/ Si V dloraSnon é sottospazio di V.
2) Ddla definizione e dd teorema precedente segue che in ogni spazio vettoride il vettore
nullo codtituisce da solo un sottogpazio, detto sottospazio nullo. V stesso € un sottospazio.

Questi due sottospazi {0y}, V sono detti sottospazi banali.

Teorema di intersezione dei sottospazi: Se S e T sono sottospazi di V, allora SC T e un
sottospazio di V.

Si V, Ti V,conS T sottospazi b SC T sottospazio di V.
Dimostrazione Seu, v SCTshau vl Seu,vi T;quindi poiché SeT sono sottospazi, " a,
bl K,segue au+bvi Seau+bvi T.Questoimplicacheau+bvi SCT.
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Dal precedente teorema segue:
Teorema: Se A1, Ay,...,Ax sono sottospazi di V, allora AsC Az..C Ac= _(glk A éun sottospazio di V.

Teorema di unione dei sottospazi: Sano Se T sottospazi di V. SE T é sottospaziodi VU Si T
oppure Ti S

Dimogtrazione: SeSi T[T S s haSE T=T[SE T =] cheéun sottospazio di V.
Viceversase SE T & sottospazio di V S possono presentare i seguenti casi:

T
: ’ » | C0)

\ \ \

Ne primi due casi il teorema & owvio. Il terzo caso non s pud presentare. Infaiti se vi Sevi T,s
havl S—Teandoganenteseul T-S shachevli SETeul SETequndiu+vi SET.
Cioéu+veéundementod SodiT.

Seu+vi Ssavrebbev' = u+v, u=v'—v ciodu sarebbe demento di Sil che & assurdo.
Andogamentese u + v 1 T s avrebbe u' = u + v, v=u! — v ciod v sarebbe elemento di T il che &

assurdo.

Siano S e T due sottogpazi di V. s chiama somma di Se T I'indemeS+T={s+t|sT S t1 T}.
L'indeme S + T e formato da tutti i vettori di V che sono somma di (dmeno) un vettore s di Sedi
unvettoret di T.

L'inseme S + T & un sottospazio di V, in quanto sevi eva 1 S+ T, " &, &l Ksegue
avi + aVvo 1 S + T. Infati da vi = s + t; e da vo = S + t» segue
aV1 + Vo = ay(Sy + t1) + &(Sz + to) = (aySy + @Sy) + (arty + @ptp) T S+ T poichéays; + as, 1 Se

atq + athT T.

Lasomma S + T di due sottospazi S dice direttaes scriveSA Tseogni v S+ T, S pud scrivere

in modo unico come sommadi un vettoredi Sed uno di T.

- Spazi vettoridi - 57



Teorema di caratterizzazione della sommadiretta: S+ T= SA TU SC T= {0}

Dimostrazione: Se S+ T =S A T (cioé ogni vettore di S+ T § pud scrivere in modo univoco come
somma di un vettore di Seuno di T) § hache S C T = {0,}. Infaiti seesstesse vt 0,1 SCT,
potendosi scrivere v=v + O,con vl SeO, 1 Tev=0,+vcon0,1 Sevi T,ecogin modo
NoN univoco, S ha un assurdo.

SeS C T = {0}, supponiamo che la somma S + T non sa diretta. Alloraesse vi S+ T tae che
v=s+tev=g+t P s+t=g +t. Allorau=s—-s =ty —tcons—s; 1 Set;—t1 T, quindi

ul SCT,e perlipotes,u={0}.Alloras—s; =0, et; —t=0, equindi s=s; et =t;.

2. Generatori evettori linear mente indipendenti

Fissti V1, Vo, ..., Vo |V, I'indeme dei vettori di VV che sono combinazioni lineari di vy, Vo, ..., Vn,
cioé I'inseme dei vettori del tipo avi + &z + ...+ @&Vnp con a G =1.n | K § suole indicare con

L(V1, V2, ..., Vi) ={ @V + Vo + ...+ &Vn, & 1 K}

Teorema:

1) L(v1, Vo, ..., Vn) €Un sottospazio di V.

Per dimostrare che L(vi, V2, ..., Vn) € un <sottospazio di V bisogna verificare che se
u,vIi L(vy, Vo, ..., V) dlora perognia bl K,shaau+bvi L(vi, vz, ..., Vn).
Pertanto seu= avi + &Vo + ...+ aWnp ev=Dbivy + bpvo + ...+ byvy, 9 ha:
au+bv=a(avs+avst...+aw,) +b(bvy + bovo+ ...+ bpvy) =
= agVy + axVo + a...+ aaZWn + bbyvy + bbovo +b ...+ bbpv, =
= (aaq + bby) v1 + (8@ + bby) vo + ... + (@&, + bby) v T L(vy, V2, ..., vn)  c.v.d.
2) Vi, Vo, ..u Vo1 L(V1, V2, ..., Vi)
Infaiti:
vi=1vy+ Ovo + ...+ Ovp

Vo =0vi+ 1vy + ...+ Ov,

Vn =0V]_+ OV2+ . 1Vn
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3) SeWeéun sottospazio di V taleche WE {vi, Vs, ..., v} alloraWE L(v1, Vo, ..., V)

Infatti se v 1 L(vi, Vo, ..., Vp) dlorav = avy + &Va + ...+ @&V, Essendo W un sottospazio
contiene ogni combinazione lineare dei suoi dementi, e poiché fra questi vi sono vi, Vo, ..., vy Ne

vienecheavi + Vo + ...+ avp =vI1 W.

Il precedente teorema ci dice che L(v1, Vo, ..., Vn) € un sottospazio di V, contiene vy, Vo, ..., Vy efra
tutti i sottospazi di V contenenti Vi, Vo, ..., Vp, e il “minimo”, cioé quelo che e contenuto in
tutti gli altri.

Posto S = L(v1, Vo, ..., Vp) § dice che S € “generato” da Vi, Vo, ..., Vn, O che vy, Vo, ..., Vj

“generano” S, o anche che{ v1, v, ..., vy} éunssemadi generatori di S.

SelL(vy, Vo, ..., Vo) =V, g dice anche che V & “finitamente generato”.

Risulta

Végeneratoda vy, Vo, ..., Vi U 1) vq, Vo, ..., Va1 Ve2)" v V écombinazione lineare di

V11 V21 ---,Vn-

Esempi

In R sono dati i vettori vi = (1, 2), v2 = (2, 1), va = (1, -1). Risulta R = L(v1, V2, va). Infaiti dato un
qualunque vettore (g, b) di R la relazione w1 + Wy + vz = v = (g, b) & verificata da infinite terne
(X, Y, 2) inquanto 9 ha

iX+2y+z=a

@ab=x@2+y(21)+z({1 -)=x+2y+z,2x+y-2)b che ammette

% 2x+y-2z=Db
infinite soluzioni.

RisultaR = L(v1, V) inquanto s ha

iX+2y=a
v=(@ahb)=x(1,2+y(2,D)=(Xx+2y,2x+y) b i2x+§—b che anmette la soluzione
i =
i a-2b
i -3
'|'y:b' 2a
i -3

Ossrviamo chevsz = xvy + W infatti (1,-1) =x(1,2) +y (2, 1); per x=-1,y=1,
(1,-1)=-1(1,2+12,1)=(1,-2).

- Spazi vettoridi - 59



Da questo esempio segue che:

- Seaduninsieme di generatori aggiungiamo altri vettori si ottiene sempre un sistema
di generatori;
- Sedaunsistema di generatori s “ eliminano” alcuni vettori che sono combinazione

lineare degli altri, s ottiene un insieme di generatori.

Non tutti gli spazi veitoridi sono generati da un numero finito di vettori (“finitamente generati”),

cioe non sempres hacheV =L(v1, Va, ..., Vn).

Esempi

1)

2)

3)

4)

Lo spazio K[x] non e finitamente generato.

Infetti s p1, p2, ..., Pn SONO0 n polinomi ed r e il loro massmo grado, S ha che
L(p1, P2, ..., ) non contiene polinomi di grado > r e poiché in K[x] vi sono polinomi di
grado > r s hache K[x] * L(p1, p, ..., ph). Ci0 prova che nessun sottoinsgeme finito di
K[x] generaK[x], cioe K[x] non é finitamente generato.

Lo spazio K([X] é finitamente generato.

Infatti un suo qualsas vettore S pud egprimere come combinazione lineare del polinomi
1, %% ... X. Cioe K, [x] =L(L x, % ... X).

Lo spazio K" & finitamente generato da n vettori.

Infatti San0 e; = (4, 0, ..., 0), e2=(0,1,0, ..., 0), ..., &, = (0,0, ..., 1) 9 hache
V=(X1, X2, ..., Xn) = (X1, 0, ..., 0) + (0, X2, ..., 0) + ... + (0, ..., X3) =X1€1 + Xo€2 +...+ X, €.
Lo spazio K™" & anch'’ esso finitamente generato.

Un indeme di generatori e codiituito dale m xn matric aventi un solo demento ugude a 1

edli dtri ugudi aO0.
. i N u
Per m=n=2s haK?? eun vettore di tae spazio & Za“ a“u
&y An(
. él Ou @ 1u é@ Ou € Ou .
Le 4 matrici B1 = A W Bo= A 1 B = a W Bo= a -, codtituiranno un
& 0 & of & of & 1

sgemadi generaori, infati 9 ha

c/

1 2

:12 0 = aw1Er1 + aoErn + ap1Bpr + apoboo.

2

:5:)(D> )8\
o

1
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Vettori linear mente indipendenti

| vettori vi ¢ =1 ... n), S dicono linearmente indipendenti se larelazione ayvy + aVo + ...+ awnh =0, €
vera soltanto quando tutti gli a = 0.

Intd caso I'indeme{v;} dices libero. In caso contrario i vettori S dicono linearmente dipendenti.

Osservazione. La nozione di vettori lineermente dipendenti e linearmente indipendenti non dipende
dal’ordine dei vettori.

Proprieta

1

2)

3)

4)

5

6)

Un insieme costituito da un solo elemento € linearmente indipendente se e diverso da
0y (infati se v 1 0y, a = 0, s0lo se a = 0), mentre e linearmente dipendente se e 0,
(infati a0, =0, conat 0).

L’insieme {0y, V1, V2, ..., Vo} NON €1.i. : cioé un ingeme contenente O, & 1.d.

n
Sev= Sav;allora{v, v, vz, ..., Vn} non e libero (infatti avendos v = avy + ... + &Vp
i=1

haavi + vz + ...+ aw, - v =0y, egdli scdai non sono tutti nulli).
Se {vi1, Vo, ..., Vn} sono linearmente dipendenti, allora uno di e combinazione lineare

dei rimanenti. In particolare se due vettori vi e v, s0no linearmente dipendenti, alora uno

de due e“multiplo” ddl’dtro. a;vy + apvo = 0y; &gVv1 = - &V2; V1 = - ivz.

&
Se n vettori sono lin. ind. allora p di con p < n, sono lin. ind. Esempio: i vettori di R
vi = (1, 0,0, v2 = (1, 1, 0, v3 = (1, 1, 1) sono linearmente indipendenti (infatti
OrR*=av1 +bva+cv3=a(1,0,00+b(1,1,0+c(1,1,1)=(a+b+c,b+c,c)p c=0,
b=0,a=0). Anchei vettori v1, v, oppure vi, V3 oppure vz, Vs (cioé due di ess) risultano
linearmente indipendenti. Infaiti Og* = av1 + bvo =a(1,0,0)+b (1, 1,0 =(a+b,b,0) P
a=0,b=0.
Ser vettori sono linearmente dipendenti e si aggiungono ad altri vettori s ottiene un
insieme di vettori sempre linearmente dipendenti. Esempio: i vettori di R vy = (1, 2, 0),
vo = (0, 0, 1), vz = (2, 4, 3) sono linearmente dpendenti (infatti € 271 + vz - vz = OR?
2(1,2,00+3(0,0,1)- (2,4,3)=(0,0,0)).
Anchei vettori v1, v, v3, V4 = (1, 2, 5), vs = (0, - 1, 0) sono ancora linearmente dipendenti.

Infatti 9 ha 2vq + 3vo - v3 + Ova + Ovs = OR®.
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7) Se {vi} i = 1 ... n, sONO linearmente indipendenti allora ogni loro combinazione lineare s
scrive in un unico modo, e viceversa; {vi} L.i. U v = & v; @unico.
Dimogtrazione:
Sefossev = Sa,v, ev= Sbv,s avrebbe (a —b1) vi + (@ —b2) v2 + ... + (& —bn) V=0

i=1 i=1

e, per I'indipendenza de vettori vi, Vo, ..., Vo, €a—b1 =0 & —-b,=0 ... a,—b,=0
cioeay = by, & = by, @ =bn
Viceversa s ogni combinazione lineare de v; € unica, da 0 = avi + &V + ... + aVn

essendoanche0=0v; +Ovy + ... + Ov,, Seguea =& =... = a, =0.

3. Bas edimensione

Definizione di base: Un indeme ordinato di vettori di V, ( v; ), g dice cheeuna base di V i v;

sono linearmente indipendenti e se formano un Ssemadi generatori per V.

Teorema di caratterizzazione delle bas: B= (Vvi)i=1.n€unabasediVU " vI Vs pud

scriverein un solo modo nellaforma v = Sav,.

Dimodtrazionee SeB=( Vi ) i=1.n €unabase di V 9 hachei v; sono lineermente indipendenti e
generano V. Allora un qualunque vettore v TV s pud scrivere in maniera unica ndla forma
V=agVvy+aVa+ ... +awn.

Viceversase, qualunque sa v i V,d hav = av;s + &V + ... + &V, ne segue che (1, Va, ..., Vp)

sono generatori di V e per I’ unicita della rappresentazione risultano linearmente indi pendenti.

Se B=(vVvi)e&unabee b $ ua uican— upla (a, &, ..., a) | K" tde che
V=aVy+aVo+ ...+ aVn.

Gli scdai (&g, &, ..., &) Sono detti componenti del vettore v rispetto a B A volte s scrive cio nel
seguentemodo: v = (&, &, ..., &)s.

Teorema: Se (i, Vo, ..., Vn) € una base di V allora {v, vi, v, ..., Vn} € un insieme di vettori

linearmente dipendenti, " v1 V.

Da questo teorema segue il seguente corollario.
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Coradllario: Se(v1, Vo, ..., Vn) €unabase di V, allora non esistono in V piu di n vettori lin. ind.
Segue che £ V ha una base di n vettori dlora ogni indeme di vettori lin. ind. € finito ed ha d piu n
dementi.

Teorema: Se{vi, Vo, ..., Vn} €uninsieme di generatori di V, contiene una base B di V.
V=1L(v,Vz, ... Vn) P $BI {v1,Va, ..., Vii}.
Ladimostrazione s basa sul “metodo degli scarti successivi”.

D4 teorema segue che ogni spazio finitamente generato ha una base.

Teorema (completamento di un ingeme libero aunabase): SiaV uno spazio vettoride finitamente
generato, se v, Vo, ..., Vp Sonolin. ind. dloraesse unabase B di V contenente tali vettori.

[V, V2, ...,V L.i.P $B|{vy, V2, ...,va} | B].

Dimograzione: Infatti se {v1, v, ..., v/} s0no linearmente indipendenti e {e1, €, ..., €} € un
indeme di generatori di V, dlora {v1, vo, ..., Vi, @, €, ..., &} generano V e quindi da ess S pud
edrarre una base con il metodo degli scarti successivi. Poiché vi, Vo, ..., Vi sono lin. ind. g
scateranno solo degli & ma non de v, ottenendo una base in cui vi, vy, ..., vy SONO i primi r
eementi.

In relazione a quedti ultimi due teoremi esste un lemma dovuto a Steinitz che mette in rdazione un
insieme di vettori linearmente indipendenti (libero) qualsias di V e un insieme di generatori

qualsiasi di V.

Lemmadi Steiniz. Se{vi, V2, ..., Vin} €uninsemelibero di V e {wi, ws, ..., wn} € un insieme di

generatori di V, allorameE n.
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Il precedente lemmaci permette di dimostrare il seguente
Teoremadi equicardinalita delle basi: Se B = (vi, Vo, ..., Vn) € unabase di V, allora tutte le basi di
V hanno |o stesso numero n di vettori.

Dimostrazione: Siano B = {1, Vo, ..., Vim) € C = (W, Wo, ..., Wy) due bas di V. Per il lemmadi
Seniz.

essendo B uninsieme di generatori e C uninsiemelibero s hachem£ ni

essendo B uninsiemelibero eC uninsiemedi generatori s ha chen £me) n=m

Dices dimensone di uno spazio vettoride V finitamente generato il numero n del vettori di una sua

qualsias base 9 scrivedimV =n.

SeV e uno spazio vettoride di dimensione n le tre proposizioni risultano equivaenti.
1) B=(vy,Vy, ..., V) €unabase
2) B élibero;
3) Beéunindemedi generaori.

Esempi
1) dmR'=n;, 2) dmK"™=m>xxn; 3) dimK/[x]=r+1

Per convenzione la dimensione dello spazio nullo € zero. Base delo spazio vettoride nullo €

I'ingeme vuoto.

Teoremi sulla dimensione dei sottospazi
1) Teorema: SaV uno spazio vettoriale di dimensione n. Se W e un sottospazio di V, s ha:

1) dmWEn;, 2) dmW=nb W=V.
Infetti
1) Essendo dim V = n, segue che non esgono in V, e quindi in W, n + 1 vettori
linearmente indipendenti. AlloradmW £ n
2) Sedim W =n, esste in W una base B = (v, W, ..., Wy). Poiché W [V, i vettori
Wi, Wo, ..., Wy Sono n vettori di V lin. ind, dunque formano una base di V.
Segue W = V.
2) Teorema: dim(S+ T)=dimS+ dmT—-dimSCT.
Nel caso paticolare che S + T € una soma diretta, § ha dm S C T = 0 quindi
dmSA T=dmS+dmT.
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SeV =S A T, dloraunabase di V s pud ottenere come unione di una base B; di S e una base
B, di T. Infaiti quaunque v T V s scrive in modo unico come somma di un vettore di S ed
uno di T. Poiché ciascuno di questi due vettori § scrive in modo unico mediante i vettori
rispettivamente di B e di B ne viene che un quaunque v 1V s srive in modo unico come

combinazione lineare dd vettori di B; edi B..

- Spazi vettoridi - 65



CALCOLO COMBINATORIO

1. Disposizioni, per mutazioni € combinazioni semplici.

Sadato uningemefinito A di n dementi

(@) A={a;,a,a3 ...,an}

Fissstoun ki N, con 1< k < n, s chiamano disposizioni semplici degli n dementi di A ak ak
(o di classek) tutti i raggruppamenti ordinati formati con k dementi didtinti di A.

S oss=vi che due quaunque digposzioni di A della stessa classe differiscono o per quache
elemento oppure per I'ordine in cui 9 susseguono gli dementi.

1) SaA={a, b, ¢} ; ledisposizioni di classe 1 sono: a, b, ¢; quelledi classe 2 sono: (a, b), (a, ¢), (b, a), (b, ¢),
(c, @), (c, b); quelledi classe 3 sono:(a, b, ¢),(a,c,b), (b, &, ¢), (b, ¢, a), (c, a, b), (c, b, a).

Teorema: |l numero delle disposizioni semplici di classe k degli n elementi di A &
2 Dnx=nx(n-1) ¥n- 2)x.. ¥n- k + 1).

S chiamano permutazioni semplici degli n dementi di A le disposizioni semplici di classen.
[l numero delle permutazioni semplici di A 5 indicacon Py, €, per la(2), s ha

(3) Pn =Dy n=nxn-1)x.. 2 x1.

Daounni N, con n>1, il numero

4) nl = 1x2 :8%x.Xn - 1) xn

g chiaman fattoriale (o fattoridedi n).

S pone per convenzione:

) =1, or=1.
S veificafaciimente che

nl
6 Ph=n=n(n-1)! Dnhk = .
( ) n ( ) n,k (n_ k)!
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Se gli dementi di una permutazione sono dispodi in maniera circolare, in modo che non sa
posshile individuare il “primo” e I’ "ultimo” demento, 9 pala di permutazione in linea

chiusa; il loro numero s indicacon P,(© erisulta

(7) P9 = (n- 1)!
Esempio:
2  Inquanti modi diversi quattro persone possono sedersi attorno ad un tavolo? Tale numero & P,® = 31 =6.
Infatti si ha:
d d b c b c
a?c a?b, a?c; a?d, a?d; a?b
b c d b c d

Lapermutazione (ay, &, ... an) 9 chiama per mutazione fondamental e.

Data una permutazione di A diversa ddla fondamentde, 9 dice che due suoi dementi
formano una inversione s in S presentano in ordine inverso rispetto a qudlo in cui 9
presentano nella permutazione fondamentale,

Una permutazione 9 dice di classe pari o di classe dispari s£ i suoi dementi presentano
rigoettivamente un numero pari o dispari di inversoni. La pemutazione fondamentde s

consideradi classe pari.

Esempio:
3) Cdcolareil numero d’inversioni che presentalapermutazione (5, 1, 3, 4, 2) rispetto alla permutazione
fondamentale(1, 2, 3, 4, 5).

S ha 51342
1111
.. 000+

N N w R, oo
o
H

quindi la permutazione & di classe pari.

Teorema: Una permutazione cambia di classe se s scambiano di posto due elementi.

- Cdcolo combinatorio - 67



Se gli dementi sono consecutivi, il numero delle inversoni, dopo lo scambio, diminuisce o
aumentadi un’unita e quindi la permutazione cambia classe.

Se tra i due dementi considerai ve ne sono atri p , occorrono 2 + 1 scambi di posto di
elementi consecutivi per ottenere lo scambio desderato e quindi la permutazione cambia

classe, essendo 2p + 1 dispari.

Teorema: Dellen! permutazioni di A, n!/2 sono di classe pari e n!/2 di classe dispari.
Per il teorema precedente, ad ogni permutazione di classe pari, scambiando due eementi,
qualsad, corrisponde una permutazione di classe dispari e quindi, essendo n! par, il numero

di permutazioni di classe pari € uguae d numero di permutazioni di classe dispari.

S chiamano combinazioni semplici degli n dementi d A a k a k (0 di clase k) tutti i
raggruppamenti non ordinati formati con k dementi distinti di A.

S ossvi che due quaungue combinazioni di A ddla stessa classe differiscono dmeno per
un elemento.

Esempio:
4) SiaA={a, b, c}; lecombinazioni di classei sono: a, b, c; quelledi classe 2 sono: (a, b), (a, ¢), (b, ) ;

quelladi classe 3 & (a, b, ¢).

Teorema: || numero delle combinazioni di classe k degli n elementi di A e

n(n-1..(n- k+1J)
k!

Ch k=

Da una quasas combinazione di clase k di A g ottengono k! disposzioni contenenti i
medesmi eementi della combinazione consderata, per cui 9 ha
Cnik.k!:Dnik

ovvero:

_Dnk _ n(n-1..(n- k+])
®) =g~ K
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S usasorivere

amo
9 Chv=¢c =
© b

es legge « nsu k» ed chiamano coefficienti binomiali.

Ddla(8) madltiplicando numeratore e denominatore per (n-K)! E tenendo presentela(9) , s
ha

and_  nl

10 =
(10 & K- K
ddlaquaerisulta

ag en g
11
& gkﬂ gn Ko

Affinchéle (10) e (11) sano valide anche per k=0 5 pone:
o

(12) 91
o

Teorema (FORMULA DI STIFEL):

13 10 -
= gkz ék 15 gk P

Le combinazioni C,,,  possOno contenere 0 meno un determinato al A ; il numero di quelle

-16 ('j
che lo contengono % —mentre il numero di quele che non lo contengono % per

cui vaela(13).
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2. Disposizioini, per mutazioni € combinazioni con ripetizione.

Dao I'inseme (1) e fisssto un ki N* | s chiamano disposizioni con ripetiziione degli n
demeti d A a k ak (0 d casse k) tutti i raggruppamenti ordinati formati prendendo k
elementi, egudi o didtinti, tragli n di A.

Esempio:

1) SiaA={a, b};ledisposizioni con ripetizione di classe 1 sono:
a, b; quelle di classe 2 sono: (&, @), (a, b), (b, a), (b, b); quelledi classe 3 sono: (a, &, a), (a, a, b), (a, b, a),
(a, b, b), (b, a, a), (b,ab), (b, b, a), (b,b,b); ecc.

Teorema :1l numero delle disposizioni con ripetizione di classe k degli n elementi di A &

(14) Dy =n"

Infatti, poiché ognuno dei k elementi di D", pud essere uno qualsias degli n elémenti di
A s ha

DY = nxxnx..n= n

S chianano permutazioni con ripetizione degli n dementi di A tutti i raggruppament
ordinati formati con tutti gli dementi di A pred rispettivamente ry, rp, ... rn volte (ri>1,
i=1,2,...n).

S ossvi che due qualunque permutazioni con ripetizione differiscono tra loro soltanto per

I’ordinein cui 9 susseguono gli dementti.

Esempio:
2) SaAf{a,b},rp=1er, =3. S hanno le seguenti permutazioni con ripetizione: (a, b, b, b), (b, a, b, b),
(b, b, a, b), (b, b, b, a).
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Teorema: |l numero delle permutazioni con ripetizione degli n elementi di A pres

rispettivamenters, ro, ... rpvolte (r; >1, i=1,2,...n) &

M!

15 p) -V
(19) W e

(rLr2,. conM=rqi+ ro+ ... +rn.

Si osservi chela(15), per n =2, diventa:

po _ (ritra)l_ aitrab_ gitrad
(rir2) — - == =

rdral rn g r2 g

S chiamano combinazioni con ripetizione degli n dementi di A ak ak (o di classe k) tutti i
raggruppamenti non ordinai formati con k eementi, in cui ogni emento puod ripeters Sno a
k volte.

S oss=vi che due quaunque combinazioni con ripetizione di classe k differiscono o perche

contengono dementi divers o per il numero di volte in cui un demento € ripetuto.

Esempio:
3) SaA={a b, c}; lecombinazioni con ripetizioni di A di classei sono: a, b, ¢; quelle di classe 2 sono: (a, a),
(a h), (a c), (b, b), (b, c), (c, c); quelledi classe 3 sono: (a, a, a), (a, a,b), (a, a, c), (a, b, ¢), (a, b, b),

(a c,c), (b, b,b), (b b,c),(ccc),(cc,b); ecc.

Teorema: || numero delle combinazioni con ripetizione degli n elementi di Aakaké:

n(n+1)..(n+k- 1) :a@+k- 16

(16) Cox = .
“ ki kK &
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3. Complementi ed esempi

| problemi di cacolo combinatorio possono essere divis in due grandi categorie a seconda
ddla natura de raggruppamenti condderati. In  paticoare S pud diginguere tra
raggruppamenti  eementari  (digposzioni,  permutazioni, combinazioni semplicd e con
ripetizione), e raggruppamenti compless, che derivano ddla giustapposizione di  piu
raggruppamenti éementari.

a) Problemi eementari: classificazione del raggruppamenti. Il problema fondamentae
nele applicazioni dementari dd cacolo combinatorio € la cdassficazione, I'individuazione
cioe dd raggruppamento eementare condderato. Al riguardo pud risultare utile il seguente
schema

1) determinarel’indeme A, |JA|=n, degli oggetti condderati;

2) determinare la classe k, cioé il numero di oggetti che dovranno far pate di ogni
raggruppamento;

3) verificare se I'ordine € rilevante: se I'ordine conta, 9 trata di disposzioni o permutazioni;
se I’ordine non conta, S trattadi combinazioni;

4) = l'ordine e rilevante, verificare se in ogni raggruppamento devono figurare tutti  gli
ogoetti ddl'indeme di patenza in caso podgtivo S trata di permutazioni, dtrimenti di
digpodzioni;

5) verificare s2 sono posshili ripetizioni di oggetti: in caso podtivo S tratta di digposizioni,
combinazioni 0 permutazioni con ripetizione, viceversa 9 trata di digposzioni, combinazioni
0 permutazioni semplidi.

6) Controllare lapresenzadi eventudi vincoli o condizioni esplicitamente impodti.

| punti 2), 4) e 5) sono tra di loro collegati. Per esempio, se k>n dlora ¢ sara dmeno un
raggruppamento in cui figurano tutti gli oggetti di A e s k>n 9 avrano certamente de
raggruppamenti con ripetizione. 1l punto 4), in particolare, verifica se tutti gli oggetti di A
devono essere presenti in ciascun raggruppamento considerato. Codi, tra le disposizioni e
combinazioni con ripetizione se k>n ¢ sara dmeno un raggruppamento (esattamente uno se
ne caso di combinazione € k=n) in cui figureranno tutti gli dementi di A; non & perd vero

chein ciascuno di tai raggruppamenti Sono presenti tutti gli dementi di A.
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Esempio 1. Un' azienda vuole assumere 6 laureati provenienti da quattro facolta
universitarie, in quanti modi possibili puo effettuare |’ assunzione?
1) I'indeme A degli oggetti condderati e codtituito dalle quettro facolta universitarie;
2) di ogni raggruppamento dovranno far parte 6 elementi;
3) I'ordine non conta: g tratta percio di combinazioni;
4) non g tratadi permutazioni (ovvio);
5)leripetizioni SON0 ammesse e anzi Scuramente in ogni raggruppamento ¢i Sono ripetizion
(k=6>4=n).
In definitivasi ha C.

Esempio 2. Al gioco del lotto, quante diverse cinquine possono farsi utilizzado il “temo” gia
assegnato (3, 13, 83)?

1) Gli dementi congderati sono gli 87 numeri dd lotto rimanenti, una volta edtratti 3,13 e 83;

2) ogni raggruppamento dovra contenere due eementi, cioe i due numeri che completando il
terno formano lacinquing;

3) I'ordine non conta e S tratta percio di combinazioni;

4) non 9 trata, ovviamente, di permutazioni;

5) non ¢ SoNo ripetizion.

In definitivad haCgy, 2.

Esempio 3. Nel sistema di numerazione decimale, quanti differenti numeri di quattro cifre
pOSSONo Scriversi sotto le condizioni ¢ <Cp <C3 <C4, OVe con G S indica la j-esima cifra (da
snistra)?

1) Gli dementi condgderati sono le nove cifre 1,..., 9; lo zero non § consdera perché non
potendo essere la prima cifra (dgnificativd) non pud essere nemmeno una dele cifre
successve, che devono infatti essere tutte maggiori ddla primg;

2) ogni raggruppamento é formato da quattro eementi;

3) i raggruppamenti non differiscono tra di loro per I'ordine degli dementi, in quanto I'ordine
e ga dato prefissato: le cifre componenti il numero dovranno sempre presentars in ordine
crescente;

4) non S trattadi permutazioni;

5) non ¢ Sono ripetizioni.

In definitivad haCg 4.
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Esempio 4. Quanti differenti orari scolastici di 5 ore ciascuno possono programmarsi
prevedendo 2 ore di Formazione Discreta, 2 ore di Formazione Analitica ed un’ora di
Programmazione?

1) Gli ementi sono le tre materie condderate: Itdiano, Maematica e Storig;

2) ogni raggruppamento deve essere formato da cinque eementi corrispondenti adle  cinque
ore;

3) I'ordine érilevante; anzi ogni raggruppamento differisce ddl’ dtro solo per I ording;

Mtutti e tre gli dementi devono essere presenti in ogni raggruppamento: S tretta percio di
permutazion;

5) in ogni raggruppamento ¢ sono ripetizioni, in particolare I'itdiano e la matematica sono
ripetute due volte ciascuno.

In definitivas trattadi P75 4.

b) Problemi compless: scomposizione de  raggruppamenti in  raggruppamenti
elementari. | problemi piu complicati di cdcolo combinaorio s risolvono individuando
dapprima. le componenti  elementari del  raggruppamenti  compless, poi  condderando le
relazioni che intercorrono tra ess. Questa scomposizione va condotta individuando una
successione di operazioni che permette di ottenere i raggruppamenti semplici richiesti dd
problema.

Esempio 5. S ha un mazzo di 40 carte (4 colori numerati da 1 a 10).Quante differenti
“mani” di 8 carte ciascuna contengono esattamente due assi?

Le operazioni per ottenere una mano che rispetti leindicazioni del problema sono:

1) sceglieretrai quattro ass i due ass che devono far parte della mano;

2) sceglieretrale dtre 36 carte le sai carte che devono completare la mano.

L’'operazione 1) pud svolgers in Cs> modi posshili: 9 tratta infati di raggruppamenti di
quattro eementi (i quattro ass), di classe due (i due ass da scegliere), I'ordine non conta e
non sON0 ammese ripetizioni (e percid combinazioni semplici). L’operazione 2) puo
svolgas in Csgs modi posshili: 9 tretta infati di raggruppamenti di 36 dementi (le cate
diverse dagli asd), di classe s2 (il numero di cate per completare la mano), I'ordine non
conta e non sono ammesse ripetizioni (e percio S tratta di combinazioni semplici).

Dd momento che a ogni coppia di  soluzioni ammisshili  ddl’'operazione 1) e
ddl’operazione 2) corrisponde una differente mano di Otto cate tra quedle richiete dd
problema, per ottenere il numero totde delle mani basta moaltiplicare il numero di posshili
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svolgimenti dell’operazione 1) per il numero di posshili svolgimenti dell’ operazione 2). In
definitiva, dunque, il numero ddle mani richietee  C4,2Css,6

Esempio 6 Quanti differenti consigli di amministrazione di 7 membri & possibile formare
disponendo di 10 candidati, dei quali pero solo 3 possono assumerne la presidenza?
Le operazioni per ottenere un possibile condglio di amministrazione sono:
1) decidere de tre candidati che possono prendere la presdenza quanti farne partecipare a
gualunguetitolo d condglio di anminigtrazione: uno, due o tre;
2) dabilire quai de candidati che possono assumere la presidenza inserire nd congglio di
amminigstrazione: questa operazione € banade nd caso che d punto 1) S decida di inserire tutti
etrei candidti;
3) individuare qudi del candidati che non possono assumerne la presdenza inserire ne
condglio di anminidtrazione.
L’operazione 1) da tre risultati divers: @) inserire uno del candidati che possono assumere la
presdenza; b) inserirne due €) inserirli tutti e tre. L' operazione 2) ha un numero di posshili
svolgimenti pari nd caso @) aCs 1, nel caso b) aCs 2, nel caso ¢) aCs s.
L’operazione 3) ha un numero di possibili svolgimenti pari nd caso @ a Cr6, e caso b) a
Crss,ndd casoc)aCra.
Poiché &), b) e ¢) sono dternativi tra di loro, bisogna sommare il numero de cas posshili
ndlle tre Stuazioni.
Complessivamente percio i possibili conggli di amministrazione sono:

C31C76+ C3,2C75+ C33C7,4.
S ossvi che nd cad b) e ¢) S consdera solamente |’ effettiva composizione de congglio di

amminigtrazione, prescindendo da chi ne assuma effettivamente la presdenza

Esempio 7. Un’azienda ha un organico di 20 dirigenti tecnici e 10 amministrativi. In quante
diverse maniere puo costituirsi un comitato di 6 dirigenti, del quali almeno 4 siano tecnici?
Indichiamo con t i dirigenti tecnici e con a i dirigenti amminidretivi. | comitati possbili
Ssaranno de seguenti tretipi:

Dttttaa

2)ttttta

tttttt
Ne caso 1) 9§ hanno 4 dirigenti tecnici scdti in una rosa di venti e 2 dirigenti amminigrativi
sodti inunarosadi dieci: poiche |’ ordine non conta, i cas possibili sono: Cz0,4Ca0,2.
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Anaogamente, per i cas 2) e 3) S harispettivamente Cy0,5C10,1 € C20,6.
Essendo i cas 1), 2) e 3) dterndivi tra loro, complessvamente i raggruppamenti possbili

0Nn0: C20,4Cs,2 + C20,5Cs,1 + C20,6

Esempio 8. Quanti sono nel sistema di numerazione decimale i numeri di cinque cifre che
risultano uguali leggendo da sinistra a destra o viceversa (es. 35153)? E quanti sono quelli
di sai cifre?

* Se s puo accettare b 0 come prima cifra, bagta fissare le prime tre cifre a, b e c trale 10
possibili, ottenendo abcba.

Quindi (ordine rilevante e ripetizioni possibil) D®103=10%.Anche per i numeri di sd cifre
vde lo sesso risultato, essendo ancora sufficiente fissare le prime tre cifre a,b,c (da cui g
ottiene abccba).

* Selo 0 non 9§ pud accettare come cifra inizide, dlora s fisseranno sempre le prime tre
cifre, malaprimacifras potrasceglieretra9 cifre quindi: 9Dig = 9 10°

S halo stesso risultato anche per i numeri di 6 cifre.
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4. Binomio di Newton

Teorema:Per ogni a, bl Renl N* s ha:
() (@rby=4 g

S ossvi che
(a+b)"= (a+ b) x(@+ b)...(a+ b)=Aga"+A a"t b+.. +Aca™® b*+..+ A, b",

dove A¢ (k = 0O, 1,..., n) rgppresenta il numero delle permutazioni con ripetizione degli

dementi a e b pres rigpettivamente n-k e k volte, cioé s ha

_ n o
Tk B
equindi vaela(*).

La(*),pera=b=1, diventa

amo aa§19+ .
2=t
mentre, per a=1 eb=-1, 9 ha

ano amo

e R

Esempi.
1) (x+y)°=
g @ 5-Kpk — 5 4 3,,2 24,3 4 5 —
a kiZX) b (2¥)° +5(2x)"y +10(2x)" y° +10(2x)“y* +5(2X)y" +y> =
k=0
=32x° +80x*y +80x3y? + 40x? y® +10xy"* + y°
& Ao
2) (@-20%%=Q ki(az)“-k(- %)k = a® - 8a%b® +24a*b® - 32a%b° +16b*
k=0 g

- Cdcolo combinatorio -

77



5. Principio di inclusione ed esclusone

Sono dati un indeme A formato daN oggetti di naturaqualsias ed n proprigtaa;,i=12, ..., n,
riguardanti questi oggetti.
Definiamo:
1) N(ai,aiz, ..., air) €il numero di oggetti di A che godono ddle proprigtaais, aiy, ..., air.
2) N(a,,a,,..,a; ) eil numero di oggetti di A che non godono delle poprietaais, aiy, ...,
air.
3) N(@is, @iz, ..., &ir, a;;,a;,,..-,a;,) €il numero di oggetti di A che godono delle proprieta
ait, ..., &jr manon godono ddleajs, ..., aj: (dovelea; sono diverseddle a;).
Sussigte la seguente formula ("Principio di inclusone ed esclusione”):
N(Z,3.-3,)=N- AN@)+ aN@a,)- AN@.a.a)+
i=1 i {Cnd i,k {Co

+(-1 n-13 N(@i1,...,ain1) + (- 1)n N(@i1,...,ain)

Dimodirazione

S procede per induzione su n. Trattiamo soltanto il passaggio da 3 a 4.

Cad particolari:

n=1 N(a,)=N- N(aj)

n=2 N(a,a,)=N- N(@1)- N@z) +N(@ay)

Passaggioda3 a4

Per I'ipotes induttiva risulta:

N(a,d, 3; a,) = N(@s) - N(as,a4)- N(azas) - N(aszas) + N@azaas) + N@y,as,asg) +
+ N(agz,as,a4)- N(@i,azasas)

N(3,a,,38;) =N- N(ai)- N(@2) - N(@s) + N(@s,as) +N(@y,az) +N(@zas)- N(@,azas)
Essendo

N(3,a,a,a,)=N(7,a,,a)- N(a,3, a,a,) =N- aN(ai) +aN(ai,a;) - aN(ai,a;jax)*
+ N(ai,azasaq)

S halates.
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Esampio
SaS/l'indemeded soa di un cub.
Consderiamo i seguenti sottoingemi di S;
1) A={x:x1 Segiocano atennis};
2) B={x:x1 Sedgocanoagolf}:
3) C={x:x1 Sepraticano dtri sports}.
Determinare il numero del soci che non praticano nessuno sport nel caso in cui S CoNOSCoNO
IAl 1Bl IC], [SI. IACBJ, JACC], BCC| e ]ACBCC|
Applicando il principio di inclusone ed esclusone s ha
S=19- |Al- [BI- IC|+|ACB|+|AGC|+ [BCC| - |ACBCC]

6. Equazioni lineari diofanteee

Vengono chiamate equazioni diofantee, in onore di Diofanto, matematico greco del 11l sec. d
C. che strisse un libro su tai equazioni, quelle equazioni lineari indeterminate (in due o piu
incognite) delle quai S cercano le soluzioni intere, a volte con ulteriori restrizioni.

Molti problemi, anche semplici, ddlla vitacomune s risolvono mediante queste equazioni.

Ad esempio:

Problema 1. Determinare il numero delle soluzioni intere non negetive (% 2 0) del’ equazione
1) X+X+...+X,=m
Il problema 1 € equivdente d seguente
Problema 2. In quanti modi S possono digtribuire m paline in n scatole?
Il numero ddle soluzioni ddla (1) e dato da
gn+tm-16_an+m-19

(*)Cf{’m=g m I & o1
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Problema 3. Determinare il numero ddlle soluzioni intere ddla (1) tai che

IX;+ X, +..+X,=m
@i, 5 .7 .
1x.3rl Z I=12,.,n

Postondlla(2) z =x —r; 3 0, la(l) diventa

@ z+z+...+z,=m-r,conz?3 06dr=§°1ri

i=1
Per [a(*), il numero ddlle soluzioni intere che soddisfano la (2) e dato da

am+m-r-16 am+m-r-16

G :g m-r ;,E n-1 g

n,m-r

Problema 4. Determinare il numero di soluzioni intere della (1) tai che

| X, +X, +..¥X, =M

3 >
Ol stz =121

. iz, =% 1=t+1..,n
Essendox 3 ri+1,i=1,2,...,t ponendo i .
1Z =X, - (r+DH3 0 i=12..,t

z+...+z,=m- ét_(ri +1)=m-F-t
i=1

O
I

7 fo-
-

Q IO

equindi il numero di soluzioni richieste e dato da

() —
Cn,m—?—t _g m-7 -
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Problema 5. Determinare il numero delle soluzioni intere della (1) tdle che

I X, + X, +..+X,=m

(4) :'xi Sr. i=12.., t
Ix;>u, i=t+1.,n
iX-r i=12..,t
Ponendo z = :
1% - (ui +1) I=t+1,..,n
La(1) diventa

_ 3 3 g 3
Z1+---+Zn—m-ari-a(ui+1):m-r-(n-t) conr=gq r+ Qu
i=1 i=t+1 i=1 i=t+1
equindi il numero di soluzioni richieste € dato da
an+m-r-n+t-10 an-r+t-19

% m-r-n+t Bg n-1 g

Problema 6. Determinare il numero delle soluzioni intere ddla (1) in cui dcune incognite
SONO S0ggette alimitazioni superiori.
Esempio 1. Determinare il numero di soluzioni soddisfacente |le seguenti condizioni

IX, +X,+X,+x,=20

Ix,2 0  i=1234
|

i X1 £5, Xx,<7
fx, £4

Introduciamo le seguenti proprieta

a1={x1% 6} a={x2<7} asz={xs® 5}

Applicando il principio di inclusone ed esclusone s ha

N(a,,a,,8)=N- N(ai1) - N(@2) - N(asz) + N(@s,az) + N(as,az) +N(@zaz)- N(@yazas)

Risulta

I X, +X,+X;+X, =20 A+20- 10

i ® N= =

1x.30 € 20 ¢

I X, +X, +X,+x,=20

A, B4+4- 16

ix.30 i=234 N(a,) = u =

1x.2 6 i

1 X, +X, + X, +X, =20

i 13 2._3 4 _a§_3+4_19

ix.30 i=134 N(a,)= 3 =
(4]

1%, 7
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}x1+x2+x3+x4:20
ix,30 i=124 N(al):g 5 =
Ix,35

11X, +X,+X;+%X, =20
Iy 3g F
Lo N(ai,a2)=g

.I. X23 7

TX31X43 0

X, +X, +%X3+X, =20
J. 3 6 £
:'Xl N(avas):g

.I. X33 5

$x,,x,30

I X +X,+X;+X,=20
I

[ X,3 7 8
| 23 N(aziaa)—g
.I.X3 5

1 x,%,20

X+ X, +X3+X,=20

|lx13 0, X,37, X335 N(ai,az,a

1x,30

Allorail numero ddlle soluzioni richieste &

N(3.3,3,)= 8@32‘_ aé?g_ aé6':g‘_ aé8g+aé0':g‘+aé22+aélg_ aég
gzoro' g?’z g?’ﬂ g3z g3ro' g3z g3ﬂ %ﬂ

Esempio 2. Determinare il numero di soluzioni intere tale che

I X, +X,+X;=9 A~ ITX EX, X =9

%xl3 0 x,>2, Xx;31 %xl3 0, X,%3 Xx;31

Ponendoz; =x1, 2 =% —-3,z3=x3—19 ha

}zl+zz+23=5

1z,30

.. a@t+4-10
IInumerorlchlestoeg 5 =
o}
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Esempio 3. Trovare il numero di soluzioni interetai che

| X, +X, +X;+X,=15
: A
1X3-3 x,>0, x;32 U

I X+ X, + X5 +X, =15

I ~ -
12,3 X, +3, z,=%X,-1 U

{X4>'1 (X430) %Z3=X3- 2, Z, =Xy
. . . ad+15- 106
Il numero di soluzioni richieste & +
£ 15 5
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GRAFI

1. Definizioni, terminologia, esempi e applicazioni‘l)

Un grafo orientato (o diretto o di-grafo) G e una coppia (V,E) dove V e un insieme non vuoto

ed E una relazione binaria su V, E < VxV, ossia un insieme di coppie ordinate di elementi di V.

Gli elementi di V" sono chiamati vertici o nodi, gli elementi di £ sono chiamati spigoli o archi
(edges).

Se I’ insieme V¢ finito, il grafo dicesi finito.

Se (a,b)eE, a ¢ il vertice iniziale e b il vertice finale; se il vertice finale coincide col vertice iniziale,

cio¢ se (a,a)eE, lo spigolo ¢ detto cappio (loop).

Esempio:
1 3
G = (V,E) orientato
V=1{1,2,3,4,5, 6}
E=1{(1,2),(2,2), (24, (2,5), (4,1), (4.5), (5.4), (6,3)}
4 5 6
fig.1

Un grafo non orientato, G = (V,E), e una coppia (V,E) dove V e |’ insieme dei vertici ed E é
costituito da coppie non ordinate di vertici, cio€ uno spigolo ¢ un insieme {a,b}; tuttavia, per
convenzione, per indicare il suddetto spigolo si usa la notazione (a,b) ¢ inoltre le scritture (a,b) e
(b,a) indicano lo stesso spigolo.

E’ possibile avere spigoli del tipo (a,a) che vengono chiamati “selfloop”.

(1) Si avvisa il lettore che certe definizioni che verranno date differiscono da quelle presenti in letteratura.
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Nel seguito prenderemo in considerazione grafi in cui tutte le coppie di elementi di £ sono distinti.

Un tale grafo si dira semplice.

Esempio:

1 2 3
¢ ? G = (V,E) non orientato
V=1{1,2,3,4,5, 6}
4 E=1{(1,2),(1,5),(2,5), (3,6)}
5 6

4 ¢ un vertice isolato.

fig.2

Un multigrado é un grafo non orientato che ha archi multipli, cio¢ due vertici sono estremi di piu
spigoli.

Esempio:

4 3
: / V=1{1,2,3,4}
1 2

I vertici 1 e 2 sono estremi di due spigoli.

fig.3

Molte definizioni per i grafi orientati e non orientati coincidono, anche se certi termini hanno un

significato leggermente diverso.

Se (a,b) ¢ uno spigolo di un grafo orientato, si dice che (a,b) ¢ incidente o esce dal vertice a ed ¢
incidente o entra nel vertice b.

Esempio: nel grafo di fig.1 gli spigoli che escono dal vertice 2 sono (2,2), (2,4), (2,5), mentre gli
spigoli che entrano nel vertice 2 sono (1,2) e (2,2).

Se (a,b) ¢ uno spigolo di un grafo non orientato, si dice che (a,b) ¢ incidente sui vertici a e b.

Esempio: nel grafo di fig.2, gli spigoli incidenti sul vertice 2 sono (1,2) e (2,5).
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Se (a,b) e uno spigolo di un grafo, si dice che il vertice b e adiacente al vertice a.

Se il grafo e non orientato la relazione di adiacenza e simmetrica, mentre se il grafo ¢ orientato la
relazione di adiacenza non ¢ necessariamente simmetrica.

Esempi nei grafi di fig.1 e fig.2, il vertice 2 ¢ adiacente al vertice 1 perche lo spigolo (1,2) ¢
presente in entrambi; nel grafo della fig.1, il vertice 1 non ¢ adiacente al vertice 2, perché 1’ arco

(2,1) non appartiene al grafo.

Grado di un vertice. /I grado di un vertice v in un grafo non orientato é il numero, d(v), di spigoli

incidenti con esso.
Se d(v) = 0, v si dice isolato; se d(v) = 1, v ¢ detto vertice pendente. Un cappio relativo al vertice v si

considera come uno spigolo incidente due volte su v.

5 d(1)=3, d2)=d(3)=2, d4)=3, d(5)=0.

fig.4

Proposizione 1. In un grafo finito si ha:

1) 21E| = Y.d(v)

vel

2) Il numero di vertici di grado dispari e pari.

Un grafo non orientato i cui vertici hanno tutti lo stesso grado d si dice regolare di grado d.
. . o1 o
Un grafo finito regolare di grado d con n vertici ha 5 nd spigoli.

I seguenti grafi sono regolari di grado rispettivamente 1, 2, 3, 4.
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Un grafo n.o. si dice completo se esso ha tutti gli spigoli possibili; un grafo completo con n vertici €

regolare di grado n—1 e viene indicato con K,,.

K1 K2 K3 K4 KS I<6

Un grafo completo con 7 vertici ha esattamente n(n—1)/2 spigoli.

In un grafo orientato si chiama grado uscente di un vertice v, e si indica con d'(v), il numero di
spigoli che escono da v, mentre si chiama grado entrante di v, e si indica con d (v), il numero di
spigoli entranti in v; in tale computo i cappi contribuiscono in entrambi i casi.
1l grado di un vertice e dato dalla somma dei due gradi; chiaramente ¢&:

Sd(v)=2d(v)=|E|
In fig.1, peril vertice 2 ¢ d (2)=2,d'(2)=3,dQ2)=d 2)+d"(2)=5

Un grafo si dice bipartito se 1’ insieme dei suoi vertici V' puo essere partizionato in due sottoinsiemi
Vie Vo, V="V U I, tale che ogni spigolo unisce un vertice di ¥, con un vertice di V5.

Un grafo bipartito si dice completo se contiene tutti i possibili spigoli fra V; e V.

In particolare se m, n sono interi positivi il grafo bipartito completo K, , € il grafo tale che

V=Aai,..., am b1,....bn}, E= {sijli=1,...,m,j=1,....n}, cons;; = {a; bj}.

Se Vi={ay,...,ante Vo= 1{by,...,b,} allora K, , ¢ il grafo con m+n vertici, ogni vertice di V; ¢

adiacente ad ogni vertice di V; ed ha m-n spigoli.

%<<X§%

K1 Ki2 Ki; Ks» Ky Ks;

Si chiama cammino (path) di lunghezza p di estremi a e b in un grafo G = (V,E) una sequenza di
p+1 vertici (ug, uy, ..., up) tale che a = ug, b = uy, e (u;.;, u;) €E.

La lunghezza di un cammino é il numero dei suoi spigoli.
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Il cammino contiene i vertici uy,..., u, € gli spigoli (ug, uy),...,( Ui—z, Us),....(Up—1, Up).

Se esiste un cammino ¢ da a a b si dice che b ¢ raggiungibile da a tramite c.

Un cammino si dice semplice se tutti i suoi vertici sono distinti.

In fig.1 il cammino (1, 2, 5, 4) € un cammino semplice di lunghezza 3; il cammino (2, 5, 4, 5) non ¢
semplice.

Per ogni vertice a ¢’ ¢ un unico cammino di lunghezza 0 da a allo stesso a.

Un cammino (uy,..., u,) si chiama circuito o ciclo se uy = u, e contiene almeno uno spigolo.

Il ciclo ¢ semplice e i vertici uy,..., u, sono distinti.

Un cappio e un ciclo di lunghezza 1.

Un grafo senza cicli dicesi aciclico.

Un grafo G = (V,E) si dice connesso se ¢’ e almeno un cammino congiungente due suoi qualsiasi
vertici.

Un grafo che non ¢ connesso dicesi sconnesso.

I1 grafo di fig.1 non € connesso.

Se aeV, si chiama componente connessa di a I’ insieme C, formato da tutti i vertici xe V' per i quali
esiste un cammino da @ a x.

Sia ~ la relazione su V' cosi definita: Va,xeV a ~x < esiste un cammino in G da a ad x.

E’ facile verificare che ~ ¢ una relazione di equivalenza su V e per ogni ae V gli elementi ad esso
equivalenti costituiscono la componente connessa di a. Ne segue che le varie componenti connesse
formano una partizione dell’ insieme V' dei vertici, € ovviamente non ¢’ € alcun spigolo che colleghi
vertici appartenenti a componenti connesse distinte.

Si ha che G e connesso se e solo se G e costituito da una sola componente connessa.

Un grafo orientato si dice fortemente connesso (stronkly) se per ogni a,b €V esiste un cammino

orientatodaaabeda b ada.

Un grafo orientato si dice debolmente connesso (weakly) se due qualsiasi vertici a,b sono uniti da

un cammino non orientato.
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Due grafi G = (V.E) e G’= (V',E’) si dicono isomorfi se esiste un’ applicazione biunivoca f: V-V~

tale che :
(a,b)eE < (f(a).f(b))eE’.
1 2 1 2
6 < 3 5 3
4
5 4
u vV w z u ))
(a) (b)

(a) Coppia di grafi isomorfi, (b) coppia di grafi non isomorfi.

2. Alberi (Free Tree)

Una particolare classe di grafi sono gli alberi ( il nome deriva, come vedremo piu avanti, dalla
somiglianza di questi grafi con gli alberi). Essi trovano applicazione in moltissimi problemi
appartenenti a svariate discipline.

In molti problemi informatici i dati possono essere rappresentati mediante alberi, e questo fatto
garantisce una risoluzione efficiente del problema che altrimenti sarebbe impossibile.

Una foresta é un grafo aciclico, un albero é un grafo connesso aciclico; gli alberi pertanto risultano
essere le componenti connesse di una foresta.

Esempi:

eI

(a) (b) (c)

(a) Un albero libero. (b) Una foresta. (c) Un grafo che contiene un ciclo e non ¢ percio né un albero né una foresta.
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Gli alberi possono essere caratterizzati in molti modi, si hanno infatti le seguenti due proposizioni:

Proposizione 1. Sia G = (V,E) un grafo (finito o infinito). Le seguenti affermazioni sono
equivalenti:

a) G e un albero

b) G e aciclico, ma se si aggiunge un qualsiasi spigolo si forma un ciclo

¢) Per ogni coppia di nodi a e b di G, esiste un unico cammino semplice da a a b.

d) G e connesso, ma eliminando un arco qualsiasi di G si perde la connessione.

Dimostrazione.(a) = (b) Nell’ ipotesi (a), G ¢ aciclico. Inoltre, aggiungendo a G un arco (u,v)¢E si forma un ciclo dato da un cammino davau
(esiste perché G € connesso) piu 1” arco (u,v).

(b) = (c) Essendo G aciclico, ogni coppia di vertici puo essere connessa da al pitt un cammino. Se vi fosse una coppia (u,v) non connessa da alcun
cammino allora I” arco (#,v) potrebbe essere aggiunto senza perdere 1” aciclicita.

(c) = (d) Dato che per ipotesi due vertici qualsiasi sono connessi esattamente da un unico cammino semplice, ovviamente G ¢ connesso.

Sia (u,v)eE. Supponiamo di rimuovere (u,v) da G. Se dopo tale eliminazione il grafo fosse ancora connesso, ci sarebbe in G’ un cammino da u a v.
Questo e I’ arco (&,v) formano due diversi cammini in G da uav.

(d) = (a) Supponendo (d) occorre solo verificare che G sia anche aciclico. Ma se G contenesse un ciclo, allora un qualsiasi arco su tale ciclo potrebbe

essere eliminato senza perdere la proprieta di connessione.

Proposizione 2. Sia G = (V,E) un grafo finito e sia |V| = n. Allora le seguenti affermazioni sono

equivalenti:

e) G eéunalbero
f) Geaciclicoe |[E| =|V] -1

g) G eéconnessoe |[E| =|V| -1

Dimostrazione. (¢) = (f) se G ¢ un albero, allora G ¢ aciclico. Dimostriamo che |E| = |V| — 1 =n — 1 per induzione su n. Pern=1
allora |E| = & e quindi |E|=|V] — 1. Sia n >1. Per la proprieta (d) del la proposizione precedente, eliminando un arco da G si perde la
connessione e si ottengono esattamente due componenti connesse. Queste componenti, di dimensione d; e d, rispettivamente, con d;+
d, = n, sono alberi. Quindi, per I ipotesi induttiva, ciascuna di esse had, — 1 e d, — 1 archi, rispettivamente. Questi, con 1’ arco
inizialmente eliminato, danno in totale

El=(di-1D)+(d-D)+1=d+d,-1=n-1.

(f) = (g) Supponiamo che G sia aciclico e che |E| =|V] — 1. Se G non fosse connesso, potremmo aggiungere a G degli archi sino ad
ottenere la connessione e senza perdere 1’ aciclicita. Si otterrebbe un grafo G° = (V,E’) con |E’| > |V] — 1, connesso e aciclico (cio¢ un
albero).
Ma allora |E’| = |V] — 1, contraddizione.

(g) = (e) Supponiamo adesso che G sia connesso e che |E| = |V] — 1. Se G fosse ciclico, allora potremmo eliminare da G alcuni archi

sino a forzare 1’ aciclicita e senza perdere la connessione. Ne risulterebbe un albero G* = (V,E’) con |E’| < |V]| — 1, contraddizione.
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Alberi con radice

Un albero con radice e un albero con un vertice contraddistinto come radice.

Ricordiamo che in un albero, esiste un solo cammino fra due vertici qualsiasi u e v (prop.1, c); se /
¢ la lunghezza di tale cammino diremo anche che / ¢ la distanza fra u e v. Fissato arbitrariamente un
vertice 7 come radice per ciascun nodo esiste uno ed un solo cammino che lo collega alla radice;
tale cammino si chiama cammino caratteristico del nodo.

La lunghezza del cammino caratteristico di un nodo si chiama /ivello del nodo.

Ne deriva che un albero puo essere disegnato disponendo i vertici su righe successive in relazione
alla loro distanza dalla radice (cio¢ nel loro livello): nella prima riga viene fissato il vertice r, nella
seconda riga tutti 1 vertici a livello 1 da 7, nella terza riga i vertici a distanza 2 da r, ecc...

Esempio. I grafi delle figure (a) e (b) sono degli alberi perché ciascuno ¢ connesso ed ¢ privo di

cicli.
®
© ® ot ®
q2 % q4
® [} @ @ 2 TRET
0
y :
‘
O
e
m
P
Ps
P2/ P3| P4
®

(a) (b)

Fissando in ciascuno di essi come radice un vertice, ad esempio il vertice r, si ottiene un albero con
radice e disponendo i vertici su righe successive in relazione alla loro distanza dalla radice si

ottengono rispettivamente le figure (c) e (d).

m
Ry Amap mal oy
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Se il cammino caratteristico di un nodo y contiene un nodo x, si dice che x ¢ antenato diy ey ¢
discendente di x.

Ogni nodo (eccetto la radice) € connesso tramite un ramo ad un altro nodo che ne ¢ il padre e di cui
rappresenta un figlio.

Un nodo senza figli si chiama foglia; un nodo con almeno una foglia si chiama nodo interno; il

nodo interno senza padre ¢ la radice; due o piu nodi con lo stesso padre si chiamano fratelli.

Un albero ordinato con radice é un albero con radice nel quale é imposto un ordine fra i nodi figli
di ogni nodo.

Esempio. Se nell’albero con radice di cui alla fig.(d) fissiamo nei vari insiemi degli spigoli

{Li, 1o, I3}, {mj}, {ny, ny, n3, 04}, {0}, {p1, P2, P3, P4, Ps}, {q1, 92, G3, G4, Gs}, {s} I"ordine come

indicato nella figura seguente, si ottiene un albero ordinato con radice.

r

£3 81

P3\ P4\ _Ps Gs|  qa\ 9N\ 92 q

Osserviamo inoltre che ¢ possibile ordinare un albero finito con radice dando in modo naturale ad
ogni nodo un indice. In tal caso 1’ordine imposto ai nodi ¢ dato dalla successione finita di numeri
naturali associata ad ogni nodo, la lunghezza della successione ¢ uguale al livello del nodo; la
successione associata alla radice ¢ vuota.

Nella figura successiva nell’albero con radice precedentemente visto sono stati assegnati gli indici

in modo naturale ai suoi nodi.

%]
1 "\| 3
21 1
11 12 13 14 N
L]

2
31
131 211 212 213 214 215 311 312 313 314 315
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Dicesi altezza di un nodo v la lunghezza del piu lungo cammino dal nodo v ad una foglia; tutte le
foglie hanno altezza zero.

Dicesi altezza di un albero 1’ altezza della sua radice, o equivalentemente il massimo livello delle
sue foglie.

Se T ¢ un albero e x € un suo nodo, I’ insieme dei nodi di 7 contenente x € tutti i suoi discendenti

dicesi sotto-albero di T e x dicesi radice del sotto-albero.

Un albero si dice binario se ha al piu due figli (detti rispettivamente figlio sinistro e figlio destro).
In un albero binario un nodo avente due figli si dice pieno.

Un albero binario di altezza h si dice completo se tutti i nodi di livello minore di h sono pieni.
Proposizione. Se T ¢ un albero binario completo di altezza h ed n nodi, segue che:

n=2""-1 ovwero h=Ilgyn+l) —1

Gli alberi ordinati con radice come rappresentazioni di espressioni algebriche.

Ad ogni espressione algebrica in cui compaiono addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni, divisioni,
estrazioni di radici, puo essere associato un albero ordinato con radice grazie al fatto che ogni
espressione algebrica puod essere descritta per passi successivi mediante espressioni algebriche piu

semplici tra le quali bisogna eseguire una determinata operazione.

Esempio: 1’espressione algebrica ¢ ++/(d —(a+bc))/a & ottenuta sommando le due espressioni

algebriche ¢ e \/(d —(a+bc))/a, quest’ultima ¢ ottenuta applicando la radice quadrata

all’espressione (d —(a +bc))/ a, la quale a sua volta & ottenuta dividendo tra loro le due espressioni

d— (a + bc) e a. L’espressione d — (a + bc) si ottiene poi sottraendo le due espressioni d € a + bc;
quest’ultima si ottiene sommando le due espressioni a e bc. Infine be € ottenuta moltiplicando b e c.
Questa descrizione dell’espressione algebrica considerata pud essere rappresentata dall’albero
ordinato con radice della figura 1, in cui le foglie rappresentano le variabili che compaiono
nell’espressione, mentre tutti gli altri nodi rappresentano le operazioni presenti nell’espressione

stessa.

figura 1
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E opportuno sottolineare il fatto che I’albero associato come prima descritto a un’espressione
algebrica ¢ ordinato con radice, per cui se si cambia 1’ordine nell’insieme dei rami che escono da un
nodo v, si ottiene ancora un albero ordinato con radice che rappresenta ancora un’espressione
algebrica la quale pero ¢ diversa dalla precedente.

Esempio: ’albero ordinato con radice della figura 2, ottenuto dall’albero ordinato della figura 1

invertendo gli ordini sugli insiemi dei rami che escono dai nodo contrassegnati con O , ¢ 1’albero

associato all’espressione c+\/a /(d —(bc+a)), che ¢ ben diversa da quella precedentemente

considerata.

figura 2

La notazione infissa e la notazione polacca.

La notazione da noi usata per scrivere un’espressione algebrica ¢ quella cosiddetta a infisso. Infatti
nel denotare un’espressione ottenuta sommando, sottraendo, moltiplicando o dividendo due
espressioni, il simbolo +, - , - 0 / viene scritto tra le due espressioni.

Esempio: scriviamo a + bc e a — bc per denotare le espressioni algebriche ottenute rispettivamente
sommando e sottraendo le due espressioni a e bc'”.

Le espressioni algebriche possono essere scritte, senza pericolo di ambiguita, anche ponendo il

simbolo dell’operazione prima degli operandi. Tale notazione ¢ detta notazione polacca (perché

introdotta dal matematico polacco Lukasiewicz).

Ad esempio le espressioni algebriche da noi usualmente denotate a + b, a - b, ¢ ++/(d —(a +bc))/ a

e c¢+4/a/(d—(bc+a)), in notazione polacca si scrivono +ab, - ab, + c\/_ /-d+a-bca e

+c \/_ /a —d +- bca rispettivamente.

Si noti che la notazione polacca permette di eliminare completamente 1’uso delle parentesi, purche

sia noto a priori a quanti operandi si applica ciascun simbolo (la cosiddetta arieta di un’operazione).

(' Sj ricordi che 1’addizione, la sottrazione, la moltiplicazione e la divisione, sono operazioni binarie, mentre
I’estrazione di radice quadrata ¢ un’operazione unaria, ossia si applica ad un solo argomento.
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3. Rappresentazioni di un grafo

Ci sono diversi modi per rappresentare un grafo.
Tra i piu importanti ricordiamo quelle matriciali e quella mediante liste di adiacenza.
Dato un grafo (V,E) con |V| = n, la sua matrice di adiacenza e la matrice nx n il cui generico

elemento a;; e cosi definito:

1 se(ij)eE
aiJ:
0 altrimenti
Esempi:
1 2 1 23 45
' 101001
(1) 3 211 0111
« 3101 010
5 4 410 1101
5111010
1 2 3 123456
1101 01 00O
(2) 21000010
310 00011
4 5 6 4101 0000
510001 00
610 00001

Si osservi che la matrice di adiacenza di un grafo non orientato é simmetrica.
Lo spazio di memoria occupato da tale tipo di rappresentazione non dipende dal numero degli

spigoli del grafo ma dal numero n dei vertici ed & uguale a n°.

La matrice d’ incidenza di un grafo non orientato G = (V,E) con |V| = n e |E| = m é la matrice
nx m il cui generico elemento b;; e cosi definito:

1 seiéun nodo dello spigolo I;

b,‘J =
0 altrimenti
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Se il grafo G = (V,E) e orientato e possibile definire la matrice d’ incidenza solo se esso e semplice,
cioe privo di cappi.
In queste ipotesi, poiché dobbiamo tenere conto se lo spigolo entra o esce da un nodo, il generico

elemento b;; é cosi definito:
1 seié il nodo iniziale dell’ arco [;
bij=4 -1 seiéilnodo finale dell’ arco I;

0 altrimenti

Riportiamo le matrici d” incidenza dei seguenti grafi:

1 0 0 0\
[; Iy 5 1 01 00
Is 01 01 O
2 I 4 0 01 1 1
0

*
N
5
+
e
|
—_
=/

Y an 1 041 0 0
0 -1 0 0 -1
1 L 3 0 0 -1 +1 +1

o

Lo spazio di memoria occupato da tale tipo di rappresentazione ¢ n x m ¢ poiché m < n(n—1)/2

(si ha I’ uguaglianza se il grafo ¢ completo) risulta al pit uguale a n*( n — 1)/2.

La rappresentazione con liste d’ adiacenza di un grafo G = (V,E) consiste in un vettore Ay; di n
liste, una per ogni vertice di V. Per ogni a €V la lista di adiacenza A,; [a] contiene tutti i vertici b
tale che esiste |” arco (a,b); pertanto A,; [a] contiene tutti i vertici adiacenti ad a in G. In ogni lista

di adiacenza i vertici vengono di solito memorizzati in un ordine arbitrario.
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Riportiamo le due liste di adiacenza dei due grafi (1) e (2)

a_ Agjlal a_ Agjla]
112,5 112,4
211,53,4 215
312,4 316,5
412,53 412
514,1,2 514
616

Se G ¢ orientato la somma di tutte le liste di adiacenza ¢ |E| = m, se G non ¢ orientato la somma
delle lunghezze di tutte le liste di adiacenza ¢ 2|E| = 2m, perché se (a,b) € un arco non orientato
allora b appare nella lista di a e viceversa.

In entrambi 1 casi lo spazio di memoria occupato da tale tipo di rappresentazione ¢ |V] +E| =n + m.

In relazione allo spazio di memoria da impegnare, una rappresentazione puo essere piu conveniente

rispetto ad un’ altra.
Chiaramente un “grafo sparso” (cio€ se m << n®) conviene rappresentarlo con la lista di adiacenza,

mentre un “grafo denso” (cioé |E| ~ |V] ) con la matrice di adiacenza.

- GRAFI - 97



APPLICAZIONI LINEARI

1. DEFINIZIONE DI APPLICAZIONE LINEARE.

Siano V e W due spazi vettoriali su un medesimo campo K. Sia fiVoW
un’applicazione di V in W. Si dice che la f ¢ un’applicazione lineare di V in W
se sono verificate le seguenti proprieta:

a) flvy + v2) = f(vi) + flvz) Vvi, vz eV,

b) fla-v) = aflv) Va e K, VveV.

TEOREMA
Sia f:V—>W un’applicazione lineare. Allora:
(1) £(Ov) = Ow;
(2) f(=v) = - f(v);

(3) f(avi + agva + ... + arvy) = aif(vi) + aof(vo) + ... + arf(vy)

DIMOSTRAZIONE
(1) f(Ov) = £(0-v) = 0-f(v) = Ow;
(2) f(=v) = f((=1) -v) = -1 f(v) = —{(v);
(3) Poiche f(aivi + azva) = f(a1vi) + f(azvy) = aif(vi) + axf(vo)
facilmente f(aivi + asvo + ... + arvy) = aif(vi) + aof(vo) + ... + ar f(vy)

2. NUCLEO E IMMAGINE DI UN’APPLICAZIONE LINEARE.

Sia f : V> W un’applicazione lineare tra due spazi vettoriali V, W (su un campo
K).
Si chiama nucleo dell’applicazione f I'insieme di vettori v € V tali che f(v) = Ow. Il
nucleo dell’applicazione f si indica con Ker f (‘KERNEL” dell’applicazione {):
Ker f ={v € V: f(v) = Ow}.

Si chiama immagine dell’applicazione f linsieme di vettori w € W che sono
immagini di vettori di V. L'immagine dell’applicazione f si indica con Im f o con
f(v):

Imf ={we W:3veV, flv) = w}.
Poicheé f(Ov) = Ow, segue Ov € Ker f, Ow € Im f{.

TEOREMA
Sia f:V—>W un’applicazione lineare. Allora Ker f € un sottospazio di V.

DIMOSTRAZIONE
Dobbiamo dimostrare che:
1) Ov € Ker f;
2) Vvi,voe Kerf = vi+voeKerf;
3) VaekK, VwweKerf = aveKerf.
1) Ov € Ker f poiche f(Ov) = Ow.
2) Siano vi, vo € Ker f, allora: f(vi) = Ow, f(v2) = Ow.
Poiché f(vi + vg) = f(v1) + f(v2) = Ow + Ow = Ow = vi+vy e Kerf;



3) Siaa € K, ve Kerf.
Poiché f(a-v) = o-f(v) = a-Ow =0w = av € Ker f.

TEOREMA  (di caratterizzazione delle applicazioni lineari iniettive)
Sia f:V—>W un’applicazione lineare.
f € iniettiva < Ker f = {Ov}.

DIMOSTRAZIONE

= Se f € iniettiva allora Ker f = {Ov}.
Infatti, se v € Ker f, non puo essere v # Oy poiché sarebbe f(v) = f(Ov) = Ow e la f
non sarebbe iniettiva. Dunque Ker f = {Ov}.

< Se Ker f = {Ov} allora f € iniettiva.

Siano vi, v2 € V con vi # va = f(v1) = f(vo).

Infatti, se fosse f(vi) = f(vo) allora f(vi) — f(v2) = Ow, dunque f(vi—v2) = 0w =
vi — v2 € Ker f essendo Ker f = {Ov} = vi - v2 = 0Ov e quindi vi = vy, contro
I'ipotesi vi # va

TEOREMA
Sia f: V> W un’applicazione lineare. Allora Im f € un sottospazio di W.

DIMOSTRAZIONE

Dobbiamo dimostrare che:
1) Ow € Im f;
2) Vwi,woeImf = wi+wyelmf;
3) VaekK, vweImf = awelmf.

1) Ow € Im f poiche {(Ov) = Ow.

2) Siano wi, w2 € Im f, esistono allora vi, vo € V tali che f(vi) = wi, f(vo) = wo.
Consideriamo vi + vo in V. poiché f(vi + vo) = f(v1) + f(vo) = w1 + w2, si ha
wi+wze Imf

3) Siaa € K, welImf{f.Essendow € Im {, esiste in V un v tale che f(v) = w.
Consideriamo a-v. Poiché f(a-v)=af(v)=a-w = awelmf.

Sia f:V>W un’applicazione lineare. Se la f & biunivoca, allora essa €& detta
isomorfismo di V in W e i due spazi V, W sono detti isomorfi.

Evidentemente, se f € biunivoca essa € iniettiva e suriettiva (f(V) = W). In tal caso,
tenendo conto dei teoremi precedenti, si ha:

TEOREMA
f:V—>W & un isomorfismo se e solo se Ker f = {Ov} e Im f = W.

(dim V = dim W < f € un isomorfismo)



3. PROPRIETA’ RELATIVE A GENERATORI, INSIEMI LIBERI, BASI

Sia f:V—>W un’applicazione lineare tra due spazi vettoriali V, W (su un campo K).

TEOREMA
1) Se vi, v, ..., vr generano V allora f(vi), f(v2), ..., f(v/) generano f(V) (a
generatori di V corrispondono generatori di f(V)): V = L(v1, V2, ..., Vi) =
f(V) = L(f(v1), f(v2), ..., f(vy);
2) Se f(vi1), f(v2), ..., f(vi) sono linearmente indipendenti allora vi, va, ..., V¢

sono linearmente indipendenti (vettori indipendenti di W provengono da vettori
indipendenti di V) ((MA NON E’ DETTO CHE A VETTORI INDIPENDENTI CORRISPONDANO VETTORI
INDIPENDENTI)).

DIMOSTRAZIONE
1) Supponiamo che vy, va, ..., v siano dei generatori di V: dunque ogni vettore
v € V &€ combinazione lineare di vi, va, ..., vi. Dobbiamo dimostrare che f(v1), f(v2),

..., f(vr) generano f(V): dunque ogni vettore dellimmagine € combinazione lineare
di f(v1), f(v2), ..., f(vi).
Sia, quindi, w € f(V) = Ive Vifv)=w
Ma:veV = v=aivi +azva + ... + arvr
Dungque f(v) = f(aivi + agva + ... + a;vy)
w = aif(vi) + aof(vo) + ... + af(vy)

2) Supponiamo f(vi), f(v2), ..., f(vy) linearmente indipendenti. Dobbiamo dimostrare
che vi, vg, ..., vr sono linearmente indipendenti.

Consideriamo l’equazione: x1vi + Xov2 + ... +X vy = Ov e vediamo per quali valori
degli scalari x1, X2, ..., Xr essa € verificata.

Si ha:

X1v1 + Xova + ...+ Xvr = Oy = fxivi + Xovo + ... + Xv) = f(Oy) = Ow =
x1f(vi)+xof(vo)+ ... +xXA(v:) = Ow

Da questa, essendo f(vi), f(v2), ..., f(vy) linearmente indipendenti, segue x; =0,
x2=0,...,% =0.

Se la f € iniettiva le implicazioni del teorema precedente si possono invertire:

TEOREMA
Sia f:V—>W iniettiva. Si ha:
1) Se f(v1), f(v2), ..., f(vi) sono generatori di f{(V) allora vi, vo, ..., v+ sono
generatori di V;
2) Se vi, va2, ..., vr sono linearmente indipendenti allora f(vi), f(v2), ..., f(vy)

sono anch’essi linearmente indipendenti.

DIMOSTRAZIONE
1) Supponiamo che f(vi), f(v2), ..., f(vy) generano f(V), dobbiamo dimostrare che
V=£L(v1,v2,..., Vi), 0ssia che ogni vettore di V € combinazione lineare di vi, vo, ..., Vr.

Sia v € V. Consideriamo {(v). Si ha:
f(v) = aif(vi) + aof(ve) + ... + af(vy) = {(v) = fla1vi + agva + ... + arVy) = (per liniettivita
dellaf)() = v =aivi+ asva+ ... + asvr.

) Se finiettiva: f(v)) =f(v;) = vi=v,



2) Consideriamo l’equazione:

x1f(vi)+xof(vo)+ ... +xAf(vy) = Ow

e vediamo per quali valori degli scalari essa € verificata.
Si ha: xif(vi)+xof(vo)+ ... +xf(vy) = Ow = f(X1vi+xovot ... +X:Vr) = Ow = (per liniettivita
della f) = X1V1+Xovat ... +XV;=0v = (essendo vi, vz, ..., v lin. ind.) = X1 =0, x2=0, ...,
xr = 0.

Abbiamo, dunque, la seguente situazione:

Sia f:V—>W un’applicazione lineare

V1, V2, ..., Vr sono generatori di V = f(v1), f(v2), ..., f(vr) sono
= generatori di f(V)
se f € iniettiva
f(v1), f(v2), ..., f(vr) sono = Vi, V2, ..., Vr SONO
linearmente indipendenti = linearmente indipendenti

se f & iniettiva

Si ha, quindi, il seguente teorema:

TEOREMA
Sia f:V—>W iniettiva. Allora:
1) {vi, vo, ..., v} € una base di V se e solo se f(v1), f(v2), ..., f(vy) € una base di
f(V) = Im f;

2) dim V = dim Im f.

DIMOSTRAZIONE
La 1) segue dai teoremi precedenti. La 2) segue dalla 1).

Piu in particolare:

TEOREMA
Sia f:V>W un isomorfismo allora:
1) (vi, vz, ..., Vi) € una base di V se e solo se f(vi1), f(v2), ..., f(v) € una base base
di W;

2) dim V =dim W.

4. RELAZIONE TRAdim V, dim Ker f, dim Im f

Sia f:V—>W un’applicazione lineare tra due spazi vettoriali V, W (su un campo K).

TEOREMA
Sia V finitamente generato. Allora:
dim V = dim Ker f + dim Im f ‘




5. ISOMORFISMO TRA GLI SPAZI V DI DIMENSIONE n E K=

TEOREMA

Sia V una spazio vettoriale di dimensione n. Esiste, allora, un isomorfismo fra V e
Kn

Se v € V &€ un qualunque vettore di V e B = { vy, vo, ..., vo} una base di V, allora

v = aivi + asvp + ... + anvp € tale modo di scomporre v, come combinazione lineare
di vi, va, ..., Vn, € Unico.

Considera l’'applicazione ¢ : V — K» tale che Vv € V € o¢(v) = (a1, a2, ..., an), si
dimostra che tale applicazione ¢ € lineare e biunivoca, pertanto & un isomorfismo.

6. APPLICAZIONI LINEARI E MATRICI

Sia f:V—>W un’applicazione lineare tra due spazi vettoriali V, W (su un campo K),
condim V =n e dim W = m.
Sia B = {vi, vo, ..., v} una base di V, C = { w1, w2, ..., Wm} Una base di W.

E’ possibile definire una matrice m x n, associata all’applicazione f, rispetto alle
basi B, C, nel modo seguente:

per ogni vettore v; € B, determiniamo il corrispondente f(vij) € W. Essendo C una
base di W, ognuno di questi vettori si puo scrivere come combinazione lineare di
Wi, W2, ..., Wm. Si ha, quindi:

Vi — f(V1) = aiiwi + a21wa + ... + amiWm = (a11, azi, ..., am1)
Vo — f(VQ) = aip2wi + azowa + ... + QmoWm = (a12, azz, ..., amg)
Vn —> f(Vn) = a]_nW1 + aQUWQ + cse + amnWm = (a]_n, a2n, ooy amn)

La matrice:

a;; Ay A1n

B,C |[@21 Q22 .-+ Qo
Mf = . . € Km,n

aml am2 amn

si dice matrice associata all’applicazione f rispetto alle basi B,C.
Osserviamo che la prima colonna della matrice ¢ formata dalle componenti del
vettore f(vi) rispetto alla base C, la seconda colonna ¢ formata dalle componenti
del vettore f(vo) rispetto alla base C, ..., l'ultima colonna & formata dalle
componenti del vettore f(v,) rispetto alla base C.

Sia M una matrice m x n. Siano V e W due spazi vettoriali di dimensione
rispettivamente, n ed m. Siano, infine, B, C due basi, I'una di V, l’altra di W. E’
possibile associare ad M un’applicazione lineare f : V — W, che si dira associata
ad M rispetto alle basi B, C, nel seguente modo:

sia v € V e siano x1, X2, ..., Xn le componenti di v rispetto a B;

cioé: v = X1vi + XgVa + ...+ XnVn = (X1, X2, ..., Xn)B.



I1 vettore f(v) € quel vettore di W le cui componenti (yi, y2, ..., Ym)c Sono
determinate nel modo seguente:

y1 = anxXi: +ampeXe t ...+ ainXn

y2 = a21X1 + agXo + ... + agnXn

Vm = amiX1 + amoX2 + ... ¥ anmXn

essendo
a;; 4o a1n
M = B2 @22 A2n
Am1 Amo Qmn
f .
Dunque, v = (X1, X2, ..., Xa)B — (Y1, V2, ..., Ym)c dove y1, V2, ..., Ym Sono determinate
in modo che
a1 &1 .- Q| [[X9 Y1
g1 aop Qon| |[X2| _ (Y2
Am1 Am2 Qmn Xn Yn

L’applicazione cosi definita si indica con fﬁ’c

7. APPLICAZIONI LINEARI MEDIANTE LE IMMAGINI DEI VETTORI DI UNA

BASE
Sia B = (v1, Vg, ..., Vn) una base di V. Supponiamo siano assegnati, secondo una
certa legge f, i vettori f(vi1), f(v2), ..., f(vn). In tal caso €& definita un’applicazione

lineare g : V> W, estensione della f a tutto V.

TEOREMA
Se B ={vi v2, ..., vo} € una base di V e wi, Wz, ..., Wn sono vettori di W,
I'applicazione f : B —» W tale che f(vi) = wi, f(v2) = wo, ..., f(vn) = wn definisce, in

modo unico, un’applicazione lineare di V in W

DIMOSTRAZIONE

Siav € V, con v = X1v1 + Xova + ...+ XpVn.

Si puo definire: f(v) = f(x1v1 + Xov2 + ...+ XnVn) = X1f(V1) + Xof(V2) + ...+ Xnf(Vn).

Si verifica facilmente che tale applicazione di V in W ¢é lineare ed € unica perché &
la scomposizione di v come combinazione lineare di vi, vo, ..., Vn.

8. STUDIODIKerf E Im f

Sia f:V—>W un’applicazione lineare. Per definizione Ker f = {v € V : {f(v) = Ow}.
Se B € una base di V, C una base di W, M?’C la matrice associata all’applicazione

f, rispetto a B,C, posto X = (x1, X2, ..., Xn)B allora Ker f & I'insieme dei vettori X tali
che {(X) = Ow, ossia f(x1, %2, ..., Xa)B = (0, O, ..., 0).



In modo equivalente, Ker f &€ l'insieme dei vettori X tali che Mf’c* X = 0 ossia le
cui componenti rispetto a B sono soluzioni del sistema omogeneo associato alle
matrice Mf’c . Ricordiamo, inoltre, che dimV = dim Ker f + dim Im f. Dunque:

dim Ker f = dim V - r essendo r il rango®@ della matrice associata all’applicazione
f, rispetto a B, C.

9. ENDOMORFISMO

Un’applicazione lineare di V in se stesso (f: V — V) si dice endomorfismo.
Sia f:V—V un endomorfismo nello spazio vettoriale V su un campo K, diremo che
LeK & un autovalore di f se verifica questa proprieta:

dveV,v£0v: f(v) =y,

v si dice autovettore di f associato all’autovalore A.
def
Allora: v_autovettore di f associato all’autovalore A = f(v) =Av &

filv)=f(v -Av=0 = linsieme degli autovettori associati a A € il nucleo di f;
definito da f,(v) = f(v) — Av per cui € un sottospazio di V, chiamato autospazio di f
associato all’autovalore A e si denota con V;,

= V, =Ker fk .

10. ENDOMORFISMO SEMPLICE

Sia f:V—V un endomorfismo definito su V e sia, inoltre, dim V = n.

Si dice che f € un endomorfismo semplice se ammette una base di autovettori:
def
f semplice (o diagonalizzabile) < 3 B = { v1, vo, ..., va} di autovettori, base di V.

Si dimostra che autovettori non nulli associati ad autovalori distinti sono
linearmente indipendenti; da cui segue che, se il polinomio caratteristico® ha n
radici distinte in K, esiste una base di V formata da autovettori di f ed, in tal caso,
f si dice che é semplice.

Sia V = K» e A, autovalore di f, sia una radice di molteplicita r del polinomio
caratteristico di f. Sappiamo che dim V; = n - p(M(f) — AI).
Si dimostra che ‘1 < dimV, < r.|

TEOREMA
Un endomorfismo f:V—>V & semplice se e solo se esiste una base B di V tale che

lea’B ¢ diagonale.

@ Data una matrice A(nxm), il numero r, 0 < r < min(n,m), si dice rango di A se esiste almeno un minore di ordine r
non nullo, e se tutti i minori di ordine maggiore di r sono nulli.
) Si chiama polinomio caratteristico il determinante della matrice M(f) — AI



DIMOSTRAZIONE

= Se f & semplice, allora esiste una base B = { vi, vo, ..., vo} di V di autovettori.
Dunque:
f(V1) =Avi = AVvi=Avi+0 vo+ ... +0 vp= (7\.1, o, ..., O)E
f(VQ) =Xv2 — Avo=0-vi+ Ao+ ..+0 - vaz=(0, A2 O, ..., O
f(Vn) = ann —> 7\,nVn = O' Vi1 + O'V2 + ...t 7\,1*1' Vn = (O, 0, ooy 7\«1’1)}3
(dove A1, A2, ..., An non sono tutti necessariamente distinti),
A4 0 ... O
g |0 A, ... Of . ) : . .
allora M;™ =/ . . | € una matrice diagonale (e sulla diagonale appaiono
O 0 .. 4

n

gli autovalori della f)

< Sia f:V->V e sia B = { vi, vo, ..., v} una base di V tale che M?’B ¢ diagonale,
A4 0 ... O
O 4, ... O

cioé: Mf’B =1 2 -
0O O A

n

Per definizione:
fvi) =Avi+0-va+ ... + 0- vn = A1V1
f(VQ) =0-vi+Ave + ...+ 0 vp = Aovo

f(Vn) = O Vi + O‘V2 + ...+ }Ln' Vn &= }LnVn
allora vi, vo, ..., va sono tutti autovettori = f & semplice.

Ricordiamo che una matrice quadrata M € Ku » si dice diagonalizzabile se € simile
ad una matrice diagonale.

In altre parole:
def
M ¢ diagonalizzabile < 3P € Ky, P invertibile: P-1-M-P = D (matrice diagonale).

TEOREMA
Sia A = Knn e sia f: Ko » Ko 'endomorfismo associato ad A. allora si ha:
A € diagonalizzabile se e solo se f & semplice.

DIMOSTRAZIONE

Infatti: se f € semplice sia {vi, vo, ... vn} una base di K» formata da autovettori di f
e sia P la matrice avente per colonne vi, vz, ... vn (P € invertibile) allora D = P-1AP &
diagonale e gli elementi di D sono gli autovalori di f, ripetuti ciascuno con la sua
molteplicita (PD = AP). Viceversa se A € diagonale € ovvio che f € semplice.



TEOREMA

teor

f é semplice & 1) tutte le radici del polinomio caratteristico di f sono in K;
2) dim V;, = 1, (la molteplicita di A) (ovvero, n — p(A - Al) =1, ).

DIMOSTRAZIONE
Basta prendere come base formata da autovettori I'insieme F unione delle basi di

ciascun autospazio = ;" € una matrice diagonale, cioé:

24, 0 ... 0 con  A; ripetuto r; volte
Az ripetuto r; volte
0 4, .. O
: : Am ripetuto rm volte
ed ri+rn+..+rm=n
0 0 .. A, "

Sia V un K-spazio vettoriale e f: V> V un endomorfismo
def
A € K, A un autovalore di f <3 v € V, v # Ov: f(v) = Av = A autovalore <

a11X1 +...+alan = }'Xl
ha soluzioni non nulle;
anlxl +...+anan = /’{'Xl’l

ossia, se e solo se il determinante del sistema lineare omogeneo
(all _/I)Xl +...+a1an = O

anlxl +...+ (ann - E)Xn = O

¢ nullo = A autovalore di f & A € radice dell’equazione in T:

all_T a12 e aln
a a,, —-T ... a
A-T]=| =% = 1 =0 dove A = M(f);
aAng ann_T

tale determinante si chiama polinomio caratteristico di A o di f# ed € di grado n.
Per cui, gli autovalori di f sono le radici del polinomio caratteristico di f che
appartengono a K.

@ Siano A e B le matrici associate a f rispetto alle basi F ed H rispettivamente. Si dimostra che A e
B hanno lo stesso polinomio caratteristico.



	Insiemi e Relazioni
	1. Insiemi ed operazioni su di esso
	2. Applicazioni
	3. Potenza di un insieme
	4. Relazioni di equivalenza
	5. Relazioni di ordinamento parziale

	Teoria dei Numeri
	1. Numeri naturali, interi relativi e principi d'induzione
	2. Teorema di divisione, M.C.D. e m.c.m
	3. Decomposizione in fattori primi
	4. Sistemi di numerazione in base b
	5. Congruenze
	6. Criteri di divisibilità
	7. Teorema cinese del resto

	Strutture Algebriche
	1. Operazioni algebriche binarie
	2. Gruppi
	3. Sottogruppi
	4. Gruppi ciclici e generatori
	5. Teoremi di Lagrange, Fermat, Eulero
	6. Algebra modulare
	7. Anelli, corpi, campi e relative sottostrutture
	8. Omomorfismi fra strutture

	Polinomi
	1. Funzioni polinomiali e polinomi
	2. Divisione, M.C.D., m.c.m. tra due polinomi
	3. Teorema di ruffini e radice multipla
	4. Riducibilità
	5. Criteri di irriducibilità
	6. Complementi ed esempi

	Spazi Vettoriali
	1. Spazi e sottospazi vettoriali
	2. Generatori e vettori linearmente indipendenti
	3. Basi e dimensione

	Calcolo Combinatorio
	1. Disposizioni, permutazioni e combinazioni semplici
	2. Disposizioni, permutazioni e combinazioni con ripetizione
	3. Complementi ed esempi
	4. Binomio di Newton
	5. Principio di inclusione ed esclusione

	Grafi
	1. Definizioni, terminologia, esempi e applicazioni
	2. Alberi (Free Tree)

	Applicazioni Lineari
	1. Definizione
	2. Nucleo e immagine di un'applicazione
	3. Proprietà relative a generatori, insiemi liberi, basi
	4. Relazione tra dim V, dim Ker f, dim Im f
	5. Isomorfismo tra gli spazi V di dimensione n E K^n
	6. Applicazioni lineari e matrici
	7. Applicazioni lineari mediante le immagini dei vettori di una base
	8. Studio di Ker f   E   Im f
	9. Endomorfismo
	10. Endomorfismo semplice




