Dispense di Algebra Lineare per Ingegneria Roma, Ottobre 2005

1. Sistemi lineari.

Definizione. Un sistema lineare di m equazioni in n incognite ¢ un sistema di equazioni della forma

a1121 +ai2x2 +... FaipTp =b
a21%1 +ag2xe +... FaopTp = by
Am1T1  +amaTe2 +... FAmpTy, = bmv

dove gli a;; sono numeri assegnati detti coefficienti, i b; sono numeri assegnati detti termini noti e le incognite
T1,...,T, appaiono al primo grado.

Un sistema omogeneo € un sistema i cui termini noti sono nulli: by = ... =b,, = 0.

Definizione. Una soluzione del sistema

1121 +ai2x2 +... FaipTn =b
a21%1 +ag0xe +... Fao,Tp = by
Am1%T1  FamaT2 + ... FampTn = by,
p! )
€ un’ ennupla
aq
(e)]
Qp

che soddisfa tutte le equazioni del sistema. La soluzione generale del sistemna & I'insieme di tutte le soluzioni
del sistema.

Esempio. Le triple

1 3 1 )
of,{1], -1, 2
0 0 0 0

sono soluzioni del sistema di due equazioni in tre incognite

{I1721‘2+SE3:1
21’1—41’2:2.

e Un sistema che ammette soluzioni si dice compatibile. Vedremo in seguito che un sistema compatibile
ammette un’unica soluzione oppure ammette infinite soluzioni. Un sistema che non ammette soluzioni si
dice incompatibile.

e Un sistema lineare omogeneo

a1121 +a12x2 +... +a1pTn =0
as1x1  +asexs +... +aspr, =0
Am1T1 Famore +... Fampr, =0

¢ sempre compatibile: infatti ammette almeno la soluzione nulla

0
0



e Un sistema lineare non omogeneo puo essere incompatibile, come ad esempio:

{$1+21’2+1’3—1’4:1
x1 + 2209 + 13 — 14 = 2.

Definizione. Due sistemi lineari si dicono equivalenti se hanno esattamente le stesse soluzioni.

Operazioni elementari sulle equazioni di un sistema:
- scambiare tra loro due equazioni,
- moltiplicare un’equazione per uno scalare non nullo,
- sostituire un’equazione con quella ottenuta sommando ad essa un multiplo di un’altra equazione.

Proposizione. Effettuando una qualsiasi operazione elementare sulle equazioni di un sistema lineare dato
si ottiene un sistema ad esso equivalente.

Notazioni:

Sia dato un sistema lineare di m equazioni in n incognite

a11r1  tapre +... Fapr, =b
a21x1  +agre +... +apT, =b
Am1T1  +am2Z2 +... FOmpTn = bm7
Matrice dei coefficienti:
a1 a2 ... Qin
a1 A22 ... Q2pn
Am1 Am2 . Amn
Vettore dei termini noti:
b1
by
bm
Matrice completa:
air G2 ... Qip | b1
a21 G2 ... Q2p | b
Ami Am2  --- Qmn | bm

Definizione. Un sistema lineare si dice a scala se la matrice dei coefficienti € della forma

0 o 0 am k% % e e
0 - 0 a2k, * *

0 *

0 --- 0 0 o 0 0 e Qpk, v *
0 0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0 0



dove i coefficienti ajx;, j=1,...,7 sono diversi da zero, ed i coefficienti * sono arbitrari.

e Un sistema a scala gode delle seguenti proprieta:

- tutte le sue equazioni sono indipendenti (un sistema, ottenuto da un sistema a scala togliendo un’equazione,
non & mai equivalente al sistema di partenza);

- ¢ incompatibile se e solo se contiene almeno un’equazione del tipo 0 = b, con b # 0.

- le soluzioni di un sistema lineare a scala compatibile si ottengono per sostituzione da sotto in su.

e Dato un sistema lineare, ¢ possibile ottenere un sistema a scala ad esso equivalente, mediante una succes-
sione di operazioni elementari. Questo procedimento si chiama “metodo di eliminazione di Gauss”. (“elim-
ina” le equazioni superflue) (Apostol, sezione 4.18).

Lemma. Sia

a1121 +a12x2 +... +a1nTy =0
a21%1 +a92x2 +... +a2nTy =0
Am1T1 Famore +... Fampr, =0

un sistema lineare omogeneo di m equazioni in n incognite. Se n > m, allora ammette soluzioni non nulle.

Dimostrazione. Per il metodo di eliminazione di Gauss, il sistema & equivalente a un sistema omogeneo a
scala con matrice dei coefficienti uguale a

0 e 0 alkl * k * * .. e *

0 - 0 a2k, * e e *

0 *

0 0 O 0 O Gr, - - %

0 0 O 0 O 0 0

o ---0 O -0 0 -- 0 -0
dove ajr; #0, j=1,...,r mentre gli elementi * sono arbitrari. Ci sono r equazioni non nulle, per un certo
r<m,esen >m,alloran—r >mn—m > 0. Siesprimono le incognite zy,, xk,, ..., Tk, corrispondenti

agli elementi ajx, # 0, in funzione delle rimanenti n — r. Le soluzioni del sistema dipendono cosi da n —r
parametri liberi. In particolare, esistono soluzioni non banali. Questo completa la dimostrazione.

e Dato un sistema lineare di n equazioni in n incognite a scala e compatibile, esso ammette un’unica soluzione
se e solo se la matrice dei coefficienti ha tutti gli elementi sulla diagonale principale diversi da zero.

e Le soluzioni di un sistema lineare a scala compatibile dipendono da un numero di parametri liberi uguale
al numero delle incognite meno il numero delle equazioni non banali del sistema.



2. Spazi vettoriali e sottospazi.

Indichiamo con R™ I'insieme delle ennuple reali

R"=<¢(X = . T1,...,Tn, €ER
LTn

A volte identifichiamo R"™ con i vettori uscenti dall’origine, ossia i segmenti orientati aventi il primo estremo

0 T1

- 0 . T2
nell’origine O = | . |e il secondo nel punto X =

0 Tn

e In R™ si possono definire la somma fra vettori ed il prodotto di un vettore per un numero reale nel modo
seguente:

T U1
. Z2 Y2
dati X = . , Y = . eR", MeR,
Tn Yn
si definiscono
1+ Y1 ATy
T2 + Yo AT
X+Y:= ) AX = . . (1)
Ty + Yn Ay,

In R?, il vettore X +Y coincide con il vettore ottenuto sommando X e Y con la regola del parallelogramma.
Questa interpretazione geometrica in realta vale in generale. Dati due vettori X, Y € R", esiste infatti un
piano 7 passante per X, Y e per l'origine O, e il vettore X 4+ Y coincide col vettore ottenuto applicando la
regola del parallelogramma ad X e Y nel piano 7.

Si verifica facilmente che le operazioni di somma e prodotto per uno scalare su R™ hanno una serie di
proprieta, che derivano essenzialmente dalle analoghe proprieta della somma e del prodotto fra numeri reali:

1. (commutativita della somma) VX, Y e R X +Y =Y + X;

2. (associativita della somma) VXY, Z e R" (X +Y)+Z=X+ (Y +Z2);
. (elemento neutro per la somma) IO e R": O+ X =X+4+0 =X, VX € R", precisamente

w

0
4. (opposto per la somma) VX € R", 3(—X): X+ (—X)=(—X)+ X = O, precisamente

—Tp

associativita del prodotto) VA, p € R, VX € R" (Au)X = A(pX);
distributivita del prodotto) VA, p € R, VX € R* (A4 p)X = AX + pX;
distributivita del prodotto) VA € R, VXY e R® AX +Y)=AX +\Y;
elemento neutro per il prodotto) 1X = X, VX € R"

-
- (
- (
- (

0 J O Ot

4



Esercizio. Far vedere che vale il principio dell’annullamento

A X=0 = XX=0 oppure X =0.

Le proprieta 1 — 8 sono esattamente gli assiomi che definiscono uno spazio vettoriale reale.

Definizione. Uno spazio vettoriale reale V' & un insieme su cui sono definite un’operazione di somma
VxV—V, (vyw)—v+w
e di moltiplicazione per uno scalare reale
RxV —V, (Av)—

che soddisfano le proprieta

1. (commutativita della somma) Yu,v € V. u+4 v =v+ w;

(associativita della somma) Vu,v,w € V. (u+v)+w =u+ (v+ w);
(elemento neutro per la somma) 30 € V: O4+v=v+0=v, YveV;
(opposto per la somma) Yo € V, 3(—v): (—v)+v=v+(—v)=0;
(associativita del prodotto) YA, up € R, Yo € V. (Ap)v = A(pv);
(distributivita del prodotto) VA, p € R, Yo € V. (A 4 p)v = Av + pv;
(distributivita del prodotto) VA€ R, Vo € V' A(v + w) = Av + Aw;
(elemento neutro per il prodotto) lv =v, Yo eV

© NSO W

Dunque R™, con la somma fra vettori e il prodotto di un vettore per uno scalare definiti in (1), & un esempio
di spazio vettoriale reale.

Esempio. Un esempio analogo & dato dalle matrici m X n a coefficienti reali

ai; a2 A1n

asy a2 aon . )
M(m,n,R) ={M = : : : |ai; €R, i=1,....,m, j=1,...,n},

Am1 Am2 cee Qmn

dove la somma fra matrici e il prodotto di una matrice per uno scalare sono definiti nel modo seguente

a1 +bi1  ar2+biz ... ain+bin

a21 +ba1 a2 +by ... a2,y +b2,
M+ N = . . .

Gm1 +bm1 Gm2+bm2 ... Amn + b

dove M = {a;;}, N = {b;;} € M(m,n,R), e

)\all )\a12 N )\aln

Aan )\CLQQ PN AaQn
AM = . . . )

)\aml )\CLmQ P /\amn

dove M = {b;;} € M(m,n,R), A € R.

Molti esempi di spazi vettoriali vengono dall’analisi e sono dati da spazi di funzioni.

Esempio. La famiglia delle funzioni di una variabile reale a valori reali
F(R,R) ={f:R — R},
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con la somma e il prodotto per uno scalare reale definiti da

(f+9)(x) = flx) +g(x)  (Af)(@):=Af(x), f,9€ F(R,R), A €R,
€ uno spazio vettoriale reale.

e Gli spazi vettoriali si presentano per lo pitl come sottospazi di spazi vettoriali dati, ossia come sottoinsiemi
non vuoti S C V di uno spazio vettoriale, chiusi rispetto alla somma e al prodotto per uno scalare:

(i) s+tels, Vs, t €S

(ii) As € S, YAeER, Vs e S.

Osservazione.

(i) Sia V uno spazio vettoriale. L’elemento neutro per la somma {O} é un sottospazio vettoriale di V' (detto
sottospazio banale): infatti, O + O = O, e per ogni A € R si ha \O = O.

(ii) Ogni sottospazio vettoriale S C V contiene 1’elemento neutro O (per (ii), con A = 0).

Esempio. Le seguenti famiglie di funzioni sono tutti sottospazi vettoriali di F(R,R).
C°(R,R) = {f:R — R, continue}.

Infatti, se f,g sono funzioni continue, f + g & una funzione continua e per ogni A € R, Af & una funzione
continua. Analogamente,

C'(R,R) = {f:R — R, con derivata continua}

CT(R,R) = {f:R — R, crescenti}
Rz] = {p(x) = ap + a1z + ... + apx™, n >0}, polinomi
Rlz]m = {p(x) =ap+ a1z + ... + apz™, m >0}, polinomi di grado < m

Inoltre, valgono le seguenti inclusioni fra sottospazi

Rz],, C R[z] c C'(R,R) c C°(R,R) C F(R,R)

Definizione. Siano wvq,...,v; elementi in uno spazio vettoriale V. L’insieme delle combinazioni lineari di
v1,. .., v (indicato span{vy,...,v;}) & per definizione

span{vy, ..., v} = { o1 + ...+ gk | A1, A € R}

Proposizione. L’insieme delle combinazioni lineari di un insieme di elementi vy, ...,v; in uno spazio vet-
toriale V é un sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione. Siano X = \jv1+...+ Aok, Y = pv1 +. ..+ pgog elementi arbitrari di span{vy, ..., vg}.
Facciamo vedere che X +Y € span{vy,...,v;}. Inoltre, per ogni @ € R, anche aX € span{vy,..., v}
Infatti

X+Y =M\v+ ..o+ Mevg) + (v + - 4 prvr),
=M+ p)vr+ ...+ (Mg + pr)vg € span{vy, ..., v };

aX = a(Avr + ...+ A\pvg) = ador + ..+ adgug € span{vy, ..., v}

Esercizio.



(i) In R?, determinare e disegnare

(3 (8] (3w () (2 () (2

0
0

(if) Determinare s @) e Span{(8> ( >}

(iii) Determinare se (g) e span{( 11> ( ;)}

(iv) Determinare se (8) c Span{< 11) <§>}

(v) Far vedere che @) ¢ span{(D , @)}

(vi) Far vedere che un arbitrario vettore in X € R? appartiene a span{ ( _11> ) (;)}

Esercizio.

(i) In R?, determinare i sottospazi  span{ O }, span{

0 2 1 2 2
span{| O |, | 2 |}, span{| 1 |, | 2 |}, span{ —1 120
0 1 1 2 0 0
3 0 2
(ii) Determinare se [ 2 | € span{| 0 |, | 2 |}
1 1 0

3 1 2 0
(iii) Determinare se | 2 | € span{| —1 21,101}
1 0 0 1
0 1 2
(iv) Determinare se | 0 | € span{| —1 2 1}
0 0 2
3 1 0
(v) Far vedere che [ 2 | ¢ span{| 1 |, 0]}
1 1 1
1 1 3
(vi) Far vedere che un arbitrario vettore in R?® appartiene a span{| —1 |, 2|, 0 |}
1 1 1

Proposizione. Le soluzioni di un sistema lineare omogeneo di m equazioni in n incognite sono un sottospazio
vettoriale di R"™.
51 i
Dimostrazione. Siano S = | ! | e = | ! | due soluzioni di un sistema lineare omogeneo di m
Sn tn
equazioni in n incognite. Facciamo vedere che
51+t Asy
S+T= : e AS = : , YAeR,
Sy +tn ASp,



sono ancora soluzioni del sistema. Sia

121+ ...+ ajnxy, =0, je{l,...,m},
una equazione qualunque del sistema. Per ipotesi,

aj181 + ...+ ajps, = ajit1 + ...+ ajut, =0.
Sostituendo S + T nell’equazione, troviamo

aji(s1+t1) + ...+ ajn(sn +tn) = (aj181 + ... + ajnsy) + (@1t + ... +ajnt,) =0+0=0.
Similmente, sostituendo nell’equazione AS troviamo
aj1As1+ ...+ ajnAsy = A(aj181 + ...+ ajnsp) = A0 =0,

come richiesto.

Osservazione. Osserviamo che le soluzioni di un sistema lineare di m equazioni in n incognite formano un

0

sottospazio vettoriale di R™ se e solo se il sistema ¢ omogeneo: infatti O = | : | non & mai soluzione di un

0
sistema non omogeneo, mentre un sottospazio vettoriale deve sempre contenere ’elemento O.

3. Dipendenza e indipendenza lineare.

Consideriamo il sottospazio delle combinazioni lineari di un insieme di elementi {v1,...,v5} in uno

spazio vettoriale V
span{vy, ..., v = { o1 + ...+ v | M € R}

Osserviamo subito che:

(i) span{vy,...,vr} =span{vy,..., v, O};

(ii) Se l’elemento vy, ¢ combinazione lineare degli elementi v, ..., v;_1, allora
span{vy,..., v} = span{vy,...,vp_1}.

e Quali condizioni devono soddisfare gli elementi {vy,...,vx} di V, affinché il sottospazio span{vy,...,v;}
risulti espresso nel modo pi “efficiente” possibile?
e Qual ¢ il numero minimo di elementi necessario a generare un dato sottospazio ?
Definizione. Dati vy, ..., v; in uno spazio vettoriale V, si dicono linearmente indipendenti se

AMUL ..+ =0 S A\i=...=)X;=0.
In altre parole, nessuna combinazione lineare di vy,..., v, a coefficienti non tutti nulli, puo dare il vettore
OeV.
Esempio.

(i) Un elemento {v1} ¢ linearmente indipendente se e solo se & diverso dal vettore nullo O. Infatti Av; = O

implica A = 0 se e solo se v1 # O.

(ii) Se v1,..., v sono linearmente indipendenti, allora sono tutti non nulli. Altrimenti, se fosse ad esempio

’UkZO,
Ovy + ...+ 0vp_1+ Mo =001 + ... + 01 + MO =0, A #0,
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sarebbe una combinazione lineare di vq, ..., v, a coefficienti non tutti nulli, con risultato il vettore nullo.

(iii) Due elementi (non nulli) {v1,v2} sono linearmente indipendenti se e solo se non sono uno multiplo
dell’altro, ossia non esiste A # 0 tale che v; = Ave. Geometricamente, se e solo se {v1,v2} non stanno sulla
stessa retta.

(iii) Tre elementi (non nulli) {vy,vs,v3} sono linearmente indipendenti se e solo se nessuno di essi & come
combinazione lineare dei due rimanenti, ossia non esistono A, p (non entrambi nulli) tali che v3 = Avy + pvs.
Geometricamente, se e solo se {v1,v2,v3} non stanno sullo stesso piano.

Esempio.

(i) 11 vettore 0 E R? non ¢ linearmente indipendente.

0 1
(ii) I vettori | O 0 | € R? non sono linearmente indipendenti.
0 2
2 1 2 1
(iii) I vettori [ O 0 | € R? non sono linearmente indipendenti, mentre i vettori [ 0 | , [ 3 | lo sono.
4 2 4 2
1 3 2 1 0
(iv) I vettori 3 ],| 3| € R?non sono linearmente indipendenti, mentreivettori | 0 |, [ 3 |, 0
2 6 4 2 1
lo sono.
In generale, si ha che:
Proposizione. Gli elementi (non nulli) vy,...,vx € V sono linearmente indipendenti se e solo nessuno di
essi pud essere espresso come combinazione lineare dei rimanenti. Equivale a dire che gli elementi (non
nulli) vy,...,vx € V sono linearmente dipendenti se e solo almeno uno di essi pud essere espresso come
combinazione lineare dei rimanenti.
Dimostrazione. Supponiamo che vy = oyvy + ... 4+ a_1V5—1, con o; € R. Allora
Q1V1 + ... Fap_1V—1 — v = O
¢ una combinazione lineare di vy, ..., vy, a coeflicienti non tutti nulli, che da il vettore O € V. Di conseguenza
V1, ...,V non sono linearmente indipendenti.
Viceversa supponiamo che vy, ..., v siano linearmente dipendenti e sia
aivr + ...+ ap_1Vk_1 + apvr = O
una combinazione lineare di vy, ..., v, a coefficienti non tutti nulli, che da il vettore O € V. Supponiamo

per esempio che oy # 0. Allora vy puod essere espresso come combinazione lineare dei rimanenti vettori

1
Vg = —f(Ozl’Ul + ...+ Oékfl’l)kfl).
Qg
o I sottospazio span{vy,...,vp} CV ¢ espresso nel modo pit “efficiente” possibile se e solo se gli elementi
V1, ...,V sono linearmente indipendenti. In questo caso, e solo in questo caso, il sottospazio generato da un
qualunque sottoinsieme proprio di {vy,..., v} & un sottospazio proprio di span{vy,...,vs}.
Esercizio. Se vy, ..., v, sono linearmente indipendenti, allora ogni loro sottoinsieme & formato da elementi

linearmente indipendenti.



Esercizio. Le righe non nulle di una matrice S di ordine m X n a scala sono vettori linearmente indipendenti
in R™.

Osservazione. Ricordiamo il metodo di eliminazione di Gauss sulle righe R;, j =1,...,m di una matrice
S di ordine m x n. Esso consiste in una successione di operazioni elementari quali

- scambiare tra loro due righe,

- moltiplicare una riga per uno scalare non nullo,

- sostituire una riga con quella ottenuta sommando ad essa un multiplo di un’altra riga.
Ad ogni passo, il sottospazio

span{Ry,...,Rn} CR"

generato dalle righe della matrice rimane inalterato. Di conseguenza, le righe non nulle della matrice a
scala S ottenuta da M mediante leliminazione di Gauss (per righe) costituiscono un insieme di generatori
linearmente indipendenti di span{R;, ..., R,,} in R™.

Possiamo usare 1’osservazione precedente per risolvere il seguente problemas:
Dati vettori X1,..., X, in R", determinare vettori Y7,...,Y}, con h < k, linearmente indipendenti tali che

span{Xy,..., X} =span{Yy,..., Y, }.

Un modo per farlo & questo:

— Considerare la matrice M, di ordine k x n che ha per righe i vettori {Xy,..., Xi};
— fare ’eliminazione di Gauss per righe su M;
— Le righe non nulle Y7, ...,Y}; della matrice a scala cosi’ ottenuta sono linearmente indipendenti e

span{Xy,..., X} =span{Yy,..., Y, }.

4. Basi, dimensione e coordinate.

Definizione. Uno spazio vettoriale V' si dice finitamente generato se esistono un numero finito di
elementi vy, ...,vr € V (generatori) , tali che

V = span{vy,..., v}

Esempio.
(i) Per ogni n, lo spazio R™ ¢ finitamente generato:
1 0 0
0 1 0
R'=span{| . |, | - |[,--s| - |}
0 0 1

(ii) Lo spazio vettoriale R[x],, dei polinomi di grado < m & finitamente generato:
R[z],, = span{l,z,2°,...,2™}.
(iii) Lo spazio di tutti i polinomi R[z] non & finitamente generato:
R[z] = span{l,z,2°,...,2",.. .},
e tanto meno lo sono gli spazi R[z] C C'(R,R) Cc C°(R,R) C F(R,R).
Consideriamo da ora in poi spazi vettoriali V # O.

Definizione. Una base di uno spazio vettoriale ¢ un insieme ordinato di generatori linearmente indipendenti.

Osservazione. Pur contenendo gli stessi elementi, due basi By = {X1, X, X3} e By = {X», X1, X3} di R3
sono da considerarsi distinte, in quanto ’ordine degli elementi non ¢ lo stesso.
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Proposizione. Ogni spazio vettoriale V finitamente generato ammette una base.

Dimostrazione. Sia {v1,...,vx} un insieme di generatori di V. Se sono linearmente indipendenti, sono
una base di V' e la proposizione ¢ dimostrata. Se non lo sono, almeno uno di essi ¢ combinazione lineare dei
rimanenti. Lo eliminiamo. Gli elementi che restano generano ancora V. Se sono linearmente indipendenti,
sono una base di V e la proposizione & dimostrata. Se non lo sono, ne possiamo eliminare un altro e i
rimanenti generano ancora V. Dopo un numero finito di passi otteniamo una base di V.

Osservazione. Ogni spazio vettoriale V', finitamente generato o no, ammette una base. Nel caso di uno
spazio vettoriale non finitamente generato, la dimostrazione non ¢ elementare.

Proposizione. Tutte le basi di uno spazio vettoriale V' finitamente generato hanno la stessa cardinalita.

Dimostrazione. Siano By = {v1,...,v,} e Ba = {wy,...,wy} due basi di V e supponiamo per assurdo che
n > m. Scriviamo gli elementi di By come combinazioni degli elementi di Bj:

V1 =a11W1 + ... Q1 W

V2 =A21W1 + . ..02mWm

Up =Ap1W1 + ... QG Wim

Poiché vq, ..., v, sono linearmente indipendenti,

a1v1 + ...+ v, =0 (2)
se e solo se a1 = ... = ay, = 0. D’altra parte, sostituendo le relazioni (1) nell’equazione (2) e raccogliendo i
coefficienti di wy, ..., wn,, si ha la (2) vale se e solo se

1101 + ... Qp10y = 0
ai201 + ... apoa, =0

(3)

Q1m0 + ... Qo =0

Questo ¢ assurdo, perche il sistema (3) ¢ un sistema lineare omogeneo di m equazioni in n incognite, con
n > m (piu’ incognite che equazioni). Tale sistema ammette soluzioni (aq, ..., ay) # (0,...,0) (vedi appunti
1), e questo contraddice la lineare indipendenza di {vy,...,v,}.

Definizione. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato. La dimensione di V' & per definizione la
cardinalita di una sua qualunque base.

Esempio. La dimensione di R™ & uguale a n. Un qualunque insieme di n vettori linearmente indipendenti
in uno spazio vettoriale di dimensione n & una base di V.

Osservazione. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n. Con lo stesso ragionamento usato nella
proposizione precedente si dimostra che k elementi di V, con k& > n, sono necessariamente linearmente
dipendenti.

Proposizione. (completamento di una base). Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n, sia U C V
un sottospazio e sia {uj,...,u;} una base di U. Allora esistono vyyi,...,v, elementi di V tali che
{u1, ..., Uk, Vgt1,--.,0n} Sia una base di V.

11



Dimostrazione. Se U = V, non c’¢ piu niente da dimostrare. Sia allora U # V. In questo caso,
esiste vp+1 € V \ span{uy,...,ux}. Poiché i vettori {uq,...,ux,vr+1} sono linearmente indipendenti,
se span{uq,..., Uk, Vp+1}1 = V, formano una base di V' e abbiamo finito. Altrimenti possiamo trovare
Vg2 € V \ span{uy, ..., ug, vk+1} € considerare i vettori linearmente indipendenti {wy, ..., uk, Vg+1, Vpt2}-
Se span{ui, ..., U, Vkt+1,Vk+2} = V, abbiamo finito. Altrimenti, ripetendo lo stesso ragionamento, dopo
numero finito di passi avremo trovato una base di V, i cui primi k£ elementi sono la base data di U.

Osservazione. Gli elementi vg41,...,v, possono essere scelti in infiniti modi.

Proposizione. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n e sia By = {v1,...,v,} una sua base. Allora
ogni elemento v € V' si scrive in modo unico come

v=x1v1 4+ ...+ Tpv,, x; €R.

Dimostrazione. Che si possa scrivere v = x1v; + ... + T,U,, per oppurtuni x; € R, segue dal fatto
che {v1,...,v,} sono generatori di V. La loro lineare indipendenza garantisce I'unicitd degli scalari ;:
supponiamo infatti che si possa scrivere

V=211 + ...+ TpUp = Y101 + ... F YnUn, T, Y € R
Questo equivale a (z1 — y1)v1 + ... + (T, — Yn)vn, = O, che a sua volta implica 1 = y1,...,ZTpn = Yn.

Conseguenza. Per la proposizione precedente, fissare una base B = {v1,...,v,} in uno spazio vettoriale V
di dimensione n induce una identificazione di V' con R™ mediante

Z1
V=x101 + ... +xTpv,

Ln

Questa identificazione rispetta la operazioni su V, nel senso che alla somma v + w degli elementi v =

1+
101 + ... + TpUy € W = Y1v1 + ... + Ypv, corrisponde la somma delle rispettive ennuple
Ty + Yn
Analogamente al prodotto di Av di uno scalare A per un elemento v = x1v; + ... + x,v, corrisponde il
T Ax1
prodotto A | | = :
Tn ALy,
Z1
Definizione. I numeri sono per definizione le coordinate dell’elemento v = z1v1 + ... + z,v, nella
Tp

base B = {v1,...,v,} di V.
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5. Somma e intersezione di sottospazi, formule di Grassmann.

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n e siano U e W sottospazi di V. A partire da essi
costruiamo dei nuovi sottospazi di V.

Definizione. Il sottospazio intersezione di U e W
UnNnW={veV]veUeveW}
¢ formato dagli elementi di V' che appartengono sia a U che a W.

E immediato verificare che U N W & effettivamente un sottospazio vettoriale di V.

Se V = R" e i sottospazi U, W sono dati rispettivamente dalle soluzioni di un sistema lineare omogeneo di
m equazioni in n incognite e dalle soluzioni di un sistema lineare omogeneo di p equazioni in n incognite

W .

a11x1+...+a1nxn20 b11$1+...+b1n$n:0
U: { .. ,
Am1x1 + - + Gy =0 bpiz1 + ...+ bppxy, =0

allora il sottospazio U N W ¢ dato dalle soluzioni del sistema lineare omogeneo di m + p equazioni

1121+ ... +a1pTy = 0

Am1T1+ ...+ AynTyp =0

vnw: b11$1+-~-+b1nxn:0

bpllL'l + ...+ bpnxn = 0.

Definizione. Il sottospazio somma di U e W
U+W={veV]jv=utw, vel weW}

e formato dagli elementi di V' che si possono scrivere come somma di un elemento di U e di un elemento di
W. Se vale U N W = {0}, allora si dice che U + W & somma diretta di U e W e si indica con U @ W.

Segue immediatamente dalla definizione che U + W ¢ effettivamente un sottospazio vettoriale di V.

Osserviamo che se U = span{uq,...,ux} e W = span{wy,...,wy}, allora
U+ W =span{uy,...,ug, wy,..., Wy}
In altre parole, se {u1, ..., ux} sono un insieme di generatori di U e {wy, ..., wp } sono un insieme di generatori

di W, allora Punione {uy,...,ux} U{ws,...,wy} costituisce un insieme di generatori di U + W.

e Valgono le seguenti inclusioni fra sottospazi
UNnwWcUcU+WwW)cCV, UNWcwcU+W)cCV,
e le seguenti disuguaglianze fra le rispettive dimensioni

dimUNW <dimU <dim(U + W) <dimV, dimUnNW <dimW < dim(U + W) < dim V.

Esercizio. Chi sono i sottospazi U+ W e UNW quando W C U?
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Proposizione. (formule di Grassmann). Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Siano U,W
sottospazi di V. Allora vale la seguente relazione fra le dimensioni di U, V, U +V, UNV

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Dimostrazione. Siano dim(U N W) = ¢, dimU =t e dimW = s. Sia {z1,...,%,} una base di UNW
(se ¢ =0, allora {z1,...,24} = 0) . Per il principio del completamento di una base, esistono ¢ — ¢ elementi
{tg41,...,u} di U tali che {z1,..., 24, ugt1,...,us} formano una base di U. Allo stesso modo, esistono s —gq
elementi {wqy1,...,ws} di W tali che {z1,..., 24, wgt1,...,ws} formano una base di W. Dalla definizione
di U + W segue che

U+ W =span{z1,...,2q, Ugt1, - - - s Ut, Wgt1,- - -, Ws},

ossia che {21, ..., 2¢, Ugq1, .., Ut, Wgt1, - .., Ws} generano U+W. Se dimostriamo che sono anche linearmente
indipendenti (cioé formano una base di U + W), otteniamo dim(U + W) = t + s — ¢ e la proposizione &
dimostrata. Sia dunque

Q121 + .o F Qgzg + 0gritger + - g + Beriwgrr + ..+ Bsws = O, *
una loro combinazione lineare che da il vettore nullo, con aq,...,a, Bgt1...08s € R . La relazione (*) &
quivalente a

Bgt1Wgr1 + - . + Bsws = —(an21 + ... + 0g2q + Qgp1Ugr1 + - - - + o).

Osserviamo che il vettore X = B;11wq41+ ...+ Bsws € un elemento di WNU, in quanto puo essere espresso
sia come combinazione lineare di elementi di W che come combinazione lineare di elementi di U. Poiché
{z1,..., 2z} sono una base di U N W, esistono 71, ...,7, € R tali che

X =Bg1Wet1 + .- -+ Bsws = —(121 + ... + Qg2Zq + Qgi1Ugsr + .-+ 0quy) = 7121 + oo+ VgZq. (¥%)

Poiché {z1,..., 24, Ugt1,- - -, Ut} sono una base di U, accoppiando gli ultimi due termini della (**), si ricava
Qg1 = ... =0y = 0.

Similmente, poiché {z1, ..., 2¢, Wg+1, ..., ws} sono una base di W, accoppiando i primi due termini della (**),

si ricava che anche i rimanenti o ; e 05, devono essere nulli. Dunque i vettori {z1,. .., zq, Ugt1,s - - -, Ut, Wgt1, .-, We}

sono una base di U+ W e dim(U+ W) =t+s—qg=dimU +dim W — dim U N W come richiesto.

Definizione. Si definisce complemento di U in V e si indica con U® un qualunque sottospazio di V' tale che

V=UgU°".
Sia {u1,...,ur} una base di U e sia {vg41,...,0,} un suo qualunque completamento ad una base di V.
Allora il sottospazio span{viy1,...,v,} & un complemento di U in V. Per costruzione valgono infatti le

relazioni

V=U+U" ¢ UNU"={0}.

In altre parole, i complementi di U in V' sono in corrispondenza 1 — 1 con i completamenti di una base di U
ad una base di V.

e Per ogni complemento di U in V si ha
dimV =dimU + dim U°.

Esempio. Sia V = R? e sia U = span{v}, con v = (v1> #* (8) Per ogni w = <w1> #* <8) , che non

V2 w2
sia multiplo di v, il sottospazio W = span{w} costituisce un complemento di U in R2.
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Geometricamente: fissata una retta per l’origine in R?, una qualunque altra retta per I’origine, distinta da
essa, costituisce un suo complemento.

Esempio. Qual ¢ la generalizzazione di questi fatti in R3?

Sia V = R? e sia U = span{u, v}, con u, v linearmente indipendenti. Per ogni vettore non nullo w, linear-
mente indipendente da u,v, ossia w ¢ span{u, v}, il sottospazio W = span{w} costituisce un complemento
di U in R3.

Geometricamente: fissato un piano per l'origine in R3, una qualunque retta per l’origine non contenuta nel
piano, costituisce un suo complemento; fissata una retta per I’origine in R3, un qualunque piano per 1’origine,
che non la contiene, costituisce un suo complemento.

Esempio. Siano dati i sottospazi

1

OO = =

1
U = span{ (1) , _0 } e W =span{
0

in R*. In questo caso & evidente che

1
dmU =2 dimW=3 U+W=R' dimUnW =1 UNW = span{ (1) )
0
Osserviamo che i vettori
1 1 1 0 0
1 -1 1 0 0
{ 0 ) 0 }U{ 0 ) 1 b 1 }
0 0 0 1 -1

sono generatori di U + W = R*, ma non sono una base di R* (anche se i primi due sono una base di U e gli
ultimi tre sono una base di W).

Sia M(n,n,R) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate n x n. Indichiamo con

i my mi1 M2 ... Mip
n 0 moo maon
TH(n)={M = : : | mi; =0, i>j}={ : . . . }

le matrici triangolari superiori, ossia le matrici che hanno tutti gli elementi sotto la diagonale principale
uguali a zero, con

miy 0 0
mi1p ... Mip :
Ti(n):{M: mijzo,i<j}={ 771.21 Tn.22 : }
Mpl  --- Mnpn : : : 0
mMn1 Myn

le matrici triangolar: inferiori, ossia le matrici che hanno tutti gli elementi sopra la diagonale principale
uguali a zero, ed infine con

mi1 0 0
. . 0 Mmoo ... 0

D(n) = {M = {m} |mi =0, i£}={| . . . . |n
0 0 . Mpn
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le matrici diagonali, ossia le matrici che hanno tutti gli elementi fuori dalla diagonale principale uguali a
Z€ro.

Esercizio.
(a) Dimostrare che 77 (n), 7~ (n), D(n) sono sottospazi vettoriali di M(n,n,R) di dimensione rispettiva-
mente uguale a

dim 7" (n) = nint+1) dim7~(n) = n(nT—i—l)j dim D(n) = n.

(b) Dimostrare che 77 (n) +7 " (n
(c) Dimostrare che 7T (n)N7~ (n

I
Sz
25

S
Z

6. Matrici.

Prodotto righe per colonne fra matrici.

Abbiamo visto in precedenza che matrici dello stesso ordine possono essere sommate tra loro e moltiplicate
per uno scalare. In altre parole, le matrici m X n a coefficienti reali

aix a2 ... Qin

a1 a2 aon . .
M(m,n,R)={A= : A : |ai; €eR, i=1,....m, j=1,...,n}

Am1 Am2 Amn

formano uno spazio vettoriale, quando la somma fra matrici e il prodotto di una matrice per uno scalare
sono definiti nel modo seguente

a1 + b1 a2 +bi2 ... aip+bin

a1 + ba1 Gz +baa ... a2y +bay
A+ B := . . .

am1 + bml Am?2 + bm2 oo Omn + bmn

dove A = {a;;}, B={b;;} € M(m,n,R) e

)\all )\a12 e )\aln
)\a21 )\agg “. )\agn
)\A = . . . . )
)\aml >\a'm2 o Aaf’mn
dove A = {a;;} € M(m,n,R), A € R.
Siano date adesso due matrici
a1 ai12 N A1n b11 b12 e blk
a21 as9 . a9n b21 522 . bgk
A= ; . ) , B = ) .. R
Am1l  Am2 coo Omn bnl an e bnk

rispettivamente di ordine m xn ed n x k.
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Definizionell prodotto righe per colonne di A e B & la matrice m X k cosi definita

R -4 Ri-Cy ... Ry -Cy
Ry -4 Ro-Cy ... Ry -Cj
RnL : Ol Rm : 02 cee Rm . Ck
blj
bgj
dove R, = (a;1 a2 ... @) indica la é-sima riga di A, C; = . indica la j-sima colonna di B e
bn;j

R; - Cj = aﬂblj + aigbgj + ...+ ambn]‘.
E chiaro dalla definizione che il prodotto fra matrici ¢ un’applicazione
M(m,n,R) x M(n,k,R) — M(m,k,R), (A,B)+— A- B,

ossia il prodotto A - B & definito solo se la lunghezza delle righe di A & uguale alla lunghezza delle colonne
di B.

Indichiamo con I,, la matrice identita di ordine n

10 0
0 1 0
Li=|. . :
0 0 1

Proposizione. Sia A una matrice m X n e siano B, C' matrici di dimensioni tali che le somme e i prodotti
elencati siano ben definiti. Allora valgono le seguenti identita:
(i) A-(B-C)=(A-B)-C Associativita del prodotto

(ii) A-(B+C)=(A-B)+ A-C Distributivita a destra
(iii) (A+ B)-C = A-C+ B - C Distributivita a sinistra
(iv) (M)-B=A-(AB)=\A-B)

(v) I,- A= A- I, = A Elemento identita per il prodotto

Indichiamo con Oy, , la matrice identicamente nulla di ordine m x n

00 ... 0
0 0 0
Omn=1. . .
00 ... 0

Si verifica facilmente che per ogni matrice A di ordine m x n

Oh,m A= Oh,vu A- On,k = Om,k~

Osservazione. Per il prodotto fra matrici non wvalgono invece la proprieta commutativa e il principio
dell’annullamento. Anche quando entrambi i prodotti A-B e B-A sono definiti, generalmente

A-B+B-A.
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Inoltre, esistono matrici non nulle A e B il cui prodotto & la matrice nulla:

A-B=0 # A=0 oppure B=0.

Esempio.

(i) Siano A = (? i) e B= (é g) I facile verificare che le matrici A e B non commutano. Infatti

179 2 3
A'B_<21 12)#B'A_(13 27)‘

(ii) Le matrici A = (8 g) e B= (8 _01) sono matrici non nulle, il cui prodotto e la matrice nulla:
0 0
an=(00).

Le operazioni di somma e prodotto fra matrici hanno un significato preciso che illustriamo brevemente. Sia
A una matrice m x n. Ad essa & corrisponde in modo naturale ’applicazione che ad un vettore X € R"
(visto come una matrice n x 1) associa il vettore di R™ dato dal prodotto A - X

LA: R" — R™
1 apn a2 ... Qin 1 aTL+ ...+ ainTn
. asy a9 e as . .
X = : —A-X = n : =
Ty mi  Ama - Gmn T Am1T1 + ... + Gy Tn

Dalla Proposizione segue che ’applicazione L4 gode delle seguenti proprieta
La(X4+Y)=La(X)+ La(Y), La(AX) = ALA(X), VX, Y eR" VAeR.
Se B & un’altra matrice m x n, le applicazioni L4: R"™ — R™ ed Lp:R™ — R'™ si possono sommare fra
loro e moltiplicare per uno scalare (come si fa per le funzioni a valori reali)
(La+Lp)(X):=La(X)+ Lp(X), (ALa)(X)=ALa(X).

L’applicazione Lpya associata alla somma delle matrici A + B coincide con la somma delle applicazioni
La+ Lp; Uapplicazione Lys associata al prodotto AA coincide con Uapplicazione AL 4 :

(La+Lp)(X)=Latp(X),  (ALa)(X)=Lxa(X), VXeR"

Se B ¢ una matrice k X m, e
Lg:R" — R, X—B-X

¢ l’applicazione corrispondente, possiamo considerare la composizione delle applicazioni
LpoLsy:R" —R™ —RF LpoLs(X):=Lg(Ls(X))=B-(A-X)).

11 significato del prodotto righe per colonne fra matrici ¢ il seguente:
Uapplicazione Lg. 4 associata al prodotto righe per colonne B-A coincide con I’applicazione composta LgoL 4:

LgoLy=Lg.a,
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Trasposta di una matrice.

aix a2 ... Qin
. a21 a2 NN a9n .
Sia A = . . . . una matrice m X n.
Am1 Am?2 cee Qmn

Definizione. La trasposta di A & la matrice n x m, indicata con *A, che ha per colonne le righe di A

aiq a21 o Qmt

a a e @
tA _ 12 22 m2

A1p  QA2n ... Qmn

e I’operazione di trasposizione gode delle seguenti proprieta

(i) '("4) =4

(i) “(A+ B)=tA+'B;

(iii) *(NA) = X tA;
)

(iv) *(A-B) ='B-tA.
11
. . (1 3 1 4 el |3 2
Esempio. SlaA—<1 2 0 O).Allora A= 10
4 0

Se A ¢ una matrice quadrata n x n, la sua trasposta ¢ ancora una matrice quadrata n X n. In questo caso
ha senso confrontare A con la sua trasposta 'A.

Definizione. Una matrice A quadrata n x n si dice simmetrica se A = 'A, ossia se coincide con la sua
trasposta.

Definizione. Una matrice A quadrata n x n si dice antisimmetrica se A = —'A, ossia se coincide con
I'opposto della sua trasposta.

Esempio. Le matrici simmetriche 2 x 2 sono della forma <z d) , a,b,d € R; quelle antisimmetriche sono
0 e a b c
della forma <—c 0> , ¢ € R. Le matrici simmetriche 3 x 3 sono della forma | b d e |, a,b,c,d,e, f €
c e f
0 b ¢
R; quelle antisimmetriche della forma [ —b 0 e |, b,c,e € R.
—c —e 0

Esercizio. Sia M(n,n,R) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate n x n.
(a) Dimostrare che le matrici simmetriche e le matrici antisimmetriche

S(n)={M € M(n,n,R) | "M = M}, A(n)={M € M(n,n,R) |'M = -M}
sono sottospazi vettoriali di M(n,n,R) di dimensione rispettivamente uguale a

dimS(n):n(nT—i_l), n(nT—l)

dim A(n) =
(b) Dimostrare che S(n) N A(n) = {O} e che
M(n,n,R) = 8(n) ® A(n).

Esercizio. Verificare che la trasposta di una matrice triangolare superiore € una matrice triangolare inferiore
e che la trasposta di una matrice triangolare inferiore € una matrice triangolare superiore.
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7. Applicazioni lineari.

Generalita.

Definizione. Una applicazione L: V — W fra spazi vettoriali ¢ un’applicazione lineare se

L(u+v) = L(u) + L(v), L(A\v)=AL(v), Yu,v €V, YA € R.

Esempio. Siano V =R" e W = R™ e sia A = {a;;} una matrice m x n. L’applicazione L4: R" — R™
data dalla moltiplicazione matrice-vettore

al ... Gin 1 1
LaX)=A-X=| + . S, X

Gm1 .-+ OGmn T Tn

¢ un’applicazione lineare. Questo segue dalle proprieta del prodotto fra matrici:
A (X+Y)=A- X+ A'Y, A-(AX)=)\A-X), VX, Y e R", VAeR.

Vedremo in seguito che vale anche il viceversa: ogni applicazione lineare L: R — R™ ¢ della forma
L(X) = AX, per una opportuna matrice A di ordine m x n.

Esempio. Siano V = W = C*(R,R), dove C*(R,R) indica lo spazio vettoriale delle funzioni reali
derivabili infinite volte. L’applicazione

DCOO(RaR)%COO(RvR% f’_>f/>
che associa ad una funzione f la sua derivata, & un’applicazione lineare. Questo segue dal fatto che

(f+9) =f+d, A=\ VfgeC*R,R), VAeR.

Esempio. Siano V =W = C*(R,R). L’applicazione
IOOO(RaR)%COC(RaR)v fH/f7

che associa ad una funzione f il suo integrale indefinito, € un’applicazione lineare. Questo segue dal fatto
che

Jura=[1+[o [on=xr[r vrgec=®m), mer
Esempio. Siano V = C*(R,R), W = R, x9 € R. L’applicazione
Vae: C°(R,R) — R, [ f(x0),
che associa ad una funzione f il suo valore in xg, &€ un’applicazione lineare. Questo segue dal fatto che

(f +9)(x0) = f(z0) + g(0), (Af)(xo) = Af(z0), VY geCTR,R), VAER.

Sia L:V — W un’applicazione lineare. I seguenti fatti seguono direttamente dalla definizione:
(i) L(Ov) = Ow, dove Oy e Ow indicano rispettivamente lo zero in V e lo zero in W.
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Infatti, per ogni v € V, si ha L(Oy) = L(v —v) = L(v) — L(v) = Ow.
(ii) L manda sottospazi di V in sottospazi di W :

U =span{uy,...,ux} CV = L(U) =span{L(uy),...,L(ug)}.

Se u = Auy + ...+ Apug € U = span{uy,...,u}, dalla linearita di L segue che L(u) = A1 L(uy) +
..+ A L(uyg), ossia L(u) € span{L(uq),..., L(ug)}. In altre parole, se {uy,...,ur} sono generatori del
sottospazio U C V, le immagini {L(u1),. .., L(uk)} sono generatori dell’immagine L(U) in W.
(iii) Se dimV = n < oo, allora L é completamente determinata dai valori assunti sugli elementi di una
qualunque base di V.
Infatti, se B = {v1,...,v,} & una base di V, ogni v € V si scrive in modo unico come come v = x1v; =
...+ z,v,, per oppurtuni x1,...,x, € R. Per la linearita di L, si ha

L(v) =a1L(v1) 4+ ... + 2, L(vy),

ossia 'immagine di v tramite L dipende solo dai valori assegnati agli elementi della base L(vy), ..., L(v,)
e dalle coordinate di v.

Da cio segue che:

Un’applicazione lineare L: R™ — R™ é sempre data dalla moltiplicazione matrice-vettore, ossia esiste una
matrice A di ordine m x n tale che L(X) = AX.

Dim. Scriviamo X € R"™ come

T 1 0 0
T2 0 1 0
X = : =z | . [ +ta| . |+t .
T, 0 0 1
Poiché L e lineare, abbiamo
. 1 0
! 0 1 0
Ll ¢+ [)=oL(| . [)+xL(| . |)+...+xL(| . |)- (%)
L 0 0 1
Sostituendo
1 ai 0 a12 0 Q1n
0 az1 1 a22 0 a2n
L( ) = L . )= e , L( ) = ,
0 am1 0 Am2 1 Amn
nella (*), troviamo
ail Qin 1171+ ...+ a1pTy
L(X)=m +...Fz, = : = AX,
am1 Amn, Am1T1 +...+ AmnTn

con A matrice m x n data da

ail ai12 N QA1n

aiq a12 [P aq
A= "

am1 QAm2 ceo Qmn
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Esercizio 1. Un’applicazione lineare L: V — W manda insiemi di elementi linearmente dipendenti in V'
in insiemi di elementi linearmente dipendenti in W.

Sol. Siano {vi,...,v;} un insieme di elementi linearmente dipendenti in V. Per definizione, esistono
Qai,...,a reali, non tutti nulli, tali che

aiv; + ...+ agvg = Oy.
Per la linearita di L, segue che
alL(Ul) +...+ akL(vk) = L(Ov) =Ow.
In altre parole, L(vy), ..., L(vg) sono linearmente dipendenti.
Esercizio 2. Sia L: V — W un’applicazione lineare. Dato U un sottospazio di V, la sua immagine L(U)
€ un sottospazio di W con
dim L(U) < dim U.

Sol. Sia U un sottospazio di dimensione k. Supponiamo per assurdo che dim L(U) > dimU. Allora

L(U) ha almeno k + 1 generatori linearmente indipendenti wi = L(u1),...,wg+1 = L(ug+1), per qualche
Uy, ..., Uupr1 € U. Poiché dimU = k, i vettori uq,...,ur+1 sono linearmente dipendenti. Per l'esercizio
precedente, anche i vettori wy,...,wgy1 sono sono linearmente dipendenti, contro 'ipotesi.

Definizione. Sia L:V — W un’applicazione lineare. L’immagine di L & per definizione 'immagine di V/
tramite L
LV)={weW |w=L(v), ve V}

Da quanto osservato nell’Esercizio 1 e nell’Esercizio 2, 'immagine L(V') & un sottospazio di W di dimensione

dim L(V) < dim V.

Definizione. Un’applicazione L:V — W si dice suriettiva se 'immagine coincide col codominio, ossia
L(V)=W.

Esercizio 3. Sia L:V — W un’ applicazione lineare fra spazi vettoriali di dimensione finita. Se L &
suriettiva, allora
dimV > dim W.

Sol. Poiché L(V') & un sottospazio vettoriale di W, si ha che L & suriettiva, cioe vale L(V) = W, se e solo se
dim L(V) = dim W. D’altra parte, poiché L manda insiemi di elementi linearmente dipendenti in insiemi di
elementi linearmente dipendenti, dim V' > dim L(V). Mettendo insieme le due osservazioni, si ha che se L &
suriettiva, deve valere dim V' > dim W.

Conseguenza. Non esistono applicazioni lineari suriettive L: R” — R™, se n < m.

Abbiamo visto che data un’applicazione lineare L:V — W, I'immagine tramite L di un sottospazio U di
V' & un sottospazio di W con dim L(U) < dimU. E naturale cercare di identificare e caratterizzare quelle
applicazioni lineari che mandano sottospazi del dominio in sottospazi del codominio della stessa dimensione.

Tali applicazioni sono precisamente le applicazioni lineari iniettive.

Definizione. Un’applicazione L:V — W si dice iniettiva se manda elementi distinti in elementi distinti:
Yoy #vg € V = L(vy) # L(va).)
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Definizione. Sia L: V — W un’applicazione lineare. Si definisce nucleo di L, e si indica con ker L, 'insieme
dei vettori di V' che hanno immagine Oyy tramite L:

kerL={veV |Lw) =0w}CW.

Esercizio 4. Il nucleo ker L ¢ un sottospazio vettoriale di V.

Sol. Siano u, v € ker L e , 8 € R. Poiché L & lineare,
L(au + pv) = aL(u) + BL(v) = aOw + BOw = Ow .
In altre parole, au + Bv € ker L e ker L ¢ un sottospazio vettoriale di V.

Esempio. Se La: R® — R™, L4(X) = AX ¢ l'applicazione data dalla moltiplicazione matrice-vettore, il
nucleo ker L 4 & dato dalle soluzioni del sistema lineare omogeneo AX = O, con matrice dei coefficienti A.
Proposizione. Un’applicazione lineare L:V — W é iniettiva se e solo se ker L = {Oy }.

Dimostrazione. Se L & iniettiva, per definizione ker L = {Oy}. Viceversa, supponiamo che sia ker L =
{Ov} e facciamo vedere che L & necessariamente iniettiva. Infatti

L(u)=L(v) = L(u) — Llv) =Llu—v) =0w S u—veker L={0Oy} < u=n0.

Esercizio 5. Un’applicazione lineare L: V — W iniettiva manda insiemi di elementi linearmente indipen-
denti in V in insiemi di elementi linearmente indipendenti in W.

Sol. Siano {vi,...,vr} elementi linearmente indipendenti in V e siano L(v1),..., L(vk) le loro immagini
tramite L. Supponiamo per assurdo che L(vi),...,L(v) siano linearmente dipendenti. Per definizione,
esistono aj, ..., a reali, non tutti nulli, tali che

a1 L(vy) + ...+ apL(vg) = Ow.
Per la linearita e 'iniettivita di L cio equivale a
Llanvr + ... +apvp) =0Ow & aqvg + ...+ agug € ker L = {Oy }.

Poiché {v1, ..., vx} sono linearmente indipendenti in V', tutti gli a; devono essere nulli e questo implica anche
la lineare indipendenza degli elementi L(vy),..., L(vg) in W.

Esercizio 6. Siano V, W spazi vettoriali di dimensione finita. Se L:V — W & un’applicazione lineare
iniettiva, allora

dimV =dim L(V) < dim W.
Sol. Sia {vy,...,v,} una base di V. Poiché L ¢ iniettiva, gli elementi L(vy),...,L(v,) sono linearmente
indipendenti in W, da cui la tesi (in uno spazio vettoriale di dimensione n, ci sono al pit n elementi

linearmente indipendenti).

Conseguenza. Non esistono applicazioni lineari iniettive L: R — R™ se n > m.
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Proposizione. Sia L:V — W é un’applicazione lineare. Sia dimV = n. Allora vale

dimV = dimker L + dim L(V).

Dimostrazione. Se ker L = {Oy }, I'applicazione L & iniettiva e dim L(V) = dim V, come richiesto.
Supponiamo adesso ker L # {Oy }. Sia {vy,..., v} una base del sottospazio ker L C V e siano vg11,...,v,
elementi di V tali che {vy,..., 0k, Vkt1,...,0n} sia una base di V. Osserviamo innanzitutto che

L(V) =span{L(v1),..., L(vg), L(vgs1), - .., L(vn)} = span{L(vgt1), ..., L(vn)}-

Dunque, i vettori L(vg41), ..., L(v,) sono generatori di L(V).
Facciamo vedere che i vettori L(vky1), ..., L(v,) sono linearmente indipendenti in W: infatti

a1 L(vgs1) + ...+ anL(vy) = Ow < L(ag41Vk41 + - - - + anvy) = Ow

& Qp41Vk+1 + - - - + apv, € ker LN span{vg41, ..., 0} (%)

Per costruzione,
ker L N span{vg41,...,v,} = Oy

e, poiché gli elementi {vgy1,...,v,} sono linearmente indipendenti, ’equazione (*) & equivalente a agq1 =
... =ay, = 0. Dunque {L(vk4t1),...,L(v,)} sono una base di L(V'). Contando le dimensioni, troviamo

dimV = dimker L + dim L(V).

Corollario. Sia L:V — W un’applicazione lineare fra spazi vettoriali di dimensione finita:
e Se L ¢ iniettiva e suriettiva (cioe biiettiva) allora necessariamente dim V' = dim W.

e Se dimV = dim W, allora L ¢ iniettiva se e solo se é suriettiva se e solo se é biiettiva. In particolare,
un’applicazione lineare L: V' — V' di uno spazio vettoriale in se ¢ iniettiva se e solo se e suriettiva se e solo
se ¢ biiettiva.

Se L & un’aplicazione biiettiva, esiste la sua inversa
L™hW —V,

cioe 'applicazione che a w € W associa 1'unico elemento v € V tale che L(v) = w. L’applicazione inversa
soddisfa le relazioni

L YoL=1Idy, Lo L™ =Idw;
inoltre, se L ¢ lineare anche L~! & lineare. In questo caso si dice anche che L: V — W & un isomorfismo.

Esempio. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e sia B = {v1,...,v,} una base di V. L’applicazione
che a ogni elemento v € V associa le coordinate di v in B

Z1
V=XV + ... +TpUp —

Tn

¢ un isomorfismo di V con R"™.
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Applicazioni lineari e matrici.

Sia M una matrice m X n

ail ai12 . A1n

a a . a
M — 11 12 in

Am1 Am2 e Amn,

Definizione. Il rango per colonne di M & per definizione il massimo numero di colonne linearmente indipen-
denti di M. 1l rango per righe di M ¢ il massimo numero di righe linearmente indipendenti di M.

In questa sezione dimostreremo che il rango per righe e il rango per colonne di M coincidono, un risultato
non cosi’ evidente a priori visto che le righe di M sono vettori di R™, mentre le colonne sono vettori di R™.
Dimostreremo il risultato sfruttando il fatto che il rango per righe e il rango per colonne di M sono legati
rispettivamente alla dimensione del nucleo e alla dimensione dell’immagine dell’applicazione lineare

Ly:R" — R™, X+— MX,

determinata da M. Ricordiamo che le colonne della matrice M contengono le coordinate (nella base canonica
di R™) dei trasformati dei vettori della base canonica di R™:

1 a1 0 a2 0 A1n
0 a1 1 a2 0 Q2n

Lu(l - )= s Lu(| . )= A EEEREES Lu(] . ])= : : (%)
0 Am1 0 Am2 1 Amn

Ne segue che la dimensione dell’immagine Ly, (R™) coincide col massimo numero di colonne linearmente in-
dipendenti di M. In altre parole, il rango per colonne della matrice M ¢ uguale alla dimensione dell’immagine
dell’applicazione lineare Ly: R™ — R™, da essa determinata.

Come abbiamo gia osservato nella sezione precedente, il nucleo dell’applicazione lineare Lj; € dato dalle
soluzioni del sistema lineare omogeneo M X = O, con matrice dei coefficienti M. Il rango per righe di
M & uguale al numero di righe non nulle di una qualunque ridotta a scala S di M mediante il metodo di
eliminazione di Gauss per righe. Risolvendo per sostituzione il sistema a scala equivalente con matrice .S,
le soluzioni dipendono da un numero di parametri liberi uguale al numero delle incognite meno il rango per
righe di M. Ne segue che la dimensione del nuleo di Ly risulta minore o uguale ad n meno il rango per righe
di M. (Attenzione: mettendo in evidenza i parametri liberi nella soluzione generale trovata per sostituzione,
si trovano dei generatori della soluzione generale. A priori non & chiaro che si tratti di generatori lienarmente
indipendenti).

Teorema. Sia M una matrice m X n. Il rango per righe di M é uguale al rango per colonne di M.
Dimostrazione. Sia Ly;: R® — R™, X — M X l’applicazione lineare associata ad M. Vale la relazione
dimR"” = dimker(Lys) + dim L (R™),

dove dim L;(R™) = rango,,;(M). Dunque
dimker(Lps) = n — rango,,;(M).

D’altra parte, poiché dimker(Lys) ¢ uguale alla dimensione dello spazio delle soluzioni del sistema lineare
omogeneo M X = O, si ha anche che

dimker(Lys) < n — rango (M),

righe
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da cui segue che

rango (M) < rango,,;(M).

righe col

Ripetendo gli stessi ragionamenti per la matrice trasposta !M e per 'applicazione da essa determinata
Lep: R™ — R, troviamo

rango (tM) < rango.q; (tM) < rangorighe (M) > rango.q; (M)

righe

Dunque vale anche la disuguaglianza opposta e il teorema segue.

e Il rango per righe, che e uguale al rango per colonne di M, si chiama semplicemente il rango di M e si
indica con r(M). E chiaro che r(M) < min{m,n}.

Applicazioni lineari, matrici e sistemi lineari.

Citiamo alcune conseguenze del teorema precedente nella teoria dei sistemi lineari.

Proposizione. Sia M X = O un sistema lineare omogeneo di m equazioni in n incognite. Allora il sot-
tospazio delle soluzioni Sol(M X = O) ha dimensione uguale a n — r(M), dove r(M) é il rango di M. In
particolare, lo spazio delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo a scala, di v equazioni (non banali) in n
incognite ha dimensione n — r.

Dimostrazione. Sia Lj;: R™ — R™ X +— MX l'applicazione lineare associata ad M. Abbiamo che
Sol(MX = O) = ker(Lyy). Inoltre vale la relazione

dimR" = dimker(Lys) + dim Ly, (R"™).
Cio equivale a dire che

dim Sol(M X = O) =n — rango,, (M) = n — rango,; . (M) = n — r(M).

Esempio. Lo spazio delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo a scala, di 2 equazioni (non banali) in 6
incognite ha dimensione 4. Lo spazio delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo a scala, di 3 equazioni
(non banali) in 5 incognite ha dimensione 2.

Corollario. Per esprimere un sottospazio vettoriale di dimensione k£ in R™, ci vogliono precisamente n — k
equazioni indipendenti.

Esempio. Per esprimere un sottospazio vettoriale di dimensione 1 in R™ (una retta per l'origine) ci vogliono
precisamente n — 1 equazioni indipendenti, Per esprimere un sottospazio vettoriale di dimensione 2 in R"
(un piano per lorigine) ci vogliono precisamente n — 2 equazioni indipendenti.

Un piano per lorigine in R? & dato dalle soluzioni di un’equazione lineare omogenea in 3 variabili; una retta
per lorigine in R3 & data dalle soluzioni un sistema di due equazioni omogenee indipendenti in tre variabili:
geometricamente significa che una retta per I'origine in R? si esprime come intersezione di due piani distinti
(per Porigine).

Un piano per l'origine in R* ¢ dato dalle soluzioni un sistema di due equazioni omogenee indipendenti in
quattro variabili.
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Teorema. (Rouché-Capelli). Sia M X = b un sistema lineare di m equazioni in n incognite. Il sistema ¢
compatibile se e solo se
r(M) = r(M|b).

Dimostrazione. Sia Lj;: R" — R™, X +— M X Dapplicazione lineare associata alla matrice M. E chiaro
che il sistema & compatibile se e solo se il vettore dei termini noti b appartiene all’immagine di Ly;(R™) C R™.

Se chiamiamo C4,...,C, le colonne di M e riscriviamo
Z1
MX =2:C1 + ...+ 2,C, = b, X={:1],
In
¢ evidente che il sistema M X = b & compatibile se e solo se
b € span{Ci,...,C,} & rango(M) = rango(M|b). (%)

Concludiamo con una osservazione sulla struttura delle soluzioni di un sistema lineare non omogeneo com-
patibile:

Sia & una soluzione del sistema M X = b. Allora £ é della forma
Ee€é+Sol(MX =0),

ove & € una soluzione fissata del sistema, i.e. ME&y =b.

In altre parole, se &1, &5 sono soluzioni del sistema M X = b, allora la loro differenza &; — & € soluzione del
sistema lineare omogeneo associato M X = O.

Esempio. Le soluzioni del sistema lineare non omogeneo in tre incognite

r+2y—z=1
y+z=-1
sono date dall’insieme
3+ 3z 3 3
{{-1-z|=[-1)+2|-1], zeR}
z 0 1
3 3
e sono costituite dai punti di una retta passante per | —1 |, parallela alla retta per lorigine span{| —1 | }.
0 1
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Matrici rappresentative di un’applicazione lineare.

Sia L:V — W un’applicazione lineare fra spazi vettoriali di dimensione finita:
dimV = n, dimW =m.

Ricordiamo che fissate una base B = {v1,...,v,} in V e una base B’ = {wy,...,w,} in W si ottengono
un’identificazione di V' con R" e un’identificazione di W con R™, date rispettivamente da:

Z1 1
V=211 F+ ...+ TpU, — X = , W=Yy1W1 + ... + YWy <« Y =
In Ym
Il fatto importante ¢ che L, vista come applicazione lineare fra R™ ed R™, coincide con la moltiplicazione

per una opportuna matrice: X — MX.

Proposizione. Esiste una matrice M = {a;;}; ;j reale m x n che moltiplicata per il vettore delle coordinate
di v =) x;v; nella base B restituisce il vettore delle coordinate dell’immagine L(v) = ) y;w; nella base B’

aix ... Qin o U1

am1 e Amn, Iy Yn
La matrice M dipende dalla scelta delle basi B e B’ e si chiama la matrice rappresentativa di L rispetto a B
elB.
Dimostrazione. Siano infatti

aii A1n
L(vy) = : yooos L(vy) =

Am1 Amn

i vettori delle coordinate di L(vy),...,L(v,) nella base B/ di W. Sia v = zv1 + ... + 2,0, € V. Poiché
L(v) =x1L(v1) + ... 2nL(vy,) (per la linearita di L), le coordinate di L(v) in B’ sono date da

a1 A1n a111 + ...+ a1y ail . A1n I

Am1 Amn Am1T1 + ...+ AmnTn Am1 -+ Qmn Tp
La matrice rappresentativa di L in B e B’ & dunque la matrice

a1 .en QA1n

M =

Am1 .- Qmn

Osserviamo che M che ha nelle sue colonne le coordinate dei trasformati degli elementi della base B
{L(v1),...,L(vn)},
nella base B'.
x Tty
Esempio. Sia L: R? — R?3 l'applicazione lineare data da L(( )) = y
Y T+ 2y
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e La matrice rappresentativa di L nelle basi canoniche C di R? e C di R? & data da

M= Mcc =

—_O

1
1
2

Le colonne di M¢ ¢ contengono le coordinate dei vettori

nella base canonica di R2.

o La matrice rappresentativa di L nelle basi canoniche C di R? e B’ di R3 ¢ data da

/2 1 1 1 1
Meg=11/3 2/3 |, B={[-1].,{2].|-1]|}
1/6 —2/3 2 0 0

Le colonne di M¢ g contengono le coordinate dei vettori L((é)) e L((?)) nella base B'.

o La matrice rappresentativa di L nelle basi canoniche B di R? e C di R? ¢ data da

e (4 9) o (2) (2

Le colonne di Mp ¢ contengono le coordinate dei vettori

(()-(4) (-

nella base canonica di R3.

e La matrice rappresentativa di L nelle basi canoniche B di R? e B’ di R3 ¢ data da

-3 -3 1 9 0 1 1
Mpp = -1 -1/, B:{<1>,<1>}, B={-1],12],{0]}
3 4 0 0 1

Le colonne di Mp 5 contengono le coordinate dei vettori

nella base B’ di R?3.

Esercizio. Per la stessa applicazione lineare L, calcolare

0 1 2
MC,B’7 B/ = { 0 ) 2 5 -1 }7
-1 0 1



Mp.p, B:{<(1)>7(—13>}’ B={{-1].l2].[-1]kh

Mg, BZ{(?)y(_O?))};

Esempio. Sia L = Idy:V — V TDapplicazione identita
Idy(v)=v, YveV.

Siano B e B’ due basi di V. La matrice rappresentativa dell’applicazione identita rispetto a B e B’ si chiama
la matrice del cambiamento di base da B a B'. Questa matrice moltiplicata per il vettore delle coordinate di
un elemento v in B restituisce le coordinate dello stesso vettore in B'.

Esempio. Sia B una base di R", formata da n vettori le cui coordinate nella base canonica C sono date da

ail a2 Q1n
B:{ agi- | ag9: sro | Qop- }
apnl an2 Qpn

La matrice Cp ¢ del cambiamento di base, dalla base B alla base canonica C, ha per colonne le coordinate
dei vettori della base B nella base canonica C. Risulta pertanto

a1 ai12 N A1n

a921 as9 . a9n
Cpc =

an1 an2 cee Qpp

La matrice C¢ g del cambiamento di base, dalla base canonica C alla base B, ha per colonne le coordinate
dei vettori della base canonica C nella base B. Per determinare questa matrice conviene osservare che ¢
I'inversa della matrice Cp ¢ del cambiamento di base, dalla base B alla base canonica C (quella piu facile da
determinare). Risulta pertanto

a1 ai2 AT
—1 a21 a2 ... QG2n

Cep = CB,C =
ap1 Ap2 ... Qpnp

Esercizio. Calcolare le matrici dei seguenti cambiamenti di base:

V=R? B=c, B’:{(?) : (7)3)};

e (B)3). e

0 1 2
V=R} B=c¢C, B={l0],l2],|-1]}
-1 0 1
0 1 2
V=R} B={|lo0],l2],|-1]} B=c
-1 0 1
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Problema. Sia L:R"™ — R™ l'applicazione data dalla matrice M, rispetto alle basi canoniche di R" ed
R™. Siano B e B’ altre due basi di R” e di R™ rispettivamente. Come determinare la matrice M di L
rispetto alle basi B e B’? Date le coordinate di un vettore v € R™ nella base B, vogliamo la matrice che ci
restituisce le coordinalte di L(v) € R™ nella base B, conoscendo la matrice M che partendo dalle coordinate
di v € R™ nella base canonica ci restituisce le coordinalte di L(v) € R™ nella base canonica. Un metodo &
quello di considerare il diagramma commutativo

rRC . RnC

TCB,C lcc,s/

R B Y= mrmpB

da cui segue che
M = CepMCge.

Il significato del diagramma ¢ questo: dalle coordinate di v in B troviamo le coordinate di v nella base
canonica di R™ mediante la matrice del cambiamento di base Cp,¢; poi applicando M troviamo le coordinate
di L(v) nella base canonica di R™; infine applicando la matrice del cambiamento di base C¢ g/, troviamo le
coordinate di L(v) nella base B’ di R™.

Attenzione: osservare I'ordine con cui agiscono le varie matrici e I'ordine con cui sono scritte nella formula
che da M.

Esercizio. Determinare la matrice M di L, rispetto alle basi canoniche di R™ ed R, conoscendo la matrice
M di L rispetto alle basi B e B'.
Suggerimento: considerare questa volta il diagramma

rR*.c M= Rmm.C

lCc,B TCB/,C

R B X RmrmpB

Osservazione. Sia L: V — W un’applicazione lineare e sia M una sua qualunque matrice rappresentativa.
Allora

dimImL = r(M), dimker L = dimV — r(M).

31



Applicazioni lineari invertibili.

Sia Lp;:R™ — R™, X — MX un’applicazione lineare biiettiva, dove M & una matrice quadrata n x n.
L’inversa di Ljs & lineare ed & data da (L M)_l = L4, ossia dalla moltiplicazione matrice-vettore per una
matrice A quadrata n x n che soddisfa le relazioni

AM = MA = I,.

La matrice A ¢ per definizione I'inversa di M, e si indica con M~!.

Calcolo dell’inversa di una matrice con ’eliminazione di Gauss.

Sia M una matrice quadrata n x n a coefficienti reali o complessi:

ail ai12 ... Q1p

a1 Q22 ... Q2n
M = .

an1 an2 cee Qpp

La matrice M si dice invertibile se esiste una matrice X quadrata n x n che soddisfa

M-X=X-M=I,, (1)
dove I,, ¢ la matrice identita di ordina n. In tal caso la matrice X si dice 'inversa di M e viene indicata con
M1
Osserviamo che se X esiste, allora & unica: infatti se X e Y soddifano la (1), vale

X=X -T,=X-(M-Y)=(X-M)-Y=1I,-Y =Y.

Si puo anche dimostrare che se una matrice X soddisfa M - X = I, allora soddisfa necessariamente anche
X - M = 1I,, cioeé & proprio I'inversa cercata.

Se M ¢ invertibile, come determinare 'inversa di M ?

Siano X7, Xs,..., X, le n colonne della matrice X e siano Fq E5...FE, le n colonne della matrice I,,, date
rispettivamente dai vettori
1 0 0
1 0
0 0 1

Allora I'equazione matriciale M - X = I,, si puo riscrivere come

| | | | |
MX, MX, ... MX,|=|E E ... B,

Quando esiste, inversa di M ¢ la matrice le cui colonne X;, Xo,...,X, soddisfano rispettivamente le
equazioni
a1+ ... 4+ apTi,y = 0
M- -X,=FE, <+— ai1ri1 + ...+ appxi, = 1 (2)
an1Z;1 + ..+ AppTin = 0
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Al variare di ¢ = 1,...,n, si hanno n sistem lineari di n equazioni le cui n incognite sono gli elementi della
i-sima colonna della matrice inversa X

Lin

Poiché questi sistemi hanno in comune la matrice dei coefficienti M e differiscono solo per i termini noti,
possiamo applicare I'eliminazione di Gauss a tutti simultaneamente. Completando la matrice M con le varie
colonne dei termini noti, otteniamo

ail ai12 e A1n ‘ 1 0 0

a1 a2 ... Qop ‘ 0 1 0
M|I,, = |

An1 ap2 ... Qpp ‘ 0o 0 ... 1

Procedendo nell’eliminazione di Gauss dall’alto in basso come al solito, ad un certo punto avremo ridotto
M a scala, cioe avremo davanti una matrice della forma

S$11 S12 ... S | * ok .. %

0 S22 ... Son ‘ * ok *
| (3)

0 0 ... Spn | * ® ... %

Affinché M sia invertibile, gli n sistemi (2) devono avere soluzione unica: questo avviene se e solo se gli
elementi

S11, S22y .-, s,m;éO, 1= 1,...,’17,.
Le soluzioni degli n sistemi formano le colonne della matrice inversa.

Osservazione. la matrice M e invertibile se e solo se ogni sua ridotta a scala ha tutti gli elementi sulla
diagonale principale diversi da zero se e solo se ha rango massimo rango(M) =n .

Osserviamo che un sistema lineare quadrato non omogeneo compatibile, con soluzione unica, ridotto a scala,
puo essere risolto procedendo direttamente per sostituzione, oppure proseguendo con ’eliminazione di Gauss
“dal basso in alto” fino ad ottenere una matrice del tipo

1 0 0 | aq
0 1 0 | a9
e
00 ... 1 | ay
Il sistema di equazioni corrispondente ¢ 1 = a1, To = ag,..., T, = a,. In altre parole, se la matrice dei

coeflicienti e stata ridotta all’identita mediante operazioni ammissibili sulle righe, la colonna dei termini noti
contiene le soluzioni del sistema.

Applicando leliminazione di Gauss “da sotto in su” alla famiglia di sistemi (3), arriveremo ad una
matrice della forma (I,,|Xo) ove X ¢ esattamente I'inversa cercata.

Esempio 1. Sia M = (; i) Vediamo se innanzitutto se ¢ una matrice invertibile. Procedendo con
e . , . . 12110 . 121 1 0
I’eliminazione di Gauss dall’alto in basso sulla matrice (2 4] 0 1>7 troviamo ( 00 | -2 1).

Dunque M non ¢ invertibile.
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Esempio 2. Sia M = _11 ?) Procedendo con 'eliminazione di Gauss dall’alto in basso sulla matrice

( 1211 O> troviamo (1 2 11 O). Questa volta M ¢ invertibile e possiamo quindi procedere

-1 1] 01 0 3 ] 11
al calcolo dell’inversa. Sostituendo la prima riga Ry, con Ry — %RQ troviamo <(1) g I 1{3 21/3) e

finalmente, dividento la seconda riga per 3, otteniamo

10 | 1/3 —2/3
<0 1| 1/3 1/3)'

1/3 —2/3

La matrice Xg = (1/3 1/3

) e I'inversa di M. Prova: Xy - M = I,.

8. Determinanti (cenni).

Sia M una matrice quadrata n x n e sia Ly:R" — R™, X — MX lapplicazione lineare associata.
L’applicazione L), ¢ biiettiva (se e solo se ¢ iniettiva se e solo & suriettiva) se e solo se la matrice M ha rango
massimo r(M) = n. In questo caso, L), ammettte inversa e I'inversa ¢ data dalla moltiplicazione per la
matrice inversa (Lps) ™! = Lj;-1. La funzione determinante permette di caratterizzare le matrici invertibili
direttamente in termini dei coefficienti. Inoltre, grazie alle proprieta della funzione determinante, € possibile
esprimere 'inversa di una matrice in funzione dei suoi coefficienti.

Sia M (n,n,R) lo spazio delle matrici quadrate n x n a coefficienti reali (la stessa teoria vale per le matrici
a coeflicienti complessi). I determinante ¢ la funzione det: M (n,n,R) — R

ail a12 . QA1n
a1 as2 e a9n
M = . . . — detM = g €(0)a10(1) - - - Ano(n),
. . . . P
apl Ap2 ... Qpp

ossia il polinomio omogeneo di grado n nei coefficienti della matrice dato dalla somma di tutti i possibili
i prodotti di coefficienti che stanno su righe e su colonne distinte (sono n! termini) con un segno + o —
davanti che dipende dalla posizione dei coefficienti a1,(1), ..., @nq(n) nella matrice (e(o) = %1 ¢ il segno della
permutazione o di {1,...,n}). Ad esempio,

n=1, det(a;1)=a1;

a1l a2
n=2, det( ) = a11G22 — G120G21;
a1 G22
a1 a2 a3
n=3, det(| as1 az as |)=
azip azz ass

= (11022033 + (21032013 + G12023031 — 013022031 — 012021033 — (23032011

e E chiaro dalla definizione che il determinante di una matrice ¢ una funzione molto complicata da calcolare,
a meno che non si tratti di una matrice speciale: ad esempio, il determinante di una matrice triangolare
superiore, di una matrice triangolare inferiore o di una matrice diagonale ¢ dato dal prodotto degli elementi
sulla diagonale principale:

mi1 Mmiz ... Mip mu 0 0
0 mMoa mMon .
det . . . . = det “! - -
0 0 ... muyn Mpl  eeve oo Mpp
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mi 0 0

0 Mmoo 0
= det . . . . = M11M22...Mpn-

0 0 . Mpn

Inoltre, il determinante di una matrice con una riga o una colonna nulla & uguale a O:

. (275 I 0 ... QA1n
. asy ... 0 ... a2p,
det 0 0 0 =0, det =0
an1 --- 0 .. apn
Gp1  QAp2 ... Gpn

e A partire dalla definizione, si puo dimostrare che il determinante gode delle seguenti proprieta:

(1) 1l determinante della matrice identita & uguale a 1: det(I,,) = 1;

(2) (Alternanza) Scambiando fra loro due righe (o due colonne) il determinante cambia di segno ;

. R ... R
det(| ... ... ... |)=—=det(] ... ... ... |);
.. R ... R

In particolare, una matrice M con due righe o due colonne uguali ha determinante uguale a 0: infatti
scambiando fra loro le due rige (o le due colonne) uguali la matrice resta invariata, ma al tempo stesso si ha

det(M) = —det(M) <« det(M)=0.

(3) (Multilinearita) Se la i-sima riga (o la i-sima colonna) di una matrice ¢ data dalla combinazione lineare
di due vettori aT; + (S;, allora il determinante si spezza nel modo seguente:

det([ ... o485 ... ) =adet(| ... T . D +pde(| ... S ]
det(| : am4 88 : ) =adet(|: T ;) +sdes|: s ).

e Conseguenze di (1)(2)(3):

(i) sia S una matrice a scala ottenuta da M mediante ’eliminazione di Gauss per righe, limitata a scambio
di righe e sostituzione di una riga R; con R; + aR;, per o € R e # j. Allora

det(M) = det(S) se S ¢ ottenuta con un numero pari di scambi di righe
" | —det(S) se S ¢ ottenuta con un numero dispari di scambi di righe.
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Questo fatto offre un metodo effettivo per calcolare il determinante di una matrice M di ordine arbitrario.

(ii) Se una riga (o una colonna) di M & combinazione lineare delle rimanenti, allora
det(M) = 0.

Vale anche il viceversa: se det(M) = 0 allora (M) < n e le sue righe (e le sue colonne) sono linearmente
dipendenti.

(iii) Una matrice M di ordine n ¢ invertibile se e solo se

r(M)=n <& det(M)#0.

Tramite il determinante si ottiene dunque una una condizione necessaria e sufficiente all'invertibilita di M,
direttamente in termini dei suoi coefficienti.

e Sia M = {a;;};; una matrice n x n. Fissato a,j, il suo complemento algebrico (o cofattore) A;; & per
definizione il prodotto di (—1)**7 per il determinante della matrice ottenuta da M eliminando la i-sima riga
e la j-sima colonna;:

ail . * ce. Q1n

a1 . * N ¢ X )

kk  kk okx dkk ko

Apl .- % ... Gnpn

Teorema di Laplace. Valgono le seguenti identita:
(1) Sviluppo del determinante lungo la i-sima riga:

det(M) = ajnAin + ai2Aiz + ... + ainAin, 1<i<m
(2) Sviluppo del determinante lungo la k-sima colonna:
det(M) = ag1Ap1 + ar2Ago + - . . + akn Agn, 1<k<n.

(3)

ai1Aj1 +apAjp+ ...+ amAj, =0, 1<i#j<mn

(4)
ag1Ap1 + ar2Ap2 + ...+ QpnApn =0, I1<h#k<n.

Il Teorema di Laplace riduce il calcolo di un determinante di ordine n al calcolo di un certo numero di
determinanti di ordine n — 1. In questo modo, applicando ripetutamente il teorema di Laplace, si ottiene un
altro metodo effettivo per calcolare il determinante di una matrice. Questo metodo risulta particolarmente
conveniente quando la matrice ha molti coefficienti uguali a 0.

1 2 00
. . . . . 2 1 4 2 . .
Esempio. Calcoliamo il determinante della matrice M = 3 0 o0 1 col Teorema di Laplace, svilup-
4 -1 0 2
pandolo prima lungo la terza colonna e poi lungo la prima riga della matrice 3 X 3 rimanente.
20 0 1 31
det M =4-(—1)*3det [ 3 0 1| =—-4(1(-1)"""det +2(=1)'"2 det ) =
i —1 9 -1 2 4 2
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= —4(1—4) = —12.

e Un’altra applicazione delle identita del teorema di Laplace e la formula dell’inversa di una matrice M,
direttamente in termini dei suoi coefficienti:

Ay A . A\ ! Ay Aor... Am

» 1 Ay Asy ... Aoy 1 Ay Ass... Aps
Tdet(M) | ¢ ~ det(M) :
Api Apz oo Apn Arn Aoy Apn

Esempio. Sia M = (CCL Z) una matrice invertibile 2 x 2, con det M = ade — be # 0. la sua inversa ¢ data

da d —b
_Z\Jf1 = 1 My My _ [ ad=bc  ad—bc
det M \ M2 Moo - '

_—_c _—a
ad—bc ad—bc

o Identita del determinante.

(i) det(M?) = det(M): segue direttamente dalla definizione;
(ii) det(MN) = det(M) det(N);

(iii) det(M—1) = m (se M & invertibile):
poiché vale MM~ = I,,, applicando la proprieta (ii), troviamo
1
det(MM™")=det Mdet M~ ' =detl, =1 < det(M™')= :
et( ) =de e e et( ) det(3)

e Identita dell’inversa.

(i) (M~H)~t =M.

(i) (M)~ = (M~1)"
(iii) (MN)"' =N-"tM~Y
Dimostrazione.

(i) L’equazione MM 1 = I,, ci dice al tempo stesso che M1 & I'inversa di M e che M & l'inversa di M 1.
(ii) Poiché det M* = det M, si ha che la trasposta di M ¢ invertibile se e solo se M ¢ invertibile. Poiché
I'inversa, quando esiste & unica, per dimostrare il punto (ii) & sufficiente verificare che (M ~1)! funziona: ed
infatti
(M Y'M' = (MM Y~ =1! =1,.

(iii) Poiché det(MN) = det(M)det(N), si ha che il prodotto M N & invertibile se e solo se sono invertibili
sia M che N. Poiché 'inversa, quando esiste ¢ unica, per dimostrare il punto (iii) & sufficiente verificare che
N~'M~! funziona: ed infatti

N'M'MN=N'Y,N=N"'N=1,.

® Regola di Sarrus. La regola di Sarrus & un trucco per ricostruire la formula del determinante di una matrice

a b c
3x3(solo3x3).SiaM=|d e f|].Scriviamo la tabella
g h i
a b ¢ a b
d e f d e
g h i g h



Allora il determinante di M & dato dai prodotti degli elementi sulle diagonali che vanno da sinistra in alto
a destra in basso aei + bfg + cdf meno i prodotti degli elementi sulle diagonali che vanno da destra in alto
a sinistra in basso bdi + afh + ceg. In totale:

det M = aet + bfg + cdf — bdi — afh — ceg.

e Formule di Cramer. Sia M X = b un sistema di n equazioni in n incognite. Se M ha rango massimo, ossia
se M e invertibile, allora il sistema & compatibile ed ha soluzione unica data da

X=M"b
Esprimendo l'inversa di M come sopra, si riottengono le formule di Cramer.

9. Numeri complessi.

I numeri complessi C sono l'insieme delle combinazioni formali z = x + iy, dove x,y sono numeri reali
e i = v/—1 & I'unitd immaginaria che soddisfa i = —1. I numeri = e y sono detti rispettivamente la parte
reale e la parte immaginaria di z = x + 4y e sono indicati con

z = Rez, y =Imz.

Vale 'inclusione R C C, identificando i numeri reali R con i numeri complessi di parte immaginaria nulla.
I numeri complessi si posono sommare e moltiplicare fra loro, mediante

(a+ib) + (c+id) = (a+c) +i(b+d), (a+1b)(c +1id) = (ac — bd) + i(ad + be).

Si verifica facilmente somma e prodotto cosi definiti hanno le seguenti proprieta:
sl) Vz1,20 € C 21 + 29 = 22 + 21 (proprietd commutativa della somma)
s2
s3

4

1

2

3

4

d

Vz1,22,23 € C 21 + (22 + 23) = (21 + 22) + 23 (proprieta associativa della somma)
H0=0+i0€C: 2z+0=0+z=2z Vze C ( eclemento neutro per la somma)
Ve=x+iye C z+(—2)=(—2)+2=0, ove —z = —zx — iy ( opposto per la somma)

wn

V21,20 € C 2129 = 2321 (proprieta commutativa del prodotto)

kel

V21, 22,23 € C  z1(2223) = (2122)23 (proprieta associativa del prodotto)
Jd1=14i0€C: 2z1=1z=2 Vz e C ( elemento neutro per il prodotto)

koo

Ve=a+iy#03z7! = ;212’2 . 27'2 =221 =1 (inverso per il prodotto)

V21,290,253 € C  z1(22 + 23) = 2122 + 2123 (proprieta distributiva di somma e prodotto)

e

)
)
)
)
)
)
)
)

Costruiamo esplicitamente I'inverso di un numero complesso z = = + iy # 0: sara un numero complesso
w = a + b tale che

. B . o . za—yb=1

zw = (za — yb) +i(xb+ya) =1 o,equivalentemente { whtya—0 (%)
Si verifica facilmente che il sistema lineare (), nelle incognite a = Rew e b = Imw, ammette soluzione se e
solo se z e y non sono entrambi nulli, quando cioe z # 0. In tal caso la soluzione & anche unica ed ¢ data da
a=gmrpeb= x2jryy2'
Si dice coniugato di z = x + 7y il numero complesso zZ = = — iy.
L’operazione di coniugio ha le seguenti proprieta:

zZ=z

Rez = (2 +72)/2, Imz=(2-7%)/2i, 271 =%/2z
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z+w=zZ+w
ZW =72 -W
,122—1

L’insieme C si pud rappresentare nel piano cartesiano R?, facendo corrispondere a z = z + iy il punto
di coordinate (z,y) = (Rez,Imz). In questa rappresentazione, il coniugato z & il simmetrico di z rispetto
all’asse z e il modulo di z, dato da |z| = v/2Z, & la distanza di z dall’origine.

Per il modulo di un numero complesso valgono le seguenti proprieta:
Rez < |z|, Imz < |z]
2] = [z
|2122] = |21][22]
|21 4 22| < |z1] + |22| (disuguaglianza triangolare).

Se si indica con 6 l'angolo tra l'asse x e il segmento congiungente z con lorigine, si ha © = |z|cosf e
y = |z|sin 6. Si ottiene cosi la forma trigonometrica del numero complesso z

z = |z|(cos 0 + isin6).
L’angolo 6 si chiama 'argomento di z e si indica con 6 = arg(z). Se z # 0 esso ¢ determinato solo a

meno di multipli interi di 27 (per convenzione si puo scegliere 6 € [0, 27[), mentre se z = 0 'argomento &
completamente indeterminato.

La forma trigonometrica e particolarmente conveniente per esprimere prodotti di numeri complessi. Se
z1 = |z1](cos 01 +isinfy) e zo = |23](cos s + isinby), allora

Z1R2 = ‘2’12’2|(COS(91 + 02) +isin(91 + 92))

In particolare,
2™ = |z|"(cos(nB) + isin(nd)).

Una ragione per introdurre i numeri complessi ¢ che sono un campo algebricamente chiuso: tutte le radici
di un qualunque polinomio a coeflicienti complessi appartengono a C.

Teorema Fondamentale dell’Algebra. Un’equazione polinomiale di grado n a coefficienti complessi
agt+arz+...+a,z" =0, a; €C, 1=1,...n,
ha esattamente n radici complesse.

Esempio. Le radici n-sime di un numero complesso.
Per il Teorema Fondamentale dell’Algebra, per ogni ag € C non nullo, ’equazione

Zz" = ag ()

ha esattamente n radici in C. Se scriviamo z = |z|(cos€ + isinf) e ag = |ag|(cos ¢g + isin ¢g), 'equazione
(**) diventa

|| (cosnf + isinnd) = |ag|(cos o + ¢ sin ¢g)
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da cui si ricava |z| = ¥/|ao| ed nf = ¢o + 27k, per k € Z. Al variare di k € Z ci sono in realta solo n angoli
che danno luogo a numeri complessi distinti. FEssi sono 6; = % + %, per k =0,1,...,n — 1. Le n radici
dell’equazione (**) sono dunque

2 2
2 = W(cos(d) —i—%k)—kisin(%—|—L]€))7 k=0,1,...,n—1.

n n
Esempio. Le radici dell’equazione z* = 4 sono:
21 =V2, z= \/i(cosg +isin ) = V2,
z3 = \/?(COSW +isinm) = V2, 2= \/5((30537Tr + isin 37”) = —iv2.
Esempio. Le radici dell’equazione z? + 3iz + 4 = 0 sono (usando la formula risolutiva delle equazioni di
secondo grado)

—3i+vV-=25 —3iEtd o
21,2 = B = B) = 742, 1.

Esempio. Le radici dell’equazione 22 +2z+1i = 0 sono (usando la formula risolutiva delle equazioni di secondo
grado) z1 = —1 + w; e 20 = —1 + wo, dove

— — 7 7
wy = \4/§(cos?7T + isin %), wy = \4f2(cos§7r + isin g)

sono le due radici dell’equazione w? =1 — i.

Dal Teorema Fondamentale dell’Algebra segue che un polinomio a coefficienti complessi ¢ completamente
riducibile su C:

Corollario 1. Un polinomio di grado n a coefficienti complessi p(z) = 2™ + a, 12" 1 + ... + a1z + ag si
decompone in modo unico (a meno dell’ordine dei fattori) nel prodotto di n polinomi di grado 1 a coefficienti
complessi

p(z)=(z—a1)(z—a2)...(z —an),

dove aq, ..., a, sono le radici di p.

Consideriamo adesso un polinomio di grado n a coefficienti reali
p(x) =2" +an_ 12" '+ ... +az + a, a; € R.
In questo caso particolare, vale il seguente fatto:
e Se «a é una radice di p, allora anche @ Io é.
Infatti, se @™ + ap_10” '+ ...+ a0+ ag =0, coniugando si trova
a'ta,d" . +mata=a" +an1@" L. +a@+ag=0.
Dunque anche @ ¢ radice di p.

Da questo fatto segue per esempio che un polinomio a coefficienti reali di grado dispari ha almeno una radice
reale.

Corollario 2. Un polinomio a coefficienti reali di grado n si decompone in modo unico (a meno dell’ordine
dei fattori) nel prodotto di polinomi di grado 1 e di grado 2 a coefficienti reali.

Dimostrazione. Per il teorema fondamentale dell’algebra, p ha n radici in C: un certo numero di esse
saranno a due a due complesse coniugate (1, 81, ... Bk, §), €, altre saranno possibilmente reali Aq,..., Ap. A
partire dalla decomposizione del polinomio su C, troviamo

(2= B)(z = B1) .- (2= Bu)(z = Be)(z = M) ... (2 = An) =
= (22 = 2ReBiz + |G ... (22 — 2ReBrz + |Bk]?) (2 — A1) ... (2 — An),

che e proprio la decomposizione cercata.
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10. Autovalori e autospazi.

Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione n e sia L:V —— V un’applicazione lineare. Sia B =
{v1,...,v,} una base fissata in V, la stessa in dominio e codominio. Lo spazio V risulta identificato a R"”
dall’applicazione che associa ad ogni vettore le sue coordinate in 3

T
‘/,Ban7 U=$1U1+-.-+$nvn s X:

Tn

e lapplicazione L, vista come applicazione da R™ ad R", ¢ data dalla moltiplicazione per una matrice reale
quadrata M
L:R" —R", X+— M- X.

Date due basi By e By di V, la relazione fra le rispettive matrici corrispondenti e illustrata dal seguente
diagramma commutativo: u
Va Bl — ‘/7 Bl

—1
TCB2,B1 chQ,Bl

V.B, M v.B,.

(moltiplicando le coordinate di v in By per la matrice rappresentativa Ma si ottengono le coordinate di L(v)
in Bs. Possiamo arrivare allo stesso risultato anche “passando da sopra”: moltiplicando le coordinate di
v in By per la matrice del cambiamento di base Cp, 5, otteniamo le coordinate di v in Bj; moltiplicando
le coordinate di v in B; per la matrice rappresentativa M; otteniamo le coordinate di L(v) in Bi; infine,
moltiplicando le coordinate di L(v) in B; per la matrice del cambiamento di base Cg, 5, = 521, 5, Otteniamo
come prima le coordinate di L(v) in Bs.)

Di conseguenza M; ed M, stanno nella seguente relazione:
M, = 521,31 My - 0327517 (1)
dove Cp, 5, € la matrice del cambiamento di base dalla base B; alla base B;.

Definizione. Due matrici My, M si dicono coniugate se esiste un matrice invertibile C' tale che

M, = C~ 1M, C.

Esempio. Le matrici My, M5 in (1) sono matrici coniugate.

Dalla relazione (1) segue che tutte le matrici rappresentative di una stessa applicazione lineare L:V — V
contengono le stesse informazioni sull’applicazione: hanno infatti lo stesso rango, che determina la dimensione
dell’immagine e la dimensione del nucleo di L. Ha senso chiedersi se esiste una base di V/, la stessa in dominio
e codominio, rispetto alla quale la matrice rappresentativa di L risulti pitt semplice possibile. Ad esempio:

Esiste una base B di V' rispetto alla quale la matrice rappresentativa di L é diagonale?
In caso affermativo, si dice che 'applicazione & diagonalizzabile. Una caratterizzazione delle applicazioni

lineari diagonalizzabili & data dalla seguente proposizione:

Proposizione. Sia L:V — V un’applicazione lineare di uno spazio vettoriale reale V di dimensione n in se.
La matrice rappresentativa di L rispetto ad una base B = {vy,...,v,} di V é diagonale se e solo se esistono
numeri reali Ay, ..., \, tali che

L(vy) = Av1, ..o, L(vg) = Apop. (2)
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Dimostrazione. La matrice rappresentativa di L rispetto ad una base B = {v1,...,v,} di V (la stessa in
dominio e codominio) ha per colonne le coordinate di {L(v1),...,L(v,)} in B. Le coordinate di {v1,...,v,}
in B sono date rispettivamente da

1 0 0
1 0
0 0 1

Adesso ¢ evidente che la matrice rappresentativa di L & una matrice diagonale reale

A0 ... 0
0 X ... O
0 0 ... X\,
se e solo se le coordinate di {L(v1),...,L(v,)} in B sono date da
M 0 0
0 A2 0
0 0 An
ossia se e solo se L(v1) = Aqv1,. .., L(v,) = Apvp, con A, ..., A, numeri reali.

Definizione. Sia A un numero reale. Si dice che A & un autovalore (reale) di L se esiste un vettore non nullo
v € V tale che
L(v) = M.

In questo caso v € per definizione un autovettore di L di autovalore \. L’insieme di tutti gli autovettori di L
di autovalore A
Vi={veV | L) =}

si chiama 1’autospazio di L di autovalore .

Esercizio. L’autospazio V) € un sottospazio vettoriale di V.

Sol. Siano v1,vs € V). Facciamo vedere che per ogni a,b € R, il vettore av; + bvy appartiene ancora a V.
Infatti
L(avy + bve) = aL(v1) + bL(v2) = advy + bAvy = A(avy + bus).

Osservazione. La proposizione precedente puo essere cosi riformulata: L’applicazione L ¢ diagonalizzabile
se e solo se esiste una base di V' formata da autovettor: di L, relativi ad autovalori reali. In qualunque base
con queste proprieta, la matrice rappresentativa di L é una matrice diagonale

M0 .00
0 X ... O
0 0 ... A

che ha sulla diagonale principale gli autovalori (reali) di L.

2 3

Esempio. Sia L4:R? — R? I'applicazione data da X + A- X, con A = <0 1

(1) -(2)-+(2)
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Dunque il vettore X = ( 1

O) ¢ autovettore di L 4, di autovalore A = 2: ( 1

0) € V5. Poiché V5 & un sottospazio
t

vettoriale di V, tutti i vettori della forma tX = ( 0

> , t € R sono autovettori di L4, di autovalore \ = 2.

Esempio. Sia L:V — V un’applicazione lineare. L’autospazio Vj dell’autovalore A\ = 0 & esattamente il
nucleo di L
Vo={veV|Lv)=0=0-v} =kerL.

In particolare, L & invertibile se e solo se non ha A = 0 come autovalore.
Esempio. Sia L:V — V Dapplicazione identita
L(v) = v, Yv e V.

In questo caso, tutti i vettori di V' sono autovettori di autovalore A\ = 1, ossia ’autospazio V; coincide con
Iintero spazio V. In qualunque base B di V, la stessa in dominio e codominio, la matrice rappresentativa
dell’applicazione identita ¢ data da

1 0 ... 0
0 1 0
In=1.". :
0O 0 ... 1

Esempio. Sia L:V — V Dapplicazione identicamente nulla
L(v) =0, Yo e V.

In questo caso, tuttii vettori di V' sono autovettori di autovalore A = 0, e ’autospazio Vj coincide con l'intero
spazio V. In qualunque base B di V, la matrice rappresentativa dell’applicazione nulla & data da

00 ... 0
100 ... 0
00 ... 0

Esempio. Sia V = R? e sia r una retta per l'origine in R2. Sia S,:R? — R? 'applicazione data dalla
riflessione ortogonale rispetto ad . Tutti i punti della retta r sono mandati in se stessi, mentre tutti i punti
sulla retta -+, ortogonale ad r, sono mandati nel loro opposto:

Sy(v) =v, Yv €, S, (v) = —v, Yo € rt.

In altre parole la retta r coincide con I'autospazio Vi, mentre la retta - coincide con I’autospazio V_;. Se
B = {vi,v5} & una base di R?, con v; € 7 e vo € r, allora la matrice rappresentativa di S, rispetto a B (in
dominio e codominio) ¢ data da
1 0
(0 %)

Non tutte le applicazioni lineari di uno spazio vettoriale reale in sé sono diagonalizzabili. Negli esempi che
seguono, lo possiamo vedere da semplici considerazioni geometriche.

Esempio. Sia Rs:R?2 — R?, ) e 0989 —sinf ). si puo verificare facilmente che Ry ¢ la
Y sinf  cosf Y

rotazione di un angolo 6 attorno all’origine (basta controllare effetto di Ry sui vettori della base canonica
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0 . . . . . .
1 ). Per 6 # 0,7, nessuna retta del piano ¢ mandata in se stessa: in particolare non esistono

(o)

AeRe (;) #* (O> € R? tali che Ry <Z> =A <5;) e l'applicazione Ry non e diagonalizzabile.

0
x cosf —sinf 0 x
Esempio. Sia Ry:R3> — R3, y | — | sinf cosf O y |. Questa volta Ry e la rotazione di
z 0 0 1 z
un angolo @ attorno all’asse z. Tutti i vettori del piano z = 0 vengono ruotati di un angolo . Tutti i vettori
0
della forma v = | 0 | vengono lasciati fissi
z
Ry(v) = v,

ossia sono autovettori di Ry di autovalore A = 1. Per 6 #£ 0, 7, I'asse z € 'unica retta dello spazio mandata in
se stessa. Ne segue che non esiste una base di R?® formata da autovettori di Ry (non c¢’¢ un numero sufficiente
di autovettori linearmente indipendenti) e I’applicazione non ¢ diagonalizzabile.

e Volendo determinare esplicitamente autovalori e autovettori di una applicazione lineare L:V — V|, proce-
diamo come seque:

(a) Assuminamo dimV = n. Sia B una base fissata di V, e sia M = {a;;}; j=1,..n la corrispondente
matrice rappresentativa di L. Determiniamo tutti i numeri reali A, per cui esistono soluzioni non nulle

X e R", X #0, dell’equazione vettoriale
MX = )\X.

Riscriviamo tale equazione come
MX-XX=0 & (M-X,)X=0.

Condizione necessaria e sufficiente affinché il sistema lineare omogeneo (M — AI,) X = O abbia soluzioni non
nulle & che la matrice dei coefficienti (M — AI,) sia non invertibile, ossia che

det(M — \I,,) = 0. (3)

Il determinate (3) & un polinomio a coefficienti reali di grado n in A, detto il polinomio caratteristico di M:
PA(M) =det(M — AI,) = (=1)"\" & (a11 4 . .. 4 @) A" "L+ ... + det(M).
Le radici del polinomio caratteristico Py\(M) sono per definizione gli autovalori di L. Trattandosi di
un’applicazione lineare di uno spazio vettoriale reale in sé, siamo interessati alle radici reali di P\(M),
ossia agli autovalori reali di L.
(b) Per ogni autovalore reale A\, 'autospazio corrispondente ¢ dato da
Vae={X €eR" | (M — NoI,,)X = O},

ossia dalle soluzioni del sistema lineare omogeneo

(M — XoI,)X = O,

con matrice dei coefficienti (M — AgI,,). Per costruzione, questa matrice ha rango minore di n (infatti
det(M — AoI,,) = 0) e il sistema corrispondente ammette soluzioni non nulle. Precisamente,

1 <dim(Vy,) =n—r(M — Al,).
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La dimensione dell’autospazio Vy, si chiama anche la molteplicita geometrica dell’autovalore .

Osservazione. Sia m(\g) la molteplicita algebrica di Ag, cioé la sua molteplicitad come radice del polinomio
Py (M). Allora vale

Dimostrazione. Supponiamo dim V), = k. Siano {vy,..., v} vettori linearmente indipendenti in Vy, e sia
B= {U17~~~avkawk+17~”7wn}

un loro completamento ad una base di V. La matrice rappresentativa di L rispetto alla base B (in dominio
e codominio) & una matrice della forma
o )\OIk *
=5 1)

dove I ¢ la matrice identita k x k, O ¢ la matrice nulla (n — k) x k e gli altri blocchi sono arbitrari. Il
polinomio caratteristico di M & della forma
PA(M) = (Ao = \)*a(N),

con ¢(A) polinomio in A. Dunque, se la dimensione dell’autospazio V), ¢ k, allora la molteplicita algebrica
dell’autovalore A\g ¢ almeno k:

dim V), < m(Xo).

Osservazione. Per il teorema fondamentale dell’algebra il polinimio caratteristico Py(M) ha esattamente n
radici in C. Poiché i coefficienti di Py(M) sono reali, le radici non reali sono sempre in numero pari, perché
vengono a coppie a, &. In particolare, se n & dispari, il polinomio Py (M) ha almeno una radice reale.

Fatto importante. Se My, M, sono matrici coniugate, allora hanno lo stesso polinomio caratteristico:
My =C'M,C, C invertibile = Py\(Msy) = Py(M).

In particolare Py(Mz) e Py(M7) hanno gli stessi coefficienti e le stesse radici. Di conseguenza, il polinomio
caratteristico, cost come i suoi coefficienti e le sue radici, sono effettivamente associati all’applicazione L, e
non dipendono dalla matrice rappresentativa scelta per calcolarli.

Dim. Per definizione, Py(My) = det(My — A,,) = det(C~tM;C — \I,,). Poiché \I,, = C~1\I,,C, grazie alla
distributivita del prodotto fra matrici, possiamo scrivere

det(C™'M,C — \I,,) = det((C™H(M; — A\I,,)C) = det C~det(M; — AI,,) det C = det(M; — \,,).

In conclusione, Py(Ms) = P\(M;), come richiesto.

Conseguenza. Due matrici coniugate hanno la stessa traccia e lo stesso determinante.
(La traccia di una matrice quadrata € per definizione la somma degli elementi sulla diagonale principale).

Se M e una matrice diagonalizzabile, ossia coniugata ad una matrice diagonale

A0 ... 0
0 X ... O
0o 0 ... A\,
allora
traccia(M) = (a11 + ...+ @pn) = A1+ ... + Ay, det(M) = A1 - ... A\
In generale, se A1,...,\, sono le n radici del polinomio caratteristico (reali o complesse),
traccia(M) = (a11 + ... 4+ Gnn) = A1+ ..+ An,y det(M) = A1 - ... A
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Proposizione. Siano vy, ...,v, autovettori relativi ad autovalori distinti
v1 € Vg, .o, 0k € Vi,

con A, ..., \r € R autovalori distinti di L. Allora vy, ..., v, sono linearmente indipendenti.

Osservazione. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione n e sia L : V' — V un’applicazione lineare.
Se L ha k autovalori reali e distinti, per la proposizione precedente, L ha almeno k autovettori linearmente
indipendenti. In particolare, un’applicazione lineare L con n autovalori reali e distinti ¢ diagonalizzabile.

Attenzione: La condizione di avere n autovalori reali e distinti & sufficiente, ma non necessaria alla diago-
nalizzabilita di L. Consideriamo per esempio ’applicazione identita L(v) = v, per ogni v € V: 'applicazione
ha un unico autovalore A = 1 ed & chiaramente diagonalizzabile (ogni base di V' & una base di autovettori di
L dell’autovalore A =1 ).

La caratterizzazione degli endomorfismi diagonalizzabili di uno spazio vettoriale reale puo essera formulata
anche cosi:

Proposizione. Sia V uno spazio vettoriale reale. Un’applicazione lineare L : V — V é diagonalizzabile se
e solo se
(i) Tutti gli autovalori di L sono reali;
(ii) Per ogni autovalore A di L, la dimensione dell’autospazio dim V) é massima, uguale alla molteplicita
algebrica di .

Esercizio. Sia Sy:R?> — R?2, T (98 20 sin20 “). Si puo verificare facilmente che Sy &
Y sin20 —cos20 Y

la riflessione rispetto ad una retta inclinata di un angolo 6 rispetto all’asse delle x positive (basta controllare

Peffetto di Sy sui vettori della base canonica <(1)) , <0

1 ) ). Calcolare autovalori e autospazi di Sy e darne

un’interpretazione geometrica.

x 1 00 x
Esercizio. Sia L4:R3? — R?, y|l—|0 1 0 y |. Determinare 3 basi distinte di R?, formate
z 0 0 2 z
da autovettori di L4.
T 1 T
Esercizio. Sia L:R? — RS3, y| — | =1 | Al y]| (dove A il prodotto vettoriale). Calcolare
z 1 z

autovalori e autospazi di Sy e darne un’interpretazione geometrica.

Esercizio. Sia Ly;: R? — R2, (;) — <(1) ?) (;j) Calcolare autovalori e autospazi di L. Dire

se ¢ diagonalizzabile.

e Una matrice simmetrica reale ¢ sempre diagonalizzabile.

Teorema. Sia M una matrice reale simmetrica n X n.
(i) Tutte le radici del polinomio caratteristico Py(M) sono reali.
(ii) Per ogni autovalore A, si ha che la dimensione dell’autospazio Vy é uguale alla molteplicita algebrica di
A
(iii) Siano A1,...,Ar € R autovalori distinti di M, e siano vy, ...,v autovettori, con v; € Vy,. Allora
v1,...,0 sono a due a due ortogonali.
(iv) Esiste una base ortonormale di R", fatta di autovettori di M.
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