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Introduzione

In queste dispense sono esposti gli argomenti che costituiscono la prima parte
del corso di Metodi matematici per l'ingegneria rivolto agli studenti del primo
anno della Laurea specialistica in Ingegneria delle telecomunicazioni. Malgrado
gli argomenti siano classici e trovino posto in numerosi libri, alcuni dei quali sono
consigliati per la preparazione dell’esame, ci auguriamo che la presente sintetica
esposizione possa essere utile come guida alla lettura di testi piu approfonditi. Il
fascicolo contiene probabilmente pit di quanto sia poi esposto in aula (e richiesto
all’esame), perché, essendo rivolto a studenti maturi, si € voluta dare la possibilita
di qualche approfondimento individuale.

Questo testo non ha carattere definitivo, ed anzi contiamo di poterlo migliorare,
giovandoci anche delle osservazioni di tutti i lettori, ed in particolare degli studenti.
Ringraziamo in anticipo tutti coloro che ci forniranno suggerimenti utili.
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Capitolo 1

Teoria della misura e

dell’integrazione

In questo capitolo svilupperemo una teoria dell’integrazione pit moderna di

quella di Riemann, gia studiata, che consente di ovviare ad alcuni inconvenienti. I

principali difetti della teoria di Riemann sono infatti:

(i)

La non completezza dello spazio R([a,b]) delle funzioni integrabili in [a, b],

d(f,g) = /\f )| da.

Questo vuol dire che esistono successioni di funzioni (fy) integrabili su [a, b]
tali che

munito della metrica

lim / |fr — fjldx =0,

?]*)+

ma non esiste alcuna funzione integrabile f tale che
b
lim / fie — flda = 0.
k—+oo J,

Il fatto che non tutte le funzioni caratteristiche di aperti o chiusi siano in-
tegrabili, a meno che I'aperto o il chiuso non siano costituiti da un numero
finito di intervalli. Inoltre, in generale le funzioni definite mediante serie non
sono integrabili secondo Riemann, a meno che la somma della serie non sia
continua.



1.1 Misure positive Misura e integrazione

(iii) La possibilita di passare al limite sotto il segno di integrale

b b
oo f = /fha)czm/ f(t) di

solo se le funzioni convergono uniformemente. Vedremo invece che nell’am-
bito della teoria di Lebesgue la classe delle funzioni integrabili ¢ molto piu
ricca e comprende molte funzioni che sono limiti di successioni anche non uni-
formemente convergenti. Inoltre, vi sono formule molto generali di passaggio
al limite sotto il segno di integrale.

L’idea di base della teoria di Lebesgue consiste nel suddividere non il dominio
della funzione da integrare, come nella teoria di Riemann, ma il suo codominio. Per
esempio, come vedremo, se una funzione assume solo un numero finito di valori,
per esempio

(1) fa) =Y v (o)

con ¢; € Regli E; adue adue disgiunti, ¢ naturale definire il suo integrale ponendo

/fzm<E>

Per avere una sufficiente flessibilita nell’approssimare funzioni generiche con fun-
zioni del tipo (1.1) non basta (in R) prendere come insiemi di livello F; degli
intervalli, ma bisogna considerare insiemi piu generali. Questo pone il problema
di definire opportunamente una misura su classi molto ampie di insiemi. Ecco
perché trattiamo prima la misura e poi l'integrale (e non viceversa, come nella
teoria di Riemann). La trattazione che presentiamo ¢ generale (non si limita alla
misura “standard” su R™) per poter essere applicata fra I'altro nell’ambito della
teoria delle distribuzioni, che vedremo in un capitolo successivo, e della teoria delle
probabilita.

1.1 Misure positive

Definizione 1.1 Sia X un insieme non vuoto. Una famiglia £ di sottoinsiemi di
X si chiama algebra, se

(a) D €&;



Misura e integrazione 1.1 Misure positive

(b) &€ & chiusa rispetto all'unione: per ogni A, B € &, risulta AUB € &;
(c) & & chiusa rispetto alla complementazione: per ogni A € &, risulta X\ A € £.

Osservazione 1.2 Equivalentemente, £ € un’algebra se sono soddisfatte le pro-
prieta (a), (b’) e (¢), dove

(b") &€ é chiusa rispetto all’intersezione: per ogni A, B € £, risulta AN B € €£.

In virtu della proprieta associativa di unione e intersezione, si ha che 'unione
e l'intersezione di un numero finito di elementi di £ & ancora in £.

Definizione 1.3 Una famiglia £ di sottoinsiemi di X si chiama o-algebra se e
chiusa rispetto alle operazioni insiemistiche numerabili, cioe se presi B, € € risulta

che Nyen Ens Unen En € €.

E facile vedere che {0, X} e P(X) sono o-algebre, rispettivamente la pitt piccola
e la piu grande (rispetto all’inclusione) tra tutte quelle che si possono formare con
sottoinsiemi di X.

A partire da G C P(X), e possibile considerare la piu piccola o-algebra conte-
nente G e definita da

o(G) = ﬂ {€| E—algebra, G C £ C P(X)}.

La definizione ¢ ben posta, in quanto esiste almeno una o-algebra, P(X), che
gode delle proprieta richieste. Inoltre, e facile verificare che I'intersezione di una
qualunque famiglia di o-algebre ¢ ancora una c-algebra. In RV, la o-algebra di
Borel B(RY) ¢ quella generata dalla famiglia di tutti i sottoinsiemi aperti (o,
equivalentemente, generata da tutti i sottoinsiemi chiusi).

La coppia (X, ), dove £ ¢ una o-algebra di sottoinsiemi di X, si chiama spazio
misurabile e gli elementi di £ prendono il nome di insiemi misurabili. Uno spazio
misurabile rappresenta I’ambiente adatto per I'introduzione del concetto di misura.
Data una funzione d’insieme p : € — [0, 400], diremo che

- p € additiva se u(AU B) = u(A) + p(B), per ogni scelta degli insiemi A, B

in £ con AN B = ;

- p & o-subadditiva (o equivalentemente numerabilmente subadditiva) se per

ogni {E,} C € e per ogni E € £ tali che E C U E}, risulta
h=1

u(E) <Y u(En);

h=1



1.1 Misure positive Misura e integrazione

- p & o-additiva (o equivalentemente numerabilmente additiva) se, posto E =

U Ej, con {Ey} C E e E, N Ey =0 per ogni h # k, risulta
h=1

u(E) =Y n(Ep);
h=1
- p e finita se p(X) < +oo.

Definizione 1.4 Chiamiamo misura positiva su uno spazio misurabile (X, E) ogni
funzione d’insieme o-additiva p @ € — [0,400] tale che u(@) = 0. La terna
(X, &, p) si chiama spazio di misura.

Un insieme E € £ si dice o-finito se si puo decomporre nell’unione numerabile
di insiemi aventi misura finita, cioé E = \J;—, Ep con p(Ep) < +oo. Se X ¢
o-finito, allora la misura p si dice o-finita.

Se u € una misura positiva finita su X con w(X) =1, allora p é una misura di
probabilita e la terna (X, E, ) si dice, in questo caso, uno spazio di probabilita.

Osservazione 1.5 Ogni misura positiva e
(a) crescente rispetto allinclusione insiemistica
ECF = pE)< k),

in quanto p(F) = p(E)4+u(F\E). Inrealta, per questa proprieta e sufficiente
che p sia una funzione d’insieme positiva e additiva.

(b) continua rispetto alle successioni crescenti di insiemi misurabili

n—oo

EyCEy,Cc---CE,C--- = M(UEn> = lim pu(E,).

Infatti, posto Fy = 0 e F,, = E, \ E,_1, per n > 1, abbiamo una nuova
successione di insiemi misurabili disgiunti, la cui unione ¢ uguale a quella
degli E,,. Siccome p e o-additiva, possiamo scrivere

M(U Fn) =Y uF) = (uEy) = p(Ea-r))

n

= lim > (u(EBr) = p(Br)) = lim (B,
k=1
avendo ottenuto una somma telescopica nel penultimo passaggio.

10



Misura e integrazione 1.1 Misure positive

(¢) continua anche rispetto a successioni decrescenti di insiemi misurabili

n—oo

EyDFE;D>---DE, D = u(ﬂ&) = lim p(E,)

se vale, in aggiunta, che p(FE;) < +oo. Infatti, applicando la (b) alla
successione crescente E; \ E,, la cui unione & E; \ E, otteniamo

p(Er) —p(E) = p(Er\ E) = lim p(Er\ Ey)

n—-+o0o

— (B~ lim u(E,).

n—-4oo

Sottraendo pu(FE;) ad ambo i membri si ha la tesi.

Osserviamo che la richiesta che almeno un elemento di una successione de-
crescente abbia misura finita per passare al limite non puo essere rimossa.
Infatti, se X =R, E,, = [n,+00[ e u & la misura sulla retta, allora NE,, = (),
mentre lim,, .., u(E,) = +oo.

Nelle applicazioni, risulta utile il seguente criterio per stabilire se una data
funzione d’insieme e o-additiva.

Proposizione 1.6 Sia (X,€) uno spazio misurabile e sia p : € — [0, +00] una
funzione d’insieme additiva e o-subadditiva. Allora p e o-additiva.

DiM. Consideriamo una successione di insiemi in £ a due a due disgiunti, {E,}, e
sia E la loro unione. In virtu delle ipotesi abbiamo

< D ul(E) —gggOZuEh (Um)
h=1 =1 h=1

Esempi 1.7 Vediamo degli esempi classici di misure positive.

(1) Sia X un insieme non vuoto e sia £ = P(X). Definiamo la cosiddetta misura
del contare nel modo seguente: u(f)) = 0, u(F)= cardinalita di E, se E &
finito, u(E) = oo, altrimenti.

(2) Per ogni x € X, poniamo 6,(F) =1,sex € F, §,(F) =0, se x ¢ F, per ogni
E C X. §, prende il nome di misura di Dirac concentrata in x.

11



1.2 Funzioni misurabili Misura e integrazione

(3) La costruzione di Riemann per 'integrale induce la “misura di Peano-Jordan”
pipy in R™. Sulla retta R un insieme E si dice misurabile secondo Peano-

Jordan se per ogni € > 0 esistono intervalli a due a due disgiunti Iy,..., [} e
Ji,...,J, tali che

k

k n n
ULceEcJJ. e D o) -> ) <e
i=1 j=1 Jj=1

=1

dove se I = (a,b) abbiamo posto ¢(I) = b — a. La famiglia degli insiemi
pps-misurabili non é per‘o una o-algebra: per esempio, £ = QN [0,1] non &
(ps-misurabile. Infatti, per la numerabilita £ e 'unione di una successione
crescente di insiemi finiti (percio misurabili, e di misura nulla), ma gli unici
intervalli I; contenuti in E sono costituiti da un solo punto, mentre il piu
piccolo intervallo J; contenente E ¢ [0,1]. Segue che per ogni scelta degli
(1;) e dei (J;) come sopra risulta Y7, £(J;) — S (1) > 1 ed E non pud
essere upj-misurabile.

Definizione 1.8 Chiameremo insiemi di misura nulla, o trascurabili, gli insiemi
E € & tali che u(E) = 0. Diremo che una certa proprieta P(x) é vera per p-quasi
ogni x se l’insieme

{z € X :P(z) ¢ falsa}

¢ trascurabile.

1.2 Funzioni misurabili

Introduciamo in questa sezione il concetto di funzione misurabile, che & quello
naturale da considerare quando si ha a che fare con spazi misurabili. D’ora in
poi, indicheremo per brevita l'insieme f~((¢,+00)) con {f > t}. Con significato
analogo scriveremo {f > t}, {f <t}, {f <t}.

Definizione 1.9 Sia (X, &) uno spazio misurabile e sia f : X — R. Diremo che
f € misurabile se

{f >t} €&, per ogni t € R.

Se f: X — R™, diremo che f é misurabile se lo sono tutte le sue componenti
scalar.

12



Misura e integrazione 1.2 Funzioni misurabili

Condizioni equivalenti alla misurabilita si hanno imponendo la misurabilita di
tutti gli insiemi {f > t} o, passando ai complementari, la misurabilita di tutti gli
insiemi {f < t} oppure di tutti gli insiemi {f < ¢}. Si ha infatti

{(r=ty={r>t-1/n {f>t=J{r=t+1/n}

quindi dalla misurabilita degli insiemi con la disuguaglianza stretta si deduce la
misurabilita di quelli con la disuguaglianza non stretta e viceversa. Le funzioni
misurabili sono una classe stabile rispetto alle principali operazioni algebriche.

Proposizione 1.10 Siano f, g funzioni misurabili. Allora per a,, 3 € R sono fun-
ziont misurabili le funzioni of + By, la funzione fV g = max{f,g}, la funzione
fAg=min{f g}. Inoltre, se (f) & una successione di funzioni misurabili conver-
genti puntualmente a f, anche f é misurabile. Infine, se f é misurabile e {f # g}
e trascurabile, anche g € misurabile.

Dim. Se a # 0 allora {af >t} ¢ uguale a {f > t/a} o {f < t/a} a seconda che
a>0o0a<0. Se a =0 l'insieme e vuoto oppure coincide con X. In ogni caso
{af >t} & misurabile e quindi «f & misurabile. Analogamente, $g & misurabile.
Per la somma, si ha

{af + 89>t} =|J{af >t—q} n{Bg>q}
q€Q

quindi anche la somma ¢ misurabile, dal momento che i soprallivelli sono esprimibili
come unione numerabile di insiemi misurabili. La stabilita rispetto a massimi e
minimi segue subito dalle identita

(fvg>t} = {f>0U{g>1
(frg>th = {f>tn{g>th

Siano f;, funzioni misurabili convergenti puntualmente a f. Si ha

{f>t} = U{x € X : fu(x) >t + 1/k definitivamente}
k=1

oo o0 0

= UUM>t+1/k)

k=1h=1i=h
Infine, se f & misurabile e £ = {f # g} allora

{f>t}A{g >t} CE

quindi essendo E trascurabile e {f > ¢} misurabile anche {g > ¢} ¢ misurabile. O

13



1.2 Funzioni misurabili Misura e integrazione

Se f: X — R e misurabile, poniamo

(1.2) [flle = inf{t >0 p({z e X : [f(z)] > 1}) = 0}

e diciamo che f ¢ essenzialmente limitata se || f|l« < +00. Lo spazio delle funzioni
essenzialmente limitate in E si denota con L*(FE).

Tra tutte le funzioni misurabili godono di particolare interesse le funzioni carat-
teristiche di insiemi misurabili e le loro combinazioni lineari. Ricordiamo che, per
ogni £ C X

1 sexeFE,

XE(x):{o sex ¢ E.

Si verifica immediatamente che xg € misurabile se e solo se F € misurabile: infatti,

0 t>1
{xe >t} =< E 0<t<l1
R t<0

e quindi xg € misurabile se e solo se E € misurabile.

Definizione 1.11 Indicheremo con S, (X) l'insieme delle funzioni semplici posi-
tive, cioé l'insieme delle funzioni esprimibili nella forma

k
i=1
con z1,...,zy positivie Eq, ..., Ex € &.

Osserviamo che tutte le funzioni semplici sono misurabili. La rappresentazione
come combinazione lineare di funzioni caratteristiche non e certo unica: ad esempio
(con X =R)

X[-11 T X[0.2] + X(1,3) = X[-1,00 T 2X[0,2] + X(2,3]-

E facile vedere che, aumentando se necessario il numero degli addendi, ogni funzione
semplice ¢ rappresentabile nel seguente modo

k
(1.3) flx) = Zzle(x) con E; N E; =0 per i # j.
i=1

Vale il seguente importante risultato di approssimazione.

14



Misura e integrazione 1.3 Integrazione

Teorema 1.12 Sia f : X — [0,400]| una funzione misurabile. Allora esiste una
successione di funzioni semplici (s,,), tali che 0 < s,(z) < sp1(z) < -+ e

lim s,(z) = f(x), per ogniz € X.
Se f e limitata, allora la convergenza & uniforme.

Dim. Supponiamo f > 0. Per ognin € Ne k=0,1,...,n2" — 1, definiamo

N kE k+1
Ekm:f 1(|:2_n’ on )>

Tali insiemi sono misurabili, dato che f lo e. Poniamo poi

n2™—1
k
Sp = E o X B T (n+ 1)xE.,
k=0

dove E,, = {f > n}. Chiaramente, s, sono funzioni semplici e, si puo provare che
esse convergono puntualmente e in modo crescente ad f. Se f ¢ limitata si vede
che la convergenza ¢ uniforme. Infatti, fissato n, per ogni k gli Ej, sono a due a
due disgiunti e, siccome = € Ej,, implica k/2" < f(x) < (k+1)/2" e s,(x) = k/2",
si ha |f(z) — s,(z)] < 1/2" per ogni z € X.

Il caso di f con segno qualunque segue applicando la prima parte a ft =
max{f,0} ed f~ = max{—f, 0}, tenendo conto che f = f* — f~. O

1.3 Integrazione

Dopo le premesse fatte, possiamo finalmente definire I'integrale rispetto ad una
generica misura positiva. La costruzione avviene per passi, considerando dapprima
le funzioni semplici positive, quindi quelle misurabili positive, per arrivare, infine,
ad integrare funzioni misurabili di segno qualunque.

Siano (X, &) uno spazio misurabile e p una misura positiva in tale spazio.
Supponiamo anche che p sia completa, cioe che ogni sottoinsieme di un insieme
misurabile con misura nulla sia ancora misurabile (ed abbia misura nulla). Di fatto,
la costruzione dell’integrale e possibile anche senza questa ulteriore condizione.
Tuttavia, per una misura completa valgono alcune proprieta in piti, che preferiamo
mettere in evidenza.

Indichiamo con &4 (X) l'insieme delle funzioni semplici positive in X. Se s €
S+(X), s(x) = Zle zixe, (z), con E; N E; =0, per i # j, definiamo

k

/X sdp=3" zu(Ey),

=1

15



1.3 Integrazione Misura e integrazione

adottando la convenzione che z;u(E;) = 0 se z; = 0 e u(E;) = co. La definizione
non dipende dalla rappresentazione di s ed in particolare risulta

/ sdp = Z zu(s'(2)).
X z€Im(s)
Inoltre, 'applicazione che ad una funzione semplice s associa il suo integrale e

lineare, pur di moltiplicare per numeri positivi, e gode della seguente proprieta di
monotonia:

s,teSe(X), s>t = /sd,uz/td,u.
X b

Estendiamo ora l'operazione di integrazione ad una classe pit ampia di funzioni.

Definizione 1.13 Sia f misurabile e positiva. Allora poniamo

/deu:sup{/xsdu:du: s €S+(X),s§f}.

Notiamo che l'integrale di una funzione misurabile positiva € ben definito, ma
puo essere +oo. Inoltre, si vede facilmente che se f € S, (X), il suo integrale
coincide con quello gia definito.

In generale, se f & misurabile (e di segno qualunque), consideriamo la parte
positiva f* = f V0 e la parte negativa f~ = (—f) vV 0 di f, il cui integrale &
definito nella Definizione 1.13. Se f* ed f~ hanno integrale finito poniamo

/deu:/xﬁdu—/xf—du.

Diremo che f ¢ sommabile in X se e misurabile e la parte positiva e la parte
negativa hanno entrambe integrale finito.

Notiamo che tutte le funzioni limitate, misurabili, nulle fuori di un insieme
di misura finita sono sommabili. L’insieme delle funzioni sommabili in X verra
indicato con L'(X).

Teorema 1.14 L’insieme L'(X) delle funzioni sommabili in X & uno spazio vet-
toriale. Inoltre valgono le proprieta

(i) (Linearita)
af + Bgldp = o dp+ 06 | gdp
/X[ | /x / /x

f=yg — /deuz/xgdu

(ii) (Monotonia)

16



Misura e integrazione 1.3 Integrazione

(iii) (Indipendenza da insiemi di misura nulla) Se f € LY(X) e u({z € X : f(z) #
g(z)}) =0 allora

LYX dp = dpu.
geL(X) e /Ef u /Xg o
(iv)

f misurabile, |f| < g€ LYX) p—qo. = fe LYX).

Per quanto riguarda la proprieta (iv), basta osservare che |f| < ¢ implica
0< ff<ge0< [~ <gequindi [, sdu < [, gdu per ogni funzione semplice
minorante f* (risp. f7).

Una conseguenza della linearita dell’integrale e la disuguaglianza tra il modulo
dell’integrale e I'integrale del modulo:

/deu‘ < [ 1fldn

/deu’ - /Xf+dﬂ—/Xf_du'
< [ rraws [ ra= [ i

La nozione di integrale si estende immediatamente alle funzioni a valori vettoriali
f = (fla"-afm) X —R™ ponendo

/deuz(/xfldu,...,/xfmdu)

purché le componenti f; siano integrabili. In particolare, se m = 2 con la consueta

Infatti si ha

identificazione del piano con il campo complesso resta definito anche l'integrale
dimuna funzione complessa f =u + 1w : X — C,

/fd/,c:/udu—i—i/vd,u.
X X X

Dato un insieme misurabile £ C X e f : X — R misurabile diremo che f ¢
sommabile in F se fxg ¢ sommabile in X. In tal caso porremo

/Efduzfxfmdu.

Avremmo ottenuto lo stesso risultato se, per definire I'integrale in £ avessimo usato
la restrizione della misura p ad E. L’insieme delle funzioni sommabili in £ verra
indicato con L'(E, ).

17



1.4 La misura di Lebesgue in R" Misura e integrazione

1.4 La misura di Lebesgue in R"

In questo paragrafo vediamo come sia possibile definire una nozione di “misura
n-dimensionale” per un sottoinsieme F di R". L’idea e quella di assegnare ai
“rettangoli”

R =[ay,by[x -+ X [an, by]

una misura (lunghezza per n = 1, area per n = 2, volume per n = 3,...) uguale a
mn(R) = (by —a1) - (b — az) - - (by — an)

e poi di definire la misura di un insieme generico mediante ricoprimenti fatti con
rettangoli. Per n = 1 si tratta evidentemente di intervalli, per n = 2 di rettangoli
veri e propri, per n = 3 di parallelepipedi. Useremo la parola rettangoli, senza
introdurre ulteriori termini. Chiameremo invece “plurirettangolo” un’unione finita
di rettangoli del tipo detto.

Definizione 1.15 Sia E C R"™ un insieme. Definiamo m,(E), misura esterna
n-dimensionale di Lebesque di E, nel sequente modo:

Tin(E) = inf{g ma(Ri): E C QR}

Quindi la misura esterna di E si ottiene cercando, tra tutti i ricoprimenti di £
mediante successioni di rettangoli n-dimensionali, quello che minimizza la somma
dei volumi. Osserviamo che i rettangoli del ricoprimento non sono necessariamente
disgiunti. Vediamo alcune proprieta della misura esterna che seguono direttamente
dalla definizione:

(a) La misura esterna di F e sempre compresa tra 0 e +o0c. Inoltre 7, (E) < 400
se E ¢ un insieme limitato e m, (@) = 0. D’altra parte, come vedremo,
esistono insiemi non limitati di misura finita ed insiemi non vuoti di misura
nulla.

(b) La misura esterna e invariante per traslazioni
my(r+ E)=m,(E) VECR" zeR"
ed ha il seguente comportamento rispetto ad omotetie
(1.4) my(AE) = \"m,(EF) VE C R", A >0.

Infatti, se E si ricopre con rettangoli R; allora x + E' si ricopre con rettan-
goli x + R;, che hanno lo stesso volume, mentre I'insieme A\E' si ricopre con
rettangoli AR;, il cui volume & \"m,,(R;).
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(c) La misura esterna e una funzione crescente d’insieme:
E, C E, — mn(El) < mn(EQ)

Inoltre & numerabilmente subadditiva:

h=1 h=1

La diseguaglianza & infatti ovvia se la sommatoria di m,, (E},) vale +oc0. In ca-
so contrario, per ogni € > 0 ed ogni h > 1 esiste una successione di rettangoli
(Rp,i)ien tale che

E, C U Rh,i Z mn(Rh,l-) < mn(Eh) + €27h.

i=1 i=1

Sommando in A si ha

SN ma(Rug) <Y ma(Ey) +e

h=1 i=1

e dato che i rettangoli R} ; ricoprono E si ottiene
Mn(E) < Y mn(Ey) + e
h=1

Basta allora mandare ¢ a zero per ottenere la (1.5). O

La misura esterna di {z} (il singoletto costituito dal solo x) & zero. Questo
perché {x} & contenuto in cubi di volume arbitrariamente piccolo. Dalla numerabile
subadditivita di m, si ottiene che ogni insieme numerabile ha misura esterna nulla.
Infatti, data = : N — FE surgettiva, si ha

E = | J{an}.

In particolare 'insieme dei punti a coordinate razionali Q", essendo numerabile,
ha misura nulla.

Anche insiemi “continui” e quindi non numerabili possono avere misura esterna
nulla. Ad esempio il segmento E = (0,1) x {0} in R? ha misura esterna nulla: dato
infatti € > 0 ed un intero h tale che he > 4, basta ricoprire E con gli h cubi @Q;
centrati in i/h e di lato 1/h per avere m,(E) < h-(2/h)? =4/h <e.

Vediamo alcune proprieta degli insiemi trascurabili.

19



1.4 La misura di Lebesgue in R" Misura e integrazione

Proposizione 1.16 Ogni sottoinsieme di un insieme trascurabile é trascurabile.
L’unione di una successione di insiemi trascurabili é trascurabile. Un insieme E ¢
trascurabile se e solo se per ogni e > 0 esiste un aperto A, O E tale che m,(A:) < €.

Dim. I primi due enunciati seguono facilmente dalle proprieta (c) della misura
esterna. Se E e contenuto in aperti di misura esterna arbitrariamente piccola, per
la monotonia della misura esterna deve essere T, (E) = 0. Viceversa, se m,,(E) =0
allora per ogni € > 0 esiste una successione di rettangoli aperti R; tale che

EC DRi e imn(Ri) <e.
i=1 i—1

Detta A. I'unione dei rettangoli R; si ha, per la definizione di misura esterna,
my(A) < e. O

La misura esterna di Lebesgue ha il vantaggio di essere definita per ogni sot-
toinsieme di R™. Il prezzo di questo ¢ pero una perdita di additivita: esistono
esempi di insiemi limitati £, F' di R disgiunti e tali che

(1.6) M (EUF) <m,(E)+m,(F).

Individueremo ora una o-algebra di insiemi, detti insiemi misurabili, sui quali la
misura esterna di Lebesgue ha un comportamento migliore, cioe una c-algebra
M(R™) tale che la restrizione di m,, ad M(R") risulti o-additiva, definendo una
misura.

Definizione 1.17 Posto EAF = (E\F)U(F\E), diremo che un insieme limitato
E C R™ ¢ misurabile se per ogni € > 0 esiste un plurirettangolo P tale che

m,(EAP) < e.

Se E non é limitato diremo che E é misurabile se EN Br(0) é misurabile per ogni
R > 0. Indicheremo con M(R") la classe dei sottoinsiemi misurabili di R".

La proposizione precedente implica che tutti gli insiemi trascurabili sono misurabili
(si prende P = 0)).
Vediamo ora alcune proprieta di stabilita degli insiemi misurabili:

Teorema 1.18
(i) Gli aperti e i chiusi di R™ sono misurabili.
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(ii) La classe M(R") ¢ una o-algebra.
(iii) La classe M(R™) ¢ stabile per omotetie e traslazioni:

EeMR"Y =  z+E AE€M(R") VzeR", A>0.

(iv) Se E ¢ misurabile e F' ¢ tale che m,,(EAF) = 0 allora anche F ¢ misurabile.

In base al teorema precedente sono misurabili le unioni numerabili di chiusi,
le intersezioni numerabili di aperti e cosi via. La classe degli insiemi misurabili e
quindi estremamente ricca.

A confermare questo c’e anche il fatto che i soli esempi di sottoinsiemi di R"
non misurabili per i quali vale (1.6) si ottengono in modo non costruttivo. Tutti gli
insiemi “operativamente” costruiti a partire dai chiusi e dagli aperti con operazioni
finite o numerabili sono misurabili.

Possiamo ora definire mediante restrizione ai misurabili la misura di Lebesgue
i R™:

Definizione 1.19 Dato E C R™ misurabile poniamo m,(F) = m,(E). Il numero
mn(E) é detto misura di Lebesque di E.

Teorema 1.20 La misura di Lebesgue é numerabilmente additiva su M(R™): per
ogni E musurabile ed ogni sua partizione in insiemi misurabili Ey, si ha

Mo (E) =Y mu(Ey).

Inoltre m,, ¢ invariante per traslazioni, soddisfa la (1.4) e m,([0,1]") = 1.

Dal teorema precedente possiamo dedurre altre utili proprieta della misura di
Lebesgue, semplici riformulazioni delle proprieta viste nell’Osservazione 1.5.

Corollario 1.21 Per ogni coppia di insiemi E, F € M(R") si ha
mp(EUF) 4+ m,(ENF)=m,(E)+m,(F).

Data una successione crescente di insiemi (E,) C M(R™) si ha

h—-+o0o

mn(U Eh) = lim m,(E}).
h=1

Data una successione decrescente di insiemi (E) C M(R"), si ha

m,(Er) < 400 — mn(ﬂ Eh) = hlirf mn(Ep).
h=1

21



1.5 Passaggio al limite sotto il segno di integrale Misura e integrazione

Osserviamo che, com’e naturale aspettarsi, se una funzione ¢ integrabile nel senso
di Riemann allora ¢ integrabile anche nel senso di Lebesgue e i due integrali hanno
lo stesso valore.

E naturale chiedersi se in un insieme X qualunque e sempre lecito introdurre
una misura positiva. La risposta ¢ affermativa. Come nel caso della misura di
Lebesgue, si puo dimostrare che tramite una misura esterna ¢ possibile costruire
una classe di misurabili e una misura positiva. Non vedremo questa costruzione
nella massima generalita, bensi in un caso particolare che sara quello della misura
di Stieltjes.

Una funzione d’insieme definita su tutte le parti di X, @ : P(X) — [0, +o0], si
chiama misura esterna se

(i) 7(0) = 0;
(i) 7i(A) < W(B) se A C B;
(iii) 7 (U, Ak) < > B(Ag) per ogni collezione numerabile di insiemi {Ay}.
Diremo che £/ C X ¢ misurabile se
WA =p(ANE)+u(A\E), VACX.

Si dimostra che la classe dei misurabili ¢ una o-algebra e che @ ristretta a questa
famiglia e o-additiva, quindi & una misura.

1.5 Passaggio al limite sotto il segno di integrale

In questo paragrafo vedremo sotto quali condizioni vale 'implicazione

(L.7) fomf = /thdw/deu.

Vedremo che in molti casi la sola convergenza puntuale della successione implica la
convergenza degli integrali. Incominceremo col considerare il caso in cui f;, € una
successione monotona crescente. Per poter dare ’enunciato nella sua forma piu
generale ci sara utile estendere la nozione di integrale al caso di funzioni a valori
in R = [—00, +00] = RU {—00, +-00}.

Definizione 1.22 Sia f : X — R. Diremo che f é misurabile se per ognit € R I’
insieme {f >t} & misurabile. Se f é misurabile gli insiemi

{f=+cc}=(W{f>h} {f=-occ}=|{f<-h}
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sono misurabili. Se f >0 poniamo

/fdu— lim /f/\Rd,u
X R—+oo [x

e nel caso generale poniamo

/deuz/xﬁdu—/xf—du

purché almeno uno degli integrali sia finito.

Restano vere le proprieta di monotonia, invarianza e linearita dell’integrale, con
I’eccezione di indeterminazioni del tipo co — co. E importante osservare che vale
I'implicazione

/X|f|d,u<+oo = (X N{|f] = +o0}) = 0.

Quindi se f € L'(X) (cioe il suo modulo ha integrale finito su X) allora gli insiemi
{f = Z£oo} sono trascurabili. Usando la disuguaglianza |f| > Rxyjf>r} si ha
infatti

/X fldu = Ru({lf] > R}) = Ru({|f] = +o0}).

Dividendo ambo i membri per R e passando al limite per R — +o0 si ottiene

p({lf] = o00}) =0.

Teorema 1.23 (di Beppo Levi della convergenza monotona) Sia (f) una
successione crescente di funzioni misurabili a valori in [0,400]. Posto, per ogni
r e X,

f(x) =sup fp(z) = lim fu(),

r>1 h—+o00

/deuzhgrfoo/xfhdu-

Dim. Notiamo che la convergenza puntuale delle f, ad f non va dimostrata,

st ha

perché ¢ ovvia per monotonia, cosi come la convergenza degli integrali,

lim /fh dp = a.
h—+oco |

Inoltre, dalla convergenza puntuale segue anche che f e integrabile, e per la mono-
tonia del’integrale, che a < fX fdu. Pertanto, se @« = +o0o non c’e nulla da
dimostrare. Altrimenti, fissati s € S, (X) tale che s < f e 0 < ¢ < 1, poniamo

Ey={zeX: filzr)>cs(x)}
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e osserviamo che Ej, € £ per ogni h, e che | J, £, = X. Perogniz € X, o f(z) =0,
e allora x € Ey, oppure f(z) > 0 e cs(x) < f(z); ne segue:

o iz [ iz o f s o

da cui, per ¢ — 1, &« > [, sdpu. Per Parbitrarieta di s < f,sihaa > [, fduela
tesi e provata. O

Osservazione 1.24 L’ipotesi di non negativita sulle funzioni f;, puo essere inde-
bolita richiedendo che esista una funzione g € L'(X) tale che

fn(x) > g(x) Vee X, h>1.

Basta infatti applicare il teorema sopra a f, — g. Senza alcuna ipotesi il teorema
di convergenza monotona puo essere falso: ad esempio se X =R e f, = —xr\[=h,n]
allora f=0e

/fh(x) dr = —oo Vh, mentre /f(x) dx = 0.
R R

Una importante conseguenza del teorema di convergenza monotona ¢ il fatto
che le operazioni di serie e di integrale commutano

(18) [3=3 [ fusian

h=1 h=1

purché tutte le funzioni f;, siano non negative. Infatti basta passare al limite per
N — +o0 nell’'uguaglianza

N N
/X;fhdﬂzhz:;/xfhdﬂ

ed il teorema di convergenza monotona garantisce che
N N oo
lim / fndp = / lim fndp = / fndpu.

E importante osservare che quando l'implicazione (1.7) non vale, ¢’¢ comunque una
relazione tra il limite degli integrali e l'integrale del limite.
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Lemma 1.25 (Lemma di Fatou) Sia (f,) C L'(X) una successione di funzioni
misurabili a valori in [0,4o00]. Allora

/ liminf f,dp < hmmf/ frdp.

h—+o00

Dim. Posto per ogni h € N, f = liminf,_, f5 e g5, = infi>j, fi, si ha che g, € una
successione crescente che converge puntualmente a f in X, ed inoltre ovviamente
vale g, < f, per ogni h. Applicando il teorema della convergenza monotona alla
successione (g, ), risulta:

/ fdp = lim / ghdu:liminf/ ghdugliminf/ fndp.
X h—oo Jx h—oo  [Jx h—oo Jx

Osserviamo che, come per il teorema della convergenza monotona, si puo sos-

O]

tituire I'ipotesi che le f, siano tutte positive con l'ipotesi che esista una funzione
g € LY(X) tale che f;, > g per ogni h.
Per trattare limiti non monotoni di successioni e utile il

Teorema 1.26 (Teorema di Lebesgue della convergenza dominata) Se la
successione (f,) C L'(X) converge puntualmente a f : X — R per p-quasi ogni
r € X ed esist una funzione g € L'(X) tale che

(L9) @) <gl)  perqo.zeX, h>1,

li dy = du.
h_{r_{loo/thM /Xfu

Dim. Notiamo che f(z) < g(x) q.o. in X, e che |f — fu| — 0, sicché 0 <
29 — |f — fu] — 2g. Ricordiamo anche che vale la seguente relazione tra liminf

allora f € L'(X) e

e limsup, che segue subito dalle proprieta dell’estremo superiore e dell’estremo
inferiore:

liminf —a;, = —limsup ay,
h—oo h—o0

per ogni successione reale (ay) (vedi I’Appendice). Applicando il Lemma di Fatou
alla successione 2g — |f — fi| si ha:

0 < [ 2= [ meg—1r = <tminf [ (20~ 1~ £

= /X29—|—li}£r_1g1f<—/xlf—fh\)=/Qg—hiris:jp/ \f = [l
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da cui limsup;,_, [y |f — fal = 0 e quindi

limsup‘/ f—/ In glimsup/ |f = ful =0
h—oo X X h—o0 X

e il teorema ¢ dimostrato. O

Osservazione 1.27

(a) II teorema della convergenza dominata puo essere falso se non vale la (1.9):
sia ad esempio X =R e

[ hPz(1/h—x) se x € [0,1/h];
fulz) = { 0 altrimenti.

Allora f, converge puntualmente a zero in R ma

/th(:v) do — é

(b) Con lo stesso ragionamento usato per dedurre la (1.8) si dimostra che

g/)(fhduzfnghdu

purché esista una funzione g € L'(X) tale che

N

> fiw)

i=1

< g(x) Vee X, N>1

Per descrivere meglio la struttura dello spazio L'(X) introduciamo le nozioni
contenute nella seguente

Definizione 1.28 (Spazi di Banach) Se E ¢ uno spazio vettoriale (reale o com-
plesso), si dice norma una funzione || - || su E tale che

o ||[z]| >0Vx e E, ||z]| =0 <= x=0;
e |[\z|| = |A\||z|]| VA € R (C), Vx € E;
o [z +y|l <lz| + |yl Yo,y € E (disequaglianza triangolare).
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La norma induce una distanza tra i punti di E, d(z,y) = ||x — yl||, e quindi una
nozione di convergenza di successioni, x, — x per n — oo se e solo se d(x,,x) =
|zn, — || — 0 per n — oo. Una successione (x,,) C E si dice successione di Cauchy
se per ogni € > 0 esiste v > 0 tale che ||z, — xg|| < € per ognin,k > v. Uno spazio
normato E si dice completo, o spazio di Banach, se ogni successione di Cauchy in
E converge ad un punto di E.

Consideriamo ora per f € L'(X) la funzione

1l = /X fldp

Si osservi che a rigore questa non € una norma in quanto || f||; = 0 non implica f =0
ma solo f(x) = 0 per pu-quasi ogni z. A tutti gli effetti si puo lavorare con || f||1
come se fosse una norma, considerando equivalenti due funzioni che differiscono in
un insieme trascurabile.

Sia ora (f) come nel teorema della convergenza dominata. Passando al limite
nella (1.9) otteniamo che |f| < ¢ quasi ovunque in E. Cambiando se necessario
f in un insieme di misura nulla possiamo supporre che la diseguaglianza valga
ovunque; dato che |f, — f| < 2¢g otteniamo

lim /X|fh(x)—f(x)|da:20.

h—+4o00

Quindi convergenza puntuale e dominata implica la convergenza nella metrica di
LY(X). In generale la convergenza in L'(X) non implica la convergenza quasi
ovunque: ad esempio le funzioni

fi= X[0,1]

f2 = Xo1/2), f3 = X[1/2,1)
fa= X[0,1/3]» f5= X[1/3,2/3]» Je = X[2/3,1]

convergono a 0 in L'([0,1]) ma non convergono quasi ovunque. Si ha tuttavia
convergenza quasi ovunque di sottosuccessioni:

Proposizione 1.29 Sia (f,) C L'(X) convergente a f € L'(X). Allora esiste
una sottosuccessione g, = fn, convergente p-quasi ovunque in X a f.

Dim. Siano, per k > 1, hy indici scelti in modo tale che || f4, — f|li < 27%. Posto
g = fn, abbiamo

Z/X lge(z) — f(2)]dp < 1.
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Commutando 'integrale con la serie otteniamo
/Z!gk z)|dp <1 < 400
b's

k=1

quindi la (1.8) implica
Z |9k (2 z)| < 400

per p-quasi ogni x € X. Per ogni x con la proprieta sopra i numeri gx(x) convergono
a f(x). O

Con un ragionamento simile a quello usato nella proposizione precedente si
verifica la proprieta di completezza di L*(X):

Proposizione 1.30 Sia (f;) C L'(X) una successione di Cauchy. Allora esiste
una funzione f € LY(X) tale che || fr, — f||1 tende a zero.

Dim. Ragionando come nella dimostrazione precedente, estraiamo dalla (f;) una
sottosuccessione (fp,) tale che || fy, ., — fa.]| < 27%. Posto

gnzzlfhkﬂ_fhk’? g:Z|fhk+l_fhk‘7
k=1 k=1

dalla diseguaglianza triangolare segue che ||gx|| < 1 per ogni k, e quindi dal Lemma
di Fatou [|g|| < 1. In particolare, g(x) < oo q.o., sicché la serie

fin £ Frer = I
h=1

converge assolutamente ad una funzione che possiamo denotare f e che, essendo la
serie precedente telescopica, ¢ anche il limite puntuale delle f; ). A questo punto,
fissato € > 0, sia v > 0 tale che ||f,, — fx|| > € per n,k > v. Allora, dal Lemma di
Fatou

/ |f — fuldp < liminf/ | fo = frldp > e
x n—oo X
e quindi f € L'(X) e, per Parbitrarieta di ¢, || f — fi| — 0. -

La proposizione precedente si pud riformulare dicendo che L'(X) & uno spazio
di Banach. E di estremo interesse nelle applicazioni anche lo spazio

(1.10) L2(E) = {u .ER: /E|u|2d|,u\}
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dove p & una misura su uno spazio misurabile (X,€) ed E € €. Lo spazio L*(E) &
uno spazio normato completo con norma

1/2
fulls = ([ tupt) ™

Ricordiamo che ¢ stato introdotto anche lo spazio L>°(E) delle funzioni misurabili
f essenzialmente limitate, cioe tali che esiste una costante C' tale che

p({z € E:|f(z)>C}) =0
0, equivalentemente
f(x)] <C per pu-q.o. x € F.

La minima costante C' con questa proprieta (esiste per la numerabile additivita
della misura) ¢ indicata con ||f||c. Per la norma || - || in L*(FE) valgono le
stesse considerazioni gia fatte per gli spazi L'(FE), L*(F), ed inoltre anche L>®(F)
e completo.

Introduciamo anche la seguente notazione. Diciamo che f : R®* — R ¢ in
L .(R") se f € L'(FE) per ogni insieme misurabile e limitato £ C R™. In modo

loc

analogo si definisce L2 (R™)

loc

1.6 Misure reali e vettoriali

In questo paragrafo introduciamo le nozioni di misura reale e vettoriale, che
sono utili in varie applicazioni e ritroveremo nell’ambito delle distribuzioni.

Definizione 1.31 Se (X,€&) é uno spazio misurabile, m € N, definiamo misura
vettoriale ogni funzione d’insieme p : € — R™, tale che u(0) =0 e

(1.11) M(QEJ') Ziu(Ej),

per ogni successione {E;} C € di insiemi a due a due disgiunti.

In particolare, se nella definizione precedente m = 1, allora si parla di misura reale.
Per m = 2, abbiamo una misura complessa. Siccome le componenti di una misura
vettoriale sono misura reali, spesso, in cio che segue, sara sufficiente restringersi al
caso reale.
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Osservazione 1.32 Una misura positiva non € un caso particolare di misura reale.
Infatti, direttamente dalla definizione discende che una misura reale e finita, mentre
una misura positiva generalmente non lo ¢. Inoltre, se 1 ¢ una misura reale, allora
in (1.11) abbiamo una serie convergente, la cui somma non dipende dall’ordine
degli addendi, in quanto I'unione insiemistica a primo membro ¢ indipendente
dall’ordine. Pertanto la serie in questione ¢ assolutamente convergente, dal teorema
del riordinamento di Riemann, vedi in Appendice.

Esempio 1.33 Siano {z;} C X e {¢;} C R™ due successioni con ), |cx| < +o0.
Definiamo p = >~ ¢y, , ossia

u(E) = Z Chs ECX.

k:xpeE

Otteniamo cosi una misura vettoriale definita in P(X).

Vogliamo affrontare ora il problema di costruire a partire da una misura reale
(o vettoriale), p, una misura positiva A\ che domini u, nel senso che |u(E)| <
A(E), per ogni misurabile E, e che sia, in qualche modo, la pit piccola. A tal
proposito, notiamo che, se {F,} ¢ una partizione misurabile di F, allora deve
essere necessariamente

(1.12) AE) = STAED) = S Ju(E)]
n=1 n=1
Dato che la partizione & arbitraria, \(E) sara almeno uguale all’estremo superiore

delle somme nell’ultimo membro di (1.12). Cio giustifica la seguente definizione.

Definizione 1.34 Sia p una misura vettoriale su (X,E). Per ogni E € &, poni-
amo

|ur<E>:sup{Zm<Ej>\ ] E-\JE. Bet EmEjzw,z‘#j}.
j=1

Jj=1
|ie| si chiama variazione totale di .

E immediato vedere che |u(E)| < |u|(E) (basta prendere la partizione costituita
dal solo E). Il risultato pit importante riguardante la variazione totale di una
misura e stabilito nel teorema che segue, di cui e omessa la dimostrazione.

Teorema 1.35 || é una misura positiva finita.
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La variazione totale |u| & minimale, nel senso che se A & un’altra misura positiva
tale che |u(E)| < A(E) per ogni E € &, allora |u|(E) < A(E).

Esempio 1.36 Sia (X, &, p) uno spazio di misura, prendiamo f € L'(X) e defini-
amo v(E) = [, fdu per ogni E € . Allora |u|(E) = / | fldp.
E

Infatti, ¢ facile vedere che |u|(E) < / |f|. D’altra parte, se decomponiamo F

B
nell'unione disgiunta di £ = EN{f >0} ed £~ = EN{f < 0} e consideriamo
{E/}}, {E, } partizioni misurabili di E* ed E~, rispettivamente, allora

g|u(E;T)|=/E+f=/E+ 51,

e == [ 1= 11l

Siccome {E; }U{E; } & una partizione di E, troviamo che |u|(E) > >, |n(E;5)| +
SultEDN = [ lf1+ [ [fI = [z 1], che & laltra disuguaglianza.

h=1

Osservazione 1.37 [Decomposizioni di una misura reale]
(a) Per ogni misura reale p le funzioni

v ptlpl o p =
Il 5 M 5

sono misure positive finite, dette rispettivamente parte positiva e parte neg-
ativa di p. Valgono dunque le relazioni

p=pt =, =+
La prima delle due identita di sopra ¢ nota come decomposizione di Jordan.
(b) Se p & una misura reale su (X, &), posto
AME) =sup{u(A): A C E}, v(E) =sup{—u(A): AC E}
per ogni E € £, si puo provare che esistono due insiemi disgiunti X, X~ € £

tali che A(E) = p(ENXT) ev(E) = —pu(ENX") per ogni E € &, e che
A= pu", v=p". Questa proprieta ¢ nota come decomposizione di Hahn.
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1.7 Singolarita e assoluta continuita di misure

Definizione 1.38 Siano (X, &) uno spazio misurabile, p una misura positiva e v
una misura vettoriale in (X,E). Diremo che v é assolutamente continua rispetto
a |4 € SCriveremo

V<<

se

VBe&, uB)=0 = |v|(B)=0.

Diremo che due misure positive i, po in (X,E) sono (mutuamente) singolari e
scriveremo
p L opo,

se esiste un insieme misurabile E tale che
p(E) =0 e p(X\E)=0.

Se py1 0 e o entrambe sono wvettoriali, allora si diranno singolari se lo sono le
rispettive vartazioni totali.

Se p & una misura positiva in (X, E), diremo che u é concentrata in E € &, se
w(X \ E) =0. Se p é vettoriale, come al solito la precedente condizione va intesa

per |pl.

Direttamente dalle definizioni discende che due misure sono singolari se e solo
se sono concentrate in insiemi disgiunti, per cui due misure singolari vivono su
porzioni diverse di X.

Esempio 1.39 Consideriamo A = {r,} un sottoinsieme numerabile di R e sia A
la misura di Lebesgue. Prendiamo una successione di numeri reali positivi {p,}

tale che Z Prn < 00 e definiamo p = Z PnOr, . Si verifica facilmente che p L .

n=1 n=1

Un’utile caratterizzazione dell’assoluta continuita e stabilita nella seguente propo-}
sizione.

Proposizione 1.40 Siano v una misura vettoriale e p una misura positiva in
(X,€&). Sono equivalenti

(a) v << p,

(b)) Ve>035 >0t.c.se Fefe u(kE)<d allora |[v|(F) < e.
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DiMm. (b)=-(a): Sia B € & tale che u(B) = 0. Se |v|(B) > 0, allora esisterebbe
g > 0 tale che |v|(B) > . Per ipotesi, in corrispondenza di € troveremmo ¢ > 0
con la proprieta che |v|(E) < € non appena p(E) < d. La scelta E = B porta ad
una contraddizione.

(a)=-(b): Supponiamo per assurdo che esistano € > 0 ed una successione di

insiemi misurabili {£,} tali che u(E,) < 27" e |v|(E,) > €. Posto E =[] | E},

n=0j=n
risulta che £ € £ e
w(E) hm,u(U )ShmZu §llmz2]—0
mentre |v|(E) = lim |v| ( U E]) > lim |v|(E,) > E. O
j=n

Osserviamo che se la misura v non ¢ finita, allora nella proposizione precedente
I'implicazione (b)=-(a) continua a valere, mentre quella inversa non ¢ garantita.
Ad esempio, se prendiamo al posto di p la misura di Lebesgue in (0, 1) e definiamo

mm:é%@

per ogni insieme E C (0, 1) misurabile secondo Lebesgue, allora v << p, nel senso
che v(E) = 0 se pu(E) = 0. Tuttavia, per ogni n € N l'insieme E,, = (0,1/n) ¢ tale
che p(E,) = 1/n mentre v(E,) = +o0.

Vediamo adesso una classe importante di misure assolutamente continue.

Proposizione 1.41 Sia 1 una misura positiva in (X,E) spazio misurabile e sia
fe[LNX, )™ (cioé f ha m componenti in L*(X,u)). Poniamo

:/fd,u, E€E.
E

Allora py ¢ una misura vettoriale e |ug|(E) = [, |fldu. In particolare, s ¢é
assolutamente continua rispetto a .

Dim. La prima parte dell’enunciato ¢ conseguenza del teorema di convergenza
dominata. Verifichiamo la formula relativa alla variazione totale. Sia {z,} una
successione densa in S™' = {x € R™ : |z| = 1}. Per ogni ¢ > 0 e x € X, poniamo

s(z) = min{h € N| {f(z), zn) = (1 = &)[f(2)[}.
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La definizione di s(z) ¢ ben posta perché la densita della successione {z,} in S™~!
assicura che l'insieme in questione sia non vuoto. Poniamo

B,=Bns'({n}).

Si vede che B, € £, B, N By =0 se n# k e |J, oy Bn = B. Pertanto

(1—6)/3\f\du - <1—e>fj/ rf|dusfj/ (f(2), 20) d

= D (| [fl@)dp,z) <

n=1 B, n=1 '

= Zluf n) < lpp|(B).

Abbiamo cosi stabilito che [, |f|du < |ug|(B). Dato che l'altra disuguaglianza &
evidente, ’asserto risulta provato. O

E importante sapere che questa rappresenta di fatto I'unico esempio di misura
assolutamente continua, come mostra il seguente risultato concernente la continuita
assoluta, ma anche uno dei pit importanti in teoria della misura.

Teorema 1.42 Siano p una misura positiva e v una misura vettoriale, a valori
in R™, definite in uno spazio misurabile (X,E). Assumiamo che u sia o-finita.
Allora esiste un’unica coppia (v*,v®) di misure vettoriali, a valori in R™, tali che

(1.13) v Lo,

Inoltre, esiste un’unica f € [LY(X, p)]™ tale che v* = ;.

La coppia formata da v* e v® viene chiamata la decomposizione di Lebesque
di v rispetto a pu. L’unicita della decomposizione si verifica facilmente, poiché se
vy e v; & un’altra coppia che soddisfa (1.13), si ha v¢ — v* = vj — v°. Siccome
v —v® << pevi—v® L pu, necessariamente v —v* = vj —v® = (. L’esistenza della
decomposizione (1.13) ¢ la parte significativa del primo punto. La seconda parte
del Teorema 1.42 ¢ nota sotto il nome di Teorema di Radon-Nikodym. L’unicita di
f e ancora una volta immediata, mentre il punto essenziale e I'esistenza. Di fatto,
si afferma che ogni misura assolutamente continua e del tipo pf, per qualche f.
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Misura e integrazione 1.8 Misura prodotto

La funzione f si chiama derwata di Radon-Nikodym di v® rispetto a u e si indica
v

dp *

Il teorema puo essere esteso al caso in cui v € una misura positiva o-finita.

a volte con

Si puo far vedere che 'ipotesi che le misure siano o-finite non puo essere rimossa.
Per esempio, se p € la misura di Lebesgue in (0,1) e v la misura del contare in
(0,1), allora non esiste una decomposizione di Lebesgue di v rispetto a p.

1.8 Misura prodotto

Siano (X, &) e (Y, F) due spazi misurabili. Per ogni £ € £ ed F' € F, chiami-
amo E x F' rettangolo misurabile. Se p e A sono due misure positive su (X,€) e
(Y, F), rispettivamente, ci poniamo il problema di costruire una misura v su una
o-algebra opportuna di X x Y con la proprieta che

V(E x F) = y(E)NF), VYEc&,FeF.

Individuiamo innanzitutto la o-algebra adatta. Deve necessariamente contenere
i rettangoli misurabili, ma questi da soli non costituiscono una o-algebra, quindi
consideriamo

ExXF=0c{EXF|E€&,FeF}).

La scrittura £ x F non indica il prodotto cartesiano tra £ ed F, ma la o-algebra
generata da tale prodotto. Per ogni () € £ x F, definiamo le sezioni di () tramite
le seguenti espressioni

Q:={yeY|(zy e} reX
Qy={reX|(r,y) €Q}, yeY.
Lemma 1.43 Perogniz e X,y€Y, Q€ E X F risulta Qy, € F e Qy€E.
DiM. Poniamo G ={Q € € x F|Q, € F,Vx € X}. Si vede facilmente che G &

una o-algebra. Inoltre, se ' x F' ¢ un rettangolo misurabile, allora (£ x F), = F,
sex € E, (ExF),=0sex¢ E. In ogni caso, (E x F), ¢ misurabile in Y, per cui
G contiene i rettangoli misurabili. Allora contiene anche la o-algebra generata da
questi, ossia £ x F. Pertanto ), € F, per ogniz € X e Q € £ x F. Analogamente
si dimostra che @, € £, perogniy €Y e Q € £ x F. O

Data una funzione f : X x Y — R e presi z € X e y € Y, definiamo le funzioni
f.: Y =R fy: X — R
y— fz,y) z— f(z,y)
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Lemma 1.44 Nella notazione introdotta, se f ¢ € x F-misurabile, allora f, e
F-misurabile e f, ¢ E-misurabile, per ogni v € X, y € Y.

DiM. Sia S; = [t,+00]. Per ipotesi, f71(S;) € & x F. Per il Lemma 1.43,
(f7H(S), € Fe(f'(S)), €&, per ogni z e y. Siccome (f~1(5)), = f,'(S;) e
(f71(Sh), = f,7'(St), la tesi & provata. O

Teorema 1.45 Siano (X,E,pn) e (Y, F,\) due spazi dotati di misura positiva o-
finita e sia Q € € x F. Allora

r+— ANQ,) ¢ & — misurabile,
y — 1(Qy) ¢ F — misurabile

e risulta
(1.14) [ M@= [ w@)ir

Osserviamo che A(Q,) e 1(Q,) sono ben poste grazie al Lemma 1.43. Inoltre,
siccome

MQz) = /Y X@. (¥) dA,

e x0. () = (x@)z(y) = xo(z,y) e analogamente per p(Q,), possiamo riscrivere
'identita (1.14) nella forma

/X(/YXQ(J;’y)d/\)d’u:/Y</XXQ(Iay)d,u>d/\7

cosi da riconoscere una formula di inversione dell’ordine di integrazione per le
funzioni caratteristiche. Il Teorema 1.45 rappresenta il passo pitt importante nella
costruzione della misura prodotto. Infatti, grazie a quanto stabilito nel suddetto
teorema, se (X,&,u) e (Y, F,\) sono spazi di misura positiva, o-finita, per ogni
Q@ € & x F possiamo definire

(1.15) Q)= [ A(@gc)du(: [ n@ dA).

Proposizione 1.46 La funzione d’insieme v definita in (1.15) é una misura posi-
tiva o-finita in € X F e soddisfa v(E x F) = p(E)A(F). Inoltre, v é l'unica misura
con queste proprieta.
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DiM. Evidentemente v(@)) = 0. Se Q@ = |JQ,, con Q,, € & x F, disgiunti, allora
Q. = U(Qn)s e, dato che X ¢ o-additiva, risulta A(Qy) = >, AM(Qn)z). Per la

(1.8), possiamo scrivere

V(Q) = /X AQu) dy = /X M@ du =3 /X A(Qu)a) di = 3 (@),

da cui la o-additivita di v. La dimostrazione del fatto che v(E x F) = pu(E)A(F)
segue immediatamente dalla formula (1.15). L’unicita di v tiene conto del fatto
che v & univocamente determinata sui rettangoli misurabili, che costituiscono un
sistema di generatori per £ x F. O

La misura v prende il nome di misura prodotto. A volte e indicata con u x A.
Il seguente teorema ora ¢ facile conseguenza della costruzione fatta.

Teorema 1.47 (Fubini) Siano (X,&,u) e (Y,F,\) due spazi dotati di misura
positiva o-finita. Sia f : € x F — R una funzione & x F-misurabile.

(a) Se f >0 allora le funzioni

90:90*—>/fo(y)d>\, ¢:y+—>/xfy(fv)du

sono E-misurabile e F-misurabile, rispettivamente, e vale

/X(/Yf(x,y)d)\>du— Xxyf(x’y)dy_/y(/)(f(%y)dli)d)\.

(formula di riduzione)

(b) Se f é a valori reali e se

w*(x)z/lfldi e /w*du<oo,
Y X

allora f € LMX X Y,v).

(c) Se f € LN(X xY,v) allora f, € L*(Y,\) per p-q.o. x e f, € L'(X,pn) per
A-q.0. y. Le funzioni definite in (a) sono sommabili nei rispettivi spazi e vale
ancora la formula di riduzione per f.

DiM. (a): Se f = xo, con @ € €& x F, allora la tesi ¢ gia verificata grazie al
Teorema 1.45. Per linearita, essa si estende al caso delle funzioni semplici positive.
Supponiamo ora che f sia come in (a). Allora, per il teorema di approssimazione
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(Teorema 1.12), esiste una successione di funzioni semplici positive s,, che conver-
gono a f puntualmente e in modo crescente. Dato che (s,), convergono nello stesso
modo a f,, per il teorema di convergenza monotona risulta che

[enmar — [ rwar=e@.  pern—o,

da cui segue che ¢ ¢ E-misurabile, in quanto limite di funzioni che sono a loro
volta E-misurabili grazie al passo precedente. Analogamente, ¢ ¢ F-misurabile.
Infine, la formula di riduzione per f e conseguenza del fatto che le approssimanti
s, la verificano e si puo passare al limite, grazie ancora al teorema di convergenza
monotona.

(b): Segue subito applicando (a) a |f].

(c): Sia f una funzione sommabile nello spazio prodotto. Indichiamo con ¢; e
9 le funzioni che corrispondono a f* e f~ cosl come ¢ corrisponde a f. Siccome
(a) & verificata da f*, possiamo scrivere

/%ww— ﬁuwws/ Flayy)| dv
X XxXY XxXY

da cui segue che ¢; € L'(X, ). Allo stesso modo oo € L'(X, u). Ne segue che
per p-q.o. = € X, p1(x) < 00 e po(x) < oo. Per tali z, risulta f, € L'(Y,\),
essendo f, = (f1)s — (f7).. Inoltre, per gli stessi z, p(x) = ¢1(x) — pa(x), per
cui ¢ € LY(X, u). Scambiando il ruolo di z e y si ottiene l'asserto relativo a f,
e 1. Infine, la formula di riduzione per f si ottiene da quelle per f* ed f~ (che
verificano (a)), sottraendo membro a membro. O

Notiamo che (b) e (c) insieme implicano il seguente risultato: se f & & X

/X(/Ylf(x,y)|dh>d/~b<oo,

allora i due integrali iterati della formula di riduzione sono finiti e coincidono.

F-misurabile e se

Esempio 1.48 Siano X = Y = [0,1] e prendiamo al posto di A la misura del
contare e al posto di p la misura di Lebesgue, definite nelle rispettive o-algebre.
Consideriamo la funzione f = xa dove A = {(z,y) € [0,1]* : z = y} ¢ la parte
di diagonale nel quadrato unitario. Per vedere che f ¢ misurabile, basta provare
che A ¢ misurabile. Per ogni n € N, suddividiamo l'intervallo [0, 1] in n parti
uguali {7;}1<j<, e consideriamo Q,, = [} U---UI2. Q, ¢ unione finita di rettangoli
misurabili e come tale & misurabile nello spazio prodotto. Siccome A = N,Q,,
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abbiamo che anche A e misurabile. Per la funzione f considerata non vale la
formula di riduzione giacché

1
/ fy(x)du =0, per ogniy € [0,1],
0

1
| Rl ix=1, perogui s € 0.1
0

/Y(/Xf(x’y)d/‘>d>‘:07ﬁ1=/x</Yf(x,y)d)\>du.

Il problema e dovuto al fatto che la misura A non & o-finita.

per cui

Osservazione 1.49 La misura prodotto di due misure complete non ¢ necessari-
amente completa.

Come applicazione del Teorema di Fubini, proviamo il seguente risultato dovuto a
Choquet.

Teorema 1.50 Sia f : X — [0, +00] una funzione misurabile in (X,E, u), spazio
di misura positiva e o-finita. Allora

+oo
[ fan= [ uteex s> a
b's 0
dove, al secondo membro, compare ['integrale di Lebesgue in dimensione uno.

Dim. Applichiamo il Teorema di Fubini al prodotto della misura p assegnata con
la misura di Lebesgue £! ristretta alla semiretta [0, +oo[. Posto E; = {f > t},
otteniamo

[ = [ ( /Of(x)dt)duz / ( / met(x)dt)du
_ /0%0</XXEt(x)du)dt:/0+oou(Et)dt

_ / X (@) d(u x L) =
X x[0,400]

= (nxLY({(z.0)[t < f(x)}).

Notiamo anche che 'uguaglianza tra il primo e 'ultimo membro esprime il fatto
che l'integrale di una funzione misurabile positiva non ¢ altro che la misura del suo
sottografico. O
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1.9 Formule di riduzione e cambiamento di vari-
abili in R"

In questo paragrafo specializziamo la teoria delle misure prodotto allo spazio
R", pensato come prodotto cartesiano R? x R¥ con p + k = n e otteniamo, come
gia visto per l'integrale di Riemann, le formule di rizuzione per gli integrali mul-
tipli. Queste sono una conseguenza immediata del Teorema di Fubini, e sono lo
strumento essenziale per il calcolo effettivo degli integrali multipli. Naturalmente,
in ciscuno spazio euclideo consideriamo la misura di Lebesgue della dimensione
corrispondente.

Teorema 1.51 (Formula di riduzione) Siano p, k > 1 interi, n = p+k e
seriviamo x = (y,z) cony € RP e z € R*. Data f : R® — R sommabile, per
my,-quasi ogni y € RP la funzione z — f(y,z) ¢ sommabile in R* e

y— | [y z2)dz
Rk

e sommabile in RP. Si ha inoltre

[ Ty de = /R ( [ 1:2) dz) dy.

Analogamente, per my-quasi ogni z € R* la funzione y — f(y,z) ¢ sommabile in
RP e

2= | fly,2)dy
RP

¢ sommabile in R*. Si ha inoltre

[t [ ( [ 102) dy) dz.

Notiamo che in particolare si ha

/Rp( ka(%Z)dz) dyz/m( Rpf(y,Z)dy> dz.

L’uguaglianza sopra ¢ detta formula di inversione dell’ordine di integrazione. For-
mule simili a quella di riduzione valgono naturalmente anche nel caso in cui la
[19%]

variabile “y” non sia data dalle prime p componenti di x e la variabile “z” non sia
data dalle ultime k£ componenti di x.
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Dato E C R™ misurabile, applicando la formula di riduzione alla funzione
f = xg otteniamo che gli insiemi

E,={z€R":(y,2) € E} (Ef:{yeRp%%z)eE}>
sono misurabili in R* (RP) per m,-quasi ogni y € R? (my-quasi ogni z € R¥) e

mi(Ey) dy = m,(E) ( my(E,)dz = mn(E)>.
RP Rk
Nel caso dell’integrale su un insieme E C R", applicando il teorema precedente

alla funzione fyg troviamo

/ﬂ{p( Eyf(y,z)dz) z/Ef(x)dx:/Rk( Ezf(y,z)dy)dz_

Infine, vediamo una relazione notevole tra l'integrale di una funzione misurabile
f > 0 e la misura (n + 1)-dimensionale del sottografico di f:

Sp={(z,t) eR"xR:0<t < f(z)}.

Teorema 1.52 (Teorema del sottografico) Sia f : R™ — [0, +00) misurabile.
Allora Uinsieme Sy ¢ misurabile in R™** e

mousa(S) = | J(x)de.
.

Dim. Non dimostreremo la misurabilita di S¢. Usando la formula di riduzione
verifichiamo 1'uguaglianza sopra:

(S = [ n((sp))de = [ ta)ds
dato che (Sf), = [0, f(x)] per ogni z € R™. O

Per funzioni di segno qualunque si ha

f@yde = [ fr@yde— [ f(2)da
R™ R R
= Mg (S ) = mna (Sy-)
= mun ({(z,t) ER"xR:0<t < f(x)})
—mp ({(z,1) € R* xR : f(z) <t <0}).
purché la parte positiva o la parte negativa di f abbiano integrale finito.
Ricordiamo anche la formula di cambiamento di variabili negli integrali multipli,

che vale per I'integrale di Lebesgue nella stessa forma in cui s’ visto per 'integrale
di Riemann.
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Teorema 1.53 Siano D, E C R™ misurabili e ® : D — E bigettiva. Supponiamo
che ® sia di classe C' in un insieme aperto contenente D. Data f : R™ — R si ha
che f e sommabile in E se e solo se

f(®(x))|det ] ()|

e sommabile in D e vale l'uguaglianza

(1.16) /f ))|detJ®(z |dx_/f

Nel caso particolare f = xg si ha
mn(E) = m (®(D)) = / detJ ()| dz.
D

Intuitivamente, la comparsa del determinante di J® nel passaggio da un integrale
all’altro tiene conto di come 'applicazione ¢ “dilata” o “contrae” gli insiemi. Con-
sideriamo ad esempio £ = Bi((—2,0)) U B1((2,0)) C R*, D = By;((—2,0)) U
B5((2,0)) e una funzione ® tale che J® = 2/d su By/((—2,0)) e J® = Id/2 su
By((2,0)). Allora

ma(B) = 747 = dma(Bya((~2,0) + 3ma(Bal(2.0)))
= / |det JP| dz.

In generale, si puo verificare che la formula di cambiamento di variabili vale per
funzioni lineari ®; nel caso generale, dividendo un insieme D in parti molto piccole
sulle quali ® & prossimo ad una funzione lineare (data dal differenziale di ®) ed
usando 'additivita della misura si perviene alla formula nel caso generale.

Non dimostreremo la formula di cambiamento di variabili ma la verificheremo
in due casi particolari:

(a) Supponiamo n =1, D = [a,b], E = [¢,d], ® di classe C' in D e monotona, f
continua in £. Dalla formula di cambiamento di variabili vista ad Analisi I
otteniamo

o(b)
(1.17) /f Vo= [ )y
@(a)

Se ®' > 0 allora ® ¢ crescente e ®(a) = ¢, ®(b) = d; si ottiene quindi
(1.18) f(@(2))|@(x)[dx = [ f(y)dy

la,b] le,d]
Se invece &’ < 0 in [a, b] allora ®(a) = d e (b) = ¢; cambiando i segni ad
ambo 1 membri nella (1.17) otteniamo di nuovo (1.18).
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(b) Supponiamo che tutte le componenti di ® tranne una siano l'identita. Per
fissare le idee poniamo z = (2,y) con z € R e y € R"! e supponiamo che

(1.19) ®(z) = ®(2,y) = (0(2,9). Y1, - - Yn-1)-
Si ha allora detJ® = 0p/0z(z,y) = ¢, (2), ove ¢, (2) = p(z,y). Posto
Dy={zeR:(z,y)eD} E,={zeR:(z,y) € E}.
abbiamo anche
By ={¢(z,y) : (z.,y) € D} = p,(D,).

Usando allora la formula di riduzione e le relazioni scritte sopra otteniamo

Loy = [ ([ i)

= [ rae e i) a
_ /R( | s z))|deth1>(y,z)ydz) dy

_ /D F(D(2, ) |det JB(z, )| d=dy.

In generale, si dimostra che localmente ogni applicazione ® avente matrice jaco-
biana non singolare ¢ composizione di applicazioni @1, ..., ®, del tipo considerato
in (1.19), quindi la (1.16) puo essere dedotta, almeno localmente, usando n volte
I’argomento nel punto 2. Si passa poi alla formula globale usando I’additivita della
misura. La formula di cambiamento di variabili e cosi ricondotta a quella di una
variabile.

Tra i vari cambiamenti di variabili ricordiamo le coordinate polari in R?:

®(p,0) = (pcosb, psinb) p>0 0<6<2r
con |detJ®(p, 0)| = p, le coordinate cilindriche in R3:
@(p,@,z):(pcosﬁ,psine,z) p>0 0<60<2m z€R
con |detJ®(p, 0, z)| = p e le coordinate sferiche in R3:

®(p,0,¢) = (pcosfsinp, psinbsin g, pcos p)
p>0,0<0<2m, O0<p<m
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1.10 Integrali dipendenti da un parametro Misura e integrazione

con |detJ®(p, 8, ¢)| = p®sin .

Pit in generale, si possono definire coordinate sferiche in R™, usando una vari-
abile lineare p = |z| come in R ed n — 1 variabili angolari wy,...,w, ;. Non
esponiamo i dettagli, limitandoci a segnalare che in questo caso il determinante
del cambio di variabili & p(wy, ..., w,_1)p" ', dove ¢ & una funzione limitata delle
variabili angolari.

1.10 Integrali dipendenti da un parametro

Sia A C R™ un aperto, £ C R"™ un insieme misurabile e sia f(t,z) : AXE — R.
Supponiamo che per ogni ¢ € A la funzione x — f(t,x) sia sommabile in E. E

:/f(t,x)dx te A
B

Il problema che affronteremo in questo paragrafo ¢ quello della regolarita di F' in

allora definita la funzione

funzione di quella di f. Incominciamo dalla continuita:

Teorema 1.54 Supponiamo che t — f(t,x) sia continua in A per m,-quasi ogni
r € E ed esista una funzione g € L'(E) tale che

(1.20) lf(t,2)] < g(z) Vie A, z € E.

Allora F ¢ continua in A.

Dim. Grazie alla caratterizzazione del limite di funzioni tramite limiti di succes-
sioni, basta verificare la continuita per successioni. Siat € Ae (t;) C A convergente
a t. Essendo le funzioni ¢t — f(t,z) continue per m,-quasi ogni = € E, abbiamo

lim f(tp,z) = f(t,x)

h—+oc0

per m,-quasi ogni x € E. Dall’ipotesi (1.20) segue che si puo applicare il teorema
della convergenza dominata:

Jim P = B [ fa) i = [ fi6.0)ds = )
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Esempio. Il teorema precedente puo essere falso se non vale la (1.6): sia A =

E=Re
f(tx) = M2 se Jof < J1;
’ 0 se |z > |¢].

Si trova allora F'(t) =1 per t # 0 e F/(0) = 0, quindi F non ¢ continua.
Passiamo ora allo studio della regolarita C*. Premettiamo la seguente no-
tazione, che sara utile anche nel seguito. Chiamiamo multiindice un vettore di

numeri naturali, 0 incluso, cioe a € Ny, e per a = (aq,...,q,) definiamo la

« anp

lunghezza |o| = oy + ag + ... 4+ a, e poniamo per x € R"® z® = z{* - - - 29",

feCk Df =DaDg2 - DY f.

e per

Teorema 1.55 Supponiamo che t — f(t, ) sia di classe C* in A per ogni v € F
ed esista una funzione g € L'(E) tale che

(1.21) > IDf(t.x)| < g(z) VtEA x€E.

o] <k

Allora F ¢ di classe C* in A e

DF(t) = / D*f(t,x)dx Vte A, |a| <E.
E

Dim. La dimostrazione si puo fare per induzione su k. Limitiamoci al caso k = 1:
sia i € {1,...,m} e verifichiamo che

(1.22) DiF(t) = / Dif(tx)de Ve A,

Si osservi che se vale la (1.22) allora D;F' & continua in A per il teorema precedente.
Fissato t € A ed una successione (r,) C R\ {0} tendente a zero osserviamo che

F(t+rpe;) — F(t) :/ ft+rre;,x) — f(t,x) g
T'n E T'n

X.

Fissato un = € FE, per il teorema di Lagrange esistono s,(x) compresi tra 0 e ry,

tali che
f(t+rnepx) — f(t, x)

Th

= Dif(t + Sh(x)vx)'
Passando al limite in A si ha

lim ft+rpe;,x) — f(t, 2)
h—-+o00 Th
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Inoltre, usando la (1.21) otteniamo

flt+rpe;,x) — f(t,x)
Th

= [Dif(t + sn(x), 2)| < g(x),

quindi il teorema della convergenza dominata implica

lim F(t +rpe;) — F(t) ~ lim / [t +rpei,x) — f(t,2) d
h—+o00 Th h—+oo @ Th

X

_ [E Dif(t, z) dz.

Essendo la successione r;, arbitraria, la funzione F' ha derivata parziale i-esima in
t e vale la (1.22). O

Il teorema sopra continua a valere se si suppone solamente che t — f(¢,x) ¢ di
classe C* in A per m,,-quasi ogni x € E.

In tal caso la funzione D*f(t,x), il cui integrale su £ da D*F(t), ¢ definita in
modo arbitrario nell'insieme trascurabile degli x € F tali che t — f(¢,z) non & C*.

Nel caso m = 1 possiamo anche supporre che I'insieme di integrazione dipenda

da t:
B(t)
F(t) = f(t,z)dx.
a(t)

G(t,u,v) = /U f(t,x) dx.

Se f & continua nelle variabili (¢, z) e C*' nella variabile ¢ abbiamo (si usa il teorema
fondamentale del calcolo integrale)

Gi(t,u,v) = ' fi(t,z)dx

Gu(t,u,v) = —uf(t,u)
Gyo(t,u,v) = f(t,v)

quindi dal teorema di derivazione della funzione composta otteniamo

F(#) = Gilt,a(t), B(0)) + Gulta(e), B0’ (9) + Gult, alt). 515 (1)
B(t)
— /(t) fi(t, ) dx + B () (£, BE)) — o/ () (£, alt)).
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1.11 Prodotto di convoluzione

Siano f e g funzioni misurabili in R™. Il prodotto di convoluzione f * g e definito
dalla formula

frg(x) = - f(x —y)g(y) dy.

Si osservi che, anche se f e g sono integrabili, non e detto che f * g sia definito per
tutti gli 2 (ad esempio se n = 1 e f(t) = g(t) = |t|~'/? il prodotto f * g & definito
solo per t # 0). Col cambiamento di variabile z — y = ¢/’ si vede facilmente che il
prodotto di convoluzione ¢ commutativo.

Definizione 1.56 (Supporto) Per f:Q C R" — R, definiamo il supporto di f,
denotato supp f, come la chiusura dell’insieme {x € Q : f(x) # 0}.

Introduciamo ore un altro spazio funzionale di grande utilita; per 2 C R”
aperto, poniamo

(1.23) Cr(Q) = {f € C™(Q): supp f CC Q},

dove C' CC  significa che C e un insieme chiuso e limitato contenuto in €2; in
particolare, questo vuol dire che ¢’e una distanza non nulla tra C' e il complementare
di €, ossia, in termini delle funzioni di C'2°(€2), che esse si annullano in un intorno
della frontiera di 2. Dimostriamo ora il

Teorema 1.57 Se f appartiene a LP(R") conp=10p=2 e g€ L' (R") allora il
prodotto di convoluzione é definito per my,-quasi ogni x € R™, appartiene a LP(R")
e

(1.24) 1S # gllz < 1 fllpllglls-
Inoltre, se f € CX(R") allora f*g e C*(R") e
D(fxg)=(D%f)xg per ogni multiindice o.

Dim. Per quanto riguarda l'appartenenza di f* g a LP e la (1.24) nel caso p =1,
basta osservare che

/n R |f(x_y)g(y)|dyd"":/n Rn|f($—y)g(y)ld$dy

= Al f o)l dy = [ £llsllglh-
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1/21/2,

Nel caso p = 2 il discorso e simile: si puo porre g nella forma g = g'/°g

ottenendo:

[ ([ —sowiar) ws [ [[ 15t [ 1owia)]a
~loll [ [ 1t~ wPlot] dody

= llglll /13

e la (1.24) segue prendendo le radici quadrate di ambo i membri ed osservando che

- |f(z —y)g(y)|dy

e finito per m,,-quasi ogni x ed & maggiore di f * g(x).

Infine, la derivabilita di f % g e la commutazione della derivata col prodotto
di convoluzione seguono direttamente differenziando sotto il segno di integrale e
applicando il Teorema 1.55. O

Osservazione 1.58 Ragionando come nel teorema precedente si verifica che il
prodotto di convoluzione e anche associativo:

fx(gxh)=(f*g)*h f, g, h € L*(R™).

Infatti, risulta
Felan@ = [ ta=n)( [ ot 2me)z)d
/n (/R fle—y)gly — Z)dy)h(Z)dZ
(

(o -
_ / /R F(t)a(x — = — 1)dt ) (=)

— [ (F29)a~ (s = (1 +9) + o)

=

=

Come prima applicazione del concetto di convoluzione vediamo un metodo che
consente di approssimare funzioni L? (p = 1,2) con funzioni regolari. Diremo che
una funzione p € C*°(R"™) & un nucleo di convoluzione se p & non negativa, pari, il
suo integrale vale 1 ed il suo supporto ¢ contenuto in B1(0), vale a dire, p(z) = 0
per |z| > 1. Dato un nucleo di convoluzione p, le funzioni

pe(x) := 5_”p(§) >0
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sono una famiglia di funzioni regolarizzanti (o anche mollificatori). Osserviamo
che le funzioni p. sono non negative, pari, hanno supporto contenuto in B.(0) e
integrale uguale a 1. Un esempio di nucleo di convoluzione ¢ la funzione radiale

1

o2 -1 <1

(1.25) p(x) = “ se |2 " c tale che / plx)dr =1
0 se |z| > 1. n

Dato un nucleo di convoluzione p le funzioni f * p. sono dette funzioni regolarizzate
di f. Il nome viene dal fatto che f x p. € C°(R") per il teorema precedente. Vale
anche il

Teorema 1.59 Siap =1 02. Per ogni funzione f € LP(R™) le funzioni regolariz-
zate f. = fxpe convergono a f in LP(R™) e m,-quasi ovunque in E pere — 0. In
particolare, per ogni insieme aperto E di R™, lo spazio C*°(E) ¢é denso in LP(E),
vale a dire, ogni funzione di LP(E) puo essere approssimata in LP(E) da funzioni
in C*®(E) con precisione arbitraria.

Notiamo che con un cambiamento di variabili si ottiene

flx —ey)ply)dy = / flx —ey)ply) dy.

frp(x)= [ flz—y)pe(y)dy =
Rn B1(0)

R
Possiamo quindi rappresentare il valore f * p.(z) come una media (rispetto alla
misura di probabilita indotta da p) dei valori di f nella palla B.(z). Usando
questa caratterizzazione ¢ facile vedere che f * p.(z) converge a f(z) in ogni punto
di continuita di f.
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Capitolo 2

Teoria delle distribuzioni

La teoria delle distribuzioni inizia con S.L. Sobolev nel 1936, ma riceve piena for-
mulazione ad opera di L.Schwartz (1954); oggi costituisce un capitolo fondamentale
dell’analisi funzionale. Il concetto di distribuzione generalizza quello di funzione in
molte situazioni in cui viene meno la regolarita della funzione in questione, soprat-
tutto, come vedremo, nella derivazione. Esempi di distribuzioni sono le funzion:
impulsive, molto usate nell’elettromagnetismo, nella meccanica quantistica, ancor
prima che ne venisse data un’opportuna interpretazione matematica.

2.1 Definizioni ed esempi

Sia 2 un aperto di R™. Ricordiamo che C'2°(2) ¢ l'insieme delle funzioni f, reali
o complesse, di classe C™ e a supporto! compatto contenuto in . Nell’ambito della
teoria delle distribuzioni, si conviene di porre

2(Q) = C=(Q).

Chiameremo gli elementi di Z(£2) funzioni test. Con le usuali operazioni di somma
e prodotto per uno scalare, 2(£2) ¢ uno spazio vettoriale. Osserviamo che esso ¢
chiuso rispetto all’operazione di derivazione. Se f € Z(2), poniamo come in (1.2)

[flloe = sup [f ()]
e

Un esempio classico di funzione test ¢ dato dalla funzione in (1.25) che ricordiamo

1
=1 se x| <1
2.1 r)=1¢ ¢ ’
21) o) {O se |z| > 1.

'suppf = {z € Q| f(z) # 0}.
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2.1 Definizioni ed esempi Teoria delle distribuzioni

Assegniamo la definizione di limite in 2(2), tenendo conto delle proprieta
peculiari dei suoi elementi.

Definizione 2.1 Siano ¢r,p € Z(2). Diremo che @y converge a ¢ in P()) se
valgono le sequenti due condizioni:

a. esiste un compatto K tale che supp o C K, per ogni k € N;
b. per ogni multiindice o € N, risulta klim |D%pr — D%p||oo = 0.

Osserviamo che sulla base della definizione appena data, se ¢, — ¢ in Z(Q2), allora
D%pr, — D%p in 2(Q), per ogni a € Nj.

Esempio 2.2 Prendiamo N =1, Q2 = R. Sia ¢ € Z(R) la funzione data in (2.1)
e definiamo o (x) = e *p(z)sin(kx). Proviamo che ¢ — 0 in Z(R). Si vede
facilmente che supp ¢ C supp p. Inoltre, per ogni k € N, risulta

D" py(x) = e—'fzn; ( ;l ) Dig(x) D" sin(kz),

per cui

_ n n i .
HDnSOIfHOOSQ kZ( j )k ]HD]Q“OO_)O'
=0

Osserviamo che se al posto di e * avessimo scelto k7%, con ¢ intero positivo,
allora ¢ - 0 in Z(R), in quanto || D9¢y||s = 0.

Definizione 2.3 Sia T un funzionale lineare su Z(Q2). Diremo che T' é una dis-
tribuzione se T € continuo rispetto alla convergenza definita, ossia se per ogni
successione @ — 0 in P(Q), risulta T(py) — 0.

Siccome T' e lineare, e sufficiente considerare il caso in cui la funzione limite e 0.
Notiamo che il termine funzionale viene usato per il fatto che T e definito in uno
spazio di funzioni. L’analisi funzionale suggerisce anche la seguente notazione:

7'(2) = lo spazio delle distribuzioni in € (ossia il duale topologico di Z());
(T, p) =il valore di T sull'elemento ¢ € Z(12).

2'(2) & uno spazio vettoriale con le operazioni naturali di somma e prodotto per
uno scalare. Per verificare se un dato funzionale lineare in Z(2) definisce una
distribuzione, puo essere utile conoscere la seguente caratterizzazione.
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Proposizione 2.4 Sia T un funzionale lineare in (). Sono equivalenti:
(i) T € 7'();

(ii) per ogni compatto K C Q, esistono C' > 0 e j € Ny (che dipendono da K ),
tali che

(2.2) (T, )] <C Y sup|D*(x)],

laj<j *K

per ogni ¢ € P(K).

La seconda condizione esprime il fatto che una distribuzione, localmente, agisce
solo su un numero finito di derivate.

Definizione 2.5 Se nella (2.2) la scelta di j é indipendente dal compatto K, allora
la distribuzione T si dice di ordine finito, e si definisce ordine di T" il minimo intero
per cui vale (2.2).

Esempi 2.6

1. Siau € LL () una funzione localmente sommabile secondo Lebesgue. Defini-}j

amo la distribuzione 7}, ponendo

(2.3) (T ) = / w(@)p(e)dr, o€ D).

Osserviamo che T, & ben posta, perché ¢ ha supporto compatto ed e limitata
e u ¢ sommabile su ogni compatto. Inoltre T, ¢ lineare, dato che l'inte-
grale e lineare, ed e continuo, come si verifica facilmente usando diretta-
mente la definizione o tramite la Proposizione 2.4. Pertanto T, € 2'(Q2). In
particolare, T;, € una distribuzione di ordine zero.

Notiamo che la corrispondenza v — 7T, € iniettiva, cioe se ui,us sono due

. .o . 1
funzioni in L; .

allora u; = us q.0. E possibile cosi identificare v con T}, e, di conseguenza,
Ll

loc

(©) che individuano, tramite la (2.3), la stessa distribuzione,

(©) con un sottospazio di Z(2). Dunque, le distribuzioni sono funzioni
generalizzate.

2. Sia xy € Q. Definiamo 9,, come segue

(2.4) (020, 0) = p(20), @ € D(Q).
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Anche stavolta, e facile vedere che ¢,, € una distribuzione di ordine zero,
chiamata delta di Dirac di polo xq. Se o = 0, poniamo semplicemente  al
posto di dy. E significativo vedere che

5I0 ¢ Lloc( )
per cui l'inclusione L .(Q ) C .@( ) & stretta. Infatti, se esistesse u € L ()
tale Che {0z, ) = [qu(z)p(x)dz, per ogni ¢ € 2(N), allora si avrebbe
o ul z)dr = 0, se xg §E suppcp Cio implica che u =0 q.o. in Q\ {zo} e

qulndl, dato che {x¢} ha misura nulla, u = 0 q.o. in Q. Cio & assurdo, perché

Say 7 0.

2. La (2.4) si puo interpretare come [’integrale di ¢ rispetto alla misura di Dirac
0z, definita nell’Esempio 1.7(2). Piu in generale, ad ogni misura g finita sui
compatti si puo associare la distribuzione 7}, definita da

(2.5) Tns) = [ wdn. o€ 9()

Questa formula contiene entrambi gli esempi precedenti come casi particolari.

3. Prendiamo Q = I = (0, 1) e definiamo (T’ Z Dl ( ) La definizione

¢ ben posta, perché per ogni ¢ € Z(I), la somma Che definisce (T, ) ¢ finita.
T e lineare. Per provare che T' e continuo usiamo la Proposizione 2.4. Sia K

un compatto contenuto in /. Sia v € N il minimo intero tale che 1/j ¢ K
v—1

per ogni j > v. Se ¢ € Z(K), allora [(T, ¢)| < Z | D7 @0, da cui la tesi.
j=2

Notare che v dipende da K, per cui, in questo caso, la distribuzione ha ordine

infinito.

Definiamo il prodotto T f tra una distribuzione T € 2’(Q2) ed una funzione f
di classe C*° in 2 mediante la formula

(2.6) (Tf,0)=(T, fo), ve2(Q).

Siccome f € C*(Q), il prodotto fp € Z(N), per cui la definizione appena data &
ben posta. In particolare, se T' = § allora 0 f = f(0)d, come ¢ immediato verificare.
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2.2 Successioni e serie di distribuzioni

Definizione 2.7 Siano T,,,T € 2'(2). Diremo che T,, converge a T nel senso
delle distribuzioni se lim (T,,, ) = (T, @), per ogni v € 2(2).

1

1oe () converge ad una dis-

In particolare, una successione di funzioni (f,) C L
tribuzione T, se lim /fn(:v)gp(x)da: = (T, p), per ogni p € 2(Q). 1l fatto di
n—oo Q

considerare il limite puntuale della successione non aiuta, giacché in generale il
limite nel senso delle distribuzioni non e piu una funzione in generale. Tuttavia,
se f, converge ad una funzione f puntualmente ed esiste una funzione g € L{. ()

tale che |f,(x)| < g(z), per quasi ogni z, allora f, converge a f anche in Z'(2).

Esempio 2.8 Sia g la funzione test definita in (2.1), normalizzata, e sia g,(z) =
no(nz). Vogliamo provare che lim g, = 0 in 2'(R). Tenendo conto del fatto che

Jg 0n = 1, abbiamo
1/n
[ ex@e@itz—o0) = [ 0@ (o) O = [ notna) (o()—o(0))
—1/n
Poniamo ¢, = max |p(x) — p(0)]. Cosi , risulta
z€[—1/n,1/n]
1/n
/ on(z)p(z)dr — 30(0)‘ < an/ no(nx)dx = o, — 0,
R —1/n

grazie alla continuita di ¢. Questo esempio chiarisce la natura di  come funzione
impulsiva e conferma il fatto che essa non e propriamente una funzione. Infatti,
avremmo d(z) = 0, per ogni « # 0, §(0) = 400 ma [, 6 = 1.

Analogamente, si puo provare che lim f, = 9§ in 2'(R), dove

n—oo

nooselr] < &
fa(z) = 1

0 selz|> 4

Alla definizione di limite di una successione in 2(2) si associa, in modo naturale,
quella di serie di distribuzioni.

Definizione 2.9 Se T,,,T € 2'(Q2), diremo che ZT” =T in 2'(Q), se accade

n=1

che lim ZTk =T 1in 2'Q).
k=1
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Osservazione 2.10 La definizione del prodotto tra una distribuzione e una fun-
zione C'*° data in precedenza non ¢ casuale. Essa ¢ un’operazione continua nel

senso che se T, — T in 2'(0), allora T,,f — Tf in 2'(0).

2.3 Derivazione

Uno dei principali vantaggi offerti dalla teoria delle distribuzioni concerne la
derivazione. Vedremo che le distribuzioni sono derivabili infinite volte e che basta
sapere che una successione di distribuzioni converge, per avere la convergenza di
tutte le derivate. Cio spiega il motivo per cui le distribuzioni sono largamente
impiegate nella risoluzione di equazioni differenziali.

Prima di dare la definizione di derivata di una distribuzione, vediamo un es-
empio che chiarisce ancora una volta il ruolo delle distribuzioni come funzioni
generalizzate. Sia f € C'(R). Allora per ogni ¢ € Z(R) risulta

[ 1@ @in == [ f@)ps,
R R
grazie alla formula di integrazione per parti.

Definizione 2.11 Siano T' € 2(2) e § € Nj. Definiamo
(2.7) (DT, ) = (-1)KT, D),
derivata di T

Notiamo che, in effetti, I'identita (2.7) generalizza la formula di integrazione per
parti per le funzioni regolari. Pertanto, se f € C'(Q), derivate classiche e dis-
tribuzionali coincidono. In realta, cio continua ad essere vero anche sotto con-
dizioni di minore regolarita. Per esempio, se f € C'(R\ {0}) e la derivata prima
¢ localmente sommabile, allora la formula (2.7) ¢ ancora verificata dalla derivata
classica.

Dalla definizione discende subito che D®T & ancora una distribuzione. Percio,
¢ possibile iterare la derivazione e di fatto ogni distribuzione puo essere derivata
infinite volte. In particolare, una funzione localmente sommabile ¢ derivabile in-
finite volte nel senso delle distribuzioni. Non e detto, pero, che le derivate siano
ancora funzioni localmente sommabili.

Osservazione 2.12 Osserviamo che [’operazione di derivazione é continua rispet-
to alla convergenza in 2'(Q2), cioe se lim T, = T, allora per ogni multiindice 3

n—o0o
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anche lim DT, = D°T in 2'(Q2). Un risultato analogo puo essere enunciato per

n—oo

la derivata di una serie di distribuzioni.

Queste proprieta non hanno riscontro nell’ambito delle funzioni e costituiscono un
valido argomento a favore della teoria delle distribuzioni.

Esempio 2.13 Consideriamo la funzione di Heaviside

1 sex >0
H(z) = ’
(=) {O se x < 0.

Siccome H € Ll (R), H € 2(R). Calcoliamo H'. Per ogni ¢ € Z(R), risulta

(H, ) = / " @)de = —p(0) = — (3, 0),

pertanto H' = ¢ ¢ LL _(R). Questo risultato si puo interpretare dicendo che H &

loc
una soluzione (discontinua) dell’equazione differenziale 7" = §.

Esempio 2.14 Sia u(z) = 1/|z], x € R*\ {0}. Calcoliamo Au nel senso delle
distribuzioni. Sia ¢ € Z2(R3) e sia R > 0 grande abbastanza affinché supp ¢ C
Bgr(0). Osserviamo che

(Au, ) = (u, Ap) = lim u(z)Ap(x)de.
=0 Br(0)\B:(0)

Dato che u ¢ di classe C* in R? \ {0}, integrando per parti, risulta

/ w(@)Ap(e)de = / (M) () p(2)dz
Br(0)\B:(0) Br(0)\B:(0)

+ /{)BE(O) u(z)Vo(x) - v(x)do
—/ Vu(z) - v(z)p(z)do
9B.(0)

dove v(z) ¢ la normale esterna unitaria al dominio di integrazione, quindi v(z) =
—x/e. Con un semplice calcolo si vede che Vu(z) = —z/|z> e Au(z) = 0, se
x # 0. Quindi, il primo integrale & zero. Poi

< [[Volleo

0B.(0
% = [|[Vp||odme — 0

/ u(z)Ve(z) - v(x)do
0B:(0)
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pere — 0, e
1
/ Vu(x) - v(z)p(x)do = —2/ o(x)do
dB:(0) €° JoaB.(0)
= 4#]{ p(z)do — 4mp(0), se e — 0.
0B:(0)

1 —
dr|z|

—0.

In definitiva, abbiamo provato che A

Calcoliamo una derivata prima del prodotto T'f. Se ¢ € 2(Q), risulta

(Di(Tf),p) = —(Tf, Dip)=—(T, fDip) = —(T, Di(fe)) +(T,(Dif)p)
= ((DT)f +TD;if, ),

cioe
Ritroviamo cosi I'usuale regola di derivazione di un prodotto, che puo essere estesa
alle derivate di ordine superiore dando luogo alla formula di Leibniz in 2'(Q2).

Esempio 2.15 E noto che la funzione f(z) = 1/x, & # 0, non & sommabile
in alcun intorno dell’origine, e non e neanche integrabile in senso generalizzato
secondo la teoria dell'integrale di Riemann; infatti, il limite che dovrebbe definire
I'integrale generalizzato di f

—€

1 1
lim —dx +/ —dx
5 i

e—0,0—0 [_1 X

non esiste. Pertanto, non si puo associare ad f una distribuzione su R come si

1

lo- Ol puod pero associare ad f una

e fatto nell’Esempio 2.6 con le funzioni L
distribuzione osservando che seguente limite esiste per ogni ¢ € R e per ogni M > 0:

- c M.
(2.8) lim —dx + / —dx = 0.
5 T

6—0 M

Presa allora una qualunque funzione test ¢, definiamo la distribuzione PV% po-

<PV§,90> = lim/_(s @dﬂc—l— /600 Mdm.

6—0 o I T

nendo

I1 limite esiste per ogni ¢ € D(R). Infatti si ha

i #() = 2(0)

= ¢'(0)
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e quindi, usando la (2.8) con ¢ = ¢(0) ed M tale che supp ¢ € [—M, M], il limite

lim @dﬁzhm Md
020 Js<laj<mt X 0=0 Js<|z|<M z

i

esiste perché in un intorno di 0 la funzione integranda e continua. A differenza

dalle funzioni L  perd, la distribuzione PV% e di ordine 1 e non di ordine 0.

loc
Se ora consideriamo la funzione g(z) = log |z|,  # 0, questa & L (R) e quindi

loc
definisce una distribuzione 7. Calcoliamone la derivata:

(Tp) = (1) == [ loglal/(@)da

[e.9]

—0 )
= —%ir%/ 10g|:£|g0'(:v)d:r—l—/ log |z|¢(z)dx
—YJoo 6

T I CO / T b 108 8((8) — (=)

0—0 00 T T

1
= (PV -
( = ©),
dal momento che

(lsin% log §(¢(0) — @(—9)) = [lsin(l)élog (5M = 0.

Percio Tg’ =PV %

2.4 Supporto e convoluzione

Per una funzione misurabile u in 2, si definisce supporto il complementare del-

I'insieme dei punti z aventi un intorno in cui u € identicamente nulla. In particolare,

1
loc

questa nozione puo essere data per le funzioni di L; .(£2). La definizione di supporto

di una distribuzione estende quella nota per funzioni localmente sommabili.

Definizione 2.16 Sia T' € 2'(Q2). Diciamo che un punto x € Q non appartiene
al supporto supp T di T quando esiste un aperto ' C Q contenente x e tale che
Tior = 0.

Esempio 2.17 Il supporto di § & {0}.

L’insieme supp 7" ¢ chiuso in Q. Inoltre, se 2\ supp 7 ¢ non vuoto e ¢ € ()
ha supporto contenuto in € \ supp 7" allora (T, ) = 0. In realta, suppT ¢ il piu
piccolo chiuso tale che (T, p) = 0, per ogni ¢ € Z(Q), tale che supp pNsupp T = 0.
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Proposizione 2.18 Ogni distribuzione a supporto compatto € di ordine finito.

Dmv. Sia T € 2'(Q2) e supponiamo che K = supp T sia compatto in Q. Conside-
riamo due aperti limitati €2, e €25 tali che K C €y C 5 e la chiusura Q, di 0 sia
ancora contenuta in . Sia ¢ € C*(2) tale che ¥ = 11in @y e p = 0in Q\ Q.
Se p € 2(Q), la funzione p(1 — 1) ha supporto in Q2 \ ©;, dunque disgiunto da K.
Pertanto (T, (1 — 1)) = 0, cioe

(2.9) (T, ) = (T’ p1)).

Applicando ora la Proposizione 2.4(ii) relativamente al compatto (2, otteniamo
che esistono una costante C' e un intero 57 € Ny tali che

(T, @) < C D [ID*Ple, VO € D(D).

laf<j

Per ogni ¢ € 2(1Q), la funzione ® = 1) soddisfa la stima di sopra da cui, tenendo
conto di (2.9), deduciamo

(T, o) <C D D)oo < C Y 1D ¢]lees

|| <7 lal<j

dove, nell’ultimo passaggio, abbiamo utilizzato la regola di Leibniz per esplicitare
D*(p1)) e abbiamo inglobato nella costante C' tutte le norme ||D°9| s, con 3
multiindice di lunghezza compresa tra 0 e j. Dunque I’asserto ¢ provato. O

Le distribuzioni a supporto compatto hanno un certo interesse, dovuto al fatto
che esse possono essere estese ad uno spazio pitt ampio di Z(€2). L’idea per costruire
tale spazio e la seguente: le funzioni test dovranno essere ancora di classe C*,
perché l'altro oggetto ¢ una distribuzione e non una funzione, ma non c¢’¢ motivo
di imporre che esse abbiano supporto compatto. Infatti, la distribuzione (quando
a supporto compatto) non vede cio che avviene vicino al bordo. Il modo di rendere
rigorosa quest’idea intuitiva poggia sul seguente lemma.

Lemma 2.19 Siano T € 2(Q) una distribuzione a supporto compatto K, v €
C>®(Q) e p1,p2 € Z(Q) tali che o1 = pa =1 in un intorno aperto di K. Allora

<T’ USO1> = <T7 UQO2>'

Dim. Basta osservare che i supporti di (¢1 — ¢2)v e T sono disgiunti, per cui
(T, (p1 — p2)v) =0, che ¢ la tesi. O
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Risulta dunque ben posta la seguente definizione.

Definizione 2.20 Siano T € Z2(Q)) una distribuzione a supporto compatto K e
v e C>®(Q). Allora

<T7 U) = <T7 90,0>7

dove ¢ ¢ una qualunque funzione di Z(Q)) tale che ¢ = 1 in un intorno aperto di

K.

Non e difficile provare che con questa estensione la distribuzione T risulta
continua rispetto ad una nuova definizione di limite in C*°(2). Piu precisamente

se vp, v € C®(Q) e se la successione v, converge a v con le derivate di
qualunque ordine uniformemente sui compatti di €2, allora

(T, v,) — (T, v).

La Definizione 2.20 rende possibile, per una distribuzione a supporto compatto T’
in €2, il prolungamento a tutto lo spazio R™. Basta infatti porre

(T, v) = (T,v), ve DRY.

Allora T € 2'(R™), T ha lo stesso supporto di T e la sua restrizione a 2(£) coincide
con T'. Naturalmente, una distribuzione arbitraria potrebbe non ammettere alcun
prolungamento.

Alle distribuzioni si puo anche estendere I'operazione di convoluzione. Iniziamo
col definire la convoluzione tra una distribuzione e una funzione test.

Definizione 2.21 Per ¢ € D(R") e T € D'(R"™) sia T * ¢ la distribuzione definita
da (T * @), ) = (T, * ).

Osservazione 2.22 Valgono le seguenti proprieta:

(1) suppT * ¢ C suppT + supp ¢

(2) (T* ) *1p=T=x(p=1) per ogni ¢ € D(R")

(8) TxpeC®

(4) DX(T * @) = (D°*T) x ¢ =T % (D*p) per ogni a € N"
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(5) Se almeno una tra le distribuzioni 7', S ha supporto compatto, si pud definire
la convoluzione tra S e T" ponendo

((S*T),p) = (S(x),(T(y), p(z +y)))

per ogni ¢ test, dove la notazione ha il significato che la distribuzione T'(y)
agisce sulla variabile y producendo una funzione della x a cui si applica poi
la distribuzione S(x). Per esempio, T x 6 = T per ogni T' € D’; infatti,

0), plzt+y)) = o(x) = ((T*0),¢) = (T(x),(6(y), p(z+y))) = (T, ).

2.5 Distribuzioni temperate

Le distribuzioni temperate sono particolari distribuzioni in R™ che all’infinito
hanno un comportamento piu controllato di quanto possa accadere alla generica
distribuzione. In questo modo e consentita maggiore generalita alle funzioni test.
Cominciamo proprio a definire queste ultime.

Definizione 2.23 Diremo che una funzione ¢ appartiene alla classe di Schwartz
L (R™) se p € C*(R™) e per ogni o, f € Ny risulta

sup |2 DPp(x)| < oo.
rER?

Un elemento di . (R™) si chiama anche funzione a decrescita rapida all’infinito.

Osserviamo che Z(R") C .(R™), ma il viceversa non ¢ vero: basti considerare la
. _ 2
funzione e~ 1"

Definizione 2.24 Date ¢y, p € . (R™), diremo che ¢y, converge a ¢ in 7 (R™) se

klim sup |z*(DPp, — D*p)(x)| =0, per ogni a, 3 € NI
Chiameremo distribuzione temperata ogni funzionale T su .(R™) lineare e con-
tinuo rispetto alla convergenza introdotta. In simboli, T € ./'(R™).

Siccome Z(R") C .(R™) e la convergenza nel primo spazio implica quella
nel secondo, ogni distribuzione temperata, ristretta a Z(R™), & una distribuzione
classica.

A differenza di quanto avviene per 2’(Q), lo spazio L{. (R") non ¢ interamente
contenuto in .#/(R"). Affinché una funzione f € L (R") dia origine ad una

loc
distribuzione e necessario che essa soddisfi condizioni supplementari all’infinito.
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Proposizione 2.25 Ogni polinomio € una distribuzione temperata.

DiMm. Sia p(z) = Zaaxo‘ un polinomio. Poniamo ¢(z) = p(z)(1 + |z*) e
a<k
q

1+ |22V Sia ¢, € 7 (R") tale che ¢, — 0 in & (R"). Allora
T

scriviamo p =

| p@enorts

q(z)
/Rn 1 + |$|2N (pn(m) dx

dx
< B —
B </R" 1+ \:cPN) sup |q(z)pn ()]
dx .
: </R W) > sup [2%(1+ |2 M) u ()] — 0.

agkaR”

O

La dimostrazione della precedente proposizione prova di fatto che ogni funzione
a crescita lenta, ossia decomponibile nel prodotto di un polinomio e di una funzione
sommabile, definisce una distribuzione temperata. Tuttavia, una distribuzione
temperata non puo crescere piu velocemente di un polinomio, come dimostra la
seguente osservazione.

Osservazione 2.26 Proviamo che e ¢ #/(R). Sia ¢ € Z(R), con le seguenti
T

1
proprieta: ¢ >0, ¢ = 1in [0,1] e supp ¢ C (—2,2). Poniamo ¢g(x) = P (E) e
notiamo che il supporto di ¢j € contenuto in (—2k,2k). Allora ¢ — 0 in .'(R),
poiché per ogni scelta di interi positivi p, ¢ risulta 2P D9y (z) = 27 %k~ %2 D¢ (%)
e quindi
LP—a9p
sup |2? Dy (x)| <
zeR 2k

D49 — 0.

Tuttavia

. I eh —1
e“or(x)dr > o | € dx = ST +00.
R 0
Proposizione 2.27 SeT ¢ una distribuzione a supporto compatto allora T é anche
una distribuzione temperata.

DiM. Per quanto osservato nella sezione §2.4, T verifica la seguente proprieta: se
Un,v € C(£) e se la successione v, converge a v con le derivate di qualunque
ordine uniformemente sui compatti di 2, allora (T',v,) — (T, v). Sulla base di
questo fatto, non e difficile provare che se ¢, € .7 (R") e ¢,, — 0 in ./ (R") allora
(T, pn) — 0. O
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La classe delle distribuzioni temperate & chiusa rispetto all’operazione di derivazione.|]
Cosl ogni distribuzione temperata puo essere derivata infinite volte. La molti-
plicazione per una funzione f ¢ lecita se f verifica delle condizioni sufficienti a
garantire che fp € Z(R"), per ogni ¢ € . (R"™). Ad esempio, il prodotto di una
distribuzione temperata con un polinomio € ancora una distribuzione temperata.

In modo del tutto analogo a quanto visto in 2’(R™), & possibile definire limite
e serie di una successione di distribuzioni temperate in .#/(R").

Concludiamo con un’osservazione, che motiva l'introduzione delle distribuzioni
temperate. Queste sono piu idonee di quelle classiche per estendere la trasformata
di Fourier. Infatti, se p € #(R"), allora la sua trasformata di Fourier ¢ ¢ ancora
un elemento di .(R™) e quindi e ben posta la seguente definizione

(T,¢) =(T,3), ¢S R,

dove T' € ./(R"). In questo modo, molte proprieta della trasformata di Fourier gia
note per le funzioni si trasferiscono automaticamente alle distribuzioni temperate.

Esempio 2.28 Calcoliamo la trasformata di Fourier della delta di Dirac in 0:
(.9 = (0.5) = 50) = [ pla)da,

sicché § = 1, dove I'eguaglianza ha il significato che la distribuzione delta coincide
con quella associata alla funzione costante di valore 1, che appartiene ad LIOC(R")
Questo esempio va confrontato con il Teorema 1.59: infatti, ricordando che f *x g =
f g, dire che f*p. — f equivale formalmente a dire che m f pPe — f , cioe che
p- — 1,0 p. — 0, che segue appunto dal Teorema 1.59.
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Capitolo 3

Misure di Lebesgue-Stieltjes e
funzioni a variazione limitata

3.1 Misura di Lebesgue-Stieltjes

Nell’introdurre il concetto di misura di Lebesgue in R", si e partiti dalla definizionel]
ordinaria di area o volume di un rettangolo. In particolare, la costruzione per il
caso unidimensionale poggia sulla nozione di [unghezza di un intervallo. In ques-
ta sezione, affrontiamo il problema di introdurre in dimensione uno il concetto di
misura in un modo piu generale.

Sia F' : R — R una funzione crescente e continua a destra. Per ogni a < b,

' mia.b]) = F(5) — Fla)
mi((a.b]) = F() — Fla")
me((a.b]) = F(b~) — F(a-)
mr(Ja,b]) = F(b™) — F(a).

Indichiamo con Z la famiglia di tutti gli intervalli aperti, chiusi o semiaperti di R.
La funzione mpg cosi definita € non negativa e additiva in Z, cioe

I=Jn = me()=)_ me),
h=1 h=1

per ogni I, I, € T, con I, N I}, = 0.

Al fine di estendere mr ad una classe pitu ampia di insiemi, ragioniamo come per
la misura di Lebesgue, corrispondente al caso F'(z) = x e introduciamo il concetto
di misura esterna.
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Definizione 3.1 Sia E C R. Definiamo

Tip(E) = inf{imp([h) ) EC G I, I ez}.

h=1 h=1

Dunque, mp(E) ¢ l'estremo inferiore tra tutte le misure dei ricoprimenti di £ con
famiglie finite o numerabili di intervalli. Vediamo subito di quali proprieta gode la
funzione mp.

Proprieta
a) per ogni £ C R, mp(FE) € [0,+00] e mp(D) = 0;

b) mp & o-subadditiva, cioe

h=1 h=1

La proprieta b) implica, in particolare, che mg € crescente, ossia
El g E2 — mF(El) S mF(Eg)

La verifica di a) ¢ immediata, quella di b) si fa come nel caso della misura
esterna di Lebesgue m,. Una funzione d’insieme definita su tutte le parti di un
insieme che soddisfa a) e b) si chiama, in generale, misura esterna.

A differenza di m,, la misura esterna mp non e, in generale, invariante per
traslazioni, né omogenea.

Si puo verificare che se I € Z, allora mp(l) = mp(I), pertanto mp ¢ un’esten-
sione di mp. Tuttavia, mr non ¢ additiva. Per rimediare a questo problema,
e necessario restringere mp ad un’opportuna classe di insiemi (che chiameremo
misurabili).

Definizione 3.2 Se E C R ¢ limitato, diremo che E ¢é misurabile se per ogni
e > 0 esiste un pluriintervallo P, cioe un’unione finita di intervalli, tale che

mF(EAP) < e.

Dunque, E si approssima in modo arbitrariamente preciso mediante un insieme
elementare.

Se E non e limitato, diremo che é misurabile se per ogni R > 0 l’insieme
EN] — R, R] é misurabile.

Indicheremo con My la classe dei sottoinsiemi misurabili di R.
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Teorema 3.3 La collezione Mg costituisce una o-algebra e la funzione mp ristret-
ta a Mg ¢ una misura, che denoteremo con mpg, chiamata misura di Lebesgue-
Stieltjes generata da F.

Ogni insieme la cui misura esterna ¢ nulla ¢ misurabile. Basta scegliere P = () nella
Definizione 3.2. Naturalmente, la classe Mp dipende dalla scelta della funzione
F. Tuttavia, si puo vedere che essa contiene sempre gli insiemi aperti (e quindi i
chiusi) di R.

Osserviamo che la misura cosi costruita ¢ automaticamente completa.

Esempi 3.4
1. Sianox; <z < -+ < xpnpuntiinRe hq, ..., h, numeri positivi. Definiamo
F(z)=> h;.
z; <z
La funzione F' & crescente, continua in R\ {z1,...,2,} e continua a destra

in ogni x; ove il salto e pari ad h;. Allora
Mp=PR) e mp=> hid,,.
i=1

Infatti, mp(z;) = F(x;) — F(x; ) = h;, per ogni i, e mp(R\{z1,...,2,}) = 0.
Se A C R, allora AN (R\ {z1,...,2,}) ¢ misurabile, perché sottoinsieme
di un insieme misurabile di misura nulla, e AN {xq,...,2,} & misurabile
perché unione di singoletti {x;} = [x;, z;], che sono misurabili. Pertanto, A &
misurabile e mp(A) = mp(AN{z1, ..., T0}) = >, o4 hie

Questo risultato si estende al caso di un’infinita numerabile di punti {z,} e
di numeri positivi {h,} tali che _ h, < o0.

2. Sia ora F € C}(R) e poniamo f = F’. Allora My = M(R), classe dei
misurabili secondo Lebesgue e

mp(A) = /Af(:c) dx, per ogni A€ M(R).
Infatti, basta osservare che
(o) = F0) - F@) = [ ate= [ ja)a
L’unicita del prolungamento di mp assicura la tesi.
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Osservazione 3.5 Se 1 € una misura positiva finita sui boreliani di R, allora
F(z) = u(l—o0.a]),  z€R

definisce una funzione crescente, limitata, continua a destra, la cui misura di

Lebesgue Stieltjes coincide con p. Inoltre, zEIElooF () = 0. Viceversa, se F ¢

una siffatta funzione, allora posto F(x) = mz(] — 0o, z]), risulta F = F. Pertanto,

le misure di Lebesgue-Stieltjes esauriscono tutte le misure finite sulla retta.

Sia mp la misura di Lebesgue-Stieltjes generata dalla funzione F'. Per questa
misura si definisce in modo ordinario la classe delle funzioni sommabili e si intro-
duce la nozione di integrale. L’integrale fatto rispetto a mpg si chiama integrale di
Lebesgue-Stieltjes e si denota con il simbolo

/de.

Se F' ¢ la funzione dell’Esempio 3.4-1. allora
(3.1) /de => flz)h, ACR.
A T, EA

Cio si verifica considerando dapprima funzioni caratteristiche, quindi funzioni sem-
plici, per passare poi alle funzioni misurabili positive e infine alle funzioni somma-
bili.

Nel caso in cui F soddisfi le condizioni dell’Esempio 3.4-2. si trova che

(3.2) /Ang:/AgF’dx, Ae MR).

Anche qui, la verifica si fa per passi.

3.2 Misura immagine e applicazioni nella teoria
delle probabilita

L’integrale di Lebesgue-Stieltjes trova uso in numerose questioni applicative.
In particolare, questa nozione si usa largamente nella teoria delle probabilita.
Mostriamo un’applicazione che fa uso della nozione di misura immagine.

Siano (X, &) uno spazio misurabile, f : X — R una funzione misurabile e
una misura qualunque in (X, ). La formula

fan(A) = po f7H(A) = u(f'(A), VA aperto,
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definisce una misura in R, detta misura immagine di p mediante f. L’impor-
tanza di questa nozione e quella di produrre in modo automatico un teorema di
cambiamento di variabili.

Teorema 3.6 Per ogni u funzione sommabile rispetto alla misura fup, risulta che
uo f é sommabile rispetto a p e vale

[ udtsn= [ e pan

Ricordiamo che si chiama spazio di probabilita uno spazio (€2, &, P) dotato di
una misura positiva P con P(2) = 1. Una variabile aleatoria in (2,&, P) ¢ una
funzione X : Q) — R misurabile. Si chiama legge o distribuzione di X la funzione
definita da

Flz)=P(X <z)=P{w e Q| X(w) <z}),

per ogni z € R. Dunque, F(x) e la probabilita che la variabile aleatoria X assuma
valori pitt piccoli di z. Osserviamo che F(z) = (Po X !)(] — 00, z]), dove Po X!
¢ la misura immagine di P mediante X. E evidente che F ¢ crescente, continua a
destra e soddisfa F(—oo) = 0, F(+00) = 1. Inoltre si puo verificare che P o X!
coincide con la misura di Lebesgue-Stieltjes generata da F', ossia

(3.3) mp=DPoX L

Tra le caratteristiche essenziali di una variabile aleatoria, c’e la sua media o
speranza, definita da

E(X) = /Q X dP.

In virtu del Teorema 3.6 e della relazione (3.3), otteniamo che

E(X):/R(XoX_l)d(PoX_l) :/RxdF.

In questo modo, per conoscere F(X) e sufficiente calcolare I'integrale a secon-
do membro che e in R, quindi sicuramente piu semplice da maneggiare rispetto
all'integrale in 2.

Di solito in probabilita si incontrano variabili aleatorie discrete o assolutamente
continue. Una variabile aleatoria X si dice discreta se puo assumere solo un numero
finito o numerabile di valori z1,...,x,,.... In questo caso, la distribuzione di X
sara una funzione di salto come quella considerata nell’Esempio 3.4-1. Infatti,
posto p; = P(X = z;), risulta F(z) = Z p;. Grazie alla formula (3.1) troviamo

z;<x
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oo
che E(X) = Z xjp;. A titolo esemplificativo, consideriamo la variabile aleatoria
=1
X7 che conta] il tempo di attesa per il verificarsi di un certo evento, ad esempio
“la pioggia a Lecce”. Se tale evento ha probabilita p di verificarsi e 1 — p di non
verificarsi in un giorno, allora P(X; = k) = (1 —p)¥~1p, per ogni k € N, esprime la
probabilita che per k—1 giorni non piova e che piova al k-simo giorno. Per conoscere
il tempo medio di attesa (inteso come numero di giorni) per il primo giorno di
oo

1
pioggia a Lecce bisognera calcolare la media di X;, dunque Z k(1 — p)k_lp = —.

p
k=1
Un’altra categoria di variabili aleatorie sono quelle per cui la misura immagine
P o X! ¢ assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue, per cui esiste
f € L'(R) tale che la distribuzione di X si esprime nella forma

F(z) = /_ " .

Siccome F'(x) = f(x), la formula (3.2) permette di ottenere E(X) = [, zf(z) dx.

3.3 Funzionl a variazione limitata

Sia I = (a,b) un intervallo di R con —oc0 < a < b < +ooesiau: I — R.
Definiamo

pV(u,I) = sup{2|u(ti) —u(ti)]|a<ty<ty<---<t,< b}
i=1

variazione puntuale di u in I. Essa dipende fortemente dai valori puntuali di u.
Dato che avremo a che fare con funzioni che sono solo in Li () e dato che queste
possono essere modificate arbitrariamente su insiemi di misura nulla senza che
cambi la loro sommabilita, e utile introdurre la seguente quantita

eV(u,I) = inf{pV(v,I)|v =uq.0.},

detta variazione essenziale di w in I. Infine, chiamiamo

V(u, I) = sup { [ u@e@dslpe i, o) < 1, v e f},

variazione di u in 1.
Vediamo una serie di osservazioni ed esempi relativi alla variazione puntuale.
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e SepV(u,I) < +oo allora u é limitata in I.

Infatti, fissato tq € I, se t < ty consideriamo la partizione t < ty. Dalla
definizione deduciamo che

da cui |u(t)| < |u(to)| + pV(u,I). 1l caso t < ty & analogo.

e Se u ¢ monotona e limitata, allora pV(u,I) < 400 e pV(u,I) = |u(b™) —
u(a™)|.

Supponiamo u crescente per fissare le idee. Per ogni partizione a < ty < t; <
s <ty < b, risulta Yo |u(t;) — w(ti—1)] = u(t,) — u(ty). Al variare della
partizione, t, — b~ e ty — at per cui pV(u,I) = u(b~) —u(a™).

o Seu e Cla,b], con a,b finiti, allora pV(u, ) = f; v/ ()| da.

Sea<ty<t <---<t, <b e una partizione di [a,b], allora per il Teorema
di Lagrange esistono §; € [t;_1,t;] tali che

Z lu(ti) — u(ti-1)| = Z [u'(&)|(ti — tizy).

Da qui, l'asserto.

e Sea < ¢ < b, allora pV(u,|a,b]) = pV(u,|a,c]) + pV(u,[c,b]), cioé la
variazione puntuale e additiva.

e Consideriamo la seguente funzione

[ mcos(n/z), x€]0,1]
u(@) = { 0, r=0.

Allora u & continua in [0, 1], ma pV(u, [0,1]) = +oo. Infatti, osservato che
cos(m/x) =1, sex=1/(2k), k€N,

cos(m/x)=—1, sex=1/(2k+1), k€N,

in corrispondenza della partizione Py = {1/n|n=1,..., N} si ha che
N N
1 1 1 1
| () Gl =S ) -

per N — 4o00.
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Proposizione 3.7 Sia u : I — R una funzione tale che pV(u,I) < +oo. Allora
esistono due funzioni uy,us : I — R limitate e crescenti tali che uw = u; — ug e
pV(u,I) =pV(ui,I)+pV(ug,I).

Inoltre, se u ¢ continua a destra (risp. a sinistra), anche uy,us sono continue
a destra (risp. a sinistra).

Dim. Per ogni t € I = (a,b), poniamo

g(t) = pV(u, (a,t]) —Sup{2|u D) —u(tig)] |a <ty <ty <-- <tn§t}.

Siccome 0 < g(t) < pV(u,I) < 400, g ¢ limitata. Proviamo che g ¢ crescente.
Sianot<sea<ty<t;<---<t,<t<s. Allora

Ju(t) — uf |+Z|u ) —ultia)] < g(s),

da cui, al variare della partizione

che, in forma equivalente si legge

(3.4) lu(s) —u(t)] < g(s) — g(t).

Definiamo ora

g+tu _g—u
2 2

Chiaramente u = uj — ug, uy, uz sono limitate e, in virtu di (3.4) uq, ug sono anche

Uy =

crescenti. In particolare, si ha pV(u;, I) = u;(b”) — w;i(a™), i = 1,2 e quindi
pV(uy, I) 4+ pV(ug,I) = g(b~) — gla™) < g(b™) = pV(u, I). Per il viceversa, basta
osservare che

D olut) —ultin)| < D fualts) —wi(ti) |+Z|U2 ) — uz(ti-1)|
=1 =1

< pV(uy, I)+pV(ug,I).

O]

Vediamo ora un teorema importante che mette in luce la relazione tra le nozioni
introdotte all’inizio del capitolo.
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Teorema 3.8 Sia u € LL (I). Allora V(u,I) =eV(u,I) ed esiste una funzione
tale che t =wu q.o. e pV(u,I) =eV(u,I) (cioé @ realizza il minimo).

La funzione u la cui esistenza ¢ garantita dal teorema precedente prende il nome
di buon rappresentante di u. Ogni funzione monotona ¢ buon rappresentante di sé
stessa.

Definizione 3.9 Se u € L'(I) e V(u,I) < +o0, allora u si dice a variazione
limitata e si scrive u € BV (I).

Dalla dimostrazione del Teorema 3.8 si ricavano alcune proprieta fondamentali
delle funzioni a variazione limitata che enunciamo nella proposizione e nel teorema
seguenti.

Proposizione 3.10 Se u € BV (), allora la derivata distribuzionale di u é una
misura reale p definita sui boreliani contenuti in I, B(I), cioé

/Iu(:z:)ga/(x)dx:—/Icpd,u, Ve CHI).
Inoltre, |u|(I) = V(u, I).

D’ora in avanti, indicheremo la derivata distribuzionale di u con Du.

Teorema 3.11 Se u € BV(I) e 4 ¢ buon rappresentante di u allora @ é deriv-
abile q.o. in I e la derivata puntuale di @ coincide con la densita (della parte
assolutamente continua) di Du rispetto a L', ossia

Du = @/'L' + (Du)*,
con (Du)® L L.

Spesso, in quello che segue, trattando una funzione in BV (I) intenderemo
riferirci al suo buon rappresentante.
In virtu di quanto visto sinora possiamo affermare che

(1) ogni funzione u € BV (I) ¢ differenza di due funzioni crescenti;

(2) ogni funzione u € BV([) ammette limiti sinistro e destro in = € [ finiti
ed esistono al pitt un’infinita numerabile di punti di discontinuita (di prima
specie).
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Notiamo che la proprieta (2) discende da (1) e dalle proprieta delle funzioni mono-
tone.

Esempio 3.12 [L’insieme di Cantor| Poniamo E; = [0,1]. Prendiamo ora in E,
1
'3
[%, 1]. In ogni intervallo che compone F; ripetiamo lo spesso discorso prendendo
17 12 1
15 (503
1

ciascuno di ampiezza 3, cosi ottenuti.

Al passo n-simo, E,, sara costituito da 2" intervalli disgiunti ciascuno di ampiez-
za 3% Notiamo che E,, C E,_1 C Fy. Poniamo infine £ =

FE insieme di Cantor. Risulta

i due intervalli [0, 5] e [2, 1], ciascuno di ampiezza 1/3 e definiamo F; = [0, 3] U

i sottointervalli [0 |, ecc... e chiamiamo FE, 'unione dei quattro intervalli,

neNo E,, e chiamiamo

LYE) = lim LY(E,) = lim (2/3)" = 0.

n—oo n—oo

Di seguito elenchiamo le proprieta fondamentali di E.
(i) E é compatto, cioé chiuso e limitato.

(ii) E é perfetto, cioé ogni suo punto € di accumulazione e non ce ne sono fuori.

Infatti, sia x € E, dunque x € E, per ogni n. Fissato ¢ > 0, prendiamo

n € N tale che 3% < e. Sia I, = [a,, b,] 'unico intervallo tra quelli di £,

contenente z. Se, ad esempio, = # a, allora |z — a,| < 3% < E.

(iii) E é in nessuna parte denso, cioé E non contiene intervalli.

Se E contenesse un intervallo di ampiezza ¢ > 0, allora, scegliendo n abbas-
tanza grande, si avrebbe che E,, ¢ formato da intervalli disgiunti di ampiezza
Sin < 4, assurdo!

(iv) E ha la cardinalita del continuo. Infatti, se si scrivono i punti di [0, 1] in forma
ternaria © = 0, ajasag . .. a, ... con a; € {0,1,2}, per costruzione i punti di C
sono esattamente quelli per cui a, non & mai 1 (questi punti corrispondono
ai “terzi medi” di ogni suddivisione); allora, la funzione che ad x € C' associa

ay o ag Qp,
r)=0,———...—...
f@) =0 5553
e ben definita (perché per z € C ogni a,,/2 € 0 0 1) e, pensando lo sviluppo
di f(x) in base 2, la funzione f risulta bigettiva su [0, 1].

Esempio 3.13 [La funzione di Cantor| Poniamo

fonl(z) :/Ox (;)nxfgn(t)dt, z€0,1], n=0,1,...
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dove FE, e I'insieme costruito nell’esempio precedente. Ogni f,, &€ continua, crescente
e costante a tratti in EC. Inoltre, f, ¢ derivabile a tratti con f, € L'(0,1). La
successione (f,(x)) ¢ definitivamente costante se x ¢ E. Si puo anche dimostrare
che vale la seguente stima

[ frta(z) = fulz)] < 2n1_1, neN, zelo1].

Pertanto la successione ( f,,) soddisfa il criterio di Cauchy uniformemente in [0, 1] e,
di conseguenza, esiste f € C([0,1]) limite uniforme di (f,,). Possiamo aggiungere
che f(0) =0, f(1) =1 e f & crescente. Alla luce di queste proprieta, si vede che
f e BV(0,1).

Se zg ¢ C, allora esiste k € N tale che x ¢ Ej. Essendo E,,; C E,, passando
al complementare risulta £ C ES,,. Dunque zg ¢ E,, per ognin > k. Se I ¢ la
componente di Ef contenente x, allora f,(z) = fi(z) = fr(zo), per ogni z € I. Cio
dimostra che f & costante in I, pertanto esiste f'(xg) = 0. Data D'arbitrarieta di
Ty, ricaviamo che f’ esiste ed ¢ uguale a zero in E°, ciod q.o0., essendo L'(E) = 0.

Per la Proposizione 3.10, la derivata distribuzionale di f, Df, € una misura
sui boreliani di [0,1]. Dato che f & crescente, essa & buon rappresentante di sé
stessa. Quindi, la Proposizione 3.10 insieme al fatto che f’ = 0 q.0. provano che
Df non ha parte assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue. Ne
segue che Df L L'. Proviamo che tale misura ¢ singolare rispetto alla misura
di Lebesgue. Risulta £!(E) = 0, in virt dell’esempio precedente. Se facciamo
vedere che D f(E°) = 0, allora il nostro asserto e provato. Sia I una componente
connessa di E°¢ ossia uno degli intervalli scartati durante la costruzione di E. Sia
@ € C*(I). Per definizione di D f risulta allora

/Ifw’dwz—/lsod(Df)-

Ma f e costante in I. Dunque puo essere portata fuori dall’integrale a primo
membro e cio che rimane e zero, essendo ¢ nulla agli estremi di /. Pertanto
[;0d(Df) =0 per ogni ¢ € C*(I), che implica D f(I) = 0. Essendo I arbitrario,
ne segue che Df(E°) = 0.

Osserviamo che la funzione di Cantor costituisce un controesempio al Teorema
Fondamentale del Calcolo Integrale per 'integrale di Lebesgue. Infatti, risulta

f(l)—f(O)—1>0—/01f’.
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Pertanto, le funzioni a variazione limitata non sono il candidato ideale per ot-
tenere l'estensione del Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale all’integrale di
Lebesgue. Peraltro, I’esempio della funzione di Cantor dimostra che il problema
non ¢ legato né all’esistenza q.o. della derivata puntuale, né alla sua integrabilita.
A questo proposito pero e opportuno indicare il seguente risultato.

Proposizione 3.14 Sia f : [a,b] — R una funzione tale che esiste f'(x) per ogni
z € [a,b] e f' € L'(a,b). Allora

ﬂ@—fmw:/fﬁ Vi € [,

Nel paragrafo seguente introduciamo nell’ambito delle funzioni a variazione
limitata la pit grande sottofamiglia di funzioni che soddisfano il Teorema Fonda-
mentale del Calcolo Integrale.

3.4 Funzioni assolutamente continue

Definizione 3.15 Sia I un intervallo in R. Diciamo che una funzione f € BV (I)
¢ assolutamente continua in I se la sua derivata distribuzionale Df e assoluta-
mente continua rispetto alla misura di Lebesque in I. Scriveremo, in tal caso, che

f e AC(I).

Se f € AC(I), ricordando il Teorema 3.11, abbiamo che

B
Difad) = [ fan  faslcl

Osservazione 3.16 Siccome ogni funzione assolutamente continua e anche a vari-
azione limitata, essa puo essere scritta come differenza di due funzioni crescenti
limitate. Non e difficile verificare che la funzione ¢, definita nella dimostrazione
della Proposizione 3.7, ¢ assolutamente continua se u lo ¢. Pertanto, se u € AC(I)
allora u = u; — uy con uq, us crescenti, limitate e assolutamente continue.

La risposta al nostro problema e stabilita nel seguente importante teorema.

Teorema 3.17 Se f : I — R ¢ assolutamente continua allora per ogni [o, 5] C T
risulta

B
(3.5) | 1de=16) - fa)
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Dmm. Sia f € AC(I). Per I'Osservazione 3.16 possiamo scrivere f = f; — fo,
con fi, fo crescenti, limitate e assolutamente continue. Pertanto, non e restrittivo
dimostrare l'identita (3.5) per una funzione assolutamente continua crescente. Se
[, B] C I, risulta allora

E E
f(ﬁ)—f(a):p\/(f,[a,ﬁ]):V(f,[a,ﬁ]):|Df]([a,ﬁ]):/ If'ldva/ flda.

Per differenza, la tesi € vera nel caso generale. O
Grazie alla formula (3.5) ¢ facile dimostrare la seguente proprieta.

Proposizione 3.18 Sia f : I — R una funzione assolutamente continua. Allora
per ogni € > 0, esiste § > 0 tale che comunque si scelgano n intervalli disgiunti

(to,t1), .-, (tno1,t CIconZt—tll <(5msulta2|f fltic)] < e.

Dim. In virtu della Proposizione 1.40, fissato € > 0 esiste 6 > 0 tale che se
¢ un boreliano con L£!(E) < ¢ allora |Df|(E) < €. Scegliamo ora n intervalli
disgiunti (to,t1), ..., (tn_1,t,) C I, la cui ampiezza complessiva sia minore di 9.
Posto E = U" ,(t;—1,t;), si ha allora |Df|(U,(t;_1,t;)) < €. D’altra parte, grazie
a (3.5) possiamo fare la seguente stima

> It -1 11|<Z/ '\t = Z|Df|zl, = DAL t1,t0) < <

che e quanto si voleva provare. O

Notiamo che la Proposizione precedente implica che ogni funzione assoluta-
mente continua e uniformemente continua e quindi continua. Mentre non vale il
viceversa. La funzione di Cantor ne & un controesempio. Inoltre, se I & limitato
allora vale anche il viceversa della Proposizione 3.18, sicche essa rappresenta una
caratterizzazione delle funzioni assolutamente continue su intervalli limitati.

Le proprieta dell’integrale di Lebesgue permettono di dimostrare il seguente

risultato.

Proposizione 3.19 Sia f € L'(a,b). Allora la funzione g(z) = [T f ¢é assolu-
tamente continua. Inoltre, g é deriwabile per quasi ogni x & I e risulta ¢ = f
q.0.

Quest’ultima proposizione ¢ il viceversa del Teorema 3.17. Quindi, possi-
amo concludere che tutte e sole le funzioni per cui vale la formula del Teorema
Fondamentale del Calcolo Integrale con l'integrale di Lebesgue sono le funzioni
assolutamente continue.
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Capitolo 4

Spazi di Hilbert e serie di Fourier

Nelle applicazioni, soprattutto in Fisica, lo spazio ambiente naturale per nu-
merosissimi modelli ¢ lo spazio L? introdotto nella Definizione 1.10. Estenderemo
ora ad alcuni spazi di dimensione infinita le nozioni di prodotto scalare, base,
proiezione ortogonale. In seguito vedremo ’applicazione di questi concetti generali

allo spazio L2.

Definizione 4.1 Sia E uno spazio vettoriale reale. Un’applicazione (u,v) : E X
E — R é detta prodotto scalare se soddisfa le sequenti proprieta di linearita,

simmetria e positivita:

(ou + o, w) = alu, w) + F{v, w) Vu, v, w e E, VYa, R
(u,v) = (v, u) Vu,v e E
(u,uy >0 Vu € E '\ {0}.

In particolare si ha linearita rispetto anche alla seconda variabile e
(0,v)y = (v,0) =0 Vv e E.

Nel caso degli spazi vettoriali complessi si richiede che I'applicazione (-, ) sia a
valori complessi e 'assioma di simmetria e sostituito da

(u,v) = (v, u) Yu,v € E.
Esempi 4.2

(1) Lo spazio R™ & in genere munito del prodotto scalare euclideo
n
(u,v) = Zuzvz
i=1
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(2) Sia A una matrice simmetrica n X n definita positiva; allora

n
(u,v) 4 := (Au,v) = Z @i U;;
ij=1

definisce un nuovo prodotto scalare in R".

3) Lo spazio C" e in genere munito del prodotto scalare (detto hermitiano
g
n
(u,v) = Z w;U;.
i=1

(4) Sia 2 lo spazio vettoriale delle successioni reali (a,) a quadrato sommabile:

(an) € £° = Zai < +o00.

n=1

Il fatto che £? sia una spazio vettoriale segue dalla disuguaglianza (a + b)? <
2a? + 20. Inoltre, la disuguaglianza 2|ab| < a® + b? consente di definire un
prodotto scalare in £2:

oo

((an), (bn)) =D anby.

n=1

Sullo spazio vettoriale delle successioni complesse (a,,) a quadrato sommabile:

oo
Z |a,|? < +o0.
n=1

si definisce il prodotto scalare:
((an), (bn)) = Z b
n=1

(5) Per (X, &, ) spazio di misura, possiamo definire il prodotto scalare

mwzéww

per u,v : X — C appartenenti ad L*(X), e risulta ||ulls = v/ {(u,v).
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Proposizione 4.3 Ogni prodotto scalare in E soddisfa la disuguaglianza di Cau-
chy-Schwartz

|{(u, v)] < /{u, u)(v,v) Yu, v e E.

Inoltre la funzione ||u|| :== \/{u,u) é una norma in E.

Dim. Fissiamo u e v in F; per ogni t € R si ha
0 < (tu+v,tu+v) = t*(u, u) + 2t{u, v) + (v, v).

Il discriminante del trinomio di secondo grado dovra allora essere negativo; si trova

quindi

% = (u,v)* — (u,u)(v,v) <O0.

Verifichiamo ora che gli proprieta delle norme sono soddisfatte. La positivita e la
omogeneita sono evidenti. Per verificare la disuguaglianza triangolare osserviamo
che

Ju+ol} < flufl + vl
equivale, elevando al quadrato ambo i membri, a
(u+v,u+wv) < (u,u) + (v,0) + 2[ull]]
quindi semplificando si ottiene
(u, v) < flullflv]]
che segue dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwartz. O
Osservazione 4.4 La disuguaglianza di Cauchy-Schwartz implica che, a v fissato,

le applicazioni u +— (u,v) sono Lipschitziane di costante ||v||. Vedremo in seguito
che, sotto opportune ipotesi, ogni funzionale lineare e continuo ¢ di questo tipo.

Dati u, v € F non nulli, I’angolo tra u e v € a volte definito come 1'unico
0 € [0,27) tale che
cosf = (u,—v)
[[ullf[o]
Tale angolo esiste per la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz.
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Definizione 4.5 Chiameremo spazio pre-Hilbertiano ogni spazio vettoriale reale
munito di un prodotto scalare e della norma corrispondente. La distanza indotta
dal prodotto scalare sara naturalmente

d(u,v) = ||lu—v| = {u—v,u—v).

Se E, munito della distanza d, ¢ uno spazio metrico completo allora diremo che E
e uno spazio di Hilbert.

Esempio 4.6 L’insieme C([a, b]) delle funzioni continue in [a, b], munito del prodot-|
to scalare

() = [ Falgla) da

e uno spazio pre-Hilbertiano.

Osservazione 4.7

(1) Si puo verificare che ogni norma derivata da un prodotto scalare soddisfa
I'identita del parallelogramma

(4.1) lz = yll* + llz + yl* = 2]lz* + 2[lyl>

Viceversa, se (E, || - ||) & uno spazio normato e la norma soddisfa I'identita
del parallelogramma, allora

z+y|)? — ||z —yl?
(2,y) = |z + yll - [l —yll

definisce un prodotto scalare in F che induce la norma di partenza.

(2) Negli spazi di pre-hilbertiani, che sono ovviamente dei particolari spazi nor-
mati, sussistono le nozioni di convergenza di successioni e di completezza.
Vale il seguente teorema di completamento:

Per ogni spazio pre-Hilbertiano E esistono uno spazio di Hilbert
H ed una isometria j : E — H tali che l'immagine J(E) é densa
i H, wvale a dire, ogni x € H puo essere approssimato da una
successione (xp) C j(E). Lo spazio H ¢é unico a meno di isometrie
ed € detto completamento di E.
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(3) Nello spazio L?*(X) ovviamente una successione di funzioni (u,) converge ad
u se e solo se

lim [ |u, —ul>du =0,
n—oo X

e notiamo che, ragionando come nel caso di L!, si prova che se u,, — u in
L? allora esiste una sottosuccessione (uy, ) convergente ad u j-q.o0. Notiamo
anche che, regionando ancora come in L', si dimostra che L?(X) ¢ completo
(per X C R™ aperto puo essere costruito come completamento di C(X)).

Esempio 4.8 Il completamento di C([a, b]) ¢ lo spazio L?(a,b) (pilt precisamente,
lo spazio quoziente) munito del prodotto scalare

b
(f,9) 32/ f(t)g(t) dt.

Il concetto di base in dimensione infinita richiede il passaggio da combinazioni
lineari finite a combinazioni lineari infinite ma con coefficienti a quadrato somma-

bile.

Definizione 4.9 Sia H uno spazio di Hilbert di dimensione infinita e sia (v,) C H
un insieme di vettori. Diremo che (v,) € una base ortonormale di H se

(1) (vn, V) = Opm per ogni n, m > 1;

(2) per ogni w € H esiste una successione (a,) C R tale che

(4.2) u= Zanvn.

n=1
Diremo che uno spazio di Hilbert ¢ separabile se ha almeno una base ortonormale.

La proprieta di separabilita e legata al fatto di avere un’infinita al pit numerabile
di direzioni indipendenti e a due a due ortogonali. Tra gli spazi di Hilbert separabili
vi & £2: basta scegliere

v, = (0,0,...,0,1,0,...)

con il numero 1 all’'n-mo posto. I vettori v, sono a due a due ortogonali ed hanno
norma 1. Data inoltre (a,) € ¢* definiamo

N

(an)N = Zaivi = (CLl,CLQ,...,CLN,0,0...).

=1
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Si ha quindi

(an) - (an)N = (07 07 s 70a AN41, AN42;5 - - )
: 2
Jim () — @)yl = Jim S a2 =0
i=N+1
il che vuol dire .
(an) = Nlirfoo<an)N = Zlanvn‘

La seguente proposizione mostra che ¢? ¢ il modello isometrico di tutti gli spazi di
Hilbert separabili di dimensione infinita.

Proposizione 4.10 Sia H uno spazio di Hilbert separabile div dimensione infinita
e sia (v,) una base ortonormale. Allora i coefficienti (a,), detti coordinate di
u rispetto alla base (v,), sono univocamente determinati dalla (4.2) e valgono le
relazioni a, = (u,v,). Vale inoltre lidentita di Parseval:

Jul|* = Za Z u, v,)?.
n=1
Infine, lapplicazione
(4.3) u— ((u,v,))
¢ una isometria lineare e bigettiva di H con (2.

Dim. Supponiamo che valga la (4.2) e prendiamo i prodotti scalari di ambo i
membri con wv,,, per m fissato. Essendo il prodotto scalare continuo e lineare

otteniamo
00 N
(U, V) = (Z ApVp, V) = lim (Z ApVpy U )
N—+oo
n=1 n=1
N
(4.4) = lim Z CpOnmy, = Q.-
N——+oc0
n=1
N
Posto uxy = Y a;v; abbiamo
i=1

Jun||* = Z Z vj) = Z a;a;j(vi, vj)
= Z: 1a;0;; Za
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Passando al limite per N — 400 ed usando la continuita della norma si ottiene
I'identita di Parseval.

Infine Papplicazione ® : H — (% in (4.3) ¢ evidentemente lineare ed ¢ una
isometria tra i due spazi per l'identita di Parseval. L’iniettivita di ® segue dalle
implicazioni

O(u)=d(v) = [[Plu—2)||=0 = |u—-v]|=0 = u=w.

N
Data (a,) € ¢? si verifica facilmente che la successione uy = > a,v, & di Cauchy:
n=1
M M e
lups —unl> = 1[I > awil>= > a?< Y af N<M
i=N+1 i=N+1 i=N+1
Dato che (a,) € ¢ si ha
oo
lim a? =0
N—+o0
i=N+1
Definendo
oo
U= Z App
n=1
il ragionamento usato in (4.4) mostra che a,, = (u, v,), quindi ®(u) = (a,). O

Osservazione 4.11 Si osservi che le serie del tipo

Z AUy, (an) € 2
n=1

non convergono totalmente in generale (si prenda ad esempio a,, = 1/n).

Quali spazi di Hilbert sono separabili? E ben noto che il metodo di ortonor-
malizzazione di Gram-Schmidt fornisce una base ortonormale negli spazi di Hilbert
di dimensione finita, che sono quindi separabili. Una caratterizzazione degli spazi
di Hilbert separabili ¢ fornita dal seguente teorema, che si dimostra anch’esso col
metodo di Gram-Schmidt.

Teorema 4.12 Uno spazio di Hilbert H ¢ separabile se e solo se esiste un insieme
al p1i numerabile D denso in H.
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Osservazione 4.13 Sia E uno spazio pre-Hilbertiano, sia F' C E un sottospazio
di dimensione N e vy,...,vy una base ortonormale di F'. Verificare che per ogni

N
Ju— Z a;v;?
=1

ha valore minimo per a; = (u, v;). Il vettore

u € F la funzione

e detto proiezione di u su F.

Tra le proprieta fondamentali che gli spazi di Hilbert hanno in comune con gli
spazi di dimensione finita ricordiamo 1’esistenza di proiezioni sui convessi chiusi
(anche di dimensione infinita) e la possibilita di rappresentare ogni funzionale lin-
eare e continuo mediante il prodotto scalare per un opportuno vettore (teorema di
Riesz).

Teorema 4.14 Sia H uno spazio di Hilbert e C C H un insieme convesso, chiuso,
non vuoto. Allora per ogni x € H esiste unico y € C' tale che

lz =yl = min [z — =].
Il vettore y ¢ detto proiezione di x sul convesso C' ed ¢ caratterizzato dalla proprieta:
(4.5) (x—y,z—y) <0 Vz e C.
Dim. Sia (y;) C C una successione minimizzante, vale a dire
W |y, — ol = m = inf [ly — 2.

Usando l'identita del parallelogramma (4.1) otteniamo

Yn — Yk
2177 = llyn — [I” + flye — I = 2|

Y+ Yk o
: vy

2
< llyn = l* + llye — 2lI* — 2m
quindi
lim |ly, —yrl| =0

h, k—4o00
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e per la completezza di H possiamo concludere che y;, converge a y. Inoltre, dato
che C e chiuso, y € C' e

_— = 1' _— pum
Iy -l = Tim_ |y, — ] = m

quindi y ¢ il minimo cercato. L’unicita del minimo segue ancora dall’identita del

parallelogramma: se y, ¥’ sono minimi si ha

y—y
2

quindi y = ¢/. Verifichiamo ora la (4.5): scelto z € C, poniamo y; := y+t(z—y) € C

ed usiamo la disguaglianza (per t € (0, 1])

y+y
2|l 1= lly — =] + Iy — =|)? _2HT —zP<m+m—2m=0

|z —y|* < llz —wl? = |z —yl|* — 2t{z —y,z — y) + ||z — y|*.

Semplificando ||z — y||?, dividendo ambo i membri per ¢ e facendo tendere ¢ a zero
otteniamo la (4.5). Viceversa, se la (4.5) vale per un certo y € C, fissiamo z € C
e consideriamo la funzione

p(t) = ll(y + 1
(

Dalla (4.5) deduciamo che ¢ € crescente (basta sviluppare la norma) quindi

Iz = [ = (1) > ¢(0) = [ly — =[*

Essendo z arbitrario, y ¢ minimo. O

z—y)) —x|%.

Osservazione 4.15 Elenchiamo alcune proprieta di cui lasciamo la verifica come
esercizio.

(1) Se C' ¢ uno spazio vettoriale affine la formula sopra equivale
(t—y,z—y)=0 Vzel

e se C' & uno spazio vettoriale, (z — y, z) = 0 per ogni z € C. Si dice in tal
caso che z —y e ortogonale a C'. L’insieme dei vettori ortogonali a C' si indica
con Ct. Possiamo quindi dire che  si decompone in un vettore (x —y) € C+
ed un vettore y € C.

(2) Siano g1, ¢2 : (a,b) — R funzioni misurabili e sia

C .= {f € L*(a,b) : gi1(x) < f(x) < go(x) per qo. z € (a,b)}.

Verificare che C' ¢ un convesso chiuso di L*(a,b) e determinare 'operatore di
proiezione da L?(a,b) in C e trovare condizioni su g; e go che garantiscano
che C' & non vuoto.
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(3) Siano (Ei, || [l1), (B2, - ||2) spazi normati completi e E := E; x E5. Verificare

che
(@, )l == /]I + [[yll3

rende F uno spazio normato completo.

Teorema 4.16 (Teorema di Riesz) Sia H uno spazio di Hilbert e L : H — R
un operatore lineare e continuo, non identicamente nullo. Allora esiste unico x € H
tale che L(y) = (z,y) per ogni y € H.

Dim. (esistenza) Sia C' la spazio vettoriale chiuso L7!(0) e sia v € H \ C. Detta
u € C la proiezione ortogonale di v su C, indichiamo con w il vettore v — u
normalizzato e verifichiamo che le applicazioni lineari

L(y), L{w)(w, y)

coincidono. Infatti sono entrambe nulle su C', per definizione di C' e per l'ortogo-
nalita di w (Osservazione 4.15.1). Inoltre le due applicazioni coincidono per y = w,
quindi sullo spazio vettoriale R, generato da w. La coincidenza delle due funzione
seguira allora dal fatto che ogni y € H puo essere decomposto nella somma di un
vettore di C' ed un vettore di R,,, infatti

ed il vettore tra parentesi appartiene a C'"

L) RN V() TR
L<y L(w)) L) = 71 L{w) =O.

Basta allora porre z := L(w)w per avere la tesi.
(unicita) Se (x,y) = (2/,y) per ogni y € H, prendendo y = = — 2’ otteniamo
|z —2'||* = 0 quindi x = 2. O
Vediamo ora 'applicazione di questi discorsi astratti ad un particolare spazio

di funzioni, lo spazio L*(—m, ).

Definizione 4.17 Diremo che f ¢ regolare a tratti in [—m, 7| se f ¢ di classe C!
in [—m, 7| privato di al pit un numero finito di punti ed in questi punti f e f’
hanno limiti destro e sinistro finiti.

88



Spazi di Hilbert e serie di Fourier

Consideriamo ora una funzione regolare a tratti in [—7, 7] (estesa per periodicita
ad R) e la serie di Fourier ad essa associata:

(4.6) flz) = Z a,cosnx + » b,sinnz
n=0 n=1

con i coefficienti dello sviluppo dati da

" _{%fjﬁf(x)dm se n = 0;

%f; f(x)cosnxdx seni0

1 s
b, = —/ f(z)sinnx dx.
T™J -z

Vale allora il

Teorema 4.18 Sia [ regolare a tratti e 2w periodica in R.

(a) la serie di Fourier di f converge puntualmente alla media dei limiti destro e

sinistro:
S ST 1/ .
Zancosnx—l—ansmnm:— lim f(y) + lm f(y) |;
n=0 n=1 2\t v

(b) la serie di Fourier di f converge uniformemente in tutti gli intervalli chiusi
che non contengono punti di discontinuita di f.

L’interpretazione della serie di Fourier nel contesto degli spazi di Hilbert e data
dal

Teorema 4.19 Lo spazio H = L*(—n,n) ¢ di Hilbert e separabile. Una base
ortonormale di H ¢ costituita dalle funzion:

1 1 1
V9=— U,=—=cosnr n=12 ... w, = ——=sinnr n=12,....

VT

Dim. Si verifica immediatamente che le funzioni v,,, w, sono a due a due ortogonali
ed hanno norma 1. Consideriamo lo spazio H delle funzioni f del tipo

f= icnvn + idnwn
n=0 n=1
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con coefficienti (¢,), (d,) in l5. L’ipotesi di sommabilita sui coefficienti garantisce
che H ¢ un sottospazio di L?*(—m, ), vale a dire, le somme parziali convergono nella
norma L?(—m, 7). Gli stessi calcoli visti nel caso dell’identita di Parseval mostrano

IFIP =D an+> b
n=0 n=1

quindi H ¢ isometrico allo spazio £? x 2 munito della norma prodotto introdotta

inoltre che

nell’esercizio 6. Lo spazio H, essendo isometrico ad uno spazio completo & completo
e, in particolare, chiuso.

Osserviamo ora che le funzioni C!([—n, 71]) appartengono ad H. Infatti, data f
di questo tipo, integrando per parti abbiamo (per n > 1)

Cn = / f'(t) sinnt dt,

d, = \/_n(( ) — f(m ))cosn7r+/ f'(t) cosnt dt

dalle quali ¢ facile dedurre che (c,), (d,) appartengono a (2. Quindi la somma
della serie ¢ anche una funzione g € H in quanto i coefficienti sono di quadrato
sommabile. Dette ora s,(t) le somme parziali della serie di Fourier, sappiamo che
esse convergono puntualmente (tranne, in generale, i punti +7) a f(¢). D’altronde,
sappiamo anche, dall’Osservazioneconvqo.3, che vi & una sottosuccessione s,, (t)
convergente quasi ovunque in (a,b) a g(t). Ne segue che f =g € H.

Infine, sapendo che ogni funzione f € L?*(—m,n) & limite, in norma L2, di
funzioni di classe C''([—m, 7]), concludiamo che H = L*(—m, 7). O

Per ogni funzione f € L*(—, ) abbiamo quindi

(4.7) f= f: CnUp + f: dpwy,
n=0 n=1

con

Cn:<fuvn>7 dn:<f7w”>

/ fQ(x)dx:Zci—FZdi
- n=0 n=1
per l'identita di Parseval.

Osservazione 4.20
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(a)

E facile vedere che se f e pari allora tutti i coefficienti b,, sono nulli e se f e
dispari tutti i coefficienti a,, sono nulli. Di fatto, la prima sommatoria e la
seconda sommatoria in (4.7) rappresentano rispettivamente la proiezione di f
sullo spazio delle funzioni pari e la proiezione di f sullo spazio delle funzioni
dispari.

Per avere basi ortonormali nei rettangoli di R* basta considerare prodotti
di seni e coseni dipendenti da una sola delle coordinate ed aventi tutte le
possibili frequenze, cioe espressioni del tipo

cos(nyx1) cos(ngxs) sin(nsxs) . . . cos(n,xy).
In questo caso il formalismo complesso e quasi d’obbligo per semplificare le
notazioni. Ad esempio, nel rettangolo (—7m)* una base ortonormale &
1

vp(x) = E )k/2ei<”’x> n € Z".
7r

Osserviamo che la convergenza della serie in (4.7) ha luogo in L?*(—m, ),
quindi in una metrica di tipo integrale. In base ad un teorema dimostrato da
Lennart Carleson nel 1966 la serie di Fourier converge anche quasi ovunque
in (—m,7) per ogni f € L*(—m, ).

Infine, ricordiamo altre possibili scelte di basi ortonormali in L?(a,b). Si
chiamano polinomi di Chebyschev in (a,b) i polinomi ottenuti applicando il
metodo di Gram-Schmidt ai vettori

(4.8) 1, ¢, 2, .. ..

Nel caso (a,b) = (—1,1) i polinomi sono anche detti polinomi di Legendre.
Nel caso (a,b) = R, per ovviare al fatto che i polinomi non sono a quadrato
sommabile si definisce
+oo
L2(R) := {f:R — R: f misurabile, FA(s)e ™ ds < +00}

con prodotto scalare

—+00

(f,9) = f(s)g(s)e‘s2 ds.

I polinomi ottenuti ortonormalizzando i vettori (4.8) si chiamano polinomi di
Hermate.
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Appendice A

Appendice — Richiami

A.1 Massimo e minimo limite

Ricordiamo che per una successione reale (a,,) si definiscono il minimo limite
ed il massimo limite ponendo

lim inf a,, = sup inf ay, lim sup a,, = inf sup ay.

n—+00 neN k>n n——+00 neN k>n
Commentiamo solo la definizione di minimo limite, lasciano per esercizio la ri-
formulazione delle considerazioni che seguono al caso del massimo limite. Data
(a,), si puo costruire la successione (e,) ponendo e/, = infg>, ax per ogni n € N.

Siccome ad ogni passo si calcola 'estremo inferiore su un insieme piu piccolo, la

/

1) € crescente e quindi esiste il suo limite, e coincide con sup,{e},}.

Successione (e
Inoltre, dalle proprieta dell’estremo inferiore e dell’estremo superiore si ricava la
seguente caratterizzazione del minimo limite:

¢ =liminf, . a, se e solo se valgono le condizioni:

(a) per ogni e > 0 esiste v > 0 tale che a, > { — e per ognin > v;

(b) per ogni e >0 e per ogni v € N esiste n > v tale che a, < { + €.

Ne segue in particolare che liminf, ., a, € il piu piccolo tra i numeri reali ¢ che
godono della proprieta che esiste una successione estratta da (a,) convergente ad
¢. Analogamente,

¢ = limsup,,_ . an se e solo se valgono le condizioni:

(a) per ogni e > 0 esiste v > 0 tale che a, < €+ & per ognin > v;
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(b) per ogni e >0 e per ogni v € N esiste n > v tale che a, > { — ¢.

e limsup,,_,, . a, ¢ il piu grande tra i numeri reali ¢ che godono della proprieta
che esiste una successione estratta da (a,) convergente ad ¢. Ovvia conseguenza
di quanto detto e che liminf, . f; < limsup,_, . fr, con uguaglianza se e solo se
esiste il limite di a,,.

A.2 Insiemi numerabili

Agli insiemi costituiti da un numero finito di elementi associamo in modo ele-
mentare il numero naturale che ci dice quanti elementi contiene, e fra due insiemi
finiti esiste un’applicazione biunivoca se e solo se essi contengono lo stesso numero
di elementi. Di conseguenza, non puo esistere un’applicazione biunivoca tra un in-
sieme finito ed una sua parte propria. Questa proprieta distingue gli insiemi finiti
da quelli infiniti. Infatti, un insieme si dice infinito se € in corrispondenza biunivo-
ca con una sua parte propria. L’esempio piu semplice ¢ probabilmente quello degli
insiemi N e [P dei numeri pari. Ovviamente P C N, e quindi P ¢ un sottoinsieme
proprio di N, ma ci6 non ostante I’applicazione f : N — P definita da f(n) = 2n e
biunivoca (N contiene “solo” il doppio degli elmenti di P). Questo perd non vuol
dire che fra due insiemi infiniti esista sempre un’applicazione biunivoca, e quindi
bisogna accettare l'idea che esiste una gerarchia fra gli insiemi infiniti, cioe che
anche fra gli insiemi infiniti ce ne siano di “pitt 0 meno numerosi”. Quest’idea vaga
si puo formalizzare, ma cio esula dagli scopi del corso: ci limitiamo ad osservare
che se X e un insieme infinito allora non c’e mas un’applicazione biunivoca tra X
e 'insieme P(X) di tutti i suoi sottoinsiemi, che risulta “molto pitt numeroso” di
X. L’insiemie N e “il piu piccolo” insieme infinito, e si dice che un insieme E &
numerabile se esiste un’applicazione surgettiva r = z,, : N — F. Rivolgendo il nos-
tro interesse agli insiemi numerici, ¢ ovvio che anche I'insieme 7Z dei numeri interi
¢ numerabile (contiene “solo” il doppio degli elmenti di N), mentre la situazione ¢
di gran lunga meno intuitiva per quanto riguarda Q ed R. Risulta:

Teorema A.1 L’insieme Q é numerabile, mentre R non lo é.

94



Appendice — Richiami A.3 1l teorema di Riemann sui riordinamenti

Dim. Scriviamo Q come matrice infinita

1o, 2 3, 4
1 1 1 1
s S
1 2 3 4
2 2 2 2
I S
1 2 3 4
3 3 3 3
A N

dove le frecce hanno il seguente significato: partendo dall’elemento in alto a sin-
istra (il numero 1) la freccia porta induttivamente il numero razionale f(n) nel
termine successivo f(n+ 1) della successone (f(n)),en che stiamo definendo. Ci si
convince immediatamente che la funzione cosi definita e surgettiva e quindi che Q
e numerabile.

Viceversa, supponiamo che R sia numerabile. allora lo sara anche l'interval-
lo [0,1], sicché, fissata una convenzione che induca un’unica rappresentazione
decimale con parte intera nulla, possiamo scrivere 'intero intervallo [0, 1] come
successione (x,,) in modo tale che

T = 07 a11a12Q13 * **
T = 0, az1aa93 - -

3 =0, as1aszass3 - - -

Ty = 07 Ap1Gp2ap3 *** Qpp

e le cifre decimali a,, sono numeri interi tra 0 e 9. Allora, scelta la successione
(by,) tale che b, # a,, per ogni n, il numero reale Z = 0, b1bsb3 - - - b, - - - appartiene
a [0, 1] perché ha parte intera nulla, ma non & nessuno degli z,, perché per ogni n
differisce da z,, (almeno) per I'n-esima cifra decimale. Questo prova che [0,1] ( e
quindi R) non & numerabile.

A.3 1l teorema di Riemann sui riordinamenti

Richiamiamo alcune proprieta delle serie numeriche usate in relazione alle mis-
ure reali. Le considerazioni che seguono dovrebbero far capire quanta distanza ci
sia tra le serie e le somme finite. Una delle proprieta pitt “ovvie” delle somme
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finite e la proprieta commutativa. E naturale domandarsi se essa valga anche per
le serie. Per formulare correttamente il problema bisogna introdurre il concetto
di permutazione dei termini di una serie. Date la serie ), ar ed una funzione
bigettiva 7 : N — N (permutazione), si dice serie ottenuta permutando i termini di
> pax secondo m la serie ), ark)- Notiamo che i valori assunti dalla successione
(@r(k))ken sono gli stessi di (ay)ren, € vengono assunti lo stesso numero di volte,
per cui se avessimo a che fare con una somma finita passare da ), a; a >, A (k)
si ridurrebbe a “cambiare 'ordine degli addendi”, ed € ben noto che in tal caso “la
somma non cambia”. Per le serie infinite le cose vanno in modo completamente
diverso, a meno che non si abbia convergenza assoluta.

Teorema A.2 Sia ), a; una serie semplicemente convergente. Allora:

(i) sela seriey -, ai converge assolutamente e la sua somma ¢S, allora per ogni
permutazione T la serie Yy - Gk converge assolutamente ed ha per somma

S.

.o . [e'e) .
(ii) sela serie Y .-, ar non converge assolutamente, allora nessuna serie permuta-
ta converge assolutamente, ed inoltre per ogni S € R esiste una permutazione
. o0 .
7 tale che la serie permutata ) ;" axuy converga (semplicemente) ad S.

Non presentiamo la dimostrazione di questo risultato, ma ci limitiamo a sot-
tolineare ancora la differenza tra le somme finite e le serie non assolutamente
convergenti: queste, cambiando l'ordine degli addendi, possono dare qualunque
somma
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